Lydex - Benguerir PCSI Essaidi Ali

TD - Nombres réels - Correction

1 Nombres rationnels, nombres irrationnels :

Exercice 1 : Montrer que le nombre

31,72 356 356 356 356 - - -

est rationnel.

Solution de I'exercice 1 : On pose x = 31,72 356 356 356 356 - - - donc :

100z = 3172, 356356356356 - - -
100000z = 3172356 , 356356356356 ---
donc 100000z — 100z = 3172356 — 3172 = 3169 184 donc 99 900z = 3169184 d’onr :
3169184
~ 799900 © Q

On déduit que z est rationnel.

Exercice 2 : Soit a, b deux nombres rationnels tels que 1/a et /b soient irrationnels.
Montrer que v/a + /b est irrationnel.

Solution de I’exercice 2 : Supposons que /a4 /b est irrationnel donc 3 € Q tel que v/a++/b = r donc \/a = 7—/b
donca= (r—vb)?2=r>+b—2rvbdou2rvb=r*>4+b—a.

Sir = 0alors \/a + v/b = 0 donc \/a = 0 d’ot @ = 0. Absurde car a est irrationnel d’olt r # 0.

On déduit que v/a = ng#’ orr,a,b € Qdonc /a € Q. Absurde car \/a est irrationnel donc \/a + v/b est irrationnel.

On remarque qu’on a montré en fait que si a et b sont deux nombres rationnels tels que /a soit irrationnel alors v/a 4 v/b est
irrationnel.

Exercice 3 : Monter que log2 ¢ Q. I

Solution de I’exercice 3 : On suppose que log2 € Q donc 3(p, q) € Z x N*,log 2 = g.
Onalog2 = % donc glog2 = p donc log 27 = p d’ot1 27 = 107 = 10P.

On déduit que 29 = 2P5P donc 2¢97P = 5P donc 297 P est impaire donc ¢ — p = 0 d’oit ¢ = p. Absurde car p # ¢ puisque
% =log2 # 1 car 2 # 10.

Exercice 4 : Montrer que :

In3

Solution de I’exercice 4 : Supposons que z est rationnel. On a > 0 donc 3(p,q) € N x N* tel que x = % donc

ﬁ% = g donc ¢In2 = pIn3 donc In29 = In 3? d’ou 27 = 3P,
— On a g # 0 donc 27 est pair.
— On a 29 = 3P donc 29.

On déduit que 2P est a la fois pair et impair. Absurde, donc z est irrationnel.

Exercice 5 :
1 : Montrer que :
Vn € N, n? pair = n pair

2 : Montrer que :

V6 ¢ Q

3 : En déduire que :

V24+V3¢Q

Solution de I'exercice 5 :
1: Par contraposée, il suffit de montrer que :

Vn € N, n impair = n? impair
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Soit n € N impair donc 3k € N, n = 2k + 1 donc n? = (2k + 1)? = 4k* + 4k + 1 = 2(2k? + 2k) + 1 d’ot n? est impaire.
On déduit que :

Vn € N, n? pair = n pair
2 : Supposons que v/6 € Q et soit v/6 = - la forme irréductible de /6 donc m et n n’ont pas de facteur commun.

Ona6 = ™ donc 6 = ’:—; donc 612 = m? donc m? est pair d’ou, d’apres la question précédente, m est paire. On déduit que
Jk € Ntel que m = 2k.

On a 6n? = m? donc 6n2 = 4k? donc 3n? = 2k? donc n? est pair d’ol1, d’apres la question précédente, n est paire.

On déduit que m et n sont pairs donc 2 est un facteur commun de m et n. Absurde, donc v/6 ¢ Q.

2 Ordredans R :
2.1 Ordredans R :

Exercice 6 : Montrer que :

Ya,b>0,Va+b < va+Vb<\/2(a+b)

Solution de I’exercice 6 : Soienta,b > 0.

— Ona:
' (\/5+\/5)2:\/52+\/52+2\/5\/5:a+b+2\/&\/52a+b:(\/m>2
donc Va +b < v/a+ v/b.
— Ona: ) , ,
() < (Vo) (v )
= (V@' + VB +2vavh) + (V' + VB - 2vavh)
= (a+b+2vavh) + (a+b-2yaVh)
= 2a+2b=2(a+0b)
= (Vata+9)
donc /a + vb < \/2(a +b).
On déduit que :

Va+b<Va+vb</2(a+b)

Exercice 7 : Monter que :

1
vnz2,1<zk7<2
k=1

Solution de I’exercice 7 : Soitn >2etk € {2,...,n}.
Onak—1<k<k+1ldonck(k—1)<k?®<k(k+1)dou:

ot 1t
E(k+1) k2 k(k—1)
donc :
" 1 1 - 1
<> m<>
k:2k(k+1) k:Qk k:gk(k_l)
Or:
L SN SRR SRR SRR |
k(k+1)_k E+1  k(k—1) k—1
donc :
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d’ou :

car les sommes :

sont télescopiques.

Or:
Dt uEtlET it
k=1 k=2 k=2
donc :
1 1 - 1 1 1 1
14 = — <l —— - =141-==2—-2=<2
+2 n+1 ZQ< 2—1 n * n n<
0 >2d +1>3d L d"1+1 1 1+ >1
nan onc n onc —d’ou - - R
- = n+1~ 3 2 +1 - 2 3

On déduit que :

2.2 Intervalles de R :

Exercice 8 : Montrer que I’intersection de deux intervalles de R est un intervalle de R. '

Solution de I’exercice 8 : Soit I et J deux intervalles de R.
— SiINJ=0alors I NJ estun intervalle.
— Sinon, soita,b € I'NJtelsquea < bdonca,b e Ieta,be J.
— Onaa,b e Iaveca <betI unintervalle donc [a,b] C I.
— Onaa,b € Javeca < bet J un intervalle donc [a, b] C J.
On déduit que [a,b] C I N J donc I N J est un intervalle.
On déduit que I’intersection de deux intervalles de R est un intervalle de R.

Exercice 9 : Montrer que la réunion de deux intervalles d’intersection non vide est un intervalle. I

Solution de I’exercice 9 : Soit [ et J deux intervalles d’intersection non vide et a, b € I U J tels que a < b.
OnalnJ#@doncIcelnl.
- Sic<a:Onac,be JetJintervalle donc [¢,b] C J CIUJ.Orc < a < bdonc [a,b] C [¢,b] d’ou [a,b] C TUJ.
—Sia<e<b:
— Onaa,c € Iet ] intervalle donc [a,c] C J C TU J.
— Onac,b € JetJintervalle donc [¢,b] C J C T U J.
Ora < ¢ <bdonc [a,b] = [a,c]U[c,b] CC TUJ.
- Sib<c:Onaa,ce Iet!intervalle donc [a,c] CI CIUJ.Ora <b< cdonc [a,b] C [a,c] d’ol [a,b] CTUJ.
On déduit que dans tous les cas, [a,b] C I U J donc I U J est un intervalle.

Exercice 10 : Soit I C R. Montrer que [ est un intervalle de R si, et seulement si,

Ve,y e IVt € [0,1],(1 —t)x+ty el

Solution de I'exercice 10 :
=) Soitz,y € Tett € [0,1]. x et y jouent le méme rdle donc on peut supposer que = < y.
Onaz,y € I avec z < y et I un intervalle donc [z,y] C I.
D’autre part, x < ydonc (1—t)z+ty < (1-t)y+ty =yet(1—t)z+ty > (1—t)z+tzx =xdoncz < (1—t)z+ty <y
dou (1 —t)xz+ty € [z,y] C I.
<) Soitz,y € Tavecx < yetz € [x,y].
- Siz=yalorsz=2x € 1.

. . z—x
— Sinon, soitt = ——.0Ona:
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- xgzgydonc()gz—xgy—xdonc()gﬂgld’oﬁte[o,l].
y—

Z—X

- t= —doncz —r=t(y—r)douz=a+t(y—2) =z —tr+ty=(1—t)z+ty.

On déduit que ¢t € [0,1] et z = (1 — )z + ty.

2.3 Valeur absolue :

Exercice 11 : Montrer que :

Vz,y € R,

lz[ — /]y

Solution de I'exercice 11 : Onrappelle que Va,b > 0,va + b < \/a + Vb (voir I'exercice 6 de la page 2).

Soitz,y € R.Ona:
Vgl =Vl —y) +yl < Ve —yl+ 1yl < Ve —yl+ ]yl

donc :
Vil = VIl < V] =yl
De méme :
VIl = VI —=2) +a| <y —al + ] < ]y — 2] + ]z
donc :

VIgl = V2l < Viy =zl = ]z =]
OndéduitqueM—WSMet—(M—M) Vv =izl < iz —y donc’\/E \/W’ Ve —y|

Exercice 12 :
1 : Montrer que :

Yn € N* Vi, ...,x, ER a1 + - +xp| < o1+ -+ |20]
2 : Montrer que Vn € N* Vzy,... 2, € R:

VYn > 2 Ve, ..., xn ER Jx1 + -+ x| = 21|+ + |20| &= 21,..., 2, Ont méme signe

Solution de I'exercice 12 :
1:
— Méthode 1 : Soitn € N*.
— Soit z; € R donc |z1] < |z1] d’ou la relation est vraie pour n = 1.
— On suppose que la relation est vraie pour n et soit 1, ..., Tn, Tnt1 € R. D’apres ’inégalité triangulaire :

‘xl +"'+$n+xn+1| = ‘(331 +"'+xn) +f57z+1| < |1'1 +"‘+-Tn| + |xn+1|
Par hypothese de récurrence, |21 + -+ + 2p| < |21]| + - -+ + |2, | donc :
|21 4+ 2+ g1 | = (21 4+ 2n) Fwppa| <z o 2] 2]

d’ou la relation est vraie pour n + 1.
On déduit, d’apres le principe de récurrence, que :

V$1,.--,I‘n€R7‘$1+"'+1‘n|S‘I‘l‘+"'+|$n|

— Méthode 1 : Soitn € N*etzy,...,z, € R.
D’apres inégalité triangulaire :

Vke{2,....n}|z1 4+ F+ag| =(x1+ -+ xp_1) +ap]| <)o+ + xR ] + |2k

donc :
Ve e {2,...,n} o+ ag] — o 4+ apa| < g

donc :

n
Yo+ day| = o+ apa]) D |l
k=2

k=2
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n
|21+ @] = ] < Jak]
k=2
car la somme :
Z(|x1+...+xk| — @+ xp1])

k=2

est télescopique.
On déduit que :

n n

|21 4 -+ x| < |x1|+2\xk| =Z|xk| = x|+ + |z
k=2 k=1
2: Soit n € N*,
<) Soitn >2etxy,...,x, € R de méme signe.
- Sizy,...,x, >0alorsxzy; + -+ x, > 0donc:
|x1+...+xn| =z +--+x, = |x1‘+...+|xn|

- Sizy,...,x, <Oalorsxzy + -+ x, <0donc:

|$1+---+$Cn|:—(.%‘1+--~+$Cn)=—$1+-~-+—$n=|.1‘1|+---+‘a?n|
On déduit que dans tous les cas, :
‘1‘1+"'+$n‘:—($1+"'+$n):—$1+"'+—$n:‘$1|+"'+|$n|

=) Soit n > 2. On va procéder par récurrence sur n.

— Soit 1, z9 € R tels que |z1 + z2| = |x1] + |x2| donc, d’apres le cas d’égalité dans 1’inégalité triangulaire, x1 et xo
ont mé&me signe donc la relation est vraie pour n = 2.
— On suppose que la relation est vraie pour n et soit 1, ..., Ty, Tnt1 € R tels que :

|1+ + Ty + Toga] = 2]+ [T
On a, d’apres [’'inégalité triangulaire, :
[Z1 4t T+ T = (@1 ) F ] ST+ D]+ [T

donc :
1]+ A g = o+ ot T <o+ + 2] 4 |2l
d’ou :
1]+ ] < o+ ]
Or, d’apres la question précédente :
w1 ] < o] Ll

donc :

o+ ] = |
On déduit, d’apres I’hypothese de récurrence, que 1, . . . , £, ont méme signe.
Onposey =z + -+ x, donc y et zy,...,x, ont méme signe.
Ona:

|1 [+ - '+‘xn+1| = |w1+' ATt Tag| = (T '+$n)+xn+1| <o+ '+xn|+|xn+1| = |$1|+' : '+|xn|+|xn+1|
donc :
|Z‘1+"'+xn+$n+1| = |Z‘1++$n|+|xn+1|
d’ou :
[y + Zny1| = [yl + |2ns]

On déduit, d’apres le cas d’égalité dans I’inégalité triangulaire, que x, 1 et y ont méme signe donc =y, ..., T, ont
méme signe.
La relation est alors vraie pour n + 1.

On déduit, d’apres le principe de récurrence, :

Yn > 2, Va1, ..., 2, € Rz + -+ 2| = |21 + - + |T0| = 21, ..., z, Ont mEme signe
On déduit que :

Y > 2,V21, ..., 2 ER X1 + -+ xp| = 21|+ + 24| <= 21,..., 2, ont méme signe
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3 Partie entiere :

3.1 Propriété d’Archimede :

Exercice 13 : Montrer que :

Ve,y > 1,Ine N,z < y"

Solution de I'exercice 13 : Soitz,y > 1donc Inz,Iny > 0 donc, d’apres la propriété d’Archiméde, In € N tel que
Inz <nlnydonclnz < Iny™ d’ot z < y".

3.2 Partie entiére :

Exercice 14 :

1 : Montrer que le nombre de chiffres d’un entier naturel n non nul est |log(n)| + 1 (log désigne le logarithme décimal).
2 : Calculer le nombre de chiffres de 20172018,

Solution de I’exercice 14 :

1: Soit n € Net ple nombre de chiffres de n donc 10P~! < n < 10” donc log 107~ < logn < log 10? donc p—1 < logn < p
donc |log(n)| =p—1doup= |log(n)| + 1.

2 : On pose n = 20172018 donc logn = 201810og 2017 = 2018 x 3.3047058982127653 = 6668.89650259336 donc In] =
6668 d’ou le nombre de chiffres de 20172018 est |log(n)| + 1 = 6669.

Exercice 15 :
1 : Montrer que :
Ve,yeR, |z =ly] =z —y| <1

2 : Application : Résoudre 1’équation :

|22 + 3] = |z + 2]

Solution de I’exercice 15 :
1: Soitz,y € R.
- Onaz—1<|z|]=|y] <ydonczx—1<ydouz—y<l.
- Onay—1<|y]=|z]<zdoncy—1<zdoncy—ax<ldou—-1<zx—y.
On déduit que —1 < & —y < 1 donc |z — y| < 1.
2 : Soit 2 une solution de 1’équation |2z + 3| = |« + 2] donc, d’apres la question précédente,
|t +1] <ldonc—1<zx+1<1dou—2<z<0.0ndéduitque -2 <z < —-lou—1<z<0.
— Supposons que —2 < z < —1.Ona |2z 4+ 3] = | + 2| donc |22| + 3 = |z] + 2 donc [22] = |x] — 1 d’ol
|22] = =2 —1= —3car |z] = —2 puisque —2 < z < —1.

—x — 2| < 1donc

Ona |2x] = =3 donc —3 < 2z < —2d’ol —% <z < —1.On déduit que z € ] —%,—1 {

— Supposons que —1 < x < 0.0Ona |2z + 3| = |z + 2] donc |[22] + 3 = [z| + 2 donc |2z] = |z| — 1 d’on
|22] = -1 —1= —2car |z] = —1 puisque —1 < z < 0.

1 1
Ona |2x] = —-2donc -2 <2z < —-1dou-1<z< 5 On déduit que = € {—1,—2 [
3 1 3 1
déduit ——,—1 -1, —|=|—-=,—=].
On eulquexe] 2’ {U{ , 2[ ] 3’ 2{

3 1 3 1
Réciproquement, soit z € ]2, —3 {donc T € ] —5 1{0u T € {1, —5 {

- Sixe}—i,—l{alors?xe] ,—2[donc |z] = —2et|2z] = -3dou |22+ 3] — |z +2] = [22]+3— x| -2=
—3+4+3+2—2=0.Ondéduit que |22 + 3| = |z + 2].

- Siz € [—1,—;{alors2xe[ 2,—1[donc |z| = —1let |2z] = —2d’ou |22+ 3| — [z + 2] = |2z] +3—|z] —2 =
—2+4+3+1—2=0.Ondéduit que |2z + 3| = |z + 2].

3 1
On déduit que I’ensemble des solutions de ’équation |2z + 3| = [z + 2] est S = ] 373 [
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Exercice 16 :
1: Montrer que Vn € N* :

Vn+1—+/n< <vn—+vn-1

1
2v/n

2 : Calculer :

Solution de I'exercice 16 :
1: Soitn e N*.Ona:

_ (WnF1—yn) (Vn+1+vn)  (n+1)-n 1 11
L= V= N ESE S ATl Ve Veiliva S VarvE e
et:
C(WVn—va-1) (Va+vn—1)  n—(n—1) 1 11
vi-vn-1= NS T ntvno1 Jntvn-1_ Jatvn 2y
donc .
Vn+1-vn< f<f—\/nf

3 : D’apres la question précédente :

Vn € N*, vn + —f<—<f n—1

2v/n
- donc:: 2017 1207 2017
kz_z(\/kJrl—\/E) <kZ_2\/E<kZ_2<\/E—\/k—1)
Or les sommes :
2017 2017
S (VEFT-VE) et Y- (VE-VE-1)
k=2 k=2

sont télescopiques donc :
12017

V2018 — V2 < = ZT<\/201 -1

d’ou :
| 2017

V201 —\f+ Z\F 2017—7

1
et puisque /2018 — /2 + 3= 44.00794132805931 > 44 et /2017 — 5 = 44.41102314577124 < 45 donc :

%\

2017
k=1
d’ou :

ﬂ

,—
l\')\»—l

Exercice 17 : Montrer que :

VxeR,VneN*,{ n

Solution de I'exercice 17 : Soitx € Retn € N*,
- Méthode 1 :Onposep = |x] doncp <z < p+ 1doncnp < nz <n(p+1)doncnp < |nz| < n(p+ 1) donc
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- Méthode 2 : Onposez = p+ravecp € Zetr € [0, 1] (p est la partie entiere de x et r sa partie fractionnaire) donc :

2] 222 ) ) 2

n n n n

L7

D’autre part, € [0,1[donc 0 < r < 1 donc 0 < nr < ndonc 0 < |nr] < ndonc0 < o < 1dou FW’JJ =0.

{MJ =p=|z]

On déduit que :

Exercice 18 : Résoudre I’équation :

Solution de I’exercice 18 : Soit = une solution de 1’équation |3z — 5| = |x + 1] — 2z et on pose x = p + r avec
p € Zetr € [0, 1] (p est la partie entiere de x et r sa partie fractionnaire).
Ona |3z —5] = |x+ 1] —2xdonc [3(p+r)—5] = |[(p+7r)+1] —2(p+r)donc [3p+3r—5] = |[p+r+1] —2p—2r
donc3p—5+4+|3r|=p+1+|r] —2p—2rdou2r=6—4p— |3r].
1
Onar € [0,1[donc 2r € [0,2[,or2r =6 —4p — |3r| € Zdonc 2r =0ou2r =1dour=0our = 5
3
— Supposons que r =0.0Ona2r =6 —4p — |3r| donc 0 = 6 — 4p donc 4p = 6 d’ott p = 3 Absurde car p € Z.
1
— Supposons que r = 7 Ona2r =6—4p — |3r] donc1 = 6 —4p — 1 donc 4p = 4 d’ott p = 1. On déduit que
3

1
x:p+r:1+§:§.

L . 3
Réciproquement, si z = 3 alors :

3 3 319 3
|3z =5 — |z + 1] + 2z = {3><2—5J —{2+1J+2><2= L2J—5—{2J ~143=4-5-1-14+3=0

3
donc [3z — 5| =|z+ 1] —2zdouz = 5 estune solution de I’équation |3z — 5] = [z + 1] — 2x.

3
On déduit que I’ensemble des solutions de I’équation |3z — 5] = [z + 1] — 2z est S = {2 }

Exercice 19 : Montrer que :

vz € R, EJ+ V‘QHJ = |z]

Solution de I'exercice 19 : Soitz € Retonpose z =n +ravecn € Zetr € [0, 1] (n est la partie entiere de x et r
sa partie fractionnaire).

T 1 r+1 1 N e o o
Orre[o,l[donc2e[0,2[c[0,1[et . 6[2,1{C[0,1[d0u{J—{ J_

— Sin est pair alors 3k € Z tel que n = 2k donc :

e R e e O T N Rl

— Sin est impair :
- Méthode 1 : 3k € Ztel que n = 2k + 1 donc :

{fJ‘F z+1| | 2k+1+7 n 2k+1+7r+1

2 2 - 2 2
r+1 r

{k—&- B J+{k‘+1+2J

r+1
2

- k+{k+1+;J+k+{

2k+1=n=|x]
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- Méthode 2 :Soity =z + 1donc |y| = |z + 1| = |z| + 1 d ou |y] est pair. On déduit, d’apres le cas pair que :
QJ [
]+ || - )

V?Jﬂ(Hl)HJLHH

donc :

2

donc :

donc : {
' |

d’ou :

On déduit que, dans tous les cas, :

Exercice 20 : Soitz € R,n € N*etonposex =p—+ravecp € Zetr € [0,1].
1
1: Justifier que 3¢ € {0,...,n — 1}telqueg <r< a+
n n
2 : En déduire que [nz| = np + q.

3 : Montrer que Vk € {0,...,n —1}:

\‘ kJ P sik<n—1-—gq
p+1 sik>n—gq

4 : En déduire que :

Solution de I’exercice 20 :
1: Soit ¢ = |nr| donc g € Z.
— Onaref0,1[donc0<r<1dou0<nr<n.
— Ona0 < nrdonc 0] < |nr]doul <q.
— Ona |nr| <nretnr <mndonc [nr] <ndoug < n.
On déduit que 0 < g < n,orq € Zdonc g € {0,...,n—1}.
1
-~ Onagq=|nr] doncq§m'<q+1d’0f1g <r< i
n n
2:0na|nx| =|nlp+r)] =|np+nr] =np+ |nr] =np+q.
k
3:Soitke{0,...,n—1}donc0<k<ndoul0<—<l,orp<z<p+lcarp=|z|doncp<z+— <p-+2.
n n

g+l qg+1

n—q—1 R . .
_— = , or, d’apres la premiere question, r < —— donc
n

1

k
— On suppose que k < n —1—¢qdonc — <
n n

k k
—<l-rdotz+—-<z+l—-r=(@x—-r)+1=p+1
n n

k k
On déduitque p < x4+ — < p+ 1 donc {x+J =Dp.
n n

n—q

k . . k N
— On suppose que k > n — ¢ donc — > =1- g, or, d’apres la premiere question, r > ki donc — > 1—rd’ou
n n n n

n
k

x4+ —>z+1—r=(x—-r)+1=p+1
n

k k
On déduitque p +1 <z + — < p+ 2 donc {x—i—J =p+1.
n n
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5 : D’apres la question précédente :

k=0 k=0 —n—gq
n—1—q n—1
= p+ Y (p+1)
k=0 k=n—q
= (n=1-¢=0+p+((n=-1)=(n-—g+D+1)

= (n—qp+qlp+1)=np+gq

Or, d’apres la question 2, [nxz| = np + ¢ donc :

4 Parties denses de R :

Exercice 21 : Montrer que I’ensemble :

est dense dans R.

Solution de I'exercice 21 : Soit z,y € R tels que z < y. On a Q dense dans R donc Ir € Q tel que z < r < y.
Onar € Qdonc 3(p,q) € Z x N* tel que r = % donc, si on pose m = pqg? et n = g alors (m,n) € Z x N*etx < o3 < ycar
m _p® _p_,

ns T ¢ g

On déduit qug A est dense dans R.

Exercice 22 : Montrer que I’ensemble D des nombres décimaux est dense dans R. I

; ; 1
Solution de I’exercice 22 : Soita,b € Rtels que a < bdonc In € Ntel que 1 < (b — a)10™ d’ou Ton < b—a.

10m 1
Onposed:%doncdeﬂ)etona:
[10"a| +1 _ 10™a
—d: =
1030” 1 ’ 11097 la 1
_d:L ajn+ < aj :a+1o—n<a+b—a:b.

On déduit que @ < d < b donc D est dense dans R.

Exercice 23 : Soit I’ensemble :

Z+\/52={p+q\/§/p,q€Z}

1: Onpose A = (ZJr\@Z) AR} et a = inf A.

1 -1 : Justifier ’existence de « et vérifier que o« > 0.

1-2: Montrer que si o > 0 alors Ja,b € Atelsque o < a < b < 2a.
1-3: En déduire que o = 0.

2: Soitz,y € Rtels que x < y.

2-1: Montrer que 3a € Z + 2Z tel que 0 < a < y — .

2-2: Onposen = [£]|. Montrer que z < (n + 1)a < y.

3 : En déduire que Z + /27 est dense dans R.

Solution de I'exercice 23 :

1:

1-1: Onal=1+1v2€Z++V2Zet1>0donc1 e (Z—}—\@Z) NRY = A d’ou A est une partie non vide de R.

D’autre part, Vo € A = (Z + \/§Z) N R,z > 0 donc 0 est un minorant de A d’olt A est minoré.

On déduit A est une partie non vide minorée de R donc, d’aprées [’axiome de la borne supérieure, A admet une borne inférieure
d’ou « est bien défini.

On a 0 minorant de A « est le plus grand des minorants de A car o = inf A donc o« > 0.
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3 -1: Supposons que o > 0. On a o = inf A donc, d’apres la caractérisation de la borne inférieure, pour € = o, 3b € A tel
quea < b < a+a=2a.
De méme, ona b > a donc b — a > 0, or a = inf A donc, d’apres la caractérisation de la borne inférieure, pour € = b — «
JacAtelquea<a<a+(b—a)=0.
On déduit que a,b € Aeta < a < b < 2a.
3 -2: Supposons que o > 0 donc, d’apres la question précédente, Ja,b € Atelsque a < a < b < 2a.
— Onab>adoncb—a>0doub—acR}.
— Onaa,be A= (Z—|—\/§Z)QR*+ donca,b6Z+ﬂZd’0ﬁE|m,n,p,qeZtelsquea:m—Fn\/ietb:p—l-qﬁ
doutb—a=p+qv2— (m+nv2)=(p—m)+(g—n)V2 €Z+ V2L
Ondéduitqueb—aeRietb—a€Z+\/§Zd0ncb—a€ (Z—Q—\/ﬁZ)ORj:A.
D’autre para < a < b < 2adonc b —a < 2a — o = o.
On déduitque b —a € Aetb — a < «. Absurde car o = inf A donc a = 0.
4 : Soient x,y € R tels que z < y.
4-1:0nposec =y—x.0nay >xdonce =y —x > 0.0rinf A = 0 donc, d’apres la caractérisation de la borne
inférieure, dJa € Atelque0 < a <e =y — .
Ona A= (Z+2Z)NRY donc A C (Z+ V2Z),ora € Adonca € Z + /2Z.
4-2:
- Onan=|[%]donc ¥ <n+1dotz < (n+1)a.
—Onan=|[7]doncn < Zdotina<x.0ra<y—xdoncna+a<z+(y—x)dou(n+1l)a<y.
On déduit que x < (n + 1)a < y.
5: Onpose b = (n+ 1)a.
— Onaa € Z—i—\deonc Jp,q € Ztelsquea = p+qv2don (n+1)a = (n+1) (p+qv2) = (n+1)p+(n+1)gv2 €
ZJr\fZ.OndedultquebEZJr\[Z.
- Onaz < (n+1l)a<ydoncx <b<y.
On déduit que b € Z + v/2Z et & < b < y donc Z + /27 est dense dans R.

Exercice 24 : Montrer que I’ensemble :

est dense dans R.

Solution de I’exercice 24 : Soitz,y € Rtels que z < y.

— Méthode 1 : L’application t — t3 est bijective et strictement croissante sur R donc Ja,b € R tels que a < b, a® = x
etb3 =y.
Onaa < betQdensedans Rdonc 3r € Qtelque a < r < bdonc a® < r3 < b3 d’otiz < 3 < 5.
On déduit que = < 13 < y avec > € E donc E est dense dans R.

— Méthode 2 : On va procéder par séparation des cas :
- Si0 <z <yalors 0 < /z < ¢y, or Q dense dans R donc Ir € Q tel que ¢z < r < Yz douz <13 < y.
- Siz<0<yalorsz <03 <yavecO € Q.
— Siz <y<0alors 0 < —y < —x donc, d’apres le premier cas, Ir € Q tel que —y < 7 < —v d’otiz < (—7)3 <y

avec —r € Q.

On déduit que, dans tous les cas, 3r € Q tel que x < r3 < y et puisque 7* € E donc F est dense dans R.

Exercice 25 : Montrer que I’ensemble :

E

T/re@m]—l,l[}

1
{ln tr

Solution de I'exercice 25 : Soitz,y € Rtelsquez <yetf:t e R+—» ——

2et e?—1 e¥—1
> 0 donc f est croissante sur R d’ott < —
e +1 ev+1

est dense dans R.

et —1
t_|_1

OnaVvieR, f/'(t) =

. Or QQ dense dans R donc 3r € Q tel que

et +1
e$—1< <ey—1
r .
et +1 e¥Y +1
r -1 r 1 z 41 2e® r 1
—Ona6 4—1:6 te - = >Od0nc67>—1.
ew—i—% ) y elw—l—ly ) 6902—1—1 e;—&—ll
—Onalfe(_ = ¢ tloe T =— >0d0n076(_ > 1.
gy—i—l ey—i—ll eY +1 ) ey+1y )
Ondéduitque6 4__1 > —1let +1>1etpulsquee 4__1<r<eylldonc—l<r<1d’ohr€(@ﬁ}—l,l[.
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T — 1 1

- Ona— <7'd0ncez—1<r(ew+1)donc(1—r)ew<7'+1d0nce‘”<;d’oi}x<ln1+r.
e —r -
Y — 1 1

— Ona’ >rdoncey—1>r(ey+1)donc(1—r)ey>r+1doncey>id’oﬁy>ln —i—r.
ey +1 1—r 1-—

r

1 1
On déduit que z < In 1 + < y avec In 1 tr € Ecarr € QN] — 1,1 donc F est dense dans R.
—r —r

Exercice 26 : On considere I’ensemble :
E={m—Inn/(m,n) € Nx N*}

etsoitx,y € R tels que x < .
1 : Justifier que 3m € N tel que :
—1In (efx - efy) <m

2 : Montrer que In € N* tel que :
eV <n<em?®

3 : En déduire que A est dense dans R.

Solution de I'exercice 26 :
1:Onax <ydonc —y < —zdonce ™ < e ?doul < e *— e ¥ Enparticulier, In (™ —e™¥) € R.
D’autre part, N n’est pas majoré donc Im € Ntel que m > —In(e™* —e™¥).
2:Onposen = |e™ Y| +1.
— Onan >e™Y.
— OnaneN*carneZetn>e™ ¥ >0.
— Drapres la question précédente, m > —In(e™® —e ¥) donc In(e™® —e™¥) > —m donc e”® — e ¥ > e ™ donc
eMe ™ —eme ¥ >eme ™ =1donce™ " —em Y >1doue™ " >em Y+ 1.
Ondéduitquen = |[em V| +1<e™ V41 <e™ 2,
On déduitque n € N ete™ ¥ <n <e™™ ",
3:0nae™V<n<e™ Pdoncm—y<Inn<m-—xdonc—y < —m+lnn < —zdotz<m—-Inn<yetm—Inne A
car (m,n) € N x N*,
On déduit que Vz,y € Rtels que z < y, Ja € Atel que x < a < y donc A est dense dans R.

5 Parties majorées, parties minorées de R :

5.1 Borne supérieure, borne inférieure :

Exercice 27 : Soienta,b > 0.
Les parties suivantes sont-elles majorées ? minorées ? si oui admettent-elles un minimum, un maximum, une borne supérieure
ou inférieure ?

A={a+bn/neN} e)B={a+(-1)"/neN} o)C= {a + %/n € N*} o)D = {a + (—1)"%/71 € N*}

Solution de I'exercice 27 :
e Cas de ’ensemble A = {a + bn/n € N} :

— OnaVneNa+bn>aeta=a+ 0bec Adonc A est minoré par a et on ainf A = min A = a.
M —
a4 d’ou N est

— Supposons que A est majoré donc M € R tel que Vn € N,a + bn < M donc Vn € Nyn <

majoré. Absurde, car N n’est pas majoré d’o A n’est pas majoré.
e Casdel’ensemble B = {a + (—1)"/n € N} : Ona:

a+1 sin estpair
a—1 sin estimpair

Vn€N7a+(1)”—{

donc B={a+1,a—1}d ot Bestborné etonasupB =maxB =a+ letinf B=minB =a— 1.
b
e Cas de I’ensemble C = {a+ E/n € N*} :

b b
— OnaVneN* a4+ — Sa—l—beta—i—b:a—ki € C donc C' est majoré para +betonasupC = maxC =a+b.
n

essaidiali.co.nf 12/18 mathlaayoune @ gmail.com



Lydex - Benguerir PCSI Essaidi Ali

b . . . o
—Onaa+beCetVn e N* a+ — > adonc C est non vide minoré d’ou, d’apres !’axiome de la borne inférieure, C
n

admet une borne inférieure.

— a est un minorant de C. . . . .

— Soite >0etn=|—| +1doncn > —-donce > —douta+e>a+ —etonaa+ — € C.
€ € n n n

On déduit, d’apres la caractérisation de la borne inférieure, que inf C' = a.

b
Supposons que C admet un plus petit élément donc min C' = inf C' = a donc a € C' donc In € N*tel que a = a + —
n
b
donc o= 0 d’ou b = 0. Absurde car b > 0 donc C n’admet pas de plus petit élément.

b
e Cas de I’ensemble D = {a + (71)”5/11 S N*} :

b b
- OnaVn e N,a+ (-1)"— <a—— > a—beta—b:a—&-(—l)li € D donc D est minoré par a — b et on a
n n
infD=minD =a—0.
— Soitn € N*.

b b
— Sinestpairalorsa+ (-1)"— =a+ — <a+ B puisque n > 2 car n est pair.
n n
b b b
— Sinestimpairalorsa + (—1)"— =a——<a<a+ .
oo ?
donc, dans tous les cas, a + (—1)"— < a + 7
n

b b b b b
Onaa+§ € Det¥Vn e N* a+ (—-1)"— ga—|—5doncDestmajorépara+ietonasupD:maxD:cH-i.
n

Exercice 28 : Déterminer, lorsqu’ils existent, le plus grand élément, le plus petit élément, la borne supérieure et la borne

inférieure de ’ensemble :

n N
n+1

A:{(—l) /neN}

n

] ; 0
Solution de I'exercice 28 : Ona0 = (—-1)°—— € AetVn € N, [(-1)" n
0+1 n+1 n+1
partie non vide de R d’ol, d’apres les axiomes des bornes supérieure et inférieure, A admet une borne supérieure et une borne
inférieure.
— Etude de la borne supérieure :
- OnaVvn €N, (—1)”L <
n+1l = n+
. 1/1 1/1 1 1
— Soite >0etn=|-|(—-—1)|+1doncn > - | —-—1)donc2n > — —1donc2n+1 > — donce >
2 \e 2 \e € €
2n

— — 2n

Mm+1 2m+1 1 Vg eA

On déduit que 1 est un majorant de A et Ve > 0,3a € A tel que 1 — & < a donc, d’apres la caractérisation de la borne
supérieure, sup A = 1.

Supposons que A admet un plus grand élément donc max A = sup A = 1 d’ot 1 € A. On déduit que In € N tel que

B n B nono | n

1= n+1d0n01_‘( 2 n+1l] n+l
grand élément.

— Etude de la borne inférieure :

n n
— OnaVneN,(—-1)"—— > —
na¥n €N, ()" 2 -0

1/1 1/1 1 1
— Soite > 0etn = {2 (Q)J +1d0ncn>2<2> donc 2n > — — 2donc 2n + 2 > — donc € >

< 1 donc A est une

n

T < 1 donc 1 est un majorant de A.

2n+1

doul—-e<1-— etona

donc n =n + 1d’ou 0 = 1. Absurde donc A n’admet pas de plus

> —1 donc —1 est un minorant de A.

€ € e € 2n + 2
2n+1 2n+1 2n+1
d’ot —1 > —1 = — t _ = (=1 2n41_ 2T A c
ou—lte M R s R s B M e |

On déduit que —1 est un minorant de A et Ve > 0,3a € A tel que —1 + & > a donc, d’apres la caractérisation de la

borne inférieure, inf A = —1.

Supposons que A admet un plus petit élément donc min A = inf A = —1 d’out —1 € A. On déduit que In € N tel que

—-1= (—1)"L doncl=|-1|=|(-1)" " =" doncn=n+1dou0=1. Absurde donc A n’admet
n+1 n+1 n+1

pas de plus petit élément.
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Exercice 29 : On considere la partie :

A={recQ/z?* <2}

1: Montrer que A admet une borne supérieure.
2 : Montrer que sup A = /2.

Solution de I’exercice 29 :
1:

-~ Ona0ec€Qet0?2=0<2donc0 & Ad ol A estnon vide.

— Soit z € A donc 22 < 2 d’ott z < /2. On déduit que v/2 est un majorant de A donc A est majoré.
On a A partie majoré non vide de R donc, d’apres I’axiome de la borne supérieure, A admet une borne supérieure.
2:

— D’apreés la question précédente, /2 est un majorant de A.

— Soite > 0eta = max(\/i—s,O).

Onaa < v2 et Q dense dans R donc 3r € Qtelquea < r < V2.

—~ Onaa=max (V2 —¢,0)donca>+v2—¢c,orr>adour>v2—c
— Onaa«a :max(ﬂ—E,O) donca > 0,ora <7 <+v2donc0 < r < v/2doncr? < 2d’our? < 2. On déduit que
re A
On déduit que r € AetvV2—ce <.
On déduit, d’apres la caractérisation de la borne supérieure, que sup A = /2.

Exercice 30 : Déterminer, lorsqu’ils existent, le plus grand élément, le plus petit élément, la borne supérieure et la borne

inférieure de 1’ensemble : ) )
m n

Solution de I’exercice 30 :
e Vérification de I’existence des bornes supérieure et inférieure de A :

1 1
— Ona0= 171 € A donc A est non vide.
— OnaVm,n € N*:

“1<—-< - --< =<1

1
m

3=

1
m

S|

donc A est borné.
On déduit que A est non vide borné donc, d’apres les axiomes des bornes supérieure et inférieure, A admet une borne
supérieure et une borne inférieure.
e FEtude de la borne supérieure :
— OnaVm,n € N*:

1 1 1
———2>——2>-1
m n n
donc —1 est un minorant de A.
. 1 1 1, .1 1 1 1
— Soite >0etm = |—|+1doncm > —donce > —dot ——1< —-1+ecetona——1=—— - € A.
€ € m m m m 1
On déduit, d’apres la caractérisation de la borne inférieure, que inf A = —1.
Supposons que A admet un plus petit élément donc min A = inf A = —1 donc —1 € A donc Im,n € N* tel que
1 1
—1=———donc —1 > ——donc1l < — d’oun < 1. Absurde car n > 1 donc A n’admet pas de plus petit élément.
m n n n
e Etude de la borne inférieure :
— OnaVm,n € N*:
1 1 1
———-<—=<1
m n_m
donc 1 est un majorant de A.
) 1 1 1 .. 1 11 1
— Soite >0etn=|—|+1doncn>—donce > —doul—e<1——etonal ——=-——€ A.
€ € n n n 1 n

On déduit, d’apres la caractérisation de la borne supérieure, que sup A = 1.
Supposons que A admet un plus grand élément donc max A = sup A = 1 donc 1 € A donc Im,n € N* tel que

1=— — —doncl < — d’oum < 1. Absurde car m > 1 donc A n’admet pas de plus grand élément.
m n m
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Exercice 31 : Soit: A 9
n —+
b= {M/" € N}

: Montrer que E est borné.

: Montrer que E admet un plus grand élément et que max E = 3.
: Montrer que E admet une borne inférieure et que inf £ = 2.
: E posseéde-t-il un plus petit élément ?

W -

Solution de I'exercice 31 :
1: OnaVneN:

dn+9 - 6n+9 3(2n+3) _3
“2m+3~2n+3 2n+3

donc E est majoré.

2:0nag— 2 - 2x0+9
3 2x0+3

supérieure, Y admet une borne supérieure.
D’apres la question précédente :

-3€k.

— 3 estun majorant de F car Vn € N,

€ E donc E est non vide. Or E est majoré car borné donc, d’apres [’axiome de la borne

n+9 <3

2n+3
donc I admet un plus grand élément et que max I/ = 3.

3 : On a E minoré non vide donc, d’apres [’axiome de la borne inférieure, E admet une borne supérieure.

—OnaVneN,4n+9—2:4n+972(2n+3):4n+974n76: 3 > 0 donc 2 est un minorant de F.
) 2n+3 2n+3 2n+3 2n +3
— Soite > 0Qet:
L(3 3)|+1
n=|-(--—
2 \e
donc :
1/3
>—-|=-=3
=2 ()
donc :
3
2n+3 > —
€
donc :
o 3 _4n+9 9
2n+3  2n+3
d’ol: 49
n
2 >
te 2n+3
¢ in+9
etona
2n+3
On déduit, d’apres la caractérisation de la borne inférieure, que inf £ = 2.
4 9
4 : Supposons que E admet une borne inférieure donc min £/ = inf £ = 2donc 2 € £ d’ou dn € Ntel que 2 = 271 i 3
n

On déduit que 4n + 9 = 2(2n + 3) = 4n + 6 donc 9 = 6. Absurde, donc E n’admet pas de plus petit élément.

Exercice 32 : Soit: )
FE = {(—1)” + ﬁ/n c N*}

1: Montrer que :

Yne N, —1< (—1)"+ = <

SRS
|

3
2 : Montrer que max F = —.

3 : Montrer que F admet une borne inférieure et que inf £ = —1.
4 : FE possede-t-il un plus petit élément ?

Solution de I’exercice 32 :
1: Soitn € N*. ) )
—Ona(-1)"4+—->-1+—-—>—-1.
n n
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1 1 1 3
— — Sinestpairalors (—1)"+ — =14+ — <1+ 5 = carn > 2 puisque n est pair.
n n n
1 1 3
— Sinestimpairalors (-1)"+ —=-14+—-<-141=0< —.
n 1 n 3 n
On déduit que, dans tous les cas, (—1)" + — < —.
n-n
On déduit que :
1 3
-1<(-1)"+-<=
(=1)"+ - <3
- 3 . 3 , 1 3
2 : D’apres la question précédente, 5 est un majorant de £/ eton a 5= (=1)* + 5 € F'donc max EF = ok
3
3 : On a, d’apres la premiere question, F minoré par —1 et non vide car, d’apres la question précédente, 5 € FE donc, d’apres

I’axiome de la borne inférieure, E admet une borne inférieure.
— D’apres la premiere question —1 est un minorant de F.

1/1 1/1 1 1 1
— Soite >0etn=|=-(—-—1)|+1doncn>—-(—-—1)donc2n > — —1donc2n+ 1> — donce > d’ ol
2 \e 2 \e € € 2n+1
-1 -1 t -1 = (—1)2nt1 E.
te<la g mgetona—ld o = (C)TT 4 o €
On déduit, d’apres la caractérisation de la borne inférieure, que inf £ = —1.
4 : Supposons que E admet un plus petit élément donc min A = inf £ = —1 donc —1 € E donc dn € N* tel que —1 =
1

—-1)" + —.
(=1)"+— 1 1

— Sinestpairalors —1 = (—=1)" + — =1+ — > 1. Absurde.

n n
1 1
— Sin estimpair alors —1 = (—1)" + — = —1 4+ — > —1. Absurde.
n n

On déduit que E n’admet pas de plus petit élément.

Exercice 33 : Soit:

n
=<{——/n,pe N*
{ np+1 fmP }

: Montrer que E admet une borne supérieure et que sup £ = 1.
: E possede-t-il un plus grand élément ?

: Montrer que E admet une borne inférieure et que inf £/ = 0.

: E possede-t-il un plus petit élément ?

W -

Solution de I'exercice 33 :

1:
— OnaVn,p € N¥, < 1 donc 1 est un majorant de F.
np +
1 1 1 1 1-—
— Soite >0etn=|—|doncn > —-—1doncn+1 > —donce > :n+ n:l— i d’oh1—5<L
€ € e n+1 n+1 n+1 n+1
etona e L.

n+1
On déduit, d’apres la caractérisation de la borne supérieure, que sup ' = 1.

2 : Supposons que E admet un plus grand élément donc max F = supE = 1l donc 1 € E d’ou Im,n € N* tels que

1= Zl doncn=mnp+1doul=n—np=n(l—p) <0carn,p > 1. Absurde, donc E n’admet pas de plus grand
np
élément.
3:
— OnaVn,p € N*| > 0 donc 0 est un minorant de E.
np
. 1 1 1 ... 1 1
— Soite >0etp=|—|doncp>——1doncp+1>—doue> etona —— = eFE
€ € € +1 p+1 1Ip+1

On déduit, d’apres la caractérisation de la borne inférieure, que inf & = 0.

4 : Supposons que F admet un plus petit élément donc min £ = inf £ = 0donc 0 € F d’ot I3m,n € N* telsque 0 = )
np
d’ott n = 0. Absurde car n > 1 donc E n’admet pas de plus petit élément.
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5.2 Exercices théoriques :

Exercice 34 : Soit A, B deux partie non vides de R. On note :

A+ B={a+b/(a,b) € Ax B}

1: On suppose que A et B sont majorés. Montrer que A + B est majoré et que sup(A + B) = sup A + sup B.
2 : On suppose que A et B sont minorés. Montrer que A + B est minoré et que inf(A + B) = inf A + inf B.

Solution de I’exercice 34 :
1: Aet B sont majorés donc M, N € RtelsqueVa € A,a < MetVbe A,b < N.
Soitz € A+ Bdoncda € A,db € Btelsquex =a+bdoutz=a+b< M+ N.OndéduitqueVer € A+ B, <M+ N
donc A + B est majoré.
e Méthode 1 :
— Soitx € A+ Bdonc Ja € A,3b € Btels que v = a+b. Or sup A est un majorant de A et sup B majorant de B donc
a <supAetb<supBdouzx=a+0b<supA+ supB. On déduit que Vx € A+ B,z < sup A + sup B donc
sup A + sup B est un majorant de A + B.
— Soite > 0. D’apres la caractérisation de la borne supérieure, 3a € A, 3b € B tels que a > sup A—g etb > sup B—%

dota+b>supA+supB —cetonaa+be A+ B.
On déduit que sup A + sup B est un majorant de A + BetVe > 0,3z € A+ Btel que z > sup A + sup B — ¢ donc,
d’apres la caractérisation de la borne supérieure, sup(A + B) = sup A + sup B.
e Méthode 2 :

— Soitz € A+ Bdonc Jda € A,3b € B tels que z = a + b. Or sup A est un majorant de A et sup B majorant de B
donca < supAetb <supBdouzxz=a+b<supA+ supB. On déduit que Vo € A+ B,x < sup A +sup B
donc sup A + sup B est un majorant de A + B d’ou sup(A + B) < sup A + sup B car sup(A + B) est le plus petit
des majorants de A + B.

— Soita € Aetb € B.

On a sup(A + B) majorant de A 4+ B donc a + b < sup(A + B) d’olt a < sup(A + B) — b. Cette relation étant vraie
Va € A donc sup(A + B) — b est un majorant de A d’olt sup A < sup(A + B) — b car sup A est le plus petit des
majorants de A.
Onasup A < sup(A+B)—bdonc b < sup(A+ B)—sup A. Cette relation étant vraie Vb € B donc sup(A+B)—sup A
est un majorant de B d’olt sup B < sup(A + B) — sup A car sup B est le plus petit des majorants de B. On déduit
que sup A + sup B < sup(A + B).
On déduit sup(A 4+ B) < sup A + sup B etsup A + sup B < sup(A + B) donc sup(A + B) = sup A + sup B.

2 : Aet B sont minorés donc 3m,n € Rtels que Va € A,a > metVb e A, b > n.

Soitxz € A+ Bdoncda € A,Fb€ Btelsquex =a+bdoutxz=a+b>m+n OndéduitqueVe € A+ B,z <m+n

donc A + B est minoré.

e Méthode 1 :

— Soitz € A+ B donc Ja € A,3b € B tels que x = a + b. Or inf A est un minorant de A et inf B minorant de B
donca > inf Aetb > inf Bd ot & = a + b > inf A + inf B. On déduit que Vx € A+ B,z > inf A + inf B donc
inf A 4 inf B est un minorant de A 4+ B. . .

— Soite > 0. D’apres la caractérisation de la borne inférieure, Ja € A,3b € B telsque a < inf A+ 3 etb < inf B+ 3

d'ota+b<infA+inf B4+cetonaa+be A+ B.
On déduit que inf A + inf B est un minorant de A + B et Ve > 0,3z € A + B tel que x < inf A + inf B + ¢ donc,
d’apres la caractérisation de la borne inférieure, inf(A + B) = inf A + inf B.
e Méthode 2 :

— Soitz € A+ Bdonc Ja € A,3b € B tels que x = a + b. Or inf A est un minorant de A et inf B minorant de B
donca > infAetdb > inf Bdoux = a+ b > inf A + inf B. On déduit que Vo € A+ B,z > inf A + inf B
donc inf A + inf B est un minorant de A + B d’ott inf(A + B) > inf A + inf B car inf(A + B) est le plus grand des
minorants de A + B.

— Soita € Aetb e B.
On a inf(A + B) minorant de A + B donc a + b > inf(A + B) d’ott a > inf(A + B) — b. Cette relation étant vraie
Va € A donc inf(A + B) — b est un minorant de A d’ott inf A > inf(A 4+ B) — b car inf A est le plus grand des
minorants de A.
Onainf A > inf(A+ B) —bdonc b > inf(A+ B) —inf A. Cette relation étant vraie Vb € B donc inf(A+ B) —inf A
est un minorant de B d’ol inf B > inf(A + B) — inf A car inf B est le plus grand des minorants de B. On déduit que
inf A+ inf B > sup(A + B).

On déduit inf(A + B) > inf A + inf B etinf A + inf B > inf(A + B) donc inf(A + B) = inf A + inf B.
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Exercice 35 : Soit A, B deux parties non vides bornées de R. On note :

A—B={a-"b/(a,b) € Ax B}

1: Montrer que A — B est borné.
2 : Montrer que A admet une borne supérieure et que sup(A — B) = sup A — inf B.
3 : Montrer que A admet une borne inférieure et que inf(A — B) = inf A — sup B.

Solution de I'exercice 35 :

1: Aet Bsontbornés donc M, m, N,n € RtelsqueVa € Am <a< MetVbe Ain<b<N.

Soitz € A— Bdoncda€ A,Fbe Btelsquex =a—borm<a<Metn<b< Ndoncm—-N<a—-b<M-—ndou

m—N<z<M-—n.OndéduitqueVex € A — B,m— N <z < M —ndonc A — B est borné.

2: Aet Bsontnon videsdonc Jda € Aetb € Bd’oia—b e A— B.On déduit que A — B est non vide, or il est majoré car

borné d’apres la question précédente donc, d’apres I’axiome de la borne supérieure, A — B admet une borne supérieure.

e Méthode 1 :
— Soitz € A — Bdoncda € A,3b € B tels que x = a — b. Or sup A est un majorant de A et inf B minorant de B

donca <supAetb>inf Bd’otx =a—b <supA — inf B. On déduit que Vz € A — B,z < sup A — inf B donc
sup A — inf B est un majorant de A — B.

. N N . . . . Lo €
— Soit € > 0. D’apres les caractérisations des bornes supérieure et inférieure, da € A, 3b € B tels que a > sup A — 3

etb<infBJrEd’oflafb>supAfinfB75etonaafb€AfB.
On déduit que sup A — inf B est un majorant de A — BetVe > 0,3z € A — Btel que x > sup A — inf B — ¢ donc,
d’apres la caractérisation de la borne supérieure, sup(A — B) = sup A — inf B.
e Méthode 2 :

— Soitz € A — Bdoncda € A,3b € Btels que x = a — b. Or sup A est un majorant de A et inf B minorant de B
donca < supAetb > inf Bdotz = a—b < sup A — inf B. On déduit que Vr € A — B,x < supA — inf B
donc sup A — inf B est un majorant de A — B d’ot sup(A — B) < sup A — inf B car sup(A — B) est le plus petit des
majorants de A — B.

— Soita € Aetb € B.

On a sup(A — B) majorant de A — B donc a — b < sup(A — B) d’olt a < sup(A — B) + b. Cette relation étant vraie
Va € A donc sup(A — B) + b est un majorant de A d’olt sup A < sup(A — B) + b car sup A est le plus petit des
majorants de A.

Onasup A < sup(A—B)+bdonc b > sup A—sup(A— B). Cette relation étant vraie Vb € B donc sup A—sup(A—B)
est un minorant de B d’ou inf B > sup A — sup(A — B) car inf B est le plus grand des minorants de B. On déduit
que sup(A — B) > sup A — inf B.

On déduit sup(A — B) < sup A — inf B et sup(A — B) > sup A — inf B donc sup(A — B) = sup A — inf B.

3: Aet Bsontnon videsdonc da € Aetb € Bd’oia —b € A— B. On déduit que A — B est non vide, or il est minoré car
borné d’apres la premiere question donc, d’apres [’axiome de la borne inférieure, A — B admet une borne inférieure.
e Méthode 1 :

— Soitz € A— Bdonc Ja € A,3b € B tels que z = a — b. Or inf A est un minorant de A et sup B majorant de B
donca > inf Aetb <supBdotx =a—b>inf A — sup B. On déduit que Vz € A — B,x > inf A — sup B donc
inf A — sup B est un minorant de A — B.

— Soit € > 0. D’apres les caractérisations des bornes supérieure et inférieure, da € A,Ib € B tels que a < inf A + %

etb>supB—%d’oha—b<ian—supB+setonaa—b€A—B.

On déduit que inf A — sup B est un minorant de A — BetVe > 0,3x € A — B tel que z < inf A — sup B + ¢ donc,
d’apres la caractérisation de la borne inférieure, inf(A — B) = inf A — sup B.
e Méthode 2 :

— Soitz € A+ B donc Jda € A,3b € B tels que z = a — b. Or inf A est un minorant de A et sup B majorant de B
donca >infAetb <inf Bd’oux =a—b > inf A — sup B. On déduit que Vx € A — B,z > inf A — sup B donc
inf A — sup B est un minorant de A — B d’ol inf(A — B) > inf A — sup B car inf(A — B) est le plus grand des
minorants de A — B.

— Soita € Aetb e B.
On a inf(A — B) minorant de A — B donc a — b > inf(A — B) d’ott a > inf(A — B) + b. Cette relation étant vraie
Va € A donc inf(A + B) + b est un minorant de A d’ou inf A > inf(A + B) + b car inf A est le plus grand des
minorants de A.
Onainf A > inf(A— B)+bdonc b < inf A —inf(A — B). Cette relation étant vraie Vb € B donc inf A —inf(A— B)
est un majorant de B d’ott sup B < inf A — inf(A — B) car sup B est le plus petit des majorants de B. On déduit que
inf(A — B) <inf A — sup B.

On déduit inf(A — B) > inf A — sup B etinf(A — B) < inf A — sup B donc inf(A — B) = inf A — sup B.
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