Lydex - Benguerir PCSI Essaidi Ali

TD - Calcul algébriqgue - Correction

1 Sommes :

1.1 Sommes :

Exercice 1 : Soitn € N. Montrer que :

Solution de I'exercice 1 : Ona:

n n n

D kkl = (k+1-1)k! = ((k+1)k!_k!):i((kﬁ)l_k!):(n+1)!-0!:(n+1)!_1

k=0 k=0 k=0 k=0

car Z ((k + 1)! — K!) est une somme télescopique.
k=0

~ kD1 K k1 1 (1 1 I
kzzo(k+1)!_’§) (k+1)! _Z<(k+1)!_(k+1)!)_z(ky (k+1)!>_0! (n—i—l)!_l (n+1)!

k=0

Exercice 3 : Montrer que :

Solution de I'exercice 3 : Soitn € N.

— Méthode 1 :Ona: .
Zk(kJrl) = Z(k2+k)
k=0

k=0 .

SR>k

k=0 k=0

nn+1)2n+1) nn+1)
6 + 2

_ 7”(”; Dion+143)

_ "("Tm(znﬁ)
n(n+1)(n+2)
3
- Méthode 2 : Onremarque que Vk € {0,...,n}:
k(k+1D)(k+2)  (h-D((k-1D+1((k-1)+2) k(k+1)(k+2) (k= 1k(k+1)
3 3 3 3
k(k+1)(k+2—(k—-1))
3

3k(k + 1)
3
= k(k+1)
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donc :
k1) = Z(kk+1 k+2)_(k—l)((k—l)—;—l)((k—l)+2)>
= it Dm+2) (0- 1) x (0=1)+1) x ((0—1) +2)
3 3
_ nn+1)(n+2)
- —
car la somme Z (k(k + 1§(k i 2) (k=D(k=1+ 3 D=1 + 2)> est télescopique.

k=0
- Méthogle 3 :Soitnn € N.

0x(0+4+1)x(0+2)
-0 kElk+1)=0x1=0=
na ’;) (k+1) 3
— Supposons que la relation est vraie pour n donc :

donc la relation est vraie pour n = 0.

i nn+1)(n+2)
kzzok (k4 1) =

donc : "
> k(k+1) = Zkk—H (n41)(n+2)
k=0
_ )i 1§(”+2)+(n+1)(n+2)
= DA )
_ (n+1(n+2)(n+3)
3
_ 4D+ 1) +2)((n+1)+2)
3

d’oui la relation est vraie pour n + 1.
On déduit, d’apres le principe de récurrence, que :

Wn e NS k(k 4 1) = MO ED)

k=0
Exercice 4 : Soitn € N*etx € Rtel que x ¢ {2kn/k € Z}.
1: Montrer que :
E+1 k k E—1
Vk e {1,...,n},sin(kz) sing = sin # sin 717 — sin ?I sin %
2 : En déduire que :
. nx . (n+1)x
n sin — sin ~————
Zsin(k‘x) = 2 T 2
k=1 Sin§

Solution de I'exercice 4 :
1: Soitk e {1,...,n}.Ona:

sinwsink—x—sink—xsinw—sink—x sin(kj—i_1> —sim(kj_lﬁlj
2 2 2 2 2 2 2
or: b
Va,bER,sina—sinb:2sina_ co*a;—
donc

(k+Dx . (k-1 L1kt (k-1
Ty s 2( )c

k+1 k-1 k
5 5 <( + e +( )x>:281nzcosx

2 2 2
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d’ou :
. (k+Dx . kx| kx . (k—1zx . kx .z kx kx kx .z x
sin ~———— sin — — sin — sin ———— =sin — | 2sin — cos — | = 2sin — cos — sin — = sin(kx) sin —
2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
2:0na . .
sin = E sin(kx) = g sin(kx) sin z
2 2
k=1 k=1
Or, d’apres la question 1, :
kE+1x . k k k—1)x
Vk € {1,...,n},sin(kz) sin g = sin % sin ?x — sin ; sin %

donc :

smfzsm (k) Z( Wsm‘f_sm’msm%—m)

k=1

(k—1)z

5 donc :

k
On pose Vk € N, a, = sin ?x sin

3

L T
smg E sin(kz) = g (ak+1 — ag)
k=1 k=1

n

La somme Z (ak+1 — ay) étant télescopique donc :

k=1
n
. 1 .
sin % Z sin(kx) = ap+1 — a1 = sin @ sin %
k=1
On déduit que :
: (n+1)x
n sin — sin
Zsin(k:v) = = 2
k=1 sin 5

car sing # 0 puisque x ¢ {2kn/k € Z}.

1.2 Sommes doubles :

Exercice 5 : Soit n € N*. Calculer la somme :

Solution de I’exercice 5 : Les indices sont séparés donc :

f:z‘zjz(z> sz :( "+1)) (271;1_12):?1(71—5—1)(2”—1)

i,j=1 i=1

Exercice 6 : Soitn € N. Calculer la somme :

n

> (2 —1)29

i,j=0

essaidiali.co.nf 3/22 mathlaayoune @ gmail.com



Lydex - Benguerir

PCSI Essaidi Ali

Solution de I'exercice 6 : Ona:

n

2.2~

,J=0

1)2%

n

= D (Do —1)2v
i=0 \ j=0
~ 3 (21‘—1)%2”'

o
Il

<
<
Il

<

= S (e-nY @Y
1=0 7=0
n ; 2i(n+1) -1
= ;(2 *1)72¢_1

Z (2i(n+1) _ 1)

0 n

_ Z oi(n+1) _ Z 1
iﬁo =0

= S @) -+
1=0
2(n+1)* _q

= oy D

Exercice 7 :

1<i,j<n

Solution de l'exercice 7 :
- Calcul de Z min(i,7) :Ona:

> min(i,j), Y max(i,j) et

Soit n € N*. Calculer les sommes :

> li—dl

1<ij<n 1<ij<n

1<i,j<n
Z mln(z7]):ZZm1n(z,j)— Zmin(z,])—i— Z min(, j) Zmez 7) Z Z min(s, j)
1<i,j<n i=1 j=1 i=1 \j=1 j=it+1 i=1j=1 1 j=it+1
Or:
-Vje{l i}, min(4, j) = j donc
. o (i +1 2,
me(z,j)z j= ( 5 ) (4% + 1)
j=1 j=1
-Vjed{i+1,...,i},min(i,j) = i donc :
> min(i,j) = Y i=(n—(i+1)+1)i=(n—1i)i=ni-—i
j=i+1 j=i+l
donc :
Z min(z,j) = 25(124’2)4’ (ni — i?)
1<i,j<n i=1 i=1
SR ST D MED I
24—~ 2 2 . ‘
i=1 i=1 i=1 i=1
n+1lga. 1=,
= Ty XX
i=1 i=1
Or:
(n+1) <~ _nn+1(2n+1)
= t
i=1 2 ) i:zlZ 6
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donc : (n+1)(2n+1) (n+1)(2n+1) (n+1)(2n +1)
1<;<n mln(z,j) B 1 ) = i 6

On remarque que :

~ Calculde »  max(i, ) :
1<i,j<n
— Méthode 1:0Ona:

Z max(i, j) ZZID&XZ 7) Z Zmax(i,j)—i— Z max(t, j) ZZmaxz 7) Z Z max(%, j)

1<i,5<n i=1 j=1 =1 \j=1 Jj=i+1 i=1 j=1 1 j=i+1

Or:
- Vje{l,...,i},max(i,j) =i donc:

Zmax(i,j):227121f1

-Vje{i+1,...,i},max(i,j) = j donc:

Z max(i,j) = Z j—zj_z‘_ (n2+1)_i(i—2|—1)7 (n+1)2—z —i

j=i+1 j=i+1 Jj=1
donc :
Z max(i,j) = Zz + - Z (n+1) —i% —1)
1<i,j<n i= 1
PRSP WIRE W w
1 i (n+1) 1
= 522 + - 5 §ZZ
=1 =1
Or:
1 - 1)(2n+1
S nmHD g nlt Dt
2 _ 6
=1 =1
donc :
1(2n+1 2 1 1 1 1)(4n —1
5 max(i,j):n(n+ )(2n + )+n (n+1) nn+1) n(n+ )(2n+1+6n_3):n(n+ )(4n — 1)
\Ten 12 2 4 12

- Méthode 2 : On remarque que :
Vi, j € {l,...,n},max(i,j) + min(i,j) =i+ j

donc :
> max(i,j)+ Y min(ij) = Y (i+))
1<i,j<n 1<i,j<n 1<i,j<n
Or:
1
S Girh= Y i+ Y =2 % 1_2221_2271@_%2@_% M) et
1<i,5<n 1<i,j<n 1<i,j<n 1<i,5<n =1 j=1
donc
Z max(i,j) = Z (i+37)— Z min(%, j)
1<i,j<n 1<i,j<n 1<i,j<n
1)(2 1
1
= %(Gn—Qn—l)

n(n+1)(4n —1)
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- Calcul de Z |¢ — 7] : On remarque que :

1<i,5<n

Vi, je{l,...

donc :

> li—l

1<ij<n

7n}7 |7/ - ]| = max(z,j) - mln(zm])

> (max(i, j) — min(i, §))
1<i,j<n
Z max(i,5) — Z min(i, j)
lﬁ(lyflnl)(zm —1) _1%651 1)(2n +1)
6 6
nn+1)(n—1
3
n(n? —1)
3

Soitx1,...,Tn,Y1,-..,Yn € R.

1: Montrer que :

n

> (@i —zm)°

ij=1

2 : En déduire ’inégalité de Cauchy-Schwarz

Exercice 8 : Inégalité de Cauchy-Schwarz :

=2

n

(&) < (5) ()

Solution de I'exercice 8 :

n n n n
i=1 =1 i=1 j=1

) (5] o) (o) () (59
(54) () ()

n n n
Z z7y; — 2 Z TiYix;Y; + Z 22y}

ij=1
n

+ Zx?

Jj=1

n
i=1

L)~ (&)

1:0Ona:
n n
2
S (i —ww)t = D (@] — 2wy + 25y7)
ij=1 ij=1
ij=1 i,j=1
n
i=1 i=
2:0na:

n

Z (ziy; — z;9:)° > 0

4,j=1

car il s’agit d’une somme de nombre positifs donc, d’apres la question précédente, :

£ () (5

dOll.
i=1

essaidiali.co.nf
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1.3 Sommes triangulaires :

Exercice 9 : Soitn € N. Calculer la somme :

Z (i+7)

Solution de I'exercice 9 : Ona:

Y. (i+h) =

0<i<j<n j

M-

~
I
o

I
NIE
TR

7=0 =0 1=0
n .
+1
_ 7(]2 ) | ( +1)>
j=0
3 n .,
= 52](]"‘1)
=0
3%, 0 .
= §Z(JQ+J)
=0
3 n . n
= S
7=0 7=0
_ 3 (n(r+1)@2n+1) nn+l)
2 6 2
_ "("4+1)(2n+1+3)
1
_ ”(”: ) (2n +4)

Exercice 10 : Soit n € N*. Calculer la somme :

>

1<i<j<n

essaidiali.co.nf 7122 mathlaayoune @ gmail.com
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Solution de I'exercice 10 : Ona:

>

1<i<j<n =2 i=1

I
]
7

j=1

ey
W+ )En+1)  nln+1)

6 2
_ ﬂ%;9@n+1—m

- ﬂ%;ﬁmn_m
n(n+1)(n —1)

3

Exercice 11 : Soit x un nombre complexe et n € N*. Calculer la somme :

n
g ka®
k=1

Solution de I'exercice 11 :

n—1 n—1
1
- Silealorskak:Zk:m.

k=1 k=1
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k
— On suppose que = # 1. On a Vk € {1,...,n},kzZldonC:
p=1

S (5

k=1 \p=1
n k
= > >
k=1p=1
n n
= > >
p=1k=p
n anrl P
o rz—1
1 n
= 1 (3:”+1 :Cp)
T — e
1 n n
T p=1 p=11
= ! na"t! o z
r—1 rz—1
1
= o D = )
1
— (l — 1)2 (mc”+2 TL.%‘”+1 _ xn+1 + J])
1
- i e e Da )
o ona"?— (n+ 12"+
- (z—1)

Exercice 12 : Soitn € N*. Calculer la somme :

2 i

1<i<j<n
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Solution de I'exercice 12 : Ona:

> = Y3

1<i<j<n =2 i=1
n 7j—1
j=2 i=1
n . .
(J—1)j
]:
1
- -

= %Zy )
B 1( 2(n+1)? _n(n+1)(2n—|—l)>

2 4 6
~_ n(n+1)
= T(Sn(nJrl) —2(2n+1))
= %(37124—371—471—2)
= 771(7121 D) (3n2 -n— 2)
_ n(n+1)
= T(3n+2)(n—1)
 nn?—-1)(3n+2)
B 24

Exercice 13 : Soitn € N. Calculer la somme :
> (i+4)?

i+j<n

Solution de I'exercice 13 :
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- Méthode 1 :

essaidiali.co.nf

> (i+4)

i+j<n

SN (i+5)
k=0i+j=k

> D #

k=0i+j=k

n n

K+ K
k=0 k=0
n?(n+1)2 N nin+1)(2n +1)
4 6
n(n+1)
12
n(n+1)
12
n(n+1)
12
n(n+1)
T(3n +1)(n+2)
n(n+1)Bn+1)(n+2)
12

wll

Bn(n+1)+2(2n+1))
(3n2 +3n +4n + 2)

(3n% + Tn +2)

11/22
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- Méthode 2 :

> (i+4)?

i+j<n

n n—i

> D (i+3)?
=0 j=0

n n

> .7

=0 j=1i

> (3 —Zﬂ

=0 \ j=0
"L (n(n+ 1)(2n+ ) (-1i23G—1)+1)
> (M —

" nn+1)2n+1 "L (i—1)i(20—1)+1
Z(+)6(+)Z( )((6 ) +1)

n:((;z +1)%@2n+1) i
6
nn+1>%*2n+1)
6

0

((z —1)(21 — 1))

@\r—\
M=

=0

=) (20 - 3i% +14)

3l

—

(=

s

n(n+1)2n+1)

n(n+1)

n(n+1>%*@2n+1) n2 —|— 1)2 N
6 12 12
n(n+1)
12
n(n+1)
12
n(n+1)
12
n(n+1)
T(Sn +1)(n+2)
n(n+1)Bn+1)(n+2)
12

2n+1)2n+1)—nn+1)+2n+1) —
(4n2+6n+2—n2—n+2n+1—1)

(3n% +Tn +2)

Vérification a I’aide de Python :

def test (n):
S =0
for i in range(n + 1):
for j in range(n + 1):
if 1 + j <= n:
S += (1 + J) %2
print (S)

In [1]: n = 10

In [2]: test (n)

3410

In [3]: nx(n + 1)*x(n + 2)*(3*n + 1)/12
Out[3]: 3410.0

In [5]: test (n)

46970

In [6]: nx(n + 1)*x(n + 2)*x(3*n + 1)/12
Oout[6]: 46970.0

essaidiali.co.nf 12/22
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2 Produits :
2.1 Produits :

Exercice 14 : Calculer:

Solution de I'exercice 14 : On pose :

7 7
T km
C—HCOSTSCtS Hblnli5
k=1 k=1
donc : . ;
km km
csS = 0 N
(Hcmlg))( blnlg))
k=1 k=1
= f[ sink—ﬁcoskl
B 15 15
k=1
1. %
= J[5sin=%
2 15
k=1 -
1 . 2kw
=l
1 . 2r _ 4r _ 6r . 87 . 10m . 12r | 14«
= — sin — sin — sin — sin — sin — sin — sin —
27 15 15 15 15 15 15 15
Or:
877_ 8 _ T
— sin 15 sin [ 7 TE sin R
107 . 107 5
—sin— =sin|7T— — | =sin —.
15 15 15
127 . 127 3T
—sin— =sin|{7— — | = —.
15 15 15
. 14w . 147 T
— sin 5 = sin ﬂ——15 :sln1—5.
donc
1 20 . 4w . 6w . 7w . bw . 3w . W 1
CS = —sin — sm—sm—sm—sm—sm—sm—:

2771515 15 15 15 15 15 27
OnaVkG{l,...,?},%§Z{n7r/n€Z}d0chk€{1, 7}5111 5£0d’0uS7EO
1 1
OnaCS:fSetS;éOdoncCS:?S.

2.2 Produits télescopiques :

Exercice 15 : Soit n € N*. Calculer le produit :

5

Solution de I'exercice 15 : Ona:

ﬁ2k+3 ﬁz(k;+1)+1_2(n+1)+1_2n+3
ph2+1 0 AL 2kl 2x 1413
2(k+1)+

car le prodult H T—H

est télescopique.
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Exercice 16 : Soitn > 3. Calculer le produit :

Solution de I'exercice 16 :
— Méthode 1 :Ona:

n 4 k2 —4
H 1_ﬁ = .

k=3

OB =2k +2)
- H k2
k=3
B ﬁ k—2k—1k+2k+1
ot \k-1 K k+1 ok

- () () (L) (e

3—23-1n+2n+1

n—1 n 3+1 3
2(n+2)(n+1)

6n(n—1)

4 nok2—4
H(“m) - 1=

k=3 =

— Méthode 2 :Ona:

NERINGES

n

[]#

k=3

NERINGES

(1)

Or .

- JJk-2)=]]F=(n-2)
k=3 k:é )

- ﬁ(k+2):7ﬁk:inﬁk: (”;42)'
k=3 k=5 k=1
i 1= n!

- }gk_igk_ 5

donc :

- (1 B 4) CAn—=2)!n+2)!  (n—=2)(n+2)(n+1)n!  (n+2)(n+1)
P N 24(n!)2  6nln(n—1(n-2)!  6n(n—1)
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Exercice 17 : Soit z € R et on se propose de calculer le produit :

P = H cos 2k x
k=0

1: Calculer P lorsque x € {kn/k € Z}.

2: On suppose que = ¢ {kw/k € Z}.

2 -1: Vérifier que :

sin 2k 1y

c i Ok —
vk S N,CObSan xr = m

2 -2 : En déduire la valeur de P.

Solution de I'exercice 17 :
1: Onazx € {kr/k € Z} donc Im € Ztel que x = mm d’ou :

[] cos2ta = [] cos2"mm = [[(-1)*™ = ()" [[(-1)* ™ = (~)*" [[ 1 = (-1
k=0 k=0 k=0 k=1 k=1
car Vk € Z,cos(km) = (—=1)*.
2:
2-1: Ona:
Vk € N, sin 28712 = 2sin 282 cos sin 2%
Orz ¢ {kr/k € Z} donc Vk € N, 2%z ¢ {kr/k € Z} donc Vk € N,sin 2"z # 0 d’ot :
i 9kl
ok SIn2FTx
Vk S N,CObSan Xr = m
2 - 2: D’apres la question précédente :
ﬁ o ﬁ sin 28+ 1g 1 H sin 281y 1 sin2"tlz  sin2"tlg
cos2%x = = = =
P i 2sin kg 2ntl o Sin 2k 27+l gin 20z 2ntlging
noo 2k+1
car le produit 1:[0 ﬁ est télescopique.

3 Factorielle et coefficients binomiaux :

3.1 Factorielle :

Exercice 18 : Montrer que :

Vn € N*’anl S n! S nnfl

Solution de I'exercice 18 : Soitn € N*.Ona:

n—1

nl=2x3x---xn<nxXxnx---Xn=n

et
P=2X3X- - XxXn>2X2xX---x2=2""1

donc 2"~ < pl < pn-l,

Exercice 19 : Montrer que :

n

Vn € N*¥, ﬁ(n—i—k) =2" ]2k - 1)

k=1 k=1

Solution de I'exercice 19 : Soit n € N*.
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— Méthode 1 :Ona:

H(n—i—k) = n+1)(n+2)---(n+n)

(n+1)(n+2)---(2n)

I1x2x---xnn+1)(n+2) --(2n)
I1x2x---xn

(Ix3x---(2n—-1))(2x4x---x(2n))

I1x2x---xn
(Ix3x--2n—-1)((2x1)x(2%x2)x--+x(2n))
I1x2x---xn

(Ix3x---(2n—=1))(2"(1 x2x---xn))
1x2x---xn

1x3x--(2n—1))(1x2x--+Xn)
Ix2x---xn

= 2"(1x3x---(2n—1))

= ﬁ(% —1)
k=1

!

— Méthode 2 :Ona:

2"n!f[(2k—1) - 2”ﬁkH(2k—1)
k=1

donc :

Q"ﬁ(zk—l)z%z’“:l = 11 kzﬁ(n+k)
k=1 ’ L k=ntl k=1

Exercice 20 : Montrer que :

Solution de I'exercice 20 : On va procéder par récurrence sur n. Soit n € N*.

141
1+1 . .
—_— donc la relation est vraie pour n = 0.

’I'L+1 n+1
1<
"= ()

m+D)=Mn+Dn!<(n+1) (n—;1>"+1 , <n;1>n+2

Onall=1<1=

On suppose que la relation est vraie pour n donc :

donc :

Or, d’apres le binome de Newton :

n+2\""? 1 \""? W24 1 L/t 2 1 n+2\ 1 n+2
- (1 — - > S -1 >141=2
<n+1> < Jrn—i—l) 1;)( k )(n—f—l)’f_kzo< k >(n+1)’€ +< 1 >n—|—1 Jrn—i—l_ *
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donc :
(n + 2>n+2 Z 2(71 + 1)71,-1—2

n+2 n+2
(n+1)l<2 (";1> < (n;2>

On déduit que la relation est vraie pour n + 1 donc, d’apres le principe de récurrence :

d’otl :

Vn € N*.nl < <n+1>n+1

3.2 Coefficients binomiaux :

Exercice 21 : Soitn € N*. Simplifier le produit :

Solution de I'exercice 21 : D’apres la formule du triangle de Pascal

Vke{o,...,n_u,(;’:):(kil)+(2>
o () ) ) () ) ) )

donc :

=\ ) “U0) = H 0

n
n—1 (
k+1
car le produit H At 74 est télescopique.

alf

Exercice 22 : Montrer que :

Solution de I’exercice 22 : Soitn,p € N.

— Sin =0alors: .
Z p+k\ (p — 1= p+1\ (p+n+1
= k “\o) " T 0 o n

— Sinon, d’aprés la formule du triangle de Pascal,Vk € {1,...,n}:
p+k+1\ [(p+k n p+k
k N k kE—1
p+k\ [(p+k+1 B p+k
k N k kE—1

donc :
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500

1 - k+1 k
];t 1) car la somme Z ((p * k: + ) — <Z+ 1)) est télescopique

k=0

Exercice 23 : Soitn,p € Ntels que p < n.

n k 1
1: MontrerqueZ( ) = (n—tl)
p b

k=p

n
2 : En déduire Z E™ pourm = 1,2 et 3.
k=1

Solution de I’exercice 23 :
1: Soitk € {p,...,n}. D apres la formule du triangle de Pascal, :

) i) =G
)G -G

_|_

| (
(

d’ol :
= \p = \\p+1 p+1
n+1 p e . .
= — car il s’agit d’une somme télescopique.
p+1 p+1
n+1 .
- (p+1) car (,},) = 0 puisque p < p+ 1.
2:

donc :
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donc :

nn+1)2n+1)

“~ , (n—1Dn(n+1) _(n=Dnn+1) nn+1) nn+1)2n—2+3)
kz::lk2 =3 ) k= 3 + g = -

" k(k—1)(k—2) _ (n+1) _ (n—2)(n—1)n(n+1)

— 6 4 24
donc : .
k=1 4

donc :

- - - —2)(n—1)n(n+1)

S -3Y k22 k= (n

k=1 k=1 k=1 4
d’ou :

Zkg _ (n—2)(n;1)n(n+1) —|—32n:k2—2zn:k

k=1 (n" T
R TUES TR T ) S
- W((nf2)(nfl)+2(2n+1)*4)
_ @(n2_3n+2+4n+2—4)
B nn+1), 4
=~

- ()

6

Exercice 24 : Soitn € N* et p € N. Montrer que :

e (i) -ev(”,)

k=0

Solution de I’exercice 24 : Soitk € {1,...,p}. D’apres la formule du triangle de Pascal, :

(=260

donc :

() =t (") et ()~ () e

)
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d’ou :

Sr(s) - () Fe()

k=0

-1
— (=)t (n ) car il s’agit d’une somme télescopique.

|
T
Naw)
=
PR
S
< |
—
~

Exercice 25 : Soitn € N. Calculer les sommes :

Solution de I'exercice 25 L

— Calcul de la somme Zk(n> :
k=0
— Sin =0alors:

— Supposons que n # 0:OnaVk € {1,...,n}:

n\ n! B n! B n! B (n—1)! _ (n—1
k(k) - kk!(n TR Dk DD (k-1 "k-—Dn—-1) (k1)) ”(k _ 1)

donc :
n n n n n n—1 n n—1 n—1 n—1
Ye() =) (o) X o) 2 ()
k=0 k=1 k=1 k=1 k=0
Or: .
Z (n— 1) _ 2n71
k
k=0
donc :

On remarque que la relation Z k (Z) = n2"" reste valable pour n = 0 donc :
k=0

n n
Vn € N, k =n2nt
2(0)

— Calcul de la somme ZkQ (n) :

k=0
— Sin = 0alors :
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— Sin =1alors:

2e(:) =50 =)+ +() -

— Supposons que n > 2:OnaVk € {2,...,n}:

R 1) RS ) o () R

donc :
n n n n n—2
n n n—2 n—1 n—2
Zk(k—l)(k): k(k—l)(k): n(n 1)<k_2>:n(n 1) (k_l)—n(n 1)2( k )
k=0 k=2 k=2 k=2 k=0
Or: )
Z <Tl — 2) _ 2n72
k
k=0
donc :
S n n—2
> k(k—1) ) =n(n—1)2
k=0
On déduit que :

On remarque que la relation Z k> <n>

f n(n + 1)2" 2 reste valable pour n = 0 et n. = 1 donc :
k=0

n n i n
N k =) i = 1)2n~2
meny @ > (k) n(n+1)

Exercice 26 :
1: Montrer que :

Vn € N*,Vp € {0,...,n},Vk € {0,...,p}, (Z) (Z_II:) - (Z) (12)

2 : En déduire que :

¥n € N*,Vp € {07--~7”}72p: (Z) (Z_:> ﬂp(;)

k=0

Solution de I'exercice 26 :
1: Soitn e N,pe {0,...,n}etk € {0,...,p}donc:

@ (Zi /ID N k!(nﬂi k) (p— k)!((vgn—_klf)i (p— k) Kl(p— kgl!!m—p)! N p!(nni p)! k!(ppi DI (Z) @

2: Soitn € Netp € {0,...,n} donc, d’aprés la question précédente, :
20602000z
im0 \F/\p—Fk im0 \P/ AR P/ i \F

> (1) -

k
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donc :

Exercice 27 : Soitn € N*.
1 n

1: Montrer que <1 + > > 2.
n

2 : Montrer que Vk € {1,...,n}, (
;n}

n 1
3 : En déduire que Vk € {1,. e (k) < E=T"

1 n
4 : Montrer que (1 + ) < 3.
n

Solution de I’exercice 27 :
1: D’apres la formule du binome de Newton :

n n 1
1 ny\ 1 ny 1 n\ 1 n
1+—-) = — > — =1 —=1+-=2
RN EENWES OFEE
k=0 k=0
2: Soitk € {1,...,n} donc:
n\ n! _n(n—l)(n—2)~-~(n—k’+1)<nnn---n_n7k'
k) kl(n—k)! k! - k! R
3: Soitk € {1,...,n} donc, d’apres la question précédente, :

— Sik =1 alors:

— Sik > 2alors:

1 /n 1 1 1 1 1
nf\k) "kl 1x2x3x---xk 2x3x---xk~2x2x---x2 2k-1

4 : D’apres la formule du binéme de Newton :

() = 207

IN

—

+
g
[\"2"—\
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