
dŚĞƌĞ�ĂƌĞ�ŵĂŶǇ�ǁĂǇƐ�ƚŽ�ŝŶƚĞŐƌĂƚĞ�ŝŶ�ŵƵůƚŝƉůĞ�ĚŝŵĞŶƐŝŽŶƐ͕�ĨŝƌƐƚ�ǁĞ�ůŽŽŬ�Ăƚ�ůŝŶĞ�ŝŶƚĞŐƌĂůƐ͘
��ůŝŶĞ�ŝŶƚĞŐƌĂů�ĨŝŶĚƐ�ƚŚĞ�ŝŶƚĞŐƌĂů�ƚŚƌŽƵŐŚ�Ă�ƉĂƚŚ�ŝŶ�Ă�ǀĞĐƚŽƌ�ĨŝĞůĚ͘�tĞ�ĚĞĨŝŶĞ�ƚŚĞ�ƉĂƚŚ�ďǇ�
ƉĂƌĂŵĞƚĞƌŝƐŝŶŐ�ŝƚ͘

ܫ ൌ නࡳሺ࢘ሻ ڄ ࢘݀
஼

tŚĞƌĞࡳ� ŝƐ�ƚŚĞ�ǀĞĐƚŽƌ�ĨŝĞůĚ͕���ŝƐ�ƚŚĞ�ǁŚŽůĞ�ƉĂƚŚ͕࢘� ŝƐ�ƚŚĞ�ƉĂƚŚ͕�ĂŶĚ�݀࢘ ŝƐ�ĞĂĐŚ�
ŝŶĨŝŶŝƚĞƐŝŵĂů�ƐĞŐŵĞŶƚ�ŽĨ�ƚŚĞ�ƉĂƚŚ͘

tŚĞŶ�Ă�ƉĂƚŚ�ŝƐ�ŐŝǀĞŶ͕�ĂƐ�ǁĞůů�ĂƐ�ƚŚĞ�ƐƚĂƌƚ�ĂŶĚ�ĞŶĚ�ƉŽŝŶƚ͕�ǁĞ�ƉĂƌĂŵĞƚĞƌŝƐĞ�ŝƚ�ƐƵĐŚ�ƚŚĂƚ͗
ǡݔሺ࢘ ሻݕ ՜ ሻǡݐሺݔ ሻݐሺݕ ՜ ሻݐሺ࢘

tĞ�ĐĂŶ�ƚŚĞƌĞĨŽƌĞ�ƌĞǁƌŝƚĞ�ƚŚĞ�ŝŶƚĞŐƌĂů͗

ܫ ൌ න ڄሻ൯ݐሺ࢘൫ࡳ
࢘݀

ݐ݀
ڄ ݐ݀

௧భ

௧బ

�Ŷ�ĂƌĞĂ�ŝŶƚĞŐƌĂů�ĨŝŶĚƐ�ƚŚĞ�ƐƵŵ�ŽĨ�Ăůů�ŝŶĨŝŶŝƚĞƐŝŵĂů�ĂƌĞĂƐ�ŽĨ�ƚŚĞ�ƚŽƚĂů�ĂƌĞĂ͘
�Ŷ�ĂƌĞĂ�ŝŶƚĞŐƌĂů�ŝƐ�ĚĞĨŝŶĞĚ�ďǇ͗

ܫ ൌ න݂ሺݔǡ ܣሻ݀ݕ
஺

�ĂĐŚ�ĂƌĞĂ�݀ܣ ŝƐ�ĞƋƵĂů�ƚŽ�݀ݔ ݕ݀ ĂŶĚ�ƐŽ͗

ܫ ൌ න ݔ݀
௫భ

௫బ

න ݕ݀ ݂ሺݔǡ ሻݕ
௬భ

௬బ

tŚŝĐŚ�ŝƐ�ĨŽƵŶĚ�ďǇ�ŝŶƚĞŐƌĂƚŝŶŐ�ƚŚĞ�ĨƵŶĐƚŝŽŶ�ŽǀĞƌ�ŽŶĞ�ǀĂƌŝĂďůĞ�ǁŚŝůĞ�ƚŚĞ�ŽƚŚĞƌ�ƐƚĂǇƐ�ĐŽŶƐƚĂŶƚ͕�
ĂŶĚ�ƌĞƉĞĂƚŝŶŐ�ƚŝůů�Ăůů�ǀĂƌŝĂďůĞƐ�ŚĂǀĞ�ďĞĞŶ�ŝŶƚĞŐƌĂƚĞĚ�ŽǀĞƌ͘
/Ĩ�ƚŚĞ�ĂƌĞĂ�ŝƐŶΖƚ�Ă�ƌĞĐƚĂŶŐƵůĂƌ�ĂƌĞĂ͕�ƚŚĞŶ�ƚŚĞ�ďŽƵŶĚƐ�ŽĨ�ĞĂĐŚ�ŝŶƚĞŐƌĂů�ǁŝůů�ŚĂǀĞ�ƚŽ�ďĞ�ĚĞĨŝŶĞĚ�ŝŶ�
ƚĞƌŵƐ�ŽĨ�ƚŚĞ�ŽƚŚĞƌ͘
dŚŝƐ�ĐĂŶ�ŐĞƚ�ĐŽŵƉůŝĐĂƚĞĚ�ƋƵŝĐŬůǇ͕�ĂŶĚ�ƐŽ�ŽƚŚĞƌ�ĐŽŽƌĚŝŶĂƚĞƐ�ƐǇƐƚĞŵƐ�ĐĂŶ�ďĞ�ƵƐĞĚ�ĨŽƌ�ĞĂƐĞ͘

WŽůĂƌ�ĐŽŽƌĚŝŶĂƚĞƐ�ĂƌĞ�ĂŶŽƚŚĞƌ�ĐŽŽƌĚŝŶĂƚĞ�ƐǇƐƚĞŵ�ƵƐĞĚ͘�/ŶƚĞŐƌĂƚŝŶŐ�ŝŶ�ƉŽůĂƌ�Žƌ�ĐĂƌƚĞƐŝĂŶ�ǁŝůů�ŐŝǀĞ�ƚŚĞ�
ƐĂŵĞ�ƌĞƐƵůƚ͕�ďƵƚ�ŝƚ�ŝƐ�ĞĂƐŝĞƌ�ĨŽƌ�ƐŽŵĞ�ĞǆĂŵƉůĞƐ�ƚŽ�ƵƐĞ�ƉŽůĂƌ�ĐŽŽƌĚŝŶĂƚĞƐ

/Ŷ�ƉŽůĂƌ�ĐŽŽƌĚŝŶĂƚĞƐ�ǁĞ�ĚĞĨŝŶĞ�݂ሺݎǡ ߶ሻ
tŚĞƌĞ�ƌ�ŝƐ�ƚŚĞ�ĚŝƐƚĂŶĐĞ�ĨƌŽŵ�ƚŚĞ�ŽƌŝŐŝŶ͕�ĂŶĚ�߶ǡ���������������������������������������
���������������������Ǥ
	����������������������ǣ

ݔ ൌ ሺ߶ሻǡݏ݋ܿݎ ݕ ൌ ሺ߶ሻ݊݅ݏݎ
��������������������ǡ�����������������������݀ܣ ݎ݀������������ כ ߶݀ݎ
dŚŝƐ�ŵĞĂŶƐ�ŽƵƌ�ĂƌĞĂ�ŝŶƚĞŐƌĂů�ĐĂŶ�ďĞ�ĨŽƵŶĚ͗

ܫ ൌ න݂ሺݎǡ ߶ሻ݀ܣ
஺

՜ ܫ ൌ න ݎ݀
௥భ

௥బ

න ݀߶
థభ

థబ

ݎ ڄ ݂ሺݎǡ ߶ሻ

tĞ�ĐĂŶ�ĂůƐŽ�ŝŶƚĞŐƌĂƚĞ�ŽǀĞƌ�ϯ�ĚŝŵĞŶƐŝŽŶƐ͕�ĂůůŽǁŝŶŐ�ƵƐ�ƚŽ�ĨŝŶĚ�ǀŽůƵŵĞƐ͘

ܫ ൌ න݂ሺݔǡ ǡݕ ሻܸ݀ݖ
௏

ൌ න ݔ݀
௫భ

௫బ

න ݕ݀
௬భ

௬బ

න ݖ݀
௭భ

௭బ

݂ሺݔǡ ǡݕ ሻݖ

�Ɛ�ǁŝƚŚ�ĂƌĞĂ�ŝŶƚĞŐƌĂůƐ͕�ĨŽƌ�ĂŶǇ�ǀŽůƵŵĞ�ƚŚĂƚ�ŝƐŶΖƚ�Ă�ĐƵďŽŝĚ͕�ƚŚĞ�ďŽƵŶĚĂƌŝĞƐ�ǁŝůů�ďĞ�ĚĞĨŝŶĞĚ�ŝŶ�

DƵůƚŝĚŝŵĞŶƐŝŽŶĂů�/ŶƚĞŐƌĂƚŝŽŶ�Ͳ ^ŚŽƌƚ
Ϯϱ�:ĂŶƵĂƌǇ�ϮϬϭϵ ϭϲ͗ϱϬ



ƚĞƌŵƐ�ŽĨ�ĞĂĐŚ�ŽƚŚĞƌ͘�tĞ�ĐĂŶ�ƐŝŵƉůŝĨǇ�ďǇ�ƵƐŝŶŐ�ŽƚŚĞƌ�ĐŽŽƌĚŝŶĂƚĞƐ�ƐǇƐƚĞŵƐ͘

/Ŷ�ϯ�ĚŝŵĞŶƐŝŽŶĂů�ƐƉĂĐĞ�ǁĞ�ĐĂŶ�ĚĞĨŝŶĞ�ĐǇůŝŶĚƌŝĐĂů�ĐŽŽƌĚŝŶĂƚĞƐ

�ǇůŝŶĚƌŝĐĂů�ĐŽŽƌĚŝŶĂƚĞƐ�ĂƌĞ�Ă�ϯ��ƌĞƉƌĞƐĞŶƚĂƚŝŽŶ͕�ǁŚŝĐŚ�ŝƐ�ďĂƐŝĐĂůůǇ�Ă�ƉŽůĂƌ�ĐŽŽƌĚŝŶĂƚĞƐ�ƐǇƐƚĞŵ�
ŝŶ�ƚŚĞ ǡݔ ݕ ƉůĂŶĞ�ǁŝƚŚ�Ă�ǌ�ǀĂůƵĞ͘�tĞ�ĚĞĨŝŶĞ�݂ሺߩǡ ߶ǡ ሻݖ
ǁŚĞƌĞߩ� �������������������������������������������������ሺߩ ൌ ඥݔଶ ൅ ߶��ଶሻǡݕ �������������
ǡݔ���������������������������������������� ݕ ������������������������������������ǡ����������
��������������������������������������������������

&ƌŽŵ�ĐǇůŝŶĚƌŝĐĂů�ƚŽ�ĐĂƌƚĞƐŝĂŶ͗
ݔ ൌ ߩ ���ሺ߶ሻ ǡ ݕ ൌ ߩ ���ሺ߶ሻ ǡ ݖ ൌ ݖ

/Ŷ�ƚŚŝƐ�ƐǇƐƚĞŵ͕�ĂŶ�ŝŶĨŝŶŝƚĞƐŝŵĂů�ǀŽůƵŵĞ�ܸ݀ ĐĂŶ�ďĞ�ǁƌŝƚƚĞŶ�ĂƐ͗
ܸ݀ ൌ ߶݀ߩ ڄ ߩ݀ ڄ ݖ݀

tĞ�ĐĂŶ�ĂůƐŽ�ƵƐĞ�ƐƉŚĞƌŝĐĂů�ĐŽŽƌĚŝŶĂƚĞƐ͗

/Ŷ�ƐƉŚĞƌŝĐĂů�ĐŽŽƌĚŝŶĂƚĞƐ�ǁĞ�ĚĞĨŝŶĞ�݂ሺݎǡ ǡߠ ߶ሻǡݎ������� ��������������������������������������

�����������ቀݎ ൌ ඥݔଶ ൅ ଶݕ ൅ ߠ�ଶቁǡݖ ���������������������������������������������ǡ�����߶ �������

ǡݔ������������������ ݕ ��������������������������������������Ǥ
	��������������������������ǣ

ݔ ൌ ሻߠሺ݊݅ݏݎ ���ሺ߶ሻ ǡ ݕ ൌ ሻߠሺ݊݅ݏݎ ���ሺ߶ሻ ǡ ݖ ൌ ሺɅሻݏ݋ܿݎ
��������������ǡ�������������������������ܸ݀ �����������������ǣ

ܸ݀ ൌ ݎ݀ ڄ ߠ݀ݎ ڄ ߶ሻ݀ߠሺ݊݅ݏݎ ൌ ݎଶ݀ݎ ���ሺɅሻ ߠ݀ ݀߶

/Ŷ�ϯ�ĚŝŵĞŶƐŝŽŶƐ�ǁĞ�ŽĨƚĞŶ�ǁŝƐŚ�ƚŽ�ĨŝŶĚ�ƚŚĞ�ĂƌĞĂ�ŽĨ�Ă�ƐƵƌĨĂĐĞ͕�ǁĞ�ĚŽ�ƚŚŝƐ�ƵƐŝŶŐ�ƐƵƌĨĂĐĞ�ŝŶƚĞŐƌĂůƐ͘
tĞ�ĚĞĨŝŶĞ�݀ܵ ĂƐ�ƚŚĞ�ŝŶĨŝŶĞƐŝŵĂů�ĚĞǀŝƐŝŽŶƐ�ŽĨ�ĂƌĞĂ�ŽĨ�ƚŚĞ�ƐƵƌĨĂĐĞ�ܵ ƐƵĐŚ�ƚŚĂƚ͗

ܫ ൌ න݂ሺ࢘ሻ ݀ܵ
ௌ

dŽ�ĨŝŶĚ�͕݀ܵ�ǁĞ�ƉĂƌĂŵĂƚĞƌŝƐĞ࢘� ൌ ǡݏሺ࢘ ሻݐ



�ĞĐĂƵƐĞ�ƚŚĞ�ƐƵƌĨĂĐĞ�ŝƐ�ŝŶ�ϯ�ĚŝŵĞŶƐŝŽŶĂů�ƐƉĂĐĞ�ĂŶĚ�ŝƐ�ŽĨƚĞŶ�ĐƵƌǀĞĚ͕�ƚŚĞ�ĂƌĞĂ�݀ܵ ŵĂǇ�ďĞ�Ă�
ƉĂƌĂůůĞůŽŐƌĂŵ͘�dŚŝƐ�ŵĞĂŶƐ�ƚŚĞ�ĂƌĞĂ�݀ܵ ĐĂŶ�ďĞ�ĨŽƵŶĚ�ďǇ͗

݀ܵ ൌ ቤ
߲࢘

ݐ߲
ൈ
߲࢘

ݏ߲
ቤ ݐ݀ ݏ݀

�ŶĚ�ƐŽ͗

ܫ ൌ න ݏ݀
௦భ

௦బ

න ݐ݀
௧భ

௧బ

݂൫࢘ሺݏǡ ሻ൯ቤݐ
߲࢘

ݐ߲
ൈ
߲࢘

ݏ߲
ቤ

tĞ�ŵĂǇ�ǁĂŶƚ�ƚŽ�ĨŝŶĚ�ŽŶůǇ�ƚŚĞ�ĐŽŵƉŽŶĞŶƚ�ŽĨ�ĞĂĐŚ�ƐƵƌĨĂĐĞ�ƉĞƌƉĞŶĚŝĐƵůĂƌ�ƚŽ�ƚŚĞ�ĨŝĞůĚ͕�ƐƵĐŚ�ĂƐ�
ǁŚĞŶ�ĨŝŶĚŝŶŐ�ĨůƵǆ�ŽĨ�Ă�ǀĞĐƚŽƌ�ĨŝĞůĚ�ƚŚƌŽƵŐŚ�Ă�ƐƵƌĨĂĐĞ͘�

ܫ ൌ නሺࡳሺ࢘ሻ ڄ ෝሻ݀ܵ࢔ ൌ නࡳሺ࢘ሻ ڄ ࡿ݀
ௌௌ

�Ɛ�ďĞĨŽƌĞ͕�ǁĞ�ƉĂƌĂŵĞƚƌŝƐĞ�ƚŚĞ�ƐƵƌĨĂĐĞ͕�ĂŶĚ�ĨŝŶĚ�ƚŚĞ�ĂƌĞĂ�ŽĨ�݀ܵ ďǇ�ƵƐŝŶŐ�ƚŚĞ�ĐƌŽƐƐ�ƉƌŽĚƵĐƚ͘�
,ŽǁĞǀĞƌ͕�ďĞĐĂƵƐĞ�ǁĞ�ŽŶůǇ�ǁĂŶƚ�ƚŚĞ�ĐŽŵƉŽŶĞŶƚ�ŶŽƌŵĂů�ƚŽ�ƚŚĞ�ƐƵƌĨĂĐĞ͕�ǁĞ�ĚŽ�ŶŽƚ�ƚĂŬĞ�ƚŚĞ�
ŵŽĚƵůƵƐ�ŽĨ�ƚŚĞ�ĂƌĞĂ͕�ůĞĂǀŝŶŐ�ŝƚ�ĂƐ�Ă�ǀĞĐƚŽƌ͗

ࡿ݀ ൌ ෝ࢔ ݀ܵ ൌ ෝ࢔ ቤ
߲࢘

ݐ߲
ൈ
߲࢘

ݏ߲
ቤ ݐ݀ ݏ݀ ൌ ቆ

߲࢘

ݐ߲
ൈ
߲࢘

ݏ߲
ቇ݀ݐ ݏ݀

�ŶĚ�ƐŽ͗

ܫ ൌ න ݏ݀
௦భ

௦బ

න ݐ݀
௧భ

௧బ

ǡݏሺ࢘൫ࢌ ڄሻ൯ݐ ቆ
߲࢘

ݐ߲
ൈ
߲࢘

ݏ߲
ቇ

tĞ�ĐĂŶ�ƵƐĞ�ŽƚŚĞƌ�ĐŽŽƌĚŝŶĂƚĞ�ƐǇƐƚĞŵƐ�ĨŽƌ�ƐƵƌĨĂĐĞ�ŝŶƚĞŐƌĂůƐ͘
/Ĩ�ƚŚĞ�ƐƵƌĨĂĐĞ�ŝƐ�ƉĂƌƚ�ŽĨ�Ă�ƐƉŚĞƌĞ�ǁŝƚŚ�Ă�ĨŝǆĞĚ�ƌĂĚŝƵƐ�Z͕�ƐƉŚĞƌŝĐĂů�ĐŽŽƌĚŝŶĂƚĞƐ�ǁŽƵůĚ�ďĞ�ǁŝƐĞ�ƚŽ�
ƵƐĞ͘�tĞ�ƉĂƌĂŵĞƚƌŝƐĞ�ƚŚĞ�ƐƵƌĨĂĐĞ�ďǇ�ĂŶŐůĞƐ͗

࢘ ൌ ǡߠሺ࢘ ߶ሻ ൌ ܴ ቌ

���ሺߠሻ ���ሺ߶ሻ

���ሺߠሻ ���ሺ߶ሻ

���ሺߠሻ
ቍ

�ŶĚ�ƐŽ�ĨŝŶĚ�݀͗ࡿ

ࡿ݀ ൌ ቆ
ݎ߲

ߠ߲
ൈ
ݎ߲

߲߶
ቇ݀݀ߠ߶ ൌ ܴଶ ቌ

���ଶሺߠሻ ���ሺ߶ሻ

���ଶሺߠሻ ���ሺ߶ሻ

ሻߠሺ݊݅ݏ ���ሺߠሻ

ቍ ൌ �ଶ ���ሺɅሻ �Ʌ�Ԅ ෞܚ܍

/Ĩ�Ă�ƐƵƌĨĂĐĞ�ŝƐ�ĚĞĨŝŶĞĚ�ďǇݖ� ൌ ݂ሺݔǡ ሻݕ ǁĞ�ĐĂŶ�ĨŝŶĚ�ƚŚĞ�ĂƌĞĂ�ďǇ�ƉĂƌĂŵĂƚĞƌŝƐŝŶŐ͗

࢘ ൌ ǡݔሺ࢘ ሻݕ ൌ ൭

ݔ
ݕ

݂ሺݔǡ ሻݕ
൱

׵ ݀ܵ ൌ ቤ
߲࢘

ݔ߲
ൈ
߲࢘

ݕ߲
ቤ ݔ݀ ݕ݀

/Ŷ�ƐŽŵĞ�ĐĂƐĞƐ�ǁĞ�ĐĂŶ�ƐŝŵƉůŝĨǇ�ŽƵƌ�ƐƵƌĨĂĐĞ�ŝŶƚĞŐƌĂůƐ͘
KŶĞ�ǁĂǇ�ŝƐ�ƵƐŝŶŐ�'ĂƵƐƐΖƐ�ĚŝǀĞƌŐĞŶĐĞ�ƚŚĞŽƌĞŵ͘

/Ĩ�Ă�ƐƵƌĨĂĐĞ�ܵ ĞŶĐůŽƐĞĚ�Ă�ǀŽůƵŵĞ�ܸ͕�ǁĞ�ǁƌŝƚĞ�ܵ ൌ ߲ܸ
/Ĩ�ǁĞ�ǁŝƐŚ�ƚŽ�ĨŝŶĚ�ƚŚĞ�ĨůƵǆ�ŽĨ�ƚŚŝƐ�ƐƵƌĨĂĐĞ�ŝŶ�Ă�ĨŝĞůĚࡳ�ሺ࢘ሻ͕�'ĂƵƐƐΖƐ�ĚŝǀĞƌŐĞŶĐĞ�
ƚŚĞŽƌĞŵ�ƐƚĂƚĞƐ�ƚŚĂƚ͗



׬ ሻ࢘ሺࡳ ڄ ࡿ݀
ௌୀడ௏

ൌ ׬ ሻࡳሺݒ݅݀ ڄ ܸ݀
௏

�ŶŽƚŚĞƌ�ǁĂǇ�ŝƐ�ƵƐŝŶŐ�^ƚŽŬĞƐ�ƚŚĞŽƌĞŵ͘
/Ĩ�ǁĞ�ŚĂǀĞ�ĂŶ�ŽƉĞŶ�ƐƵƌĨĂĐĞ�ܵ ǁŝƚŚ�Ă�ďŽƵŶĚĂƌǇܥ� ǁĞ�ǁƌŝƚĞܥ� ൌ ߲ܵ
dŚĞ�ůŽŽƉ�ŝŶƚĞŐƌĂů�ŽĨ�ƚŚĞ�ĨŝĞůĚ�ƚŚƌŽƵŐŚ�ƚŚŝƐ�ďŽƵŶĚĂƌǇ�ŝƐ�ĞƋƵĂů�ƚŽ�ƚŚĞ�ƐƵƌĨĂĐĞ�ŝŶƚĞŐƌĂů�ŽĨ�ƚŚĞ�
ĐƵƌů�ŽĨ�ƚŚĞ�ǀĞĐƚŽƌ�ĨŝĞůĚ͗

ර ሻ࢘ሺࡳ ڄ ࢘݀
஼ୀడௌ

ൌ න݈ܿݎݑ ࡳ ڄ ࡿ݀
ௌ


