Calcul algébrique

Essaidi Ali
30 septembre 2018

1 Sommes :

1.1 Sommes :

Notations : Soit £ un sous-ensemble fini non vide de C.
— On note Z a la somme de tous les éléments de F.

acE
— Si E = {a;/i € I} avec I un ensemble non vide, Z a se note aussi Z a;.
ack il
n
- SiE ={am,ams1,-..,an} avec m,n € Ntels que m < n, Z a se note aussi Z a; ou Z a; ou Z a; et
a€E i=m m<i<n i€{m,...,n}
n
onaZa: Z%‘: Z a; = Z @i = A + Ayt + 0+ Gy
a€EE i=m m<i<n i€{m,...,n}
Exemples :

~ SiE={57,19,23} alors Y & =5+7+19+ 23 =54,

zeE
- =242+ 22428 4 20 4+ 2° =63,

- Z 2k+1)=02x0+1)+2x1+)+2x2+1)+(2x34+1)+2x44+1)+2x5+1)+2x6+1)=

0<k<6
1+3+5+7+9+11+13 =49.
Remarques :
— On convient que Z a=0.
ach
n n
- Z a = Z x, Z a; = Z aj et Z ar = Z ap,. Autrement dit, on peut remplacer la variable de sommation par
acE zelE el jerl k=m p=m
n’importe quelle autre variable sans changer la valeur de la somme. On dit que la variable de sommation est muette.
n—1 n+1
— Changements de variables classiques : Z ap = Z Qk4+1 = Z Ap—1-
k=m k=m-—1 k=m+1

n n
- E ap = E Ap—k-
k=0 k=0

- Z a = (n — m + 1)a. En particulier, Za = (n+1)a.

k=m k=0

—Zal—l—b Zal—&—Zb etz a; + b;) Z Zbi'
i€l i€l iel 3

- > (a)=r>"a Z)\al—/\ZazetZ)\al—)\Zal
a€E acE el el i=m i=m

- Z a¢:Za+Za— Z a. En particulier, si E N F = () alors Z ai:Za—FZa.Deméme,
acEEUF acE acF acENF acEUF acE acF
Zai:Zai+Zai— ZaietsiIﬁJ:(Z)alors Zai:Zai—l-Zai.

ieluJ el ieJ ielnJ ieluJ iel ieJ )
Un programme Python qui permet de calculer la somme d’une famille de nombres com-

plexes :
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def somme (E) :

S =0
for i in E:
S +=i

return (S)
In [1]: E = {1, 6, 12, 38, 78, 109}

In [2]: somme (E)
Out[2]: 244

Remarque : Python posséde une commande sum qui permet de calculer la somme d’une famille de nombres complexes,
lorsqu’il y a des erreurs d’arrondi, on utilise la commande fsum du module math pour avoir un résultat plus précis :
— Calcul de la somme des éléments de I’ensemble F = {1, 6, 12,38, 78,109} :
In [1]: sum({1l, 6, 12, 38, 78, 109})

Out[1l]: 244
10

— Calcul de la somme Z k:

k=0
In [2]: sum(i for 1 in range(11l))

Out[2]: 55
20

1
— Calcul de la somme Z % :
k=0

In [3]: from math import fsum

In [4]: fsum(l/1i for i in range(1l,21))
Out[5]: 3.597739657143682
— Erreurs d’arrondi :
In [6]: sum([0.1,0.1,0.1,0.1,0.1,0.1,0.1,0.1,0.1,0.1])
Out[6]: 0.9999999999999999

In [7]: fsum¢(([0.1,0.1,0.1,0.1,0.1,0.1,0.1,0.1,0.1,0.11)
Out[7]: 1.0

Proposition 1.1 Somme télescopique :

n—1
Si Gy Gpt1s - - - 5 G, €St une famille de nombres complexes alors Z (ak+1 — ag) = ap — am.
k=m
Démonstration :
En effet :
n—1 n—1 n—1 n n—1 n—1 n—1
Z(ak—kl*ak): Zak+1* Zak: Z ag — Zak:anfam+ Zak* Zak:an*am
k=m k=m k=m k=m+1 k=m k=m k=m
n
Remarque : Si a,,, a1, - - -, a, est une famille de nombres complexes alors Z (ar — ag—1) = ap — am.
k=m+1
Exemples :
— Soitn € N*. Ona:
- 1 " /1 1 1 1 1
k(kz+1)_z<k k+1)_k n+1 n+1

— Soitn € N.Ona:

— Soitn € N.Ona:

k! = ((k—i—l)—l)k!:zn:((k—kl)!—k!):(n+1)!—0!:(n+1)!—1
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— Soitn € N.Ona:

o k+1D)—k
,;\/W+f a Z::\/Wmf

L (\/k+ —f)(\/k+1+\/E>

=2 VE+1+Vk

ES
Il
o

[
[M]=

(VE+1- V)
= Vn+t1-V0o=vn+1

ol
I
<

Proposition 1.2 Factorisation a™ —b" :
Va,b € C,¥n € N*,a" —b" = (a—b) (a" ' +a" b+ +ab" >+ 0" ") = (a—b) Y _ a7 7F

Démonstration :
On pose Vk € {0,...,n — 1}, ¢, = a*b"~* donc :

n—1 n—1 n—1 n—1 n—1
(a—b) Z akpn—1-k _ Z(a_b)akbnflfk _ Z (ak+1bn717k _ akbnfk) _ Z (ak+1bnf(k+1) -~ akbnfk) _ Z (o1 — cx)
k=0 k=0 k=0 k=0 k=0

Il s’agit alors d’une somme télescopique donc, d’apres la proposition précédente, :
(CL _ b) Z akbnflfk =cp—Co= b — %m0 = g™ —

Exemples : Soient a, b € C.

- a®—b® = (a—b)(a® + ab+ b?).

—a* —b* = (a —b)(a® + a®b + ab® + V7).
Remarque : Sia,b € Cetn € N impair alors :

3
|
—

a"+b"=a"—(=b)"=(a+b)(a"t—a" b+ —ab" 2+ ") = (a+b) Y (—1)FaFpriF

>
Il
o

Exemples : Soient a,b € C.
- a®+b® = (a+b)(a® — ab + b?).
- a®+ b = (a+b)(a* — a®b+ a?b? — ab® + b).
Proposition 1.3 Somme géométrique :
Ve e C\ {1},¥Ym,n € N tels que m < n, Z k=

k=m

Démonstration :
Soitz € C\ {1} etm,n € Ntelsquem <n.Ona:

(z—1) Zx fol)xk
k=m

car il s’agit d’une somme télescopique d’ou :

Il
—~
8

ol
+
—
8
o
~—
|
8
3
+
=
[
8
3

n n+1 m
>k =
-1
k=m
Remarques : Soit x € Cet m,n € N tels que m < n.
n

- Silealorstk:n—m—i—l.

k m
n+1 n+1
" -
— Six # 1 alors T et T
e
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Exemples :
- ontl _ ]
- N,Y 2k =2~ —ontl_q
Vn € ,Z 51
N 1
Proposition 14 Vne N:
1)
_ Zk_ L
6
Démonstration :
Soitn € N.
e — Méthode 01 :Ona: N N N
IEDIELES NS SERTILED 3
k=0 k=0 k=0 k=0
donc : .
23 k=n(n+1)
k=0
d’ou :

Zk—Ll)

— Méthode 02 : On va précéder par récurrence sur n.

0
1
Ona Z k=0= % donc la relation est vraie pour n = 0.

k=0
Supposons que la relation est vraie pour n donc :

n+1 n
ko= n+1+> k
k=0 k=0 1
_ n+1+n(n2+ )
2
= ="
 (n+1)(n+2)
N 2

d’ou la relation est vraie pour n + 1. On déduit que la relation est vraie pour tout n € N.
— Méthode 03 : Onremarque que Vk € {0,...,n}:

kE(k+1) (k—1k k Lk
5 - 5 fi(k+1—k+1)f2§fk

Zk _ Z( (k+1) (k—21)k>

( +1) (0-1)0 , ) .
= 2 — 2 car ¢ est une somme telescoplque
n(n+1)
2

e — Méthode 01 : On va précéder par récurrence sur 7.

donc :

0
OnaZk2:O:OX(O+1)X(2XO+1)

5 donc la relation est vraie pour n = 0.
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Supposons que la relation est vraie pour n donc :

n+1

Zkz = n+1 z":
k=0 k=0
= (n+1)*+ n(n +
= (n+1)

= (n+1)

1(2n+1)
6
6(n+1)+n(2n+1)
6
6n+6+2n%+n
6
2n2 +Tn+6

6
2n? +4n+3n+6

= (n+1)

= (n+1)

- 1)2n(n+2)g—3(n—|—2)

3 (n+ 2)é2n +3)
(n+1)((n+1)+2)2(n+1)+1)
6

= (n

d’ou la relation est vraie pour n + 1. On déduit que la relation est vraie pour tout n € N.
— Méthode 02 : Onremarque que Vk € {0,...,n}:

k(k+1)2k+1) (k—1k(2k—1) &
6 B 6 6

(k+1)(2k+1) = (k—1)(2k — 1)) = §(2k2+3k+1—2k2+3k—1) = §6k = k?

donc :

9 " (k(k+1D)(2k4+1) (k- 1)k(2k—1)
k = _
DY )

6 6
k=0 0
nn+1)2n+1) (0-1)0(2x0-1) , . .
= 5 — 6 car c¢’est une somme télescopique
_ nn+1)2n+1)
N 6

e — Méthode 01 : On va précéder par récurrence sur 7.

0

0x(0+1

Ona Z K =0= < ><(2+)> donc la relation est vraie pour n = 0.
k=0

Supposons que la relation est vraie pour n donc :

n+1 n

Yo = (1P K

k=0 k=0 9
= (n+1°+ <"(n; 1)>

2

_ (n—|—1)2(n+1—|—z

o4n + 4 + n?
4

on? +4n+4
4

= (n+ 1)27(n—|;12)

B ((n+1)(n+2)

= (n+1)

= (n+1)

((n+1)2((n+1)+1)>2

2

d’ou la relation est vraie pour n 4 1. On déduit que la relation est vraie pour tout n € N.
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— Méthode 02 : Onremarque que Vk € {0,...,n}:

(k(k;l))Q —~ ((k;l)k)Q = %2 (k+1)*—(k—1)%) = %Q(k2+2k;+1—k2+2k;— 1) = %24%2763
R I o]
- ()

1.2 Sommes doubles :

Proposition 1.5 Si (a;;) (i jyerx.s est une famille fini de nombres complexes alors :

2. =) ) ay

il jeJ jeJ el

On note Z Q5 = Zzaij = Zzaia*

(4,5)EIxJ i€l jeJ jeJ iel

Démonstration :
On va procéder par récurrence sur le nombre d’éléments de 1.
Soit n le nombre d’éléments de 1.
Sin = 0 alors I = () donc Z Z a;; = Z Z a;; =0= Z 0= Z Z a;; d’ou la relation est vraie pour n = 0.
i€l jeJ ich jeJ JjeJ JjeJ il
Supposons que n > 1 et que la relation est vraie pour tout ensemble a n — 1 éléments. Onan > 1 donc I # () d’ou Ip € 1. On
pose K = I\ {p} donc I = K U {p} et K possede n éléments.

Ona:
> doag = Y Y a
iel jeJ i€eKU{p}j€J
= > Dag+ Yy a
i€eK jeJ ie{p} jeJ
= > D ait Y ay
jeJieK jeJ

DO 3p 3

jeTieK jeJie{p}

= D | et ) ay

je€J \i€K ic{p}
= a‘ij
je€J ie KU{p}
- YYm
jeJ i€l
On déduit que la relation est vraie pour n donc la relation est vraie pour tout ensemble fini /.

n q q

Corollaire 1.6 — Si (@ij)m<i<n,p<j<q €St une famille de nombres complexes alors Z Z a;; = Z Z ajj.

i=m j=p Jj=pi=m

q
ij :

J=p

n q n
— Si (ai)m<i<n et (bj)p<j<q Sont deux familles de nombres complexes alors Z Z a;b; = (Z ai>

i=m j=p i=m

Notations :
n q
— Si (aij)m<i<n,p<j<q €st une famille de nombres complexes alors Z Z a;; se note Z aij.

i=m j=p m<i<n
P<ji<q
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— Si (aij)m<i,j<n est une famille de nombres complexes. Z Z a;; se note Z Q5.
i=m j=m m<i,j<n
Exemples : Soit m,n € N.

—Ona:
oy = =, mm+1)mm+1) mn(m+1)(n+1)
S (Y] (3] - et ot
i=0 j=0 i=0 j=0

—Ona:

NE
:
I
(]
]
T
¥

Proposition 1.7 Somme triangulaire :
n 7 n n
Si (aij)o<i<j<n est une famille de nombres complexes alors Z Z ai; = Z Z aij.
j=0 i=0 i=0 j=i

Démonstration :

On pose :
Vije {0, npby={% M=
’] PR » Y] O siZ.>]

n 7 n n
dOHCVj € {0,...,71},21)1']' = Zaij eth € {0,...,n},Zbij = Zaij d’ou:
=0 =0 7=0 Jj=t

n 7 n n n n n n
aij = big =D bij=>_ ) a
§=0 i=0 §=0 i=0 i=0 j=0 i=0 j=i
n Jj
Notation : Si (a;;)o<i<j<n est une famille de nombres complexes alors Z Z a;j; se note Z aij.
§=0 i=0 0<i<j<n
Exemples :
— Soit n € N*. Calcul de Z 1:Ona:
1<i<j<n
n j—1 n n—1 n(n . 1)
Y=Y G-n=Yi="
1<i<j<n Jj=21=1 Jj=2 j=1

1
— Soit n € N*. Calcul de Z —:0Ona:
1<i<j<n
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— Soit n € N*. Calcul de Z ij:Ona:

1<i<j<n
n j—1
DT S Wt
1<i<j<n Jj=21i=1

:i;,
_ ij—l

s
i

l
2
1
2
1
2 4
nQ(n+ 1)2 (n+1)(2n—|—1)

_ n(n+ 1) (n(n+1) 122n+1>

4 2 3
1

= 71(717;)(3712—#371—411—2)
nin+1)

= ————Bn+2)(n—1)
n(n—1)(n+1)(3n+2)

48
2 Produits :
Notations : Soit £ un sous-ensemble fini non vide de C.
— On note H a la produit de tous les éléments de E.
acE
- SiE= {aei/i € I} avec I un ensemble non vide, H a se note aussi H a;.
ackE i€l

n
- SiE ={am,ams1,-..,a,} avec m,n € Ntels que m < n, H a se note aussi H a; ou H a; ou H a; et
ackE i=m m<i<n i€{m,...,n}

n
onaHa:Hai: H a; = H A; = QmQm+1 " Ap.

a€E i=m m<i<n i€{m,...,n}
Exemples :

~ SiE={57,19,23} alors [],.p = = 5 x 7 x 19 x 23 = 15295.
5

- H 2P = 90 x 21 % 22 x 23 x 2% x 25 = Q0H1H243+445 _ 915 _ 39763,
p=0

- H(2p+1) = (2x04+1)x(2X1+1) X (2x24+1)x (2Xx3+1) X (2x44+1) x (2x5+1) X (2x64+1) x (2x 7+1) = 2027025.

Remarques :
— On convient que H a=1.

a€ld
n n
- H a = H x, H a; = H aj et H ar = H ap. Autrement dit, on peut remplacer la variable de multiplication par
aclE zelE i€l jerl k=m p=m
n’importe quelle autre variable sans changer la valeur du produit. On dit que la variable de multiplication est muette.
n—1 n+1
— Changements d’indices classiques : H ar = H Qpy1 = H ak—1-
k=m k=m—1 k=m+1

n n
o= e
k=0 k=0
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n n
- H a=a"""™" En particulier, H a=a"th

k=m k=0
— H(azbl) = Hai Hbz et H ((lez) = H a; H b;.
iel el icl i=m i=m i=m
- H (Aa;) = A" H a avec n le nombre des éléments de F, H(/\ai) =\" H a; avec n le nombre des éléments de I et
a€E a€E iel iel
H ()\(11) = )\nierl H a;.
1=m i€l

eI o T[T

E  acF D X il
- H a; = 2297 Enparticulier, si ENF = () alors H a; = HaHa.Dememe, H a; = L€/

a€EUF II a a€EUF a€E a€F ieIuJ II a;
acENF ielnJ
etsi I NJ =0 alors H a; = HaiHai.
ieluJ i€l ieJ

Un programme Python qui permet de calculer le produit d’une famille de nombres com-
plexes :

def produit (E):

P =1
for i in E:
P x=1

return (P)

— Produit des éléments de ’ensemble £ = 1,6, 12, 38, 78,109 :
In [1]: E = {1, 6, 12, 38, 78, 109}

In [2]: produit (E)

Out[2]: 23261472
6

— Produit du produit H ok
k=0
In [3]: produit ({2**xk for k in range(7)})

Out[3]: 2097152
7

— Produit du produit H (2k+1):

k=0
In [4]: produit({2+xk + 1 for k in range(8)})
Out[4]: 2027025

Remarque : Python posseéde une commande prod du module numpy qui permet de calculer le produit d’une famille de nombres
complexes :

In [1]: from numpy import prod
Calcul du produit2 x 6 X 7 x 9 :

In [2]: prod([2, 6, 7, 91)
Out[2]: 756

Proposition 2.1 Produit télescopique :

n—1
. . Q41 a
Si Ay Gt1,y - - - 5 Gy, €St une famille de nombres complexes non nuls alors H "
ag Qm
k=m
Démonstration :
Ona:
n—1 n n—1
U | R | T
II Ak+1 _ k=m _ k=m+1 N k=m+1 _Qn
a T on—1 T on—1 - n—1 - a
k=m k m
[T Moo an I @
k=m k=m k=m+1
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n
Qg Gnp

Remarque : Si a,,, a1, - . -, a, est une famille de nombres complexes non nuls alors H = —.

Af— a,
k—mt+1 k—1 m

Exemples :

n 1
- Si N*. Calcul d duit 14+ -—].0Ona:
1n e alcul du pro ulkl:[1< +k> na

T k41
car le produitH + est télescopique.

k=1
- 1
_SinZ2.Calculdupr0duitH(l—kz> Ona:
- 1 Sk S k-Dk+) k-1 k+l 1nd+l n+l
1_7 — pry = = — =
() =15 =2 = 1 = =T

k=2 k=2 k=2 k=2

n

n
. k—1
car les deux produits kl_[z 7 et kl_[2

1 .
sont télescopiques.

k+3
- Si N. Calcul d duit .0
ine€ alcul du produi H el n a
ﬁ% ﬁ (k+1)+1 2(n+1)+1 2n+3
ph2+1 0 L 2k+1 0 2x14+1 3
E+1)+1
car le produit H % est télescopique.

k=1

3 Factorielle, coefficients binomiaux :

3.1 Factorielle :

Notation : On note :

Hk sin>1
VneN,nl=4¢."7

1 sin=20

n! se lit "n factorielle" ou "factorielle de n".
Exemples :

-3l=1x2x3=6.

- 6!=1x2x3x4x5x6="720.
Remarques :

-VneN,(n+1)!=(n+1)n.

-VneN (n+2)!=(n+2)(n+1)nl

— Généralement, Vn ¢ N.Vk e N*, (n+ k) = (n+k)(n+k—1)---(n+ 1)nl

- VYn e N* nl=n(n-1)L

- VYn>2nl=n(n-1)(n—-2)L

— Généralement, Vn,k € Navecn > k,onan! =n(n—1)---(k+ 1)kl
Factorielle sous Python :

— Programme itératif :

def factorielle_iterative(n):

S =1
for i in range(l, n + 1):
S x= i

return (S)

In [1l]: factorielle_iterative (10)
Oout[1l]: 3628800
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— Programme récursif :
def factorielle_recursive (n) :
if n ==
return(1l)
return(n * factorielle_recursive(n - 1))

In [1]: factorielle_recursive(10)
Out[1l]: 3628800

Remarque : Python possede une commande factorial du module math qui permet de calculer la factorielle d’un entier naturel :

In [1l]: from math import factorial

— Calcul de 7! :
In [2]: factorial(7)
Oout[2]: 5040

3.2 Coefficients binomiaux, formule du binéme :

Notation : On note :
Vn € N,Vp € {0,...,n}, (Z)

(n) se lit "p parmi n".
p
Remarques :

— Soitn,p € N. Si n < p, on convient que = 0.
p

Jmen(0)= ()=

—VnEN,(n):n.

1
_n 7 n :n(n—l)'
ne (T2L> n(n2f 1)(n —2)
_VHEN’(:%) 3x2x1

— Généralement, Vn, k € N, (n) _ nn—1)---(n—k+1)

k Ex(k—-1)x---x1"
—VnEN,VpE{O,...,n},(n>:( " )
p n—p

Exemples :
6 6 x5
- (2> —m—3x5—35.

8 8 X 7Tx6x5H
=V = 2 = .
1) T Ix3xaxi [ X2x5=T0

10 10 10 10 x 9 x &
- (7)(10_7><3>W10X3X412O'

12 12 12\ 12x11
(10)‘(12—10)‘(2)‘ ox1 ox =66

Coefficients binomiaux : Python posséde une commande binomial du module sympy qui permet de calculer le coeffi-

cient binomial de deux entiers naturels :

In [1]: from sympy import binomial

— Calcul de

In [1]: binomial (23, 14)
Out[1l]: 817190

26
— Calcul d :
alcu e<15>

In [2]: binomial (26, 15)
Out[2]: 7726160
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Propriété 3.1

-1
Vn,p e N, () - ( )
D p\p—1
Démonstration :

Ona:

. (M) _ n! B n(n —1)! ~n_ (n-1)! _n (n—1)! _n(n-1
v”’pEN’(p)‘p!m—p)!‘p<p—1>!<n—p>!‘p<p—1>!<n—p>! pp—D{(n—1)—(p—1)) p<p—1)

Un programme Python qui calcule le coefficient binomial de deux entiers a I'aide de la
n nin—1
formule ( ):< > :
D p\p—1
def binomial (n, p):
if p > n:
return (0)
if 2xp > n:
n, p=n n-0o
if p == 0:
return (1)
return (binomial(n - 1, p - 1) * n // p)

— Calcul de

In [1]: binomial (23, 14)
Out[l]: 817190

26
— Calcul d :
alcul de (15>

In [2]: binomial (26, 15)
Out[2]: 7726160

Proposition 3.1 Triangle de Pascal :

n n n—+1
Vn,p € N, =
wp (p>+(p+1) <p+1>

Démonstration :

Soitn,p € N.

—Sin<palors<z>+<pil>:O+0:0:(ZID.

s () (1)) (201 (262D

— Sin > palors :

(Z)+(pil) - p!(nnip)!+(p+1)!(2!—p—1)! N p!(n—nz!a—l)! <nip+p41r1)
B n! p+l4+n—p B nl(n+1)
B p!(npl)!((np)(p+1)) e+ )(n—p—1)(n—p)
B (n+1)! B (n+1)!
(p+1D!(n—p)! e+ DN(n+1) = (p+ 1))

B <n+1)

- \p+1
Un programme Python qui calcule le coefficient binomial de deux entiers a I'aide de la
formule du triangle du Pascal :

def binomial (n, p):
if p > n:
return (0)
if 2xp > n:
p=n-p
if p == 0:
return(1l)
return (binomial(n - 1, p) + binomial(n - 1, p - 1))
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— Calcul de
In [1]: binomiale (23, 14)
Out[1l]: 817190

— Calcul de
In [2]: binomiale (26, 15)
Out[2]: 7726160

Proposition 3.2 Formule du binbme :

n

Va,be(C,VneN,(cH—b)”:Z(

k=0
On convient que ¥z € C,2° = 1.

Démonstration :
Soient a,b € C et n € N. On va procéder par récurrence sur n.

- (;)

n

akbo—k — Z

k=0

Ona(a+b)" = (a+b)0 — 1 = 000 — Z
k=0
Supposons que la relation est vraie pour n donc :

k

(a + b)n-H

(a+b)(a+b)"

kﬁo
_ Z (Z) (ak+1bn—k +akbn—k+1)
kiO n
_ Z (:) aF gk 4 Z (Z) akpn—k+l
k=0 k=0
= n kin—(k—1) =~ (n kin+l—k
= Z(k—l)ab —|—Z(k>ab
k=1 k=0
= n kpn+1—k — (n kpnt1—k
— 3 — b’n —
<k_1)ab +Z<k)a
k=1 k=0

N\ nt1,0 S n kin+l1—k
n)a b+;<k—l>ab +kzo

n+1 . n n kbn+17k bn+1
e (1) (1)) e

n

Or, d’apres la formule du triangle de Pascal, Vk € {1,...,n}, (k " 1) + <

n

>

k=1
n+1
n+1

n+1
<” + 1> aFpnt Dk
k

n+1

(a+ b)"tt a

(n —IL_ 1) akbn-‘rl—k + bn—i—l
anlpntl-(n+1) zn: (n + 1)
k=1 k

D

k=0

aFpntD—k | (” +1

Z) akpnk

n . .
( )alC b"~* donc la relation est vraie pour . = 0.

n n+1pn+1—(n+1) - n kpn+1—k — (n kpn+1—k T\ 0pn+1—0
(n+1)_1>a b +kZ:1 R +’§)kab + (a0

(Z) G,kbn+1_k + bn+1

n n+1
k k

) donc :

0 ) aObnlefO

d’ou la relation est vraie pour n + 1. On déduit, d’apres le principe de récurrence, que la relation est vraie pour tout n € N.

Exemples : Va,b € C:
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2 2 2
- (a+b)? = (0> a’*70 4 (1> a'v? ! 4 (2> a’b*7? = b% + 2ab + o*
3 3\ 013-0 3\ 1,3-1 3\ 2,32 3\ 3,33 _ ;3 2 2., 3
—(a—|—b)=0ab —|—1ab —|-2ab + a’b°™° = b° 4+ 3a”b + 3ab” +a
4 4
~ (a+b)*= <0) a®v*0 + (1> alvt! 4 <;1> a®b*™? <3> a’bt3 + . a*b*™* = b* + 4a®b + 6ab* + 4ab® + a*.

Corollaire 3.3

Démonstration :
Soit n € N, d’apres la formule du binéme, 2" = (1 + 1)" = Z (Z) x 1% x 177F = (n)
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