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n(n+ 1)

/
/Exarmcel‘l Montrer que : 1+2+3+...+ ym=1

2. En déduire la somme de :

a 2+4+6+ .. + 2n ,n21
b. 1+3+5+..+2n-1) , 021"

<

Exercice 2 : Soit : L=Yrbqt=1+q+qg*+...+q° , n= qER

1_qn+1 v

1. Montrer, pour g # 1, que :  u, = P C)O

2. Donner, pour || <1, lim,_ ., u, . :
. . " =n_1

3. Déduire de ce qui précéde, lanatmedil% vn=zgk;'1’ﬁ ,» m21

s

| A2
Exercice 3: 1. shx=? chx=? _ OQ-

sh2x

2. Soit: '-j i
oi f(x) l.og @ Donner le domaine de définition de f
3. Donner la fonction ui prolonge par continuité la fonction fen 0
7

&erc 4 : Soit { ﬂx’{;‘z{ R 5
/ 1) Ecrire au v lgormule de Taylor- Lagrange i 1’0@ la fonction f .
2) En dé uation de la tangente en x =1 et donner la position de la courbe de f

par rapport a cette tangente au v(1).
3) fadmet-elle un extrémum enx=1 9
4) Déduire de 1) ou par le caleul, le DL & Pordre 2 de f au v(1)

5 : Sachant que ( R, .) est un groupe ot “ . * est la multiplication usuelle.

/1. Donner le symétrique de —1 et le symétrique de 1

e 2. lecouple ({~1,1},.) est-il un sous-groupe de { R*, . ) 7 Justifiez votre réponse.
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USTHB - Faculté de Mathématiquee le 06/01/2016
MATH1 - SM - Section 3

EXAMEN FINAL
’ 8

(Les calculatrices et téléphones portables sont interdits)

Exercice 1 Soient (1), et (va),, deuz suites définies par :

+ s F tn
Uosvo;ﬂn+1=3“r~4 amz=&r,
ot ug, v €ER. \2\

1. Montrer queVn € N, u,, < v,,.

2. Ftudier la monotonie des deux suites (u,),, et (Un),. Q
3. On considére la suite (w,),, définie parw, = vo—tin. Montrer que (wg),, 8

géométrique
et calculer sa limite.

4. En déduire gue les deux suites (uy,),, et (v,), sont adjacentes.

Exercice 2 On considére la fonction f : R =+ R définie par

e +z s <0,
f(z) = ) .
cosz+sinr si z>0.

1. Etudier la continuité de f sur R.

2. Etudier la dérivabilité de f sur R et calculer f'.

3. La fonction f est-elle de classe C* au point z = 07

4. Montrer que Uéquation f(z) = 0 admet dans |—o0,0] une solution unique.

Exercice 3 On considére application g : R — R définie par : 9(z) = ;’-‘_1_1
1. Calculer g(2), g(1/2) et résoudre dans R l’équation g (z) = 2.
2, L’application g est-elle injective? Surjcctivc? Bijective?
8. Soit h la restriction de g sur]—1,1[. Calculer J := h (}]-1,1]).

4.. Montrer que h : 1—1,1[ = J est bijective et déterminer k™1,

Exercice 4 Linéariser l'ezpression cce (2z) .sin?z.

—

Baréme :

Exercice 1 = 3,5 points, Exercice 2 = 7,5 points, Exercice 3 = 6 points, E:mﬁw,4 = 3 points,
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iCorrigé de I’examen final
i
Exercice 1 : Soient (uy,), et (11:1,,),‘ denx suites définies par :

3
3u,,:-u,. & gy un::'un'

uos_?o;u..+1=

ol ug, % ER.
1) Démontrons la proposition smva.nte Pn):meEN, ty < Vn. .
i) Pour n = 0, nous avons, d’aprds les données, ug < v. Done P(0) est vraie. 0 S
ii) L'hérédité : On suppose que ‘P(n) est vraie et on démontre P(n + 1). \
i Stnttn Sattn Un—t _ o

4 g = 2 =

Ung] — ‘{n—H =
Dol P(n +1). |
2) |

Donc (un),, est croissante.

; v, + u, -
Un-i-l:-vn: n4 -”n=un -

<0.

i

Donc (v,),, est décroissante.

3a) On & Wpy1 = Vp41 — Upyy = %(vn — tp) = $wn. Done (w,.),, est une suite géométrique de raison .
et de premier terme wy = vy

b Onaw..=wo(2) Comme--1<-}<1 donc(;) b, 0 par conséquent lim w, = 0.

S 4) avons lxm im wq =0 donc hm M Vn =t = 0 et pmsque (un),, est cmxssam,e et (v,), est
| dect alura (u,.) et (u,,) sont adjacentes
Exerc :{On considere la fonctlon f:R= R définie par -

‘ e*+z s <0,
f(z) i A
. L coszx+sinz si z>0.
) Continuité :
1a) Sur | —o0, 0]
) f(z)=e*" +z,

est continne car c'est.]a somm Ia compaosée de fonctions mntmues sur ]—oo0, 0.

)__}O_ﬁ[_ f(z) =cosz +sinz,

est continue.car c’est la somme de deux fonctions continues sur |0, +oo[
1c) Aupointz=0: Ona '

A FO=1, lin f5)= lIin ¢ 4221,
h_);fof(s;) lxm eoaz+smx=1

3



f ¥

D'od lim f(z) = lim f(z) = = £ (0). Par conséquent, f est continue au pomt. z = 0 et donc f est
=0 =230

continue sur R.
2) Dérivabilité :

2a) Sur ]-00,0(: Sy = I

cst dérivable car c'cst 1a somme ct 1a composée de fonctions dérivables =

2b) sur.]0, +oof : ',"

f(::) = Cco8z +8inz, -

est dérivable car c'est la somme de deux fonctions dérivables sur 0, +oo[ .

2c) Aupaint x=0:On a

(a:) f(O) e¥4+z-1
BT em0 T
En appliquant la régle de L’hépital, on obtient
(G.’z 4z - 1)‘ _2“-8’ +1
= = 1. !
2510 1 =50 1 :’
i f@) - £0) _
o A
= f(:r) 1) _ oosz+amz
..z.o T z-0 ._.o z

En appliquant toujours la régle de L’hﬁpltal, on trouve

e e man o

lm (cos x + sin z)’ —sinz +co8T _

a2 1 o 1 1,
Do i 1@ =1O) _
: .-m T z-0 '
Dol i 1@ =10 _ f(x) f(O) |
z—oo T z-0 -—’oo |
Ainsi f est dérivable aupomt:=0 Parconaéquentfutdénvablemujk.
On a d'aprés 2a), 2b) et 2c) .-1
' ~2ze* +1 & z<0,
L(=) 1. si z=0,
~gino+ooar sl 2>0.

-
3)Ona ' :'
7O =1, lm fa)= lim ~2ze Fim,

l
hmf’(z)-— kim -mnz+oosz=1. |
2240 {

Dol lim f’(z) lim f'(z) F (0). Par coméquent J' est continue 'h.u point z = 0 et donc f est

daclmec‘aupomtznﬂ |
' i
..... 5 @ _ _ ; esindihies i

P . R et ]
L . mmeimmmws .t oas - —-—as s e b

nt



_4) Nous avons dja.prk 1) et 2) f est continue et dérivable sur R. De plus,
: (Ll 1)) (@) = ~o0 <0.

kb Par ailleurs, ¥z € R™, f’(z)-—2xc"'+1>0pumquez<0 Donc f est strictement croissante
- ] sur R™. Par conséquent, d'aprés le théordme des valeurs intermédiaires, il existe dans }]=00,0] une

~ Lsolution unique de 'équation f(z) = 0.

Exercice 3 : : '

{Ou considire I'spplication g : R — R définie par : g(z) = ;r%
@ 1a) 9(2) = 9(1/2) = 2/5.
1b) g(z) =2 & e 2 g 2 4 22? — z 4 2 = 0, mais comme A = —15. Dong, il n'existe pas de
" Lsolutions réelles.

2a) L'application g n'est pas injective puisque nous avons 2 # 1/2 mais g (2) = g(1/2).
A 6 2b) L’application g : R — R n’est paa surjective car pour y =2, iln fmste pas n élément z dans R
\ tel que g(z) = 2.
Dec 2a) ou de 2b) on cn déduit que g n’est pas bijective.
3) Soit h application définie de ]—-1,1[ — R par : h{z) =

Pmsque h est une fraction rationnelle, donc h est continue et dérivable sur }-1, 1[ De plus, Vz €

1 ]- -1,1[, h'(z) —-ji—x—ag > 0. h cst donc strictement croissante. Par conséquent

(2 +1)
Ji=h(-1,1) = ]lunh(:c) limh(::)[ ]21,;[.

) h est strictement cro:asanteeteontmuesur]-l 1, donc A est bijective de ]-1,1[ dans
) S ]-2:, H. » alors une fonction réciproque notée h"‘ I ,5[—)]—1 1[ définie par h(z). = y <.
C U/ RN pomz€]- 11[etu€]11,z[
"'an.h(z) x,+1—-;{#yz —z+y=0.
Pour y = 0 on aura & = 0. Sinon, A = 1 — 43 > 0 puisque y € ] 3}, 4[. On obtient z, =’ﬂ41““3
D) | mm=G= @
Par ailleurs, pumqueh ) #h" (2/5)&1/2 et en remplagant par y = 2/5 dans z; et x3,
R e/ oot
¢/ g = 2
SmtA-ooe(h) sin? (z). On a cos ) = et sin(z) = £2552, donc
2
aln’(qf)--(ﬁ-_:—)--—;(e"'+¢""-2).
Pnrconﬁquept
Aa-%l(e“"-i-e"") (¥ +e % - 2)
= —TI [e4" 4 e — 2 (¥ 4 ~?2)4 9
=

-1 ) 1 1
= TON('LT)"‘ '2'008(23) —Z.

"N
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FACULTE DE MATHEMATIQUES - 7 JANVIER 2015

1. Résoudre dans £, I'équation: 2% = 1.

2. Linéariser 'expression : cos®z.

EXERCICE 2: .
Soit la suite numérique (u,), définie par:

.ﬂo=.%-e¢w1+1=ui+—5~,vn20 . &
- ¥ e
1. Montrer queVn>0: 3 <u, <2, o et -
) - 2 - - O
2. Montrer que la suite (u,), est monotone. : O

. 3. En déduire que (u,), est convergente. Calculer sa limi
4. Soit A= {unjﬂE.W} Détérminer sup A, max A mfAfBB,mmA #'ils existent.,

"EXERCICE 3; - A0 ; :
. Soit la fonction f définje sur JR* par: f(z) = zsin

1. Peub-on prolonger f par oontmmté en () donner le prolongement f.
2 La fonction f ainsi obtenue eat-e]le dé}@bemﬂ?
3. Peut-on appliquer lethéorm ‘héu:s intermédiaires 3 f sur 239 Justifier.

4. Peut-on appliquer le thé(%&%‘dﬁ& accroissements finis 3 f sur [~1,2]? Justifier.

XERCICE 4:

<
Soit

'\Q f In(1 + %) — sinz ~ cos'z + 1

tanz —sing

1. Donner le D.L de § é.l’orert au voisinage-de 0.
2. En déduire: llm,.m_f(:&}

e

. LAy
SnE=2—5+... +{—1)“ i’"’" -i'-o(a:“""")
0081~ § 4§+ i c—l)“’“ +o(z).
tanz = w-l-‘z"‘-t- z‘+-‘—:c +-ﬁ-z*’+o(z°) :

In(1 +31)= m—--+ e+ e 1)“"”,,-@-0(::"].

1
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Universite des Sciences et de la Technologie Hotari Boumediene

Faculté de mathématiques _ Annde: 2013 — 2014
1% Année Lic ST Section: 25 Module: Mathl
Epreuve finale 1

. Durée; 1h30min

Exercice 1 (7 points),
Soient f et g dewr applications définies par:

f0g-0g L eld-l
t— f(z)=2~z g g(z)={z-1)

2
 ; Déf;enni;ller les applieations f o getgo f | Canc}urg, (1 pt)
i Détermiflerf“[{f}}).fast elle surjective? (2 pts)
3. Déterminer g1 (J0,3]). (1 pt)
4 Aton gof=g? (1 pt)
" 5. Montrer:que I'application g o f est bijective et déterminer I'application récipi@ate (970 f)™".
(2 pts) - . v
Exercice 2 (7 points). Q '
. | 0% 5
Soit o un réel positif ou nul. On considére la suite (1) définie per ux=(gl et w4y = —&

"y

s

1. Montrer qu'il existe une unique valeur dea pour laquelle laspite (u,,) est constante et déterminer
cette valeur, (1 pt) ’\y T

2. On suppose que Ia suite (up) vérifie la pmp;q@@’ > 1, u, 2 /0. Montrer que (u,) est une
suite positive croissante qui tend vers +o€) (2 pts) '
3 On suppiose quew =1,
a- o M |
i) Montrer queVn > 1, 0 % V. (1 pt)
i) Montrer que Ja ;{% est décroissante. (1 pt). .
" jii) En déduire q% te (,) est convergente et calculer sa limite. (2 pts)

[}

!
Exercice 3 {3@ - ' C
: sin2e %
Soit m € N et f 14 fonction définie par: = | ——=
oit m f & fonction eparl | f(z) (2\/1—-—055_-’5')
1. Déterminer le domaine de définition de f. (1 pt)
2. Etudier suivant les valeurs du paramétre m, la limite de f quand z tend vers0. (1.5 pts)
3 Pourqueﬂe valeur dem peut-on définir f (0) pour que [ so:'t‘cdm.fnuesur]ﬂr; . (0.5.pt)

Exercice 4 (3 points).

Calculer Jes limites suivantes. ,_‘
2 _ v o 1

iy s .';:r.i:m;‘;"-: li_r.nl(x—2+\/mJi'vi_

Lo oy
2 ¥VET Vo

apa
-

- - -
2 =
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. U.S.T.H.B Math 1, 1 Lic ST
FACULTE DE MATHEMATIQUES Section 15, 2013-2014
Rattrapage:

Exercice 1 [2,5 pts |:

Pour tout z,y-dans R — {0}, on pose z xy :jg- . Dans R — {0}, * est-elle

une loi interne 7. commutative ? associative ? admet-elle un élément neutre?

Exercice 2 [3 pts ]: o : ®<>\

Résm..lc’gre dans R l'inéquation 7__2:1—;:_.—1 < |z - ;

Exercice 3 [6 pts ]: . ' O
Calc:ul_er les imites suivantes :
cosc+Log2z .. Vl+z—-Yi-1z

T
i - — ] 9 E_:‘é
z—il—ll}co e* 4+ 23 : ? al—ir%. Log(1+2z) ° mi-im |Log 22[%, zlilél+ sin g\ i
. 4
lim 1+—1—- ] Ton (z + 1}2exp(—z2—a:~—1) %
g ¥

Td00 T+1/ (

Exercice 4 [8,5 pts ]:

Soit f(z) = = i _ |
1} Montrer que si & ¢ [-1,1], alors on a f'(z) = ﬁ%ﬁ_?(;)" oit

Pz)=2’4+z—-1=(2—-a){z—f) et a<—-1, 0<B <L
2) Etudier la fonction fet dunner son tableau de variation et son graphe.

1
(On pourra utiliser que o = BT et que fla) = _%



UST.HB o Math 1, | Lic §7
- FACULTE DE MATHEMATIQUES ~ Section 15, 2012 2014
Correction du rattrapage:

Exercice 1 [2,5 pts ]:

Pour tout z,y dans R — {0}, on posen:*y I I Dans R — {0}, * =1

loi interne (le vérifier!) @ Comme 1#2 = 1/3£2 =B e ], dene « n'ont
pas commutative @ Comme (1+1) %2 = 1/2 # 2 = 1 (1 +2), donc
* n'est pas associative: . Si e est un élément neutre de la loi +, alors
el =e*1=1iee=+%1 Or(—1)*(=1) =1 # ~1, donc e # —1. D'autre
part, 1+2 = 1/2 # 2 entaine que e # 1. Donc la loi * n’admet pas d’élément
neutre ’

Exercice 2 [3 pts |:

L’inéquation (I) : <z - 1]_est=déﬁnie sizeD =]~ 1,-+o0] S

1
v+ 1 _
z € D, alors (I) & (3-""1_)2(4'?"!"1) >1ez(z?—-z-1)>0 @ Remarquons
que les racines de z* — £ — 1 sont z) = (1 = vB)/2 et 23 = (1L + V52 o
que —1 < z; <0 <z (1) Comme 0 n’est pas racine de (7), donc :

Size R”*"‘, alors

)2’ ~2-1>08 z € (- oo, 21[Ules, +oof) AR =Jzs, <o0[;
Siz €] —1,0] alors (I) ©® 22—z - 1 < 0 & z €lzy,2[N] — 1, 0i=]z,. 0]
, Finalement, Iensemble des solutions de (I) est S —]a:l,ﬂ[uixg, +oof 17
. Exercice 3 [6 pts 1(1 x 6):
{_ i 08T +Log2z lim 1+ (cosm)/(LogZ:r) (Log2z) ]
;DG e* + z3 T zteo 1+ (:53/6”] “'“;_: )
Donc%;?. lim (Log 2z)/e* = 0 (’exponentielle 'emporte sur I Log)
ey ¥~ V-7 2z
z—n‘.} 2z LOg (1 o 2:[‘

= lim (itxz)-~{1~=z B
—+0 23((\;"3 14z )2+ 1tz Vlozsl Y-z 10}

I3 = !un [L0g2:.r:| - hm exp(meog|Log2x[) ie
I3 = limy_, 1o €Xp (———i’g—(?—g—gﬁ) = exp(0) = 1.

| Fiom 3 ; (zLogz) — 1 =
g = lim = e [ &2 g : s b= ] =
4 z—:?}1+ sinz .;_1,131+ ( zLogx (SmmLog z:) l'{ :

~00. Eneffet lim; o+ © Log @ = limy 400 (—Li0g 1)/t = 0, et comme lim,,,y &2 =
1, donc en posant u = n:Logm, on voit que hm&'ﬂ!’ﬂ* (expf: Log;; .) o |

A

et




1 A= e R
= hi - -} = Im (1 :
s rf:ll])) (1 y T + 1) T—++00 ( * T+ I) (1 +‘$ + ]_)

done 15 = limy_. 400 (1 +4) = limyso0 exp yLog (1 + 1/y)}
w0 le " hl")’!t a0+ XD [IJOg (1 -+ t)/t] = exp l=ce.

s

-1

o= fz+ D exp(~z?—z~1)=e lim (1 +1/2)? 22 exp(~2z? - 1),
b B

done (¢ @7 Mgy 2 exp(—2% — z) = hm;H_.oo exp[2 Log lz| — 2% — z]
e bi Mg oo okpl =2 (+1 — ((2 Log [z{)/(x?)) + 1/z)] = exp[~o0] ="0.
Ou peot aussi utiliser la regle de 'hopital pour calculer les ‘Lg €s 11,lg, lq,lg.

Exercice 4 [8,5 pts |:

-1
1) la fonction f(z) =z 4/ i =3 est définie dans D =R — [—1, 1] 4@%

g 1 g
Posons u(x) = :}?{-T’ g(x) = y/u(z), alors pour = ¢ [~1,1], on a f'(

(eolz)) 2u(:r)+:z:u'(:n) 1 [2(:2:2—1), 23 ]
Ly = = o

u(z) B 2/u(z) [ (z+1)2 T (z+1)2
oL P( x) = z2? +'r—-1--(z—-a)(:r-ﬁ) et
a=(-1-V5/2) < ~1, 0<B=(~1++5/2) <1 (le vérifier ) @

2 LVu 1.'_ 1}(51@9._1‘)"" 1, denc llm f(x)*—-iooet zgglmf(x) -—00 @

ot wm fle) /o= hm /_- '“--—-"—1 @etque
roetx \!

rz+1
FLF | Tiy 4) = 1) = - (u(z) - 1) = 2,«;) .
i £ “\/q';) 1+z) \g{z)+1)’
done  ha {(fi1) - x) = ~1 b ie Ia droite d'équation ¥ = X — 1

e3t ure ovimplaote oblique A la courbe @ De plus, si z > 1, on a

() tr - 1) - glz){z =VZZ=1) > 0 (courbe au dessus de l'asymp-

tote). st x < =1 ona f(z)— (z - 1) "*g(z) (z + vzZ — 1) < 0 (courbe en
dessuus de 'asymptote)

auss ¥ = (—=1)(4+0o0) = —o0 ie Y = —1 est une
On a auss! que , ’(xinl)_f(m) (=1)(+o0) @

asymptote verticale & la courbe @
D’autre part le signe de f/(z) est celui de P(z) ie P(a:) L0&z€ b

@ De plus fd(l) = llmz_,1+ ( ) =lim, 1+ 1/ m—j +o0 Ea
(z—2)

Exfin, on vérifie que (le faire!) siz ¢ [~1,1],0na f"(z) =

Cels montre que z = 2 est un point d’inflexion (voir le cours)

D° plus coriunfé o? % 12— o:l,5 donc 0 = a—a?, o® —a? = 30 -2,
fla)? = €54 = Dl = 58 +8 (vu que a.f = a + f = ~1).

!’us-:ms M = fla).

o{z) (22 = 1)(z + 1)%



Tableau de variation de f (0,5 pts) :

x — oo o —1 1 " Foo
F(z) + 0 - o+ '
f{=) ' M - T Foo

—0a / \'—00 0 / -
L Graphe de f (0,5 pts) : i .
’ ¥»

5'“'

e

E.5J

Remarque : )
La. correction de certaines questions n'est pas détaillée; dans ce ¢cas il faut
faire comme on a vir en T




