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1 Nombres complexes :

1.1 Représentation algébrique d’un nombre complexe :

Définition 1.1 Un nombre complexe z est un nombre qui s’écrit de fagon unique sous la forme z = a + ib avec a,b € R et
2 = —1. Cette écriture s’appelle la représentation algébrique du nombre complexe z.

— a s’appelle la partie réelle de z et on la note Re(z).

— b s’appelle la partie réelle de z et on la note Im(z).

— L’ensemble des nombres complexes se note C.

i

Remarques :
- Egalité de deux nombres complexes : Vz, 2 € C,z = 2/ <= (Re(z) = Re(2') et Im(z) = Sm(z')).
- VzeC,z=0 < Re(z) =m(z) =0.
— Addition et multiplication :

Va,b,c,d € R, (a+ib) + (c+id) = (a+c¢) +i(b+d) et (a + ib)(c + id) = (ac — bd) + i(ad + bc)

— Carré d’un nombre complexe : Si z € C de représentation algébrique z = x + iy alors 22 = 22 — y? + 2izy.
- z€R < Qm(z) =0.
— On dit qu’un nombre complexe z est imaginaire pur si Re(z) = 0. L’ensemble des nombres imaginaires purs se note iR
etonaiR = {z € C/Re(z) =0} = {iz/z € R}.
Nombres complexes sous Python : Pour construire le nombre complexe z de forme algébrique z = a + b, on
tappe z = a + bj ou z = complex(a, b).
Sous Python, j désigne le nombre complexe 4 :
— Définir les deux nombres complexes a =2 +ietb =3+ 27 :
In [1]: a =2 + 17
In [2]: b = complex (3, 2)
— Partie réelle de a :
In [3]: a.real
Oout[3]: 2.0
— Partie imaginaire de a :
In [4]: a.imag
Out[4]: 1.0
— Calculde a+b:
In [5]: a + Db
Out[5]: (5+373)
— Calcul de ab :
In [6]: a x Db
out[6]: (4+73)
— Calculde a/b :
In [7]: a / Db
Out[7]: (0.6153846153846154-0.0769230769230769173)
— Calcul de a® :
In [8]: axxb
Out [8]: (-38+417)

In [7]: pow(a, 5)
Oout[7]: (-38+417)

Définition 1.2 On considere le plan &2 muni d’un repére orthonormé direct.
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— Si z est un nombre complexe de représentation algébrique z = a + ib alors on dit que le point M (a,b) du plan & est
associé a z.

— Si M (a,b) est un point du plan & alors le nombre complexe z = a + ib s’appelle Iaffixe de M et on note M (z).

Y

M(2)

— Si z est un nombre complexe de représentation algébrique z = a + ib alors on dit que le vecteur u(a, b) est associé a z.
— Siu(a,b) est un vecteur du plan & alors le nombre complexe z = a + ib s’appelle Iaffixe de u et on note u(z).
Y

U\%\ x

Remarques : On considére le plan & muni d’un repere orthonormé direct d’origine O.
— L’application de C vers & qui a chaque nombre complexe z associe le point M d’affixe z est bijective ce qui permet
d’identifier C au plan &.
Soit M un point du plan Z2. Le point M et le vecteur O—J\>4 ont méme affixe.
Si A et B sont deux point du plan & d’affixes respectifs a et b alors ’affixe du vecteur E estb — a.
— Siw et v sont deux vecteurs du plan & d’affixes respectifs a et b alors 1’affixe du vecteur v + v est a + b.
Si w est un vecteur du plan &7 d’affixe a et A € C alors I’affixe du vecteur Au est Aa.

1.2 Conjugué d’un nombre complexe :

Définition 1.3 Soit z un nombre complexe de représentation algébrique z = a + ib.
Le nombre complexe a — ib s’appelle le conjugué de z et on le note Z.

Interprétation géomeétrique du conjugué d’'un nombre complexe :
On considere le plan & muni d’un repere orthonormé direct et soit z € C.
Les points M et N de &2 d’affixes respectifs z et Z sont symétriques par rapport a I’axe des abscisses.

Y

Conjugué d’'un nombre complexe sous Python :

In [1]: a = 2 + 37

In [2]: a.conjugate()
out[2]: (2-37)

Propriété 1.1 Soient 2,2’ € C.

- z2=0 <= z=0.
- Re(z) = RNe(z) et Sm(Z) = —Sm(z)
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= 2.
Z+z z—Z

- Re(z) = 5 et Sm(z) =

2ER <<= Z=zetz€IR < Z=—2.

—z4 2 =Z+Zetzz! =Z7.

Vn € N, 2" = 2" avec la convention 0° = 1.

1.3 Module d’un nombre complexe :

Définition 1.4 Soit z un nombre complexe de représentation algébrique z = a + ib.
Le réel positif \/a? + b? s’appelle le module de z et on le note |z|.

Interprétation géomeétrique du module d’un nombre complexe :
On considere le plan & muni d’un repére orthonormé direct d’origine O et soient z, 2z’ € C.
— Si M et le point du plan & d’affixe z alors |z| est la distance entre O et M. Autrement dit, OM = |z|.
— Siw et le vecteur du plan & d’affixe z alors |z| est la norme du vecteur u. Autrement dit, ||u|| = |z|.
— Si M et M’ sont les points du plan &2 d’affixes respectifs z et 2’ alors |z — 2’| est la distance entre M et M’. Autrement
dit, MM' = |z — 2/|.
— Si u et v sont les vecteurs du plan & d’affixes respectifs z et z’ alors |z — 2’| est la norme du vecteur u — v. Autrement
dit, ||[u —v|| = |z = /|-
Module d’un nombre complexe sous Python :

In [1]: a =2 + 37

In [2]: abs(a)
Out[2]: 3.605551275463989

Propriété 1.2 Soient 2,2’ € C.

- 2 =z2z

el =12 = | — 2}

- |22 = J2[|2'].

— Vn € N, |2"] = |2|™ avec la convention 0° = 1.

[Re(2)] < |z[ et [Sm(z)] < |z].

Proposition 1.1 Soit 2,2’ € C avec z # 0.

. . 1 z
— z estinversible etona — = —.
z o |zf?

- VneZ,z"=z"
- Vn €Z,|z" = |z|"

Application : Représentation algébrique du rapport de deux nombres complexes :
! ! =
Soient z, 2’ € C avec z # 0. La représentation algébrique de z peut étre déduite a partir de la formule - %
z z z
Exemples :

— Représentation algébrique du nombre T35 :Ona:
?
1 1—1 1—1 1—-4 1 1.
= = = = - — =1
1+ |1+42 12412 2 2 2
4 . _r 2+
— Représentation algébrique du nombre % :Ona:
— 2
24+i  (B3+29)2+i) (6-2)+iB3+4) 447 4+7,
== = = = — —1
3—2 |3 — 2i|? 32422 13 13 13

Proposition 1.2 Inégalité friangulaire :

Vz,2' € C, |z + 2| < |z| + |2'] avec égalité si, et seulement si, IN > 0,2" = Az ou z = N2’
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Démonstration :
Soit z,z’ € C.On a:

(2l +12D)* =2+ 22 = |2+ [P +2lzl|2'| - (24 2)(z + #)
= 2P+ ¢ +202l|2'| - (2 + 2)(Z+ 7))
= |22+ |22+ 202||¢'| — (22 + 22" + 22’ + 2'Z)
(I

|21 + |22 + 20z]|2| = (I2* + |2'|* + 227 + 2'Z)
= 2z||| — (22" + 2'7)

Or:
22 + 72 = 2Re(22') < 2|22'| = 2|2||7| = 2|2]|¢/]

donc (|z| +2'])* — |z + 2|2 > 0donc (|z] + |2/])* > |z + 2/ d’ot |2] + |2| > |z + 2/].
Si on a égalité alors 2|z||2'| — (227 + 2'Z) = (|2] + |'])* — |z + 2/|> = 0 donc 2|z[|2/| = 227 + 2'Z d’ot |22| = Re(27') car
|22| = |2]|2/| = |22 et 22" + 2'Z = 2Re(27).
Soit zz” = a + ib I'expression algébrique de zz’. On a |22'| = Re(z2’) donc Va2 + b2 = a donc a? + b = a? donc b? = 0
d’ou b = 0. On déduit que 22’ = a donc a = Re(z2') = |22/ = |a| > 0.

— Sia=0alors zz’ =0donc z=0o0uz =0donc z =02 ouz =0zetona0 > 0.

. — — . a a
— Sia#0:0nazz =adonc z # 0donc 22’2 = a2’ donc z|2|? = az’ d’ou z = Wz’. On pose A = e donc A >0
z z

etz = Az,
Réciproquement, supposons que A > 0 tel que z = Az’ ou 2’ = Az. Prenons, par exemple, z = Az’ donc |z+2/| = [A2'+2/| =
[(A+ N2 =14+ M| = @+ N = 2|+ M| = || +|\| = |2'| + |2] d’on I'égalité.
On déduit qu’on a égalité si, et seulement si, IA > 0,2’ = Az ou z = Az’

Corollaire 1.3
Vz,2' € C,||z| — |Z']| < |z = #/|

Démonstration :
Soit z, 2/ € C. On a, d’apres [’inégalité triangulaire, :

2|l = lz=2)+2] < [z=2[+]|
2] = |z =2)+z2[ < [ =2+
donc :
2| = 2] < 2= 7]
'] = 2] < |2 =]
Or|z/ —z|=|—-(z2=2")| =]z =2 et|?| = |z2| = —=(|]z] — |#’|) donc :
{ 2| = '] < =7
—(z = 1)) < |z2=~7]
doi [|2] — ||| < | — #'|.

2 Equation du second degré :

2.1 Racines carrées d’un nombre complexe :

Proposition et définition 2.1 Soira € C.
L’équation 2> = a admet deux racines u et v dans C.
— w et s’appellent les racines carrées de a.

- v=—u.

Technique de détermination des racines carrées d’un nombre complexe :

Soit a € C et z une racine carrée de a de représentation algébrique de z = x + iy.

Ona 2?2 = a donc 22 — y? + 2izy = a = Ne(a) + iSm(a) d’ot 22 — y? = Re(a) et 22y = Sm(a).

De méme, on a 22 = a donc |2?| = |a| donc |z|? = |a| d’0obt 2% 4 y? = |a|. On obtient alors le systeme d’équations :

2 +y’ = af
z? — y? Re(a)
2xy Sm(a)
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Ona:
2?2 4y? = lal
22 —y? = Rela)
donc
o R
2
al — Re(a
PRNTEY E0

L équation 22y = Sm(a) permet de déterminer le signe du produit zy :
— Si Sm(a) > 0 alors zy > 0 donc z et y ont méme signe d’ol :

T |a] +28‘Ee(a) P /la] + Re(a

ou

) )
y = AR , _ _ Jel =@
) (a)

)

- Si Sm(a) < 0alors zy < 0 donc z et y ont des signes opposés d’ol :

2
e
2
S la| + Re(a) I /la| + Re(a
2 2
e(a
2

ou

al — Re(a al — R
NS 0 RN /7 20

Exemples :
— Détermination des racines carrées du nombre —3 + 44 : Soit z une racine carrée de —3 + 4: de représentation algébrique
de z = x +1y.
Ona 22 = —3 +4idonc 22 — 3% + 2izy = —3+ 4id’oti2? —y? = —3etzy = 2.
De méme, on a 22 = —3 + 4i donc |2?| = | — 3 4 4i| = V32 + 42 = /25 = 5 d’ov % + y? = 5. On obtient alors le
systeme d’équations :
.’Ii2 + y2 = 5
22—y = 3
Ty = 2
Ona:
?+y? = 5
LUQ _ y2 — -3
donc 5_3
2?2 = — =1
2
5+3
2 = = = 4
4 2

D’autre part, on a zy = 2 > 0 donc z et y ont méme signe d’ou :

z = 1 r = -1
ou
y = 2 Yy —2

On déduit que les racines carrées de —3 4 47 sont 1 4 27 et —1 — 2.

— Détermination des racines carrées du nombre —24 — 10z : Soit z une racine carrée de —24 — 10:¢ de représentation
algébrique de z = = + 1y.
Onaz? = —24 — 10¢ donc 22 — y? + 2izy = —24 — 10i d’ott 22 — y?2 = —24 et 2y = —b.
De méme, on a 22 = —24 — 10i donc |2%| = | — 24 — 10i| = V242 4+ 102 = /576 + 100 = /676 = 26 d’ou
22 4 y? = 26. On obtient alors le systeme d’équations :

2?2 +y> = 26
22—y = 24
Ty = =5
On a
224+y? = 26
{ 22—y = 24
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donc 96 — 24
2 = = 1
26 +24
2 = = 25
Y 2
D’autre part, on a xy = —5 < 0 donc z et y ont méme signe d’ou :

r = 1 r = -1
ou
y = -9 y = 95

On déduit que les racines carrées de —24 — 10¢ sont 1 — 57 et —1 + H1.
Remarque : Soit a € R.
— Sia > 0 alors les racines carrés de a sont v/a et —/a.
— Sia < 0 alors les racines carrés de a sont iv/—a et —i/—a.
Racines carrées d’'un nombre complexe sous Python : Pour calculer une racine carrée d’un nombre complexe
on appelle la commande sgrt du module cmath :

In [1]: from cmath import sqgrt

— Racine carré du nombre —3 + 4i :
In [2]: sqgrt(=3+47)
Oout[2]: (1+27)

— Racine carré du nombre —24 — 107 :
In [3]: sqrt(-24-107)
Out[3]1: (1-53)

2.2 Equation du second degré :
Proposition 2.1 Soit a,b,c € C avec a # 0. L’équation :

E:az2+bz+¢=0

. =b+ds —-b-96 . . .
admet deux racines 5 et 5 avec § une racine carrée du discriminant A = b*> — 4ac de I’équation &.
a a

Démonstration :
Soitz € C.Ona:

az? +bz+c=a 22—1—92' +c=a ,zz—i-ZEZ—&—ﬁ —l—c—ﬁ—a Z—l—i 2—w—a Z—l—i Q—é
B a N 2a 4a? 4a 2a 4a 2a 4a

donc :

2
a?+bz+c=0 <= a(z+L) —-£=0
b \2 52
= (ztg) — 4z =0
b s b, 5\
= (2t —5y) (et tay)=0
= z—I—%—%zOouz—l—%—i—%:O
R —__b 4 5 —__b _ 4
z= 2a+2aouz_ 2a 2a
o oo

Exemples :

— Résolution de I’équation 22+ z+1 = 0 : Le discriminant de cette équationest A = 12—4x1x1=1-4= -3 = (z\/g)2
donc les racines de 1’équation 2% + z + 1 = 0 sont :

-1+ —1-iV/3

21 =jetz = 5 :j

[\

— Résolution de I’équation 2% — (3 +4i)z + 5i — 1 = 0 : Le discriminant de cette équation est A = (3 +44)% —4(5i — 1) =
(32 =42 +2x 3 x 4i) —20i +4 =9 — 16 + 24i — 20i + 4 = —3 + 44, or on a déja montrer que 1 + 2i est une racine
carrée de A donc les racines de 1’équation 2% — (3 + 4i)z + 5i — 1 = 0 sont :

4i)+ (1+2i) 4461 4i) — (1+26) 242
3+ z)—;( +2) —;6Z:2+3ietz2:(3+ 2)2( +2) zz

zZ1 =

=1+
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— Résolution de I’équation 22 — 3(1 — i)z + 6 — 2i = 0 : Le discriminant de cette équation est A = 9(1 +14)% —4(6 — 2i) =
9(12 =12 + 2 x 1 x (—i)) — 24 + 8 = —18i — 24 + 8i = —24 — 104, or on a déja montrer que 1 — 5i est une racine
carrée de A donc les racines de I’équation 22 — 3(1 — i)z + 6 — 2i = 0 sont :

3(1—i)+ (1—5i) 4—8i 3(1—i)—(1—5i)) 2+72

21 = 5 = 5 =2—4dietzy = 5 = 5 =1+

Remarque : Soit a, b, c € R avec a # 0.

Si u est une solution de I’équation az? + bz + ¢ = 0 alors au® 4+ bu +c = 0donc 0 = 0 = au? + bu + c = au® + ba + ¢ =
ati? + b+ ccar@ = a,b = bet ¢ = c puisque a, b, c € R d’ou @ est aussi une racine de 1’équation az? + bz + ¢ = 0.

On déduit que si u ¢ R alors les solutions de 1’équation az? + bz + ¢ = 0 sont conjuguées.

Résolution d’une équation du second degré sous Python :

Pour résoudre une équation du second degré on commence par charger la commande roots du module numpy :

In [1]: from numpy import roots

— Résolution de 'équation 22 — (3 4+ 4i)z+5i —1=0:
In [2]: roots([l, -3 - 43, -1 + 571)
Out[2]: array ([ 2.+3.7, 1.+1.31)

— Résolution de I’équation 22 — 3(1 — i)z +6 —2i =0
In [3]: roots([l, -3 + 33, 6 — 231)
Out[3]: array([ 2.-4.3, 1.+1.31)

Corollaire 2.2 Somme et produit des racines : Soit a,b,c € C avec a # 0.
Si u et v sont les solutions de I’équation az* + bz + ¢ = 0 alors :

ISERS

u+v = -

C
uv = -

Démonstration :

Soit A le discriminant de I’équation az? + bz +c = 0 et § une racine carrée de A donc les racines de 1’équation az? +bz+c = 0

_ —bts (b=8)(b+8) _ b2-62 _ b2—A _ b’—(b>—dac) _ ¢
sont u = 2a 4a? T 4a? T 4a? T 4a2 T a’

Remarques :
— Si on connait déja une solution d’une équation de second degré alors, au lieu de résoudre 1’équation a I’aide du discrimi-
nant, il est plus pratique d’utiliser la formule de la somme ou du produit des racines pour déterminer I’autre racine.
— Pour résoudre le systeéme produit-somme :
S: { vy = s
p

etv =

b—¢ 2 AT _;b j—
s dotlu+v==—"etuv=

xry =

on commence par résoudre 1’équation associée & : 2% — sz +p=0:
— SiI’équation & admet deux solutions distinctes u et v alors les solutions du systéme S sont (u, v) et (v, u).
— Si I’équation & admet une seule solution « le systéme S admet une seule solution (u, u).

Exemples :

— Résoudre I’équation & : 22 — 4z + 3 = 0 : On remarque que = = 1 est une solution de I’équation &, donc si y est I’autre
racine alors, d’apres la formule de la somme des racines, 4 = x +y = 1 + y d’ou y = 3. On déduit que les solutions de
I’équation & sont 1 et 3.

— Résoudre le systeme :

S { r+y = 5
Ty = —14

On considere I’équation associée 22 — 5z — 14 = 0.Ona A = (=5)? — 4 x 14 = 25 + 56 = 81 = 92 donc I’équation

associée admet deux racines u = 332 = Tetv = 252 = —2 d’ol le systéme S admet deux solutions (7, —2) et (—2, 7).

2

3 Forme trigonométrique d’un nombre complexe :

3.1 Nombres complexes de module 1 :

Définition 3.1 On dit que deux réels x et y sont congrus modulo 27 si In € Z tel que y = x + 2nm. Dans ce cas, on note
y = x[27).

Rappels : Soit a, b € R tels que a® + b? = 1.
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- 3t € R,a = cos(t) et b = sin(t).

At €] — m, 7], a = cos(t) et b = sin(t).

At € [—m, 7[,a = cos(t) et b = sin(¢).

— 3l €]0,27],a = cos(t) et b = sin(¢).

3t € 0,27, a = cos(t) et b = sin(t).
- Vz e R,Vk € Z,3t €]z, x + 2kn],a = cos(t) et b = sin(¢).
- Ve e R,Vk € Z,3t € [x,x + 2kn[,a = cos(t) et b = sin(t).
— Vt,s € R, (coss = costet sins =sint) < s=t[2n].

Notation : Onnote U = {z € C/|z| = 1}.

Remarques :

1
- VzelU,z=-.
s
-VzeCr — el.
2|

- Vze€U,3t € R,z = cost +isint. On peut prendre ¢ €] — 7, 7| (resp. ¢t € [0, 2x[), dans ce cas ¢ est unique.
Notation : Soit ¢ € R. On note e’ ou exp(it) le nombre complexe cos t + i sin t.
Valeurs particulieres :
— €% = cos(0) + isin(0)

|
=

— €'s = cos (%) + i sin (%) = ? + %

— €'7 = cos (Z) + ¢ sin (%) = % +i§.

— €5 =cos (%) +isin(%) =1 —I—z@

- ezg = cos (g) + isin (%) =1.

— €™ = cos(m) +isin(m) = —1.

— e = -4 z@ Le nombre e 3" se note j.
Notation : On note j le nombre e’5" et onaj= f% + z@

Interprétation géométrique du nombre ¢ avec t € R :

On considere le plan & muni d’un repere orthonormé direct d’origine O et soit ¢ € R.

Si M est le point de & d’affixe e’ alors M est de coordonnées (cos(t),sin(t)). Autrement dit, M est le point qui représente
I’angle ¢ sur le cercle trigonométrique (cercle de centre O et de rayon 1) :

Nombres complexes de module 1 sous Python :
— Constantes 7 et ¢ sous Python :
— Méthode 01 : On appelle ces constantes a partir du module math :
In [1]: from math import pi, e

In [2]: pi
Out[2]: 3.141592653589793

In [3]: e
Out[3]: 2.718281828459045

— Méthode 02 : On appelle ces constantes a partir du module cmath :
In [1]: from cmath import pi, e
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Out[2]: 3.141592653589793
In [3]: e
Out[3]A: 2.718281828459045
— Calcul de €'% :
In [4]: ex* (1] = pi / 2)

Out[4]: (6.123233995736766e-17+17)
— Calcul de e :
In [5]: pow(e, 13 % pi)
Out[5]: (-1+1.2246467991473532e-167)
— Calculde j :
In [6]: ex*x(2 13 *« pi / 3)
Out[6]: (-0.4999999999999998+0.86602540378443877)

On va voir une deuxieme méthode dans la partie "Exponentielle complexe".
Remarques :
- V2eU,HeR,z=¢e"

- Vt € R, ¢ € U. Autrement dit, |¢’*| = 1.
- U= {e/t e R}.
- thR,E: —_— = 7”.
ezt
Proposition 3.1 4 4
Vt,s € R, e = e = s=1t[27]

Démonstration :
Soientt,s € R.Ona:

it

’LS:e

e

Proposition 3.2 Formules d’Euler :

<= coss+isins = cost+isint <= (coss =costet sins =sint) <= In € Z,s = t+2nw <= s =t[27]

et +e . —e
Vt € R,cost = ——— et sint = -
2 21
Démonstration : o A _
) ) o ) 6zt + eit ezt + e*it ) ) eit _ eit
Soitt € R. On a e = cost + isint donc cost = Re (e”) = 5 = etsint = Sm (e”) =
it _ it !
21
Propriété 3.1

Vi, s € R, '3t = ¢is¢it

Démonstration :
Soient ¢, s € R donc :

ezsezt _

Corollaire 3.3 Soientt,s € R.
. . s+t _ . . LSt .
— e el =2e"2 cos S5t ere’ — et = 2ie' T sin
1 jt ; P A
— e+ 1=2¢"2cos L ere’ —1=2ie'2 sin &

t

S—

5.
Démonstration :

— D’apres les formules d’Euler :
jstt s—t jstt [ ss—t _js=t jsht ss—t jskt  _is—t
2¢'"2 cos 5 =e'2 (612 —1—612):612612 +eT et

et

L ogstt s—t cs4t s—t _is—t cs+t ss—t cs+t _ ss—t
2ie' 2 smT:el2 (e’2 —e 2 )2612 e'T —e'zT e 2
. ) . 140 _ it i
— Eneffet, e + 1 = e + %0 = 2e" 2 cos 152 = 2e'2 cos L et e’ — 1 = ¢
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(cos s + isin s) (cost + isint) = cos s cos t—sin s sin t-+i (cos s sin ¢ + sin s cost) = cos(s+t)+isin(s+t) = e+

csttts—t cstt—s+t . .
— ez 5 el 5 — ezs + elt
_ ei s+t~§sft . ei s+t;s+t _ eis . eit
; . o5t+0 . _ it .
— 0 = 2je""2 sin 550 = 2¢'2 sin §.
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Proposition 3.4 Formule de Moivre : 4 ’
vt € R,Vn € Z, ()" = ™

Démonstration :
Soitt €c Retn € Z.

—~ Sin=0alors ()" = (e”)O =1 = cos(0t) +isin(0t) = ¢iX0xt — gint,

. . . . o pi(k+1)t .
—Sin>1:0naVk e {0,...,n— 1},eFtDt — gilki+t) — pikt it goop < = e
n—1 i(k+1)t i((n—1)+1)t
zt it € _ € __ _int : 5t 5 sz .
On déduit que H e’ = H e T = e""" car il s’agit d’un produit télescopique donc
k=0
eint — (eit)".
— Sin < —1lalors —n > 1dou (e“)n = (enl)fn = ei(}n)t = - L — gint

Remarque : La formule de Moivre s’écrit encore :
Vt € R,Vn € Z, (cost + isint)" = cosnt + isinnt

Applications : Soitz € R:

— Calcul des sommes Z coskx et Z sin kz : On suppose que x # 0[27] et soitn € N.On a:

k=0 k=0
(n+ 1Dz
i 1 1
n n ciln+)z _ 2ie 2 sin w ;M sin w
Zemp Z izi]_ - T =e 2 T
— - i sin =
k=0 k=0 9ie’ 2 sin © 2
2
donc :
. (n+ 1)z nx . (n+ 1z . nx
no sin ———cos —  sin———sin —
Zezkx — 2. = 2 ) 2 = 2
=0 sin 5 sin 5
Or:
ekt — (cos(kx) + isin(kz)) Z cos(kx) + 1 Z sin(kx)
k=0 k=0
donc :
. (n+ Dz nzx . (n+ Dz . nax
n sin ——— cos — n sin ~———sin —
Zcos(kx) = 2 = 2 ¢ Zsin(k‘x) = 2 T 2
k=0 sin 5 k=0 sin 5

- Expression de cos(nz) et sin(nz) en fonction de puissances de cos(z) et sin(x) :
— Ecrire cos 3z en fonction de puissance de cos x : D’apres la formule de Moivre, on a :

cos(3z) +isin(3z) = (cos(z)+isin(x))’
= cos®(z) + 3i cos?(x) sin(x) — 3 cos(z) sin?(x) — isin®(z)
cos?(z) — 3 cos(z) sin®(z) + i (3 cos?(z) sin(z) — sin®(z))

donc :
cos(3z) = Re (cos(3x) + isin(3x)) = cos®(x)—3 cos(x) sin?(2) = cos®(x)—3 cos(x)(1—cos?(z)) = 4 cos®(x)—3 cos(z)
— Ecrire sin 4z en fonction de puissance de cos z et sin x : D’apres la formule de Moivre, on a :
cos(4z) + isin(4z) = (cos(z)+isin(xz))’

= cos*(x) + 4i cos® (z) sin(x) — 6 cos?(z) sin®(x) — 4i cos(z) sin®(z) + sin?(x)
cos?(z) — 6 cos®(z) sin®(z) + sin (2) + i (4 cos®(z) sin(z) — 4 cos(z) sin®(z))

donc :
sin(4x) = Sm (cos(4z) + isin(4x)) = 4 cos®(x) sin(x) — 4 cos(z) sin®(z)

— Linéarisation des fonctions trigonométriques :
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— Linéarisation de cos® z : On a:

e

—2ix ,—1x

. eiw + efiz 3
cosPxr = _—
(=)
(62'1 + 671'1:)3
B 8
_ eS'LJc +362i£6—i$ + 361'3:6—271;2 + 6—31'95
- 8
B eSim _|_3€zm + 36—1'1 _|_€—3ia:
B 8
637,'30 + 6732}1’ +3 (eir + efix)
B 8
Jix —3ix T —ix
e +e
_ i 36 +e
8 8
cos(3x cos(z
_ cos(3r) gcos(a)
4 4
— Linéarisation de cos? zsinz : Ona :
) eiac + e—ix 2 eiac _ e—ix
cos“xsinx =
(eia; 4 e—iw)2 eim _ e—iz
B 4 2i
B 62iz + 261':1:677;:1: + 6722':1: 61':1: _ e*iz
B 4 8i
(62ix + 24 e—2i;v) (eiw _ e—iw)
B 8i
B 631':6 _ 6274':6671‘1 + 262'9: _ 2671-1? + 6727;:6672:6 _
N 8i
B e3ia: _ eia: + Qeix _ 2672"% + efim _ 673iw
N 8i
B eSia: + eim _ e—iac _ 6—31'93
B 8i
(€3im _ e—Sim) + (el’l‘ _ e—ix)
B 8i
eSia: _ e—3im eia: _ e—i:v
= - + -
81 8
_ cos(3x) | cos(x)
N 4 4

3.2 Forme trigonométrique d’un nombre complexe :

Proposition et définition 3.1 '
VzeC*,3Ir>0,IteR, z=re?

L’expression z = re't s’appelle la forme trigonométrique de z.

Démonstration :
Soit z € C* donc % € U done 3t € R tel que % = et d’ot z = |z]et.
On déduit que z = re' avec r = |z| > 0 car z # 0.

Remarques :

— 0 n’admet pas de forme trigonométrique mais on peut toujours écrire 0 sous la forme re® avec 7 = O ett € R quelconque.

— Soit z € C* de forme trigonométrique z = re’.

— r = |z|. En particulier, r est unique.
— Si z = re® est une forme trigonométrique de z alors s = ¢[2].
— Si z = x + 1y est 'expression algébrique de z alors :

— x=rcostety =rsint.
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X X
- r=z2+y? cos(t) = ——— =
() /x2+y2 /$2+y2
Exemples :

— Soitz =1+4.0Ona |z :\/12+12:\@d0ncz:\/§(%+i%) :ﬂ(cos%—l—isin%) = /2%,
V3

— Soitz =1+i/3.0nalz| = 12+\/§2:\/1:2d0ncz:2(i+i

~ Soitz =3+4i.Onalz| =32+42 =25 =5doncz =5 (2 + i
cosf = % etsinf = %.

Formes trigonométriques de nombres complexes particuliers : Soit A > 0.
— Si z = ) alors la forme trigonométrique de z est z = \e®.

et sin(t)

) —2(cos T +isinT) =265,

2
=5(cosf +isinf) = 5¢'? avec 6 € R tel que

— Si z = —\ alors la forme trigonométrique de z est z = \e'™.
— Si z = i) alors la forme trigonométrique de z est z = \e'Z.
— Si z = —i)\ alors la forme trigonométrique de z est z = \e %,

Interprétation géométrique de la forme trigonométrique d’un nombre complexe :
On considere le plan &2 muni d’un repére orthonormé direct (O, 7, 7) et soit 2 € C* de forme trigonométrique z = ret

parg—
Si M est le point de & d’affixe z alors r = OM et (i, OM) = t[27] :

y
M(z)

¥

~

Définition 3.2 On considere le plan &7 muni d’un repére orthonormé direct et soit M un point de & d’affixe z # 0.
Si z = re' est la forme trigonométrique de z alors le couple (r,t) s’appelle coordonnées polaires de M.

Passage, sous Python, entre coordonnées polaires d’un point et expression algébrique du
nombre complexe associé :
Il faut d’abord charger les commandes polar et rect du module cmath :

In [1]: from cmath import polar, rect

— Coordonnées polaires du point d’affixe z = 3 + 47 :
In [2]: polar(3 + 473)
Out[2]: (5.0, 0.9272952180016122)
— Expression cartésienne du nombre complexe z = 23 :
In [3]: rect (2, 3)
Out[3]: (-1.9799849932008908+0.28224001611973447)

LIV . . pe . y s/
Propriété 3.2 Soient z,z' € C* de formes trigonométriques z = re‘t et 2’ = r'e'.
—it

— Z=re "
— 22 =l ei(tHt)
I

z r
IR T (P

Zl ,r./ )
- Vn €Z,z" =rnent

Application : Transformation de I’expression acos(t) + bsin(t) : Soient a, b,t € R avec (a, b) # (0,0).

On considere le nombre complexe z = a + ib donc ze~# = (a + ib)(cos(t) — isin(t)) = acos(t) + bsin(t) + i(—asin(t) +

bcos(t)).

Ona (a,b) # (0,0) donc z # 0 et soit z = Ae'? sa forme trigonométrique donc ze =" = Ae*(¥~%) = Acos(p—t)+iAsin(p—

t) d’olt acos(t) + bsin(t) = Acos(p —t) = Acos(t — p).

A et o s’appellent respectivement 1’amplitude et la phase de a cos(t) + bsin(t) etona A = va? + b2, cos(p) =
b

sin(yp) = 7\/m.

Exemples : Soit ¢t € R.

a

————e¢
va? + b2

t
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— Transformation de cost + sint : Soient A et o ’amplitude et la phase respectives de cost + sint donc A = /12 + 12,
1 1
cos p = 7 etsinp = 7 donc A = V2 ety = Z[27] d’oti cost + sint = v2cos (t — F).
— Transformation de 3cost + 4sint : Soient A et ¢ 1’amplitude et la phase respectives de 3cost + 4sint donc A =

3 4
V32 +42 = /5, cos p = getsingo =z etona3cost+4sint = 5cos(t — ¢).

3.3 Arguments d’un nombre complexe :

Définition 3.3 Soit z € C*.
Tout réel t tel que z = |z|e® est appelé un argument de z et on note arg(z) = t[27]. Si, en plus, t €] — 7, 7|, on dit que t est
I’argument principal de z.

Interprétation géométrique de I’'argument d’un nombre complexe :
On considere le plan &7 muni d’un repere orthonormé direct (O, 7, j) et soit z € C*.

Si M est le point de & d’affixe z alors arg(z) = (i, OM)[2x].
Remarques :
— 0 n’apas d’argument.
— Soit z € C* et t € R un argument de z.
-z = |z]ett.
— Si s est un argument de z alors s = t[27].
— L’ensemble des arguments de z est {t + 2k7/k € Z}.
— Si z = z + iy est I'expression algébrique de z alors x = |z| cost ety = |z|sint.
Exemples :

— arg(1) = 0[27]

- arg(—1) = w[27]

- arg(i) = Z[2n].

- arg(—i) = —§[2n].

- Onal+i=+2e'T doncarg(l +1i) = Z[27].

— Onal+iv3=2e35 donc arg (1 + z\/g) = §[27r].

- Ona3+4i=>5(2 + 2i) donc arg(3 + 4i) = 0[27] avec § € R tel que cos§ = 2 et sinf = 1.
Argument d’'un nombre complexe sous Python :
Il faut d’abord charger la commande phase du module cmath :

In [1l]: from cmath import phase

— Argument du nombre complexe z = 1:
In [1]: phase (1)
Out[1l]: 0.0

— Argument du nombre complexe z = —1:
In [2]: phase(-1)
Out[2]: 3.141592653589793

— Argument du nombre complexe z = 7 :
In [3]: phase(13)
Out[3]: 1.5707963267948966

— Argument du nombre complexe z =1 + 4 :
In [4]: phase(l + 173)
Out[4]: 0.7853981633974483

Propriété 3.3 Soit z € C.
- 2 e R™ = arg(2)
- z€R™ <= arg(z)
- 2z €iRT* < arg(z)
- z €iR™* < arg(z)

0[27].
7[2m].
(27l
—[27].

Proposition 3.5 Soient z, 2’ € C*.
= arg(z) = —arg(2)[2n]

arg(zz') = arg(z) + arg(2’)[27].
arg (1) = —arg(2)[2n].
- arg (%) = arg(z) — arg(2')[27).
Vn € Z,arg (2™) = narg(z)[27).
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Démonstration :

Soit z = |z|e’ et 2/ = |2'|e’ les formes trigonométriques de z et 2.

Onaz = |z|ett = |z|e~" donc arg(z) = —t[27] d’ou arg(2) = —arg(z)[27].

Ona zz' = |z||2/[e*+) donc arg(zz') = t + t/[27] d’ob arg(z2') = arg(z) + arg(z')[2x].
- Onal="Le " doncarg (L) =—t[2n] dovarg (1) = —arg(z)[2n].

[E]

Ona = = Eleit=t) donc arg () =t—t[2r] dovarg (%) = arg(z) — arg(2')[2n].

2 T 1Y

Soit n € Z. Ona z" = |z|"e™™ donc arg (2") = nt[27] d’ol arg (2") = narg(z)[27].
Remarques : Soit z, 2’ € C* et A € R*.

— Si A > 0O alors arg(Az) = arg(z)[27].

— Si A < Oalors arg(A\z) = 7w + arg(z)[27].

- lz+ 2| =z + || = arg(z) = arg(2’)[27].

4 Exponentielle complexe :

Définition 4.1 Soit z € C d’expression algébrique z = x + iy.
Le nombre e*¢e*¥ s’appelle I’exponentiel complexe de z et on le note €* ou exp(z).

Remarque :
Si z € C d’expression algébrique z = = + iy alors e* = €” (cos(y) + isin(y)).
Exemples :

— elfi=¢e(cos1+isinl).

— e*131 = ¢? (cos 3 + isin 3).

— 572 = €5 (cos(—2) + isin(—2)) = e’ (cos 2 — isin 2).
Exponentiel d’un nombre complexe sous Python :
Il faut d’abord charger la commande exp du module cmath :

In [1]: from cmath import exp

— Exponentiel du nombre complexe z = 23 :

In [2]: exp(27)

Out[2]: (-0.4161468365471424+0.909297426825681773)
— Exponentiel du nombre complexe z =1 41 :

In [3]: exp(l + 173)

Out[3]: (1.468693939915885+2.28735528717884237)
— Exponentiel du nombre complexe z = 2 4 3z :

In [4]: exp(2 + 37)

Out[4]: (-7.315110094901103+1.042743656235904573)

Propriété 4.1 Soit 2,2’ € C.
— e =€~

_ eerz’ — ezez'

— |e*| = e®¢(2). En particulier, e* # 0.

—Z

— €7 est inversible et on a —=e
e

- — =e
- Vn €Z,(e*)" = e

Proposition 4.1
V2,2 € C,e* =e® = Tk cZ,7 =2+ 2iknm

Démonstration :
Soient z, 2’ € C.
= Onae® = e donc ez/‘ = |e?| donc e®¢(=) = eRe(=) @’ou Re(2') = Re(z).
On a e = e donc eRe(x)eiSmz) = Re(2)iSm(z) or Re(z') = Re(z), donc S™=) = ¢Sm() d'on Ik €

Z,3m(z2') = Sm(z) + 2km.
On déduit que 2z’ = Re(2') +iSm(z') = Re(z) + i (Sm(z) + 2kw) = Re(z) + iSm(z) + 2ikm = z + 2ik.
< Onaz = z+ 2ikm donc €2 = e*H2kT — p2e2ihT — o2 cur @2k — 1,
Application a la résolution de I'équation ¢* =a :
Soit a € C et on considere ’équation & : e* = a.
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— Sia = 0 alors I’équation & n’admet pas de solutions.
— Sia # 0:soit a = |ae? la forme trigonométrique de a donc a = e™(2D¢i? = en(lal)+i0 g oy

VzeC,e* =a = ¢ =Dt — Ik e 7,2 = In(|a]) + (6 + 2kn)

On déduit que I’ensemble des solutions de 1’équation e* = a est S = {In(|a|) + 0 + 2ikn/k € Z}.
Exemples :
— Ona—1 = ¢ donc I’ensemble des solutions de I’équation e* = —1 est S = {im + 2ikw/k € Z}.
- Onal+i=+/2e"T doncI’ensemble des solutions de I'équation e* = 1 + i est S = {3 In2 +iZ + 2ikr /k € Z}.

5 Racines n-iemes d’un nombre complexe :

5.1 Racines n-iemes de I’unité :

Définition 5.1 Soitn € N* et z € C.
On dit que z est une racine n-ieme de 'unité si 2™ = 1.
L’ensemble des racines n-ieme de [’unité se note U,,.

Remarque : Soitn € N* et z € C.
Si z est une racine n-ieéme de 1’unité alors 1 = |2"| = |z|™ donc |z| = 1 d’ol z € U. On déduit que U,, C U et, en particulier,
3t € [0, 2n[ tel que z = e’.

Proposition 5.1 Sin € N* alors :

2ikm
U, = {e Wk € {0,...,n—1}}
U,, contient exactement n. élément. Autrement dit, il existe exactement n racines n-ieme de [’unité.

Démonstration :
Soit z € U donc 3t € [0, 27 tel que z = €. Onaa:
n int 0i 2km
=1 <= " =1=¢" < JkecZnt=2kr <— Ik ecZt=——
n

2k
Soitk € Ztel que t = 25T Onat € [0, 7 donc 0 < =7 <2rdonc0<k<ndouke{0...,n—1}
n

2ikm

2%
On déduit que 2" = 1 = ake{o,...,n—1},t=—”donctun={e X /ke{o,...,n—l}}.
n

. ik ik!w 2k 2K k—k
Soit k, k' € {0,...,n — 1} tels que 5 = % donc Im € Z tel que I T + 2mm donc = m d’ol
n n
k—k
€ Z.
n
k 1% o o o
Onak,k' €{0,...,n—1}donc0 < — <let0 < — <1dou—-1< < 1,or € Z donc = (0dou
n n
k=K. _
On déduit que les nombres e ,k € {0,...,n— 1} sont deux a deux distincts donc U,, contient exactement n éléments.

Exemples :
— Racines cubiques de I’unité : ‘
— Uy ={*3" [k €{0,1,2}} = {1,
-3 =1j%2=jetl+j+j52=0.
— Les racines cubiques de ’unité 1, j, j2 sont les affixes des sommets d’un triangle équilatéral inscrit dans le cercle unité :

4im . . .
,€ 3 }: {15.]’]2} = {Ljv.]}
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Racines cubiques de I’unité
— Racines 4-iémes de I'unité :

~ Uy ={e*®/k €{0,1,2,3}} = {¥

2

Jk€4{0,1,2,3}} = {1,e'%, e e} = {1,4, —1, —i}.
— Les racines 4-iemes de ’unité 1,4, —1, —¢ sont les affixes des sommets d’un carré inscrit dans le cercle unité :

)

Racines 4-iemes de ’unité
— Racines 5-iemes de I'unité :

2ikm ;T 24T 3im 4im
- Us={e"s /ke{0,1,2,3,4}} ={l,e'5,e75 ,e5 ,e 5 }.
. . N “ . iz 2im 4im
— Lesracines 5-iemes de I'unité 1,e*5,e75 e
le cercle unité :

2im 3im
5

,e s sont les affixes des sommets d’un pentagone régulier inscrit dans
Y

Racines 5-iemes de 1’unité
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Remarques : Soit n € N*.
—Vk K €{0,....n—1}, e =T = k=Fk.
— Les racines n-iemes de 1’unité sont les affixes des sommets d’un polygone régulier a n cotés inscrit dans le cercle unité.
. 247
- Sionnotew = e alors Uy, = {1,w,...,w" '} = {wF/k € {0,...,n—1}}.

n
n_q
- Vz € U, distinet de 1, Y 2 =~

Z P z—1
z=0).

z€eU,

= 0. En particulier, la somme des racines n-iemes de 1’unité est nulle (i. e

5.2 Racines n-iemes d’un nombre complexe :

Définition 5.2 Soitn € N* et z,u € C.
On dit que u est une racine n-iéme de z si u™ = z.

Proposition 5.2 Soitn € N* et z € C*.
— z admet exactement n racines n-iéme.
— Si z = re' est la forme trigonométrique de z alors I’ensemble des racines n-iemes de z est :

{wei(%Jr%T")/kE {0’_,.,n—1}}

Démonstration :

Soit u € C. _
u'=z <= u"=re’
n
= U= ( tei%)
n
u
— (t> =1
vie'n
u
<= {L/Zei% e U,
u 2ikm
— er{o,...,n—l}VW:en
= Fel0,...,n—1}u= relts)

On déduit que 1’ensemble des racines n-ieémes de z est { ’{”/?ei(%*%ﬂ)/k €{0,...,n— 1}}

’
14 2k ") 2ikm 2ik’w

. i( L4 2km ] N
Soit k, k' € {0,...,k — 1} tels que { retl(F+385) = o rel(" » Jdonce n =e n douk=F.
. L14 > ) i( L4 2km N .
On déduit que les éléments de 1’ensemble { orei(F ) /keA{0,...,n— 1}} sont deux & deux distincts donc z admet
exactement n racines n-ieme.
Exemples :

— Onal+i=+/2¢e"% donc I’ensemble des racines cubiques de 1 + ¢ est :

{e@ei(%ﬂ%)/k e {0, 1,2}} - {\@e— et B+, s/§g<%+%)} - {\/ﬁe— 25 2611;"}

— Onal+iv3=2¢3 donc I'ensemble des racines 4-iemes de 1 + iv/3 est :
(V2 5) ke {0,1,2,3) ) = {V2e' T, Vae 5, VaeiF, Vae i ) = {V2cih 2T, - Vaci e~ v2e T
— Onai = e'Z donc I’ensemble des racines 5-iémes de i est :

i( = 4 2km ;T i ;9 ;13w ;17w ;. i j 37 _ ;3%
{ez(er 5 )/k€{0’1,27374}} = {6110,61 ,ezw’ez 10 ’el 10 } :{elw’%_e "0, —¢'10, —e 110}

[SE]

Remarque : Si z € C* de forme trigonométrique z = ret alors les racines carrées de 2 sont :

Vrei et —/freiz

6 Nombres complexes et géométrie plane :

-

On considere le plan & muni d’un repére orthonormé direct (O, i, ;)
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6.1 Interprétation géométrique du rapport

Corollaire 6.1 Soit A, B et C trois points deux a deux distincts du plan & d’affixes respectives a, b et c.

—a )
est réel.

Les points A, B et C sont alignés si, et seulement si,

Démonstration :

Les points A, B et C sont alignés si, et seulement si, I\ € R, E = )\1@ si, et seulement si, I\ € R, b —a = A\(c — a) si, et

b—a b—a

seulement si, 3\ € R, = si, et seulement si, est réel.

c—a
Exemple : On considere les points A(1,1), B(2,—1) et C'(4,—5) : Les affixes de A, B et C sont respectivementa = 1 +14,b =

2—1ietc=4— 5idonc:
b—a (2—i)—(14+14) 1-2 _1 _p
c—a (4-5i))—(1+4) 3-6i 3

d’ou les points A, B et C sont alignés.

Proposition 6.2 Soit A, B, C' et D des points deux a deux distincts du plan &2 d’affixes respectives a, b, c et d.

Les droites (AB) et (CD) sont perpendiculaires si, et seulement si, 7 est imaginaire pur.

Démonstration :
Les droites (AB) et (C'D) sont perpendiculaires si, et seulement si, (CB,AE) = Z[27] ou (CB,AE) = —Z[27] si, et

seulement, (?, ﬁ)—(?, @) = Z[27] ou (?, E)—(?, @) = —7[2n] si, et seulement, arg(b—a) —arg(d—c) = 7 [27]

ou arg(b — a) — arg(d — ¢) = —F[27] si, et seulement si, arg (g:g) Z[27] ou arg (gjg) = —Z[2n] si, et seulement si,
b—a

d—ec . . . . ..

—a € iR si, et seulement si, p est imaginaire pur.

Exemple : On considere les points A(1,0), B(—1,1),C(0,—1) et D(1,1) : Les affixes de A, B, C et D sont respectivement
a=1,b=—-144,c=—tetd=1+1idonc:

b—a (—14+i)—1  —2+4i i(1+2i)

= = —iciR
d—c  (+i)+i 1+2i 1+2 '

d’ou les droites (AB) et (C'D) sont perpendiculaires.
Rappel : Soit A, B, C et D des points deux a deux distincts du plan &2.

Les points A, B, C' et D sont alignés ou cocycliques si, et seulement si, (CTZX, C@) - (D—1>4, ﬁ) = 0[27] ou (CA, CE) -
(DA, DB) = r[2n].

Proposition 6.3 Soit A, B, C et D des points deux a deux distincts du plan &2 d’affixes respectives a, b, ¢ et d.
c—b d—a

Les points A, B, C' et D sont alignés ou cocycliques si, et seulement si, —— X b est réel.
c—a —

Démonstration : _ _
Les points A, B,C et D sont alignés ou cocycliques si, et seulement si, (CA,C@) = (DA7ﬁ)[2W] ou (C’A,C’g) =

(DA, DB) + 7[2x] si, et seulement si, arg b=c) _ arg b=d = 0[27] ou arg emby arg d—b = w[27]
a—c a—d c—a d

—a
c—b d-—a c—b d-a c—b d-—a

i 1 i =0[2 = 7|27 si 1 i R.

si, et seulement si, arg { —— x —— 0[27] ou arg c—axd—b> | ﬂ]Sl,etseuementch_axd_be

Exemple : On considere les points A(3, 1), B(—2, —4),C(1,5) et D(—5, —3) : Les affixes de A, B, C et D sont respectivement

a=3+i,b=—-2—4i,c=1+bietd=—5— 3¢ donc:

c—b d—a (145)—(—2—4i) (=5—3i)—(3+4)  3+9i —8—4i 3(1+3i) —4(2+1)
X = - —~ X - — = - X — = — = X — ~=—6€eR
c—a d-—b (1+5i)—B+4+1i) (-5—-3i)—(—2—4i) —-2+44i -3+1 2i(2+14)  i(1+3i)

d’ou les points A, B, C et D sont alignés ou cocycliques. Or :

d—a (=5-3i)—(3+i) —8—4i —4(2+14) .
c—a T (45)—(B1i)  —2t4i iz JFER

donc les points A, C' et D ne sont pas alignés donc les points A, B, C et D ne sont pas alignés d’oli les points A, B, C' et D sont
cocycliques.
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Proposition 6.4 Si A, B, C' et D sont des points deux a deux distincts du plan &2 d’affixes respectives a, b, c et d alors :

a5 erarg(b“) — (AC, AB)[2n]

~AC

b—a

c—a

Démonstration :
Ona:
b—a

c—a

_|b—al _AB
~le—a]  AC

arg (b_Z) = arg(b —a) — arg(c — a)[27] = (7,1@) — (i ,@)[2#] = (AE%,AE)[%’]

et:

Applications : Soient A, B, C trois points deux a deux distincts du plan &2 d’affixes respectives a, b et c.

b—ai b—a

— ABC est un triangle isocele en A si, et seulement si, 3t € R, —— = e’ si, et seulement si, 3t € R, e U.
- c—a
— ABC est un triangle rectangle en A si, et seulement si, 9 st imaginaire pur.
b— . b— n
— ABC est un triangle équilatéral si, et seulement si, ¢ _ e's ou “_ e 's
c—a c—a
Exemples :
— On considere les points A(1,1), B(3,2) et C(2,3):Ona:
b—a|l [B+2)—(+4)| |2+i|  [2+i V5
c—al |(2+3)—(1+9)| |[1+2i] [1+2i] 5
donc ABC est un triangle isocele en A.
— On considere les points A(1,0), B(3,1) et C(0,2) : Ona:
b—a (3+i)—1 2+
c—a  2i—1  i(2414)
donc : . ,
— Y eRet |—2| =1
c—a c—a
d’oit ABC est un triangle rectangle et isocele en A.
3—1 v3+1
— On considere les points A(1,0), B(v/3+1,V/3—1)etC <\[2 , \f2+ > :Ona
V3—3 V343
b—a 5 ti— 1—-V3+(V3+1)i (1-VB+(W3+1i)(1—-4) 2423 L V3_
= = = = = — 11— = €
c—a V3+iV3 2(1+14) 4 1 2772
donc ABC est un triangle équilatéral.
6.2 Interprétation géométrique de I’application z — az + b :
Proposition 6.5 Inferprétation géométrique de I'application z — z+a aveca € C :
Sia € Cetulevecteur de & d’affixe a.
Lapplication M (z) € & — M(2') tel que 2’ = z + a est la translation de vecteur u.
Démonstration :
Soit ¢ la translation de vecteur u et M, M’ € & d’affixes respectifs z et z’. On a :
ey
M =t(M) & MM =u + 2 —z2=a < 2 =2+a
On déduit que la translation ¢ est I’application M (z) € & — M(z') tel que 2’ = z + a.
Exemple : L’application z — z + 3 — 2i est la translation de vecteur u(3, —2).
Proposition 6.6 Inferprétation géométrique de I'application z — Az +a avec A e R\ {1} efa € C:
Soit a € C et X € R différent de 1.
L’application M (z) € & — M (2') tel que 2’ = Xz + a est I’homothétie de rapport X et de centre le point ) d’affixe T a4 3
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Démonstration :
Soit h I’homothétie de rapport A, de centre Q et M, M’ € &2 d’affixes respectifs z et 2’. On a :
—
M =h(M) < QM =)\OM
= P =x(z- 2
1-x) 11—\
; B a a
= =Xl 1_§\\+1_)\
a—Aa
I'— 2y —
— a
[— —
= =Xl T
— Z=X+a

On déduit que I"homothétie h est I’application M (z) € & — M(2') tel que 2/ = Az + a.
Remarque : Soit A € R\ {1}, Q, M, M’ des points du plan &2 d’affixes w, z, 2z’ et h I’homothétie de rapport A et de centre €.
- Sih(M)= M alors 2/ —w = Az — w).
- Sih(M)=M'"alors 2’ = Az + (1 — \w.
Exemples :
— L’application z — 2z + 3 — 5i est ’homothétie de rapport 2 et de centre le point €2 d’affixe ?’1152’ = -3+ 5.
— L’homothétie de rapport —3 et de centre (2, —3) est I'application z — —3z + (1 — (—3))(2 — 3i) = =32+ 8 — 12i.

Proposition 6.7 Interprétation géométrique de I'application = — e*z + a avec 0 € R tel que 6 # 0[2x] et
acC:
Soita € C et 0 € R tel que 0 % 0[27].

. a
L’application M(z) € P+ M(2') tel que 2’ = €%z + a est la rotation d’angle 0 et de centre le point ) d’affixe 1o
—e

Démonstration :
Soit r la rotation d’angle 6, de centre Q et M, M’ € & d’affixes respectifs z et 2’.
- Si M # Qalors :

ﬁ
QOM' = QM et (QM, QM) = 0]2x]

M =rM)
QM' —
= O =1let (QM,QM') = 027
z a4 z a
T 1 i T 1 _ b
= 1a62 =letarg 17a62 = 0[27]
T 1—eif T
Je
1—ae’9 i0
C1—ei?
0
, a 0 ae’
T ol 1— e
0
;o a ae’
S g Rl g
0
;e (1—-¢e")a
= z ez + T
— 2 =eY24q
. a
— SiM =Qalors z= ———e€tona:
1— et
i0 i0
r_ r_ r_ a /_a_aeZ +ae _ a 6 __ _if
M—r(M)@M—M@)Z—m@z— 1o =T ow¢ +a=¢e"z+a

On déduit que la rotation r est 1’application M (z) € & +— M (%) tel que 2’ = €2 + a.
Remarque :
— Soit§ € R, Q, M, M’ des points du plan & d’affixes respectives w, z, z’ et r la rotation d’angle 6 et de centre (2.
— Sir(M) = M"alors 2’ —w = e (z — w).
— Sir(M)= M alors 2’ =€z + (1 — e) w.
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- Interprétation géométrique du nombre ez : Soit # € Ret z € C. Si M et M’ sont les points du plan &
d’affixes respectives z et e’z alors M’ est ’image de M par la rotation de centre O et d’angle 6.
Exemples :
27

— Lapplication z — jz + 1 + 2i est la rotation d’angle 2 et de centre le point Q d’affixe 11%2; = %1:;2% =11+

2) (3+i4) =5 (3-vB+i(3+ ) = =28 i,

— Larotation de d’angle 7 et de centre €(1, 1) est I’application z — €T 24 (1 - e%r) (1+10) =dz+(1—i)(1+i) = iz+2.

Proposition 6.8 Interprétation géométrique de I'application z — az +b :
Soit a,b € C avec a ¢ {0, 1} et 0 un argument de a.
L’application f : M(z) € & — M(2') tel que z' = az+ b est la composée commutative de la rotation r d’angle 0 et de centre

le point §) d’affixe T
—a
f s’appelle la similitude d’angle 0, de rapport |a| et de centre (.

et I’homothétie h de rapport |a| et de centre Q). Autrement dit f =roh =hor.

Démonstration :
Soient M, M’ € &7 d’affixes respectives z et 2’ donc :

1- ; 1—e?
h(M)=M z':|a|z+17|a‘betr(M):M' — ¥z T ‘b
—a —a
On déduit que :
M =(roh)(M) <= M =rh(M))
: 1— 1— ¢
— 2 =e?|az+ |a‘b + ‘b
1—a 1—a
‘ 0 _ i0 1 — eif
= z':|a|elez+e lale b+ ‘b
1—a 1—a
0 _ 1— 0
— z’zaz—|—e ab—|— ‘b
1—a 1—a
, ei@_a+1_ei0
— Z=az4+—""——b
1—a
1—
— Z=az+ %
— Z=az+0b
= M =f(M)
On déduit que f = r o h. De méme :
M = (hor)(M) <= M =h(r(M))
, 1-— 1— et
— 2 =e?|az+ |a|b + < p
1—a 1—a
) 1— 6 1—
— ' =lal|efz+ “ b + |a|b
1—a 1—a
) _ 0 1—
— z’:|a\elaz+|a| ‘a|e b+ ‘alb
1—a 1—a
_ 1—
— z’:az—|—|a| ab—|— ‘a|b
1—a 1—a
— z’:az+—|a|_a+1_|a|b
1—a
1—
— Z=az+ ab
1—a
— Z=az+b
= M =f(M)

On déduitque f = hordonc f =hor=roh.
Interprétation géométrique du produit de deux nombres complexe : Soit a,b € C* et # un argument de a. Si M

/ : > : YV N — ’_
et M’ sont les points du plan &7 d’affixes respectives a et ab alors (OM,OM’) = 0[27] et OM' = |a|OM.
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