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Chapitre 1

Fonctions numériques d’une variable réelle

1.1 Ensemble des nombres réels

1.1.1 Ordre et opérations algebriques

L’ensemble R muni de la relation < inférieur ou égal > est un ensemble totalement ordonné.
De plus, on a la propriété suivante : si z, y et z sont trois nombres réels, alors :

r<y=c+z<y+z

Siz>0alors: z<y=2xz<yz
Siz<0Oalors: x<y=xz2>yz

1.1.2 L’ensemble R

On appelle R I’ensemble R auquel on adjoint les deux symboles +oo et —oo. Soit :
R=RU{+o0} U{—o0}

On prolonge 2 R 1I’addition, la multiplication et la relation d’ordre de R de la facons suivante :
— Pour [ € R on pose :

[+ (+0) =400 ; I+ (—00)=—-00; —(4+0)=-00; —(—00)=+400
(+00) + (+00) = 400 5 (—00) + (—00) = —00 ; —00 <[ < +o0.

— Pour [ € R* on pose :

l><(+oo):{

(+00) X (+00) =400 ; (400) X (—00) = —00.

+00 si [>0 ) —00 si [>0
—00 si 1<0 +00 si 1<0
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Malgré tout, certaines expressions ne sont pas définies :
0% (400); 0 x (=00), (+00) 4 (—00)

Ces expressions sont appelées formes indéterminées.

1.1.3 Intervalles de I’ensemble R
Définitions

Définition 1.1.1 Soient a et b deux éléments de R tels que a < b.
On appelle intervalle ouvert d’extrémités a et b le sous-ensemble de R noté |a; b défini par :

Ja;bl={r € R\ a <z <b}

Définition 1.1.2 Soit (a,b) € R? tels que a < b.
On appelle intervalle fermé d’extrémités a et b le sous-ensemble de R noté [a; b| défini par :

la;0) ={r e R\ a <z <b}

Définition 1.1.3 Soit (a,b) € R? tels que a < b.
On définit de méme intervalle semi-ouvert a droite (resp a gauche) d’extrémités a et b par :

la;b[={z e R\a<x<b} (respla;b)={z€R\a<xz<0b})

Définition 1.1.4 Soit a un nombre réel.
On appelle intervalle ouvert de centre a tout intervalle de type : la + €;a + €[ oul € désigne un
nombre réel strictement positif.

Enfin, on pose :
la;+oo[={z e R\ z > a}
la;+oo[={z € R\ z > a}
| —ocja[={r e R\ z <a}
| —o0jal ={x e R\ z <a}

1.1.4 Valeur absolue

>

Définition 1.1.5 Soit © un nombre réel. La valeur absolue de x est le nombre positif noté | x
défini par :

| @ |= sup{z; -}



Il en résulte immédiatement de la définition que : Vax € R :

Proposition 1.1.1 Soient = et y deux nombres réels, on a :

= layl=lz]ly]
— x4y |<| x|+ |y | (Inégalité triangulaire).

1.2 Notion de fonction numérique d’une variable réelle

Définition 1.2.1 Une fonction numérique d’une variable réelle est une relation de R dans R telle
qu’a tout élément de R est associé un élément au plus de R. On note :
fR—R

Définition 1.2.2 Soit f : E — F une fonction. On appelle domaine de définition (ou ensemble
de définition) de f, la partie de R constituée des éléments ayant (exactement) une image ; nous la
noterons désormais Dy.

Remarque 1.2.1 ,

— Les éléments de f(D) sont appelés les images des éléments de D.

— Les éléments de D sont appelés les antécédents des éléments de f(D).
Exemple 1.2.1 ,

1. Soit f : D — Rtelle que : f(x) = <. Ona:D=R"et f(D)=R— {0}

2. Soit f : D — Rtelle que : f(x) = \/%E Ona:D=TR"er f(D) =R
1.2.1 Opérations sur les fonctions

Définition 1.2.3 Soient f et g deux fonctions définies sur I C R.
l. f=g&Vrel: f(x)=g(z)
2. Ve el:(f+g)(x)=f(z)+g(z)

3. Ve el:(fg)(z) = {())()

4. Vx eI : ()() oo Siveel:g(x)#0

Définition 1.2.4 Soient f une fonction définie sur I C R.
1. Si f est inversible (Vx € I : f(x) # 0), alors : (%)(m) = .
2. Ve el,VaeR: (af)(z) = af(z).

En particulier, VYx € I : (—f)(z) = — f(x).



1.2.2 Fonction composée - Fonctions réciproque

Définition 1.2.5 (Fonction composée)
Soient f et g deux fonctions, [ définie sur un intervelle I C R et g définie sur un intervalle J C R
tel que :Nx € I : f(z) € J (cad f(I) C J).

La fonction composée gof est la fonction définie sur I par :
gof(z) =g(f(x)) onzx e let f(x)e€ J

Définition 1.2.6 (Fonction réciproque)
Soit f : I — J. On dit que [ admet une fonction réciproque s’il existe g : J — I telle que :

fog=1d; et gof=1d;
On dit alors que g est la fonction réciproque de f et on note g = f~1.

Exemple 1.2.2 Soit la fonction f définie par : f(x) = i—;;

La fonction réciproque g de f est alors définie par : g(x) = L2

11—z

Remarque 1.2.2 1 ne faut pas confondre la fonction réciproque f=! avec la fonction inverse %

1.3 Continuité et limites

1.3.1 Rappel
Continuité
Soit g € R

Définition 1.3.1 Une fonction f est continue en xg, si im f(x) = f(zo)
T—T0

Proposition 1.3.1 [ est continue en xy < f est continue a droite et a gauche en x.

Théoreéme 1.3.2 Soient f et g deux fonctions définies sur un intervalle ouvert I et a un réel de 1.
— Si f et g sont continues en a, alors les fonctions f + g et f X g sont continues en a.
— Si f est continue en a, alors les fonctions a.f avec a € R, | f | et f"(n € N*) sont continues

en a.
— Si f est continue en a et f(a) # 0, alors les fonctions % et fin(n € N*) sont continue en a.
f

— Si f et g sont continues en a et g(a) # 0, alors la fonction 5 est continue en a.

— Si f est positive sur I et f est continue en a, alors la fonction \/f est continue en a.

Remarque 1.3.1 ,
— Toute fonction polynome est continue en tout réel.
— Toute fonction rationnelle est continue en tout réel de son domaine de définition.
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— les fonctions x — cosx et © — sin x sont continues en tout réel.

Exemple 1.3.1 Dans chacun des cas suivants déterminer I’ensemble de définition de la fonction
f et justifier la continuité de f en tout réel de son ensemble de définition :

fix—1—x+2>

s |—5x+1|
T — | —
2+ 4

1
fix—o2——
r—1

Limite d’une fonction

Théoreme 1.3.3 Soit [ une fonction définie au voisinage de x (sauf peut étre en xy) et | € R.
Ona:
lim f(z) =1« lim f(z)= lim f(x)=1
T—=To Tz z—ag
Théoréeme 1.3.4 (Unicité de la limite) Soit | une fonction réelle et xy € R.
Si f admet une limite | en xq alors cette limite est unique.

Théoréeme 1.3.5 Soient f et g deux fonctions et soient xo, 1,1 trois éléments de R, alors :

lim f(x) =1 /
o , = lim gof(x) =1
hn% g(x) =1 z—0

z—

Théoréme 1.3.6
— La limite d’une fonction polynome a l’infini est la méme que celle de son terme de plus haut
degré.
— La limite d’une fonction rationnelle a l’infini est la méme que celle quotient des termes de
plus haut degré.

Exemple 1.3.2 Déterminer les limites ci-dessous :
1. lim 2z + -

T——00 22 +1

2. lim +/-bz+1-—3x
T—r—00

3. lim (=2 —2)*4+ 2z
T—+00

Théoréeme 1.3.7 (Prolongement par continuité)
Soit f une fonction définie sur un intervalle ouvert 1, sauf en un réel a de 1, si la fonction f admet

flz) si z#a

une limite finie | lorsque x tend vers a, alors la fonction g définie par : g(x) = ; )
si r=a

est continue en a.
On dit alors que f est prolongeable par continuité en a et g son prolongement.
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Exemple 1.3.3 Soit | la fonction définie sur R* par : f(x) =z + % Montrer que f est prolon-
geable par continuité en 0 et déterminer sont prolongement.

Théoréme des valeurs intermédiaires (TVI)

Théoréme 1.3.8 Soit f une fonction continue sur un intervalle I, soit (a,b) € R? tel que a < b.
Pour tout réel k compris entre f(a) et f(b) I'équation f(x) = k posséde au moins une solution
dans Uintervalle |a, b|.

En particulier, si f(a) x f(b) < 0 alors I’équation f(x) = 0 admet au moins une solution dans
Ja, b].

Théoreme 1.3.9 Soit | une fonction continue et strictement monotone sur un intervalle I.
Soit a et b deux réel de I tel que a < b, alors pour tout réel k compris entre f(a) et f(b) I’équation
f(z) = k admet une unique solution dans [a, b].

Exemple 1.3.4 La courbe ci-dessous est celle de la fonction f : x — 2> + 2 — 1

§

4

i

1. Donner I’ensemble de définition de f.
2. Justifier la continuité de f sur Dj.
3. Montrer que I’équation f(x) = 0 admet une unique solution « dans [0, 1].

4. On se propose de trouver un encadrement de plus en plus précis de o en divisant a chaque
fois l'intervalle contenant o en deux intervalle de méme amplitude (ce procédé est appelé
méthode de dichotomie )

(a) Calculer f(%) et en déduire que o € [%, 1].

(b) Calculer f(3) et en déduire que o € |1, 3].

(c) Poursuivre le procédé pour déduire un encadrement de o d’amplitude 1071,



1.4 Dérivabilité

1.4.1 Rappel

Définition 1.4.1 Une fonction f définie sur un intervalle ouvert I est dérivable en un réel a de |
s’il existe un réel noté ' (a) tel que : lim £9=119 — ¢'(4),
r—a

r—a

!

Proposition 1.4.1 f est dérivable en a < f;(a) et f;(a) existent et f(a) = fyla).

Avec : fy(a) = lim x) f etf( ) = lim [(@)=f(a)

z—a™t T—a~ r—a

Théoreme 1.4.2 [ est dérivable en a = [ est continue en a.

Exemple 1.4.1 Dans chacun des cas ci-dessous, calculer la dérivée de la fonction f en précisant

son ensemble de définition :
fio— (2—2%*
f:x— cosxsin’x

f'x—>1+x4
' x2—1

1.4.2 Dérivées successives

Définition 1.4.2 Soit f une fonction dérivable sur un intervalle 1.
— La dérivée f' de f est appelée la dérivée premiére de f.
— Si la fonction ' est dérivable sur I, sa fonction dérivée est appelée dérivée seconde de f et
notée f@ ou f".
— Par itération, si la fonction f"~V(n > 2) est dérivable sur I, sa fonction dérivée est appelée
dérivée n¢ de f et est notée

Exemple 1.4.2 Donner dans chacun des cas ci-dessous, les dérivées d’ordre 1,2 et 3 de f :
fix— 223 -4’ +2—1
fix—sinx

fix— cosx

Exercice Soit f la fonction définie sur R par : f(z) = sin x?

sin .'172

1. Déterminer lim 222
x—0

2. Vérifier que : Vx € R* : f(l’);f(o) — gsing?

En déduire que f est dérivable en 0 et donner la valeur de f' (0).



1.4.3 Théoreme de Rolle
Théoréme 1.4.3 Soit a et b deux réels tels que a < b, soit f une fonction continue sur |a, b
dérivable sur]a, b| et telle que f(a) = f(b), alors il existe un réel c €)a, b| tel que : f'(c) = 0

-,

Remarque 1.4.1 Si (Cy) est la représentation graphique de f dans un repére (O; i 7), alors il
existe au moins une tangente a (Cy) paralléle a I’axe des abscisses.

Exemple 1.4.3 Soit [ la fonction définie par : f(x) = 2° — 3x* — 52° + 152° + 42 + 2 et (C) sa
courbe dans un repére orthonormé (O; ;7 ).

1. Calculer f(1) et f(—1)

2. En déduire que (C) admet au moins une tangente paralléle a I’axe des abscisses.

1.4.4 Théoreme des accroissements finis

Théoréme 1.4.4 Soit a et b deux réels tels que a < b et f une fonction définie sur |a, b).
Si f est continue sur [a, b] et dérivable sur |a,b|, alors il existe un réel c de |a, b| tel que :

F(0) = f(a) = f()(b—a)

Remarque 1.4.2 Si (Cy) est la représentation graphique de f dans un repére (O;;;f), alors il
existe au moins une tangente a (Cy) paralléle a la droite (AB) ou A et B sont les points de (Cy)
d’abscisses respectives a et b.

Exemple 1.4.4 Soit [ la fonction définie sur [1; +oo| par : f(x) = 2*/x2 — 1 et (Cy) sa courbe
représentative.

Montrer que (Cy) admet au moins une tangente paralléle a la droite (AB), ot A et B sont de
coordonnées respectives (1,0) et (2;4V/3).

1.4.5 Inégalité des accroissements finis

Théoréme 1.4.5 Soit [ une fonction continue sur [a,b] (a < b) et dérivable sur |a, b|, soient deux
réels m et M.

Si: Vo €la,b: m < f(x) <M  alors : m(b—a) < f(b) — f(a) < M(b—a)

Exemple 1.4.5 Soit f : [0, 7] — R
, r —sinx

1. Montrer que : Vx € [0,%]:0 < f'(z) <1
2. En déduire que : ¥t € [0, 7] : 0 < sint < t.
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Exercice Soit f:x — 1+
1. Montrer que f est dérivable sur [0, 3].
2. Montrer que : Yz € [0, 3] : \/Lé < fi(z) <L
3. Montrer que : Yz € [0,3] : 1+ \/Lé <VI+t<1+4

4. En déduire un encadrement de /1 + 1010,

1.5 Comparaison des fonctions

Les théoremes sur les limites font apparaitre [’existence de certaines formes indéterminées.
Pour lever I’indétermination, les fonctions vont étre remplacées par des fonctions équivalentes.

1.5.1 Fonctions équivalentes
Soit xy un point de R (zo peut donc étre soit un réel, soit —oo, soit +00).

soient f et g deux fonctions définies au voisinage de x, sauf peut étre en x.

Définition 1.5.1 On dit que f et g sont équivalentes au voisinage de x, s’il existe une fonction o
définie au voisinage de x, telle que :

f(z) = a(z)g(x) avec lim a(z) =1

T—TQ

On note f ~ g ou plus simplement f ~ g.
o

Autre écriture  On peut remplacer la fonction o par la fonction € définie par :

e(z) = a(x) —1d’on lim g(x) = 0.

T—T0

Ainsi f et g sont équivalentes, si et seulement si : f(x) = g(x)(1 4 e(x)) avec lim e(x) = 0.
T—T0

Proposition 1.5.1 Si g(x) # 0 au voisinage de x (sauf peut étre en x), alors :

Théoreme 1.5.2 Si f1 ~ gy et fo ~ go alors fifs ~ g19o.
x0 0 o
En particulier : f{" ~ g} (n € N).
xo

Si de plus f5(x) # 0 et go() # 0 au voisinage de x alors : & ~ 4,

f2 gy 92

11



Attention : En général i, ~ gy et fo ~ go n’implique pas forcément que f| + fo ~ g1 + go et
o xo o
Ja~ go
)
En effet, citons un contre exemple :
filz) =2 —x

folz) =2
gi(r) =~z
g2(r) =z

0”“-'f1f(\;91€ff2f5“92

fi(x) + fo(z) = 2°
g1(z) + ga(x) = 0
Alors f1 + f5 et g1 + g2 ne sont pas équivalentes.

Théoréme 1.5.3 Soit | un élément de R.
Si f~getsilim f(x)=1lalors lim g(z) =1
xo T—T0 T—T0

Exemple 1.5.1
x2+x+1+~ 2’ +

22 4+1 ~ 22
—+oo

sinx ~x

12



1.5.2 Fonctions négligeables

Soit xy un point de R (zo peut donc étre soit un réel, soit —oo, soit +00).
soient f et g deux fonctions définies au voisinage de x, sauf peut étre en x.

Définition 1.5.2 On dit que f est négligeable devant g au voisinage de x, s’il existe une fonction
€ définie au voisinage de x telle que :

f(z) =¢e(z)g(z) avec lim g(z) =0

T—T0

On note : f = o(g) ou plus simplement f = o(g)

z0

Proposition 1.5.4 Si g ne s’annulle pas au voisinage de x (sauf peut étre en x), alors :

f(z)

= < lim —= =0
f=olg) & lim o)
En particulier : f = o(1) < lim f(x) =0
o Tr—x0
Théoréme 1.5.5 On a l’équivalence suivante : fr~ge f—g=o0(9).
o To

Théoreme 1.5.6 (Les croissances comparées)
1. In(z) = o(z) etméme VB EN*:Inx = o(z’)

+o0

2.2 = o(e*) etméme VB eN*:zf = o(e”)

—+00

1.6 Regle de I’Hopital

Théoréme 1.6.1 Soient f et g deux fonctions définies et continues sur le segment |a,b| (a < b), on
suppose de plus que :
1. f et g sont dérivables sur |a,b|

2. VYo €la,bf: g (z) #0

Alors,
(lim &:l€R> = (lim M:Z)

i g (@)

sinz—x

Exemple 1.6.1 Calculons liII(l) s
T—

Ona:x — sinx — x est continue et dérivable sur R* et x —> x2 est continue et dérivable
sur R* .
Alors : lim —Sm;g—x = lim —COSQ’;_l
x—0 z—0
Ona:x — cosx — 1 est continue et dérivable sur R* et v — 2x est continue et dérivable sur

13



R*
sinx—x

Alors : lim 22£-2 = lim = lim
z—0 L z—0 z x—0

cosz—1 —sinxz __ 0

2

A ) . R E sinz—x __ 1
De méme, on vérifie facilement que . glclg(l) ==

1.7 Les fonctions trigonométriques (circulaires) et leurs réci-
proques

1.7.1 Les fonctions trigonométriques
Fonction sinus

— La fonction sinus est définie sur R, elle est une fonction périodique de période 2t :
Vk € Z : sin(x + 27) = sin(x + 2k7) = sinz

— La fonction sinus est impaire :  Vx € R :sin(—z) = —sinx
. . . s . . /
— La fonction sinus est continue et dérivable sur R et (sinz) = cosx

Variation de cos z :

Fonction cosinus

— La fonction cosinus est définie sur R, elle est une fonction périodique de période 27 :
Vk € Z : cos(x + 2m) = cos(x + 2km) = cosx

— La fonction cosinus est paire :  ¥x € R : cos(—x) = cosx
. . . ) ! .
— La fonction cosinus est continue et dérivable sur R et (cosz) = —sinx

Variation de cos z :

Fonction tangente

— tanx = Y12 et définie pour cosx # 0 c’est a dire © # 5 tkmkeZ

COos T
— La fonction tangente est impaire et périodique de période T :

Vk € Z : tan(x + km) = tanz

— (tanx) = (3m2) = L = 1 4 tan’x > 0 = la fonction tangente est strictement
. cosx COS“ X
croissante.

Variation de tan x :

14



Fonction cotangente

— cotx = - = BT o5t définie pour sinx # 0 c’est a dire v # 0+ km; k € Z.

tanz sin x
— La fonction cotangente est impaire et périodique de période T :

Vk € Z : cot(x + km) = cotx

— (cotz) = (=2) = — L = 1 —cot?x < 0 = la fonction tangente est strictement

sinx sin“ x

décroisante.

Variation de cot x :

1.7.2 Fonctions trigonométriques réciproques

Fonction arcsin x

La fonction f(x) = sin est définie et continue dans [—%,%] a valeurs dans [—1,1] et stric-

tement croissante, elle admet donc une fonction réciproque appelée arcsin (qu’on lit angle dont le
sinus est) telle que :

T T

in: |—1,1| — |[——, =

arcsin : [—1, 1] [ 2,2]
T — arcsin

Elle est continue et strictement croissante. On a :

Yy = arcsinx T =siny
z e [=11] ye[-355]
Remarque 1.7.1 sin(arcsinz) = ; cos(arcsinz) = 1 — 2% ; tan(arcsinz) =

1

— Elle est dérivable sur] — 1,1[ et Vx €] — 1,1]: (arcsinz) =

Fonction arccos z

La fonction f(x) = cosx est définie et continue dans [0, 7| a valeurs dans [—1,1] et stricte-
ment décroissante, elle admet donc une fonction réciproque appelée arccos (qu’on lit angle dont
le cosinus est) telle que :

arccos : [—1,1] — [0, 7]
T — arccos
Elle est continue et strictement décroissante. On a :
Y = arccos x r = cosy

vel-1,1]  \yelon]
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Remarque 1.7.2 cos(arccosz) =z ; sin(arccosz) =1 —22 ; tan(arccosz) = 1:’:2
— Elle est dérivable sur] — 1,1[ et Vx €] — 1,1[: (arccosz) = — 11_3;2

Fonction arctan z

La fonction f(z) = tanx est définie et continue dans |—2,% | a valeurs dans R et stricte-

ment croissante, elle admet donc une fonction réciproque appelée arctan (qu’on lit angle dont la
tangente est) telle que :
= arctanx T = tan
{yeR @{ e}—zyz[
T Yy 279
1

Remarque 1.7.3 tan(arctanx) =z ; sin(arctanz) = wiwei cos(arctan x) = NiF
— Elle est dérivable sur R et Vr € R : (arctanz) = —

Proposition 1.7.1

T
Vr € ]Rfr carctan x + arctan — = —
T 2

1.8 Les fonctions hyperboliques et leurs réciproques

1.8.1 Fonctions hyperboliques

Définition 1.8.1 On appelle cosinus hyperbolique, et I’on note chz la fonction définie sur R par :
chy = €=,
2

Définition 1.8.2 On appelle sinus hyperbolique, et ’'on note shzx la fonction définie sur R par :

__ef—e *
shr = S——
Proposition 1.8.1 — La fonction chx est paire : ch(—z) = << = cha
— La fonction shx est impaire : sh(—z) = ¢ = —€=¢" — _ghy
P 2 2
— Par l’addition et soustraction on a :
chx + shx = €°
cht — shx = e™*
— En multipliant membre a membre on a :
ch’x — sh’x =1
— Ona:(chx) = (%)/ = shx ; (shx) = (%)/ = chx
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Définition 1.8.3 On appelle tangente hyperbolique, et I’on note thx et cotangente hyperbolique,
et [’on note coth x, les fonctions :

T

r_ ,— _ 2z L . . .
thr = (S:Z—i =G = }Jrz_% définie sur R et impaire.

chx __ e®4e % __ 14e= 27

cothz = shx et —e~% 1—e— 2%

définie sur R* et impaire.

/ shx\, ch’z — sh*x 1
the) = (== | = ————— " =1 —th’x =
(tha) <chx ) ch’x T e

' chx \, sh?z —ch’z 1
the) = —— | = ————"=1—coth’z = —
(cothz) (shx ) sh2x oM sh2x

1.8.2 Variations de chx, shz,thx et coth x

— Vu que chx est paire et shx est impaire, leur étude se fera sur R™
On sait que :

lim e =+4ooet lim e * =0
r—r-+00 r—r-+00

On en déduit que :

lim chx = +o0
x——+00

lim shx = +o00
xr——+00

De plus : ¥Yx € R:chx >0 (care® >0ete ™ > 0)
Par conséquent, Y € R* : (shx) = chx > 0 = shx est strictement croissante sur R.
D’autre part, Vo € RT : (chx) = shx > 0 = cha est strictement croissante sur R*.

— Vu que la fonction thx est impaire, son étude se fera sur R" :
(tha)' = & > 0 = tha est strictement croissante sur R*
1—e— 2%

rl_l}[_{loo thx = zglfoo T = 1 = y = 1 est asymptote horizentale.

— Vu que la fonction coth x est impaire, son étude se fera sur R, :
(cothz) = —ﬁ < 0 = coth x est strictement décroissante sur R’

lim cothz = lim }J_FZ:Z =1 = y = 1 est asymptote horizentale.

r—r-+00 r—r—+00
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1.8.3 Fonctions hyperboliques réciproques

argch x :  La fonction chx est continue et strictement croissante de R™ a valeurs dans [1, +oo|;

ch(R*) = [ch(0), lim chz[=[1,+oo|

T—>+00

Elle admet donc une fonction réciproque notée argchx (qu’on lit argument cosinus hyperbolique)
de [1,+00[ dans R continue et strictement croissante :

y = argchx - x = chy
x € [1, +oof y € RT

Va € [1, 400 (argchz) =

Proposition 1.8.2

2 —1

argchz = In(x + vVa? — 1)

X=X
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argsh x :  La fonction shx est continue et strictement croissante de R a valeurs dans R.
Elle admet donc une fonction réciproque notée argshx (qu’on lit argument sinus hyperbolique)

de R dans R continue et strictement croissante :

{y = argshx

x = shy
yeR

zeR

/ 1
Ve € R: (argchr) = ——
(argch) e
argshr = In(z + V1 + x2)

Proposition 1.8.3

re X

F
"1
i
4-/
o
86 4 24 24 6 B
G
Jll-ﬂl-
E
I g

argth x : La fonction thx est continue et strictement croissante de R a valeurs dans | — 1,1].
Elle admet donc une fonction réciproque notée argthx (qu’on lit argument tangente hyperbolique)

de | — 1,1] dans R continue et strictement croissante :

y = argthx N x =thy
r €|l —1,1] yeR
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Proposition 1.8.4
Ve € R: (argths) =

1 — 22
1. 1
argthx = =1In e
2 11—z
x> Argthy
bl ¥
i
2-
|
1__ A
|
32 |ﬁ - =
e 4
|
o
]

argcoth x : La fonction cothx est continue et strictement décroissante de R* a valeurs dans
| — 0o, —1[U]1, +o0].

Elle admet donc une fonction réciproque notée argcothx (qu’on lit argument cotangente hyper-
bolique) de | — oo, —1[U|1, +o0[ dans R* continue et strictement décroissante :

y = argcothx N x = cothy
x €] — 0o, —1[U]1, +00[ y € R

Proposition 1.8.5

V& e R : (argcothz) =

1 —a?
1,1
argthx = 5111 +?
I’_
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