| USTHB ~Faculté dé Mathématiques Année 2012 /2013

Lic 1 ST - Sections 25 6t 26 - Rattrapage " Module : Mathi

Exercice i: 1) Montrer que Z est un sous-anneau de I’anneau (Q, +, )
2) - Z est-il un sous-corps du corps (Q, +,°) ?
3) On définit sur R la relation A par V",‘e yER: xAy oP-x=y -y

a) Montrer que A est une relation d* équivalerice
b) Déterminer les classes d’équivalence suivantes : 4, 1,%

Exercice2: Soitlasuite (u;)telle que: u,=YPs, kzci::i) (- 1)

| . 2k-1 1 1
1) Vérifier que KD~ & s s - (*} . |
2) En utilisant le (*), exprimer u, sous la forme : Uy=1+v,.Endéduire limpe uy

3) Les suites (8, = ) et (by = Uzgt1) sont-ellesﬁsadj'ﬁ%)@mes ?

>
>

Exerc1ce3 Soxt Zr= e e Q

1) E_crire Z sous forme algébﬁgu%u}fsous forme trigonométrique.
En déduire les valeurs ez%;:% de cos -15 et sin - -”—
2) a Détennine@us forme trigonométrique, les racines carrées de V3 +1i
sternfidier a et b tels que: V3 +1i = (a+ib)?
ire les valeurs exactes de cos J et sin %’5 '

Exercicelft : Soit: fx)=x'-9x"+27x-25

1) Ca]iculer f(3), £'(3), f"'(3) et £ (3)
2) Ecrire, 4 I’ordre 2, la formule de Taylor-Lagrange de f au voisinage de xp = 3.

3) fadmet-elle un extrémum enxp=3?
4) Donner I’équation de la tangente en X, = 3 puis étudier la posxuon de la courbe de f

par rapport & cette tangente au voisinage de x = 3.

Baréme: 6,4, 6,4
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US.T.H.B. S.M. Section 3 Février 2013
Rattrapage de Math I

Exercice 1: a) Montrer que la fonction f : R — R définie par f(z) = 2* ~ 2z + 4 peut 'écrire
sous la forme: f(z) = (z —a)® +b* ol a et b sont des réels que l'on déterrrﬁnera f estelle injeative'?
Surjective? Justifier.

b) Donner un exemple de deux parties A et BdeR te]les que la fonction g : A — B définie par
g(z) = f(z) pour tout z € A soit bijective.

Corrigé: ) f(z) = (2-1)"~1+4=(z-1)*+3=(z- 1}2+(\./_)2 f n'est pas injective car
£(0) = f(2) alors que 0 # 2. Elle n'est pas surjective non plus puisque —1 (par exemple) n’a pas
d’antécédent car f(z) > 0 quel que soit z € R,

b) Pour "rendre" f injective; il faut, par exemple, prendre comme ensemble de dé pas seulement
les z > 1 (ouseulement les z < 1). C’eat—é»d:remendreﬂ 1, +oo[ Pou:larend:e : we,dfaut

. agir sur 'ensemble d'arrivée en éliminant les réels qui n’ont pas d’antécédents. Op.f(z)y= (z~1)%+3,
lorsque  varie entre 1 et 400, prend les valeurs, et toutes les valeurs, entre 3 et Geob, On prend donc
B =[3,+0] : : QO '

Exercice 2: a) Utiliser la formule du binéme pour donner W en fonction de n,n € N.
b) En déduire la valeur de G + O} + ... + CI2.

Corrigé: a) (1+2)" = C21"a® 4 CL1™ gt +.. +@x“ 20‘1"“‘9:

I—U
b) En posant n = 10 et z = 1, on obtient: %

1+ 1) =Ch+Ch+. +0{3 Done 210._1024

Probléme: Soit la suite (u,,),.gg ie per récurrence suivante:

. W=t
@Qf ﬂn+1=1+-'“; _

1) a) Montrer par récurrence que l'on a: -g— Su, £2,VneN.

b) Calculer uy,u, et us. La suite est-elle monotone? -

¢) Si la limite de (u,), existe, quelle serait sa valeur?

2) On considre les deux sous-suites (un)y : Un = Ugn b (Wp)n : Wy = Ugnyy.
a) Vérifier que: ; < 4 '

. 3
Unp1 =2 — i 1

14v, wn+1=2—l+w“



'b) Vérifier que la fonction f : f(z) =2 % —1—_}_—5 est définie, continue et strictement croissante sur
Pintervalle |0, +co[. En déduire les variations des suites (vy)y et (wy)n.
¢)-Montrer que les suites (v,)y €t (wy,), convergent. Vers quoi? Qu’en déduit-on pour (un)n?

d) On note V = {vs,n € N} et W = {w,,n € N}. Donner Sup et Inf de V et W ainsi que leurs
Maz et Min 8'ils existent.

3) Ici, on veu démontrer la convergence de (up)n d’une autre maniére.

el
a) Montrer que on a: [unyy = Un| < 5 |tin = Un1| puis que |upy; — up| < (5)"-2- pour tout > 1.
b) Si p et ¢ sont deux entiers naturels tels que p > g, ‘montrer que: '

lup_'“;:ll'_‘ le';up-l +Zp—1“up-2+u—2; o g1 — U]
< - q p-1 ol __.____.._q
2[(9) ot (5] < 3y 5

¢) Expliquer alors pourquoi-la suite (1), est convergente. ' 4
4) (Facultative) Vérifier que (un)n est une suite de- Ca.uchy dans Q qui ne conver@as dans Q.

@ ‘A l’ordre n.

On a alors g <u, <2. Do -;— < —1}"- < % ce qui donne en ajou’bant 1 = @l— o < —, c est-a-dxre

Corrigé: 1) a) La propriété est vraie pour n = 0. Supposons qu relle soit

= £ Un+1 S < g <2 ;
La propréété est donc vraie pour tout n € N A\y .

b) U = -2-,u2 = 3 et uz = 5 La suite n'est pas monotonési

c¢) Comme la fonction z — 1+-i- est définie et contin@;s Pintervalle [-?21, 2] , la limite ! de la suite '

. ‘ » 1 = 5 o
récurrente (uy)n, si elle existe, vérifierait [ =1 @Cc%st-ardn'e 2—1—1=0. On trouve! = —-‘-)-1/——

1 3 28 5
ul= +\/— . Mais [ = fest mi'pgsmbecarlasmte est positive, doncl——-—gi
1 1
2)8.)011&’00—110—2613’0,; Ag(z_l+.__=1+ - =1+ : =1+_1%z.__1=
2= : De méme w-—u—3etw 1"+ L —;+i—1———~
1+'U'n. 0@ b = U1 = 2 ntl = ’U/zn+3 —_ - = 1+—-1-—
1 k '1 U2n+1
> Wy,
1+ 1+ =2-
1+_1__ Wy, +1 1+ w,

w . ¢ “G
b) La fonction f est clairement définie et contimie sur l'intervalle ]0, +o0[ comme différence de

fonctions continues. Comme la fonction 2 — -y est strictement décroissante sur cet intervalle,

1
x— ~T est strictement croissante et f aussi.

‘On en déduit que les suites (vy)n, et (wy)y sont monotones Pour connaitre leurs sens de variations,

5
il suffit pour chacune des deux de comparer les deux premiers termes. Ona vy =2 > v = 3 = et



wy = U = % < w = ug = % Par cnnséquent, (vn)n est stricternent décroissante et (w,,)n'_aﬁ
strictement croissante. _ : s T

¢) La suite (i), étant bornée, les sous-suites (vn)n €t (1), le sont aussi. D’aprésb) (vn)n est donc
décroissante minorée et (wy), est croissante majorée. Elles sont donc toutes les deux convergentes.

On trouve la méme limite [ = L+ solution de I'équation [ == 2~ T+
On en déduit que la suite (u,), converge aussi et vers cette limite.

1+4/5

d) La suite (v,,)y, est strictement décroissante et converge vers . Donc Sup(V) = Maz(V) =

1+v5

2
: . . R
Quant & la suite (w,)y, elle est strictement croissante et converge vers e ce qui implique

que Inf(W) = Min(W) = v = %,sup(w) . *'2‘/5 et Maz(W) tlexiste pas. <
] 1 1 Un—1 =~ Un
1) 8) On & Junyy | = |(1+ ) = (1+7—) T ‘l'f?_% Ili 1| |

4 , : S ; ;
35 [tn = vaei| = glun—tna|. Mais |~ tn-a] < glun-a— 3| ot ainsi de suite, ce qui
- ¥ - ’

v =2,Inf(V) = et Min(V) n'existe pas.

22 A 4, 1. e
d"me]ﬁnn“ﬂnl:’:{—)“lm—wl:(a)_“xa‘fnzl. 3\7, #
b) Sip et ¢ € N et vérifient p > g, on a: /\Q

lutp — thg] = | (tp = tp1) + (tp—1 — @“ﬁ‘}(ﬁﬁ-a = o (g1 = 1g)|

1[4, . -4 4 94
Sy|fe-t (alﬁfé G110
A i

&

B . . .
c) D'aprés b), on voit que si p eb{f@iﬁent vers +00, |up — t| tend vers 0. La suite (th) €56

1 .
donc de Cauchy. Donc elle est @A:}%ﬁnte. (Vers +8 d’apres 1)c).)
L . .
4) On vérifie facjlement,{pam?écurﬂenca) que u, € Q pour tout n € N. (up)n est do_nc une suite
de Cauchy dans Q. M@_i'g;q‘lle’ﬁe converge pas dans Q vu que sa limite en tant que suite réelle est

1+5

5 qui n'est pas rationnelle. On dit que Q n’est pas un corps complet (pour la valeur absolue
usuelle), contrairement & R. ' S
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Faculté de Mathématiques ~~ = = . - MATHI _ © " Afiiiée Uniiversitair
: ~ USTHB Examen Final. 2012-2013
187 année ST Section 23 Durée 1 h 30 min

Exercice 1 (8 points) Soient (an)n ef (bs)s deux suites réelles définies par :
. ap=3e by=5
{ V€N, Gnta = 7(%0n ) @ buyy = 3(an +25)
1. Montrer que : ¥n € N, an < b, '
2. Prouver que (an)n est croissante et que (by)n €5t décroissante.
3. On pose un = by, — an.Vérifier que (un)n st une suite géométrique puis déterminer son terme général.
. 4. En déduire que (a,)s et (ba)n sont adjacentes. -
" 5. On pose vy = ap, + bp Vérifier que (v,.}.,- est une suite aﬁt’hméﬁqué puis déterminer son terme général,
.~ 0. Déterminer les termes généraux de (an)n ¢t (bn)n, puis calculer leur limite. C?
2

-.

Exercice 2 (5 points) Soit f la fonction définie par :

f2) { sin’(nz) siz#1
E = o, e

i T il = %’d@ima@S
L Emd;er!acmumuiﬁeﬂadéﬁvabmﬁdefsurl! {l}puwca!cukl;.%,

2, Pourgueﬂevaieurdea,fmeﬂemmmeumurl? -
3. Pour la valeur de  trouver en 2, f est elle dérivable en mo = 1 2, St donner la valewr de £(1)

-

Exenﬁce 33 points) Eit justifiant votre répome. dites si h@i‘\m{nam suivanm sont vraies ou fausses.
LVzeRa?=12z=1.

T Unemimuﬂcmmdkmmza:emp%mmrgemu
3. SivneN, un<vmetn_li+$mvn=ﬂ.,¢%hfwun=ﬂ.
4. Si une fonction f est continue mg[g_bj

1], ¢ alors elle est continue sur [a, c], .

5. Yz € R, arcsin(sinz)
2 . kY E p
6. La fonction f(z) =z + s_in}, admet un développement limité & I'ordre 3 au voisinage de 0. ¢
; I

~ B
Exercice 4 (4 points)

1. Peut on appliguer la régle de L'Hopitale pour calculer la limit hm Calculer cette limite,

2. Donner les développements limités & I'ordre 3 au voisinage de 0 des fonctions sin z3; &50% .

T _
3. En déduire Ia Hnme

Indication : On donne les dzm!appement limités suivanis :

—1+x+§+§? .r‘+=,£($) ) sin(z)—z—y-l* +z£{:c)

P et

Ben Courage




Fac alé de Mathématiques ., MATHI Année Universitaire
USTHB mm,ae Examen Final 2012-2013 .
1% année ST Section 23 Durée 1 h 30 min

Exercice 1 (8 poirnts) |
I. Pour n = 0, onaap = 3 < bp = 5. on suppose que pourn € N, a,, < b,. Ona

ba) <0, danc war le prmcrpe de récurrence on aVin € N,

dnyi ~dPppl = g(an
N¢ pomts)

n < bﬂ-‘ ’ 3

— bn) < 0 donc {an),, est
. (1 points)

B

1 s
n41 = @n = Z(bn — @n) > 0 &l byt — bs =
crotssante et (b,,)n est décroissante.

3. Onavunsy = by — Guyg = --(bn o) = “est une suite géomé-

IR 38\ :
1 Irique et son terme général ext j—. 2 ( \{-}& (0.5 + 0.5

points) .

| 9 "
. 4 Ona hm bn — Q= hm U, = lim 2( ) =0, (an)n st crafssanf&
n—oo . R - - . ;
est décroissante et 1_1111 bn an = 0donc les suites (an)n et (bn)n sont adjackntés.
=300 o
(1+1 points)

5. Onavagy = @yl + bpyr = Gn + b, = vy et donc (v, )y €st une suite constante et
. son terme général est v, = vy = 8. ; (0.5 + 0.5 point)

f?.’an"ml(vnj-un) -»(8-2())-—4~() et b, (vn+un)--

; " . |
l, -(8-+2( ) )--4-1—( ) etona hm b= llm %:ﬂlﬂ]&otif[n(g) = 4.
- (1+1 points) :

Foxercice 2 (S points)

[ est le produit de dand Jonctions continues et dérivables sur R — {1} donc elle est
conitnue et dérivable sur R — {1}. Un simple calcul de déivée nous donne f'(x) =
2!!_111 _l;sln{::(;t;s:ﬂx—mn 1r::‘ (I‘l‘I'FIPOZHfS)
Four que f soit continue au point r_g____l_zjj ¢l suffit que a = f (1)

e 22472 — i M{”'—"'—ln = Ilm smfﬁy)sm‘"y =0r =0. ¥ (Ipoints)

Ty el =+0




3. Pour f soit dérwable en :z:o = 1 il faut et il suffit que hm JM existe et est finie.

t
On a hm f(= } f!l! = Y gin? so T szn§ﬂ§y+1”)z szn!wy))
z—1 (&~ 1) Y0 v . ' y._,o __J
" donc f est derzvable enzo=1et f'(1) = n2." (U505 points)
Exercice 3 (3 points)
1. Fausse car a = —1 vérifie 2% =1 ma.is a1l (0.5 points)

=

2. Fausse Up = 1+ L est strictement decrazssante a térmes positifs mais ne converge
_pas vers 0. : (0.5 points)

3. Fausse un = —1+%etSivn=%onaVn €N, un < v, et lim v, = 0, mais
n—+co

n}-ﬂloo% =], x . . . (0.5 points)
4. Fausse on prend f(@) = Lsur[a,b] et f(z) = —1 sur b, c| et n’est pas continue sur
[a, ). - (0.5 points)
5. Fausse car pour x = % ona arcsin(sing) = arcsm(l) Z#1=sinZ. 0.5
points)
6. Fausse car lim sin L n’existe pas. | - (0.5 points)
T = g

A
etf'(z) = 2z'sin 1 —cosieng'(z) = cos T # 0 au voisinage de zéro cependant

lir -Lg—g = lim E.“.E‘.‘.'l.;.:f?iz. n'existe pas donc on ne peut pas applique la régle

’
%rcme 4 (4 points)
@n af (:c) = z?sin et g(z) = sin x sont continues et dérivables aau voisinage de
0

z—0 9 z—0 Cun :
de L’Hop pour calculer cette limite il suffit de 1’écrire d'une fagon plus simple :
é.. %« in & i :
£ .. E—.E._:;:n_;,-ﬂ = % = 0 car sin X est bornée. (1+0.5 points)
2. si z% + 73 (%) ST =1+ z + 122 + 23 (z) (0.5 +1 points)

; \g; x3 ‘ 1
(I+z+ia?)—(1+z+ —-g -(-3-) + 2% (z) ) ——6— + z3¢ (:z:) = te(z]

3. lim - T3 s a;l_g% a:3+a:3r(=r:) = a3 1+e(z}

(I points)




UST.HB Math 1 Lic ST
FACULTE DE MATHEMATIQUES Section 6, 2012-2013
Examen final: . |

Exercme 1 [3 pts ]:

Pant tout z,u dans RY, on pose z*xy = \/:1:2 + y2. Dans R,  est-elle une
loi interne 7 commutative 7 associative 7 admet-elle un élu'ncn.. noutra’

Est-ce que (RY,*) est un groupe? Eg
Exercice 2 [2 pis |2 '
Résondre dans B | méqumton <
\/—
J:rs:ermce 3 [ic pts |: Q
42

0 I-Soit  : RY — R¥, , Vapplication déﬁme par h(z) s il

4 z4 1 FEEE T
1} Vérifier que h(z) =1+ -—-ﬁ o oo }
2) & est-clle injective ? surjective ? ¢<>\

. 11-Soit la svite de nombres IBG].‘:: définie par uy = 0 u,,.H' = ——— pour ? O

120 (ie upyy = ().

1) Calculer uj, ua, u3, ua.

. 2) Montrer que VneN, 0<u, <2..

3) Montrer que si imu, =1, alors I € [0,2]. -

4) En déduire que si limu, = I, alors [ = /2,
T11-Soit la suite de nombres réels définie par Wy = .. S \/_.
4 : ! 3 Uy +

1) Montrer que wn41 ={2v2 — 3)wy.

2) En déduire limw, et limu,.

- IV-Montrer que [itn 41 — V2| < (v2 = 1)Jup — +/2|, puis retrouver hmun.
P V 0nposeU {un / n € N}. Donner supU et infU.

2 =

S

Exercic_e 4 [5 pts |:
Soit f(z) = VZ3 - z.

Etudier la fonétion f, puis donner son tableau-de variation et son graphe.
vz 8 )
\/3_, 10

~ (On pourra utiliser que — 5 ﬁue

v’"



US.T.HB - " " . Math i Lk 1
LACUL'!‘E DF MATHFMATTQUES Section 6, 2iii-iu.a
Corre\.tmn de Pexamen final:

Exercice 1 {3 pts ]:
Siz,ye F=Rt alossz*y € F (le vérifier!), done, * est une loj interne dans #
. Comme z * y = y * z, donc * est une loi commutative . Comme (x*y) *z -
VZ? + 37 + 22 = z % (y* z), donc * est associative @ De plus « ddet e = 0 comume
élément neutre, car siz € F; alorsona,z+x 0=z £,9 Commm# pour tout z € &,
azxl# 0=e, donc 1 n’est pas mversxbl en particulier (F, *) n’est pas un group.:

@.

Exercice 2 {2 pts }:

ir:

notons & l’ensemble des soiuticms de Yinéquation (I) < 1 et I ’3' e dois
() : r‘“‘“*_- =3

- de définition de (7).. Ao"S"'ED#I—-x >U<:>§J:i<1
Par suite siz € D =] — 1, 1], alors :

:z:GS#z<\/I—-:r'2¢r(x<O)V[(.;r>0)A(z <1-—- '*’)} @
Comme(z? < 1 — zz)#2w2<1¢>lxl<-—‘/~—2_—<1 ¥a

o s T
Donc § = —1,0{13{0 —[=]-1,—=[ @) b
] ZH -1l @
Exercice 3 [10 pts ]:
: 1 z+1+4+1
I-1)Onal = E s
S ER i @ .
2) Sizy,z2 € RY, alors h(zy) = h(z2) & 1.+1 . a:z-Ij1~¢) :'L'1+1=:p2,+1 Ty = Ay

* Donc f est injectiye @

Comme Yz € R*, f(z) > 1, done f n’est pas surjective @
—Sl =0, u,,.;.;-—h(u,,) pourn>0.

i emonstratloliparrécumnce Onauyy=2etsin e Net que i € u, « 2,
<lie 0 1 == < ;
: < <u.,+1 1+- = 2

alors u, + ¥ &donc Y

3) Comme Vn < u,: < 2,si hmu,, =, aiors le prmcipe du prolongewsent des
inégalités entraine € [0;2)

4) Comme .k est contifudydans [0,2], et que hmu,. ! € [0,2], on en déduit que

E— h(llmun) =_h(l) —— %—:—_:-; e Pl =104+2wi?:s 2w

! = limu,4; = lim Ay
! = #+/2. Comme ! € [0,2), donc I = /2 )
HI-Soit la suite de nombres réels définie par w,, = L ke v2

1/5 uu"l'\/— .
1) On a w __un+1- : (2+un_ ) 2+ u, *
)- " un—l-l"“\/— 1+ u, ‘/_ 14, +‘/§

2_(2+u,.-\/‘ \/Zu,.) (z+un+f+ﬂun)"‘

1tuy l+un,

51



(un \/i)(l S '\/5).
(tn + VD142

ot 4, + 1 7# 0, doncon a2 wyyy =

o 1-+2 . _ _
(Comine o =22 — 3, donc, on a Wy =J(2\/§ - 3)wy, @ ¥
2} On vérifie que 0 < 3—-2v2<1et que w, = (2-‘\/5—-3)'?1!10 ol wy = —1 (le faire!). On
en déduit que lim wy, = 0. Comme w, ~ ;'f"._.—'.___‘/i

5 donc on a W tin + Wy V2 = u, — V2

1 +w,, \
—wy,

Uy +

ie wo V2 + V2 = %y, = upwn = un(1 - ur) e u, =

) (vu que w, # 1 pour

7 -

n grand). On en déduit que limu, = lhn V2 ( e
— Wy

IETORRVAY, gy, (ta= B0
14uy, : 14w,
1

< 1, or’en déduit que fup 45 —

IV-On a a4 —

Comme junpy — V2| = (\/— 1) Iu“ u{i et que -

1+ uy L
VB < (2~ Ufus'— v ot don qas fom — V3| < (V2 - Do —VE(=V3/3 ~ 1

On vérifie que 0 < V2 — 1 < 1 (le faire!), on en déduit quc lunl V2| =
(par le théoréme des deux gendarmes). Donc lim{uy, ;1 — v/2) = 0, ie on'zetn

limu, = V2 @ &%
V-On pose U = {u, [/ n € N}. Comme 2 = u; = maxU, donc supU = 2 et év.#af

G = up = mial, donc infU — 0 @ " N O
Exercice 4 [6 pts | 5 _
(@) = ¥z¥ = z est définic dans R tout entier. Comme £ est impa:ix'e il suffit de Pétudier - G
dans R*, puis de compléter le tableau et le graphe par symétrie. Comms poui x 75 o, "f
on a f(z) = zg(z) o g(z) = \’/1 2y, donc limzoy poo £(7) = limgyyo0u J{z) =

ﬁ’.§'et lxm i) = lhim" g(:l:) = 1 @ Comme (g(:l:) 1)(g(a:)2+g(a:)+1) _ :h_g’

| x=++00

: _ 3 .
done ln'i;-_;.q-oo(f(3) —z) = hmz“‘“‘” z(g(x) e 1) z!}Toom( (-'5)2 ':.i/;x) + 1)

[~
ey !"{En —e } = 0, donc 4§ = = est une asymptote oblique & la courbs (dc plus -

| asy mptote est auw dessus de la courbe paisque g(z) < 1) @ Com.me f(z) = g
¢ - -z = z(? -1 =z -1)(z+1) doncpoura: e R {Gl 1}, on &

e = (2 — Z) WD) = (1/3)(z3 — )M (a3 ~ zy = (1/3) f( )01) @
P sui-.c J&) 0% 2 < (1/%) & x| < (1/\/—), ie f admet. un minimum en
Vivd R 3 et lecalculdonneque'y f(1/v3) = -g -1— @ ) :

autre part on a f’(D) = hm f( ) = i%g(z) = =50 @ gt fr(l) y Imi z.fg—)l

zh-‘sux 1’/ ____m:::f;x _*1;; 400 @ Enfin le calcul donne que f"(z) = ( 2(; ;: (:);1)) ( fac)3)

ce qui montre que les pomts 0 et 1 sont des points d'inflexion @ Donuons le tableau
de variation de f et son graphe.




Tableau de variation de f (0,5 pts) :

=z |0 1/v3 Foo

@] - %
£ (@)

Q

"

e -

Graphe de f (0,5 pts) :

i Sy ¢

._,__...m-

iy 4
¥ . e |
i




" UST.HB | o Math 1 Lic ST
FACULTE DE MATHEMATIQUES ' Section 6, 2012-2013
Rattrapage:

Exercice 1 [3 pts |:

'Pour tout =,y dans ]R, onpose z*y = /13 + 3. Dans R, * est-elle une loi

interna ? pnmmufahvn'? ;\,sqgcla,hvp? admet-elle n1n dlément nenfre?

AR AA

Est-ce que (R, *) est un groupe ?

~ Exercice 2 {2 pts ]: - @

e 2z -1
Résoudre d‘ms IP I’mé ation — === >
Ve — =*
Exercice 3 {10 pis ]:
Calculer les limites suivantes :

l; = lim \/a:-i--\/_—\/_. 12_

tg:c —ginm

z—3+o0 a-g | gz (:, )
5 o 2 V42—~ , " sin (5 —%
BE s SerT—s I Toome
s VZZ¥3-Vz+6 hm 1—-+v2cosz
_,=43+ (\/l—:c_rr—Z)(m—3) s_z-+-; 1—+/2sinz’
; . VTF3-— z
Lo -} (g,-—1)(\/ﬁ:|‘+‘“ z—-»f’Log(l—h/')
5 o b z(z—3) L= lim Loga:—l
N ':——)3:1;—-\/;4—-—]?—1 10_ z—He T—e ,

-(ou1 Log = désigne le loganthme népénen de z et Loge == 1)

Exercxcn 4[5 pts k

So,.t 1a fonction deﬁme par- g(.’c) exp ( —-—) siz#0 et _q(O)

.. Bitudier la fonction g, puis donner son tableait dé variation et son graphe,

i T :
: ] 42 8 2 2 2\ 8
" (On pourra utiliser que v§ =~ -i—d-, g (\/-:-;:) ~ T g' (J;)z o



UST.HB " Math1Lic ST
FACULTE DE MATHEMATIQUES Section 6, 2012 2113
Correction du rattrapage:

Exercice 1 [3 pts ]
Si z,y €.R, alors z *y € R (le vérifier!), dong, * est une loi interne dans
R ), 3 . Comme -z *y = y *x, donc * est une loi commutative ﬁ 3 Comme
(zxy)xz= Y23 +y3 + 28 = 2 x(y+2), dénc * est associative 0, 0. De plus
* admet e = 0 comme élément neutre, car si z € R, alorson a , = «0 = z
. Comme pour tout z € R, on a x + (—z) = 0 = e, donc = cst inversible
da.ns R pour Ia loi #; en particulier (R, *) est un groupe abélien .

Exercice 2 [2'pt-s E.

23:

| 1
" Notons 8 Pensemble des solutions de l’mequatxon (I Ji————=>1letD
Viz| - z?

le domaine de définition de (). Alors 2 € D <> [m](l iz} = |z} —z? > 0 <
(= # 0) A{|z] < 1). Par suité si z € D =] — 1, 1{—{0}, alors:
TES2x—1>jz]—22 ¢ (2z—1 >0)/\.[(2:z:--1)2 > |z| — z2)f <
(z>1/2)A(5z2 -5z +1>0)] (O Comme A(5z2 =85z + 1) = 5, donc
§ = (J — 1,1[—{0})N}1/2, +oo[N(R — [(5 — v/5)/10, (5 + +/5)/10]). Comme
1/2< (5+f)/10 <14 0<5<5,donc 8 ~](5+ f)/m I ()
Exercice 3 [10 pts ][1 x 10]: '

W z—++co~x+ \/— zginoo.‘/z_i_ +‘/_ :c-!)+°01/1+1/‘/—+1 e

P iy tgz 33111:: _ h (sma:) (1 -cosa:) ( —1/2.
S = P . cosz:,
‘ ANTF2Z—2 = (VT +7 +3)(z - 2)

-z;. K ’1{’%%(”2 O(Vai7-3) | esrr @-(VEi2+( D)
sin (§ — z) - (1/2) ]1 imy (°1§z — sin (ﬂ‘/ﬁ)) (",’.n (z/6  z)

| 400, lg=

m_m‘l“

z ¥ _l‘—‘)e-rnrr- o

im (VI +142)(= - 3)
- (V2z + 3+ vz + 6)(Jz| - 3)(= -
cost —coswf4 x—m/4
- z—7nfd sinz - sinn/4




vz +3 __'-. (ﬁf“l)(\/$|+8+3)

- = Iim =
= BT 1)(\/_[——:1:] + 21t (\/a:' +3+2)(z — 1)(le -8
oo o= G T i‘-‘»%‘/_ (mievm) = e

w(w—3).’_hmx(a:—3)(w-1+m , T

s :}rl-gili z—vVzr+1-—1 =3 (z — 1)2L° (z +Il,()) ':l:-b%(w ’
VT + ) =4, hLho= llméLﬁj = lim : S gg (Logz)pee =

—e - e T—6€
(1/z)z=e= 1/e. ’
(Vous devez détailler les calculs comme en TD! )

Excrcice 4 [5 pts ]:

Soit la fonct.xon deﬁme par g(z) = exp (._.._.,) sizs#0et g(D)

g(z) est définie dans R tout entier. Come § est paire il,suffit de L,f.;dm; s
dans R*; puis de compléter le, ta.bleau et le graphe par symétrie
. marque a.ussx que pour z = 0,'6n a g(z) > O (ie g est positive). Co

lim, 0 g(:f:) hm,,::o exp. ( -E—) = exp ( ——oo) = 0 = g(0), donc g.est conti\g

1)\
nue en § O Comme nm,_ww g{z) = hmz_,+m exp ( :r:_f) = exp() =1, &

donc la droite y =1 est une asymptote horizontale & la courbe (de plus la ol C
: courbe de g est en dessous de Pasymptote vu-que g(z) < exp0 =.1) :

Comme (272} = 223 , donc pour z > 0, o a ¢'(z) -*—z-exp A1 @ |

z2
Donc pour = > 0, on 8, g (::) > 0 (ie g est stnctement cromsa.nte sur R**)
@ ‘De plus, g’(O) = hm,A_,o —exp (-—-— = ;1_%:3 ( exp (-——)) =0,
. 1 . ]‘ » u —_— ~ —
car limgp =3 Zep ~ig f= u&x_&o e g 0 (ol = @ _

Cherchouns alors les points d’inflexions pour préciser l’allure dela courbe On

spasc > 0,ane"() = (644 (0 lexp (-%)=2 (3= C )o@

. Donc pour = > 0, ona g”(z) <‘0 @2 <2/ 0 <z <,\/§ ie .

\/- est un pomt d’mﬂexmn @ Enfin; on a q” (O) == hmz -0 g’ (:z:) e

. B 1IN
| il_',;%;zexp(“;f) =2 lim i =0 G- @

Donnons le tablean de variation de g et son graphe.



"
-

-
-

Tablean de variation de f (0,5 éts)

Graphé de ! (.0.5 pts) @

S

i

I S




U.S.T.I1.B . Math 1 Lic ST
FACULT F‘ DE MATHEMATIQUES Section 7, 2011-2012
Examen final: : '

7

B é‘
Exercice 1 { 3 pts }:

i o

; Ty -
Pour tout z,y € R* - {0}, on pose z xy = -fy' Est—ce’ que # est une

loi interne-dans R¥ — {0} 7 dans R+ — {0}, est-ce_que * est associative 7
commutative 7 admet un élement neutre ? :

Exercice 2 [2 pts']:

Résoudre dans R 'inéquation e ‘?

Excrcice 3 [3 pts ]:

1) Donner une suite bornée non convergente.
2) Donner une suite croissante non convergente.
3) Donner une suite convergente qui n’est ni croissante ni'décroissante. (/)\

Exercice 4 [7 pts j-

(‘alculer les limites suivantes ;
-1 . (sin (22))% - Log |z]

250 sinz ' =0 CoSZ — 1 ' 90 z—-1

z + sin/z . g 2 -
| z&Tm 3z —~cosz' = hm_ z,exp(-—-;c ~ %)

lim zLogz
' ozaot g ’

Exercice b [5 pts ]:
Soxt Flz)=z+v2Z2=1. . .
1) Calculer hm _f(z) et - hm f (z).
2) Montrer que : 1) siz > 1 a.lors flz) >=;
| ii) si ¢ <=1, alors f(z) <0.
3) Vérifier qle Vz. € R~[-1, g Ffla)= (:c)

Ve — 1
4) En déduire le tableau de variation et le gra.phe de f(z).




b

U.S.T.HB Math 1 Lic 87

FACULTE DE MATHEMATIQUES Section 7, 2011-2012

Correctlon de l’examen final:

Remarques et rectifications (test 2 et td) : « =
‘Test 2, sujet 6, Question 2 : I = —o00; sujet 7, Question 2 =4,
sujet 8, Question. 1 : Podr le contre exemple on peut prendre f : R — R,
telle que f(a:):-{)sim#ohet-f(()):' 1. :

\/cbs 2c

Exercice 8 de la série 3 Sx Pee T o & a,lors comme (z — 7/4)' =

z(nja)- "z — w/4’
1 #0, la rdgle de PHopital, donne que 1= __lim =P e i
& P 4 T e (w/4)- /cos 2z

—00. D’a.utre paxt si g(z) = Vcos 2:::, alors on voit que g est définie pour
cos2z >.0 ie £ € Dy = Upeg [~7/4 + km, 7r/4 + knl, et que gj(m/4).= I, ie

g n'est pas denvable en 7r/4. Comme g est paire de période 7, on en déduit |

. que le doraaine de dérivabilité de g est Ugez | 7r/4 + k':r, w/4 % kxl.
Exercice 1-[ 3 pts ]:- -

Pour tout z,y € R* — {0}, on f)'c)s’e TH*Y = Y . s -'L‘,:U = R+ {0}:

_ _ : z+y :
alors z * y € R* — {0} ; dong, * est une loi interne dans R* — {0} (0,5 pts).
Comme z *y =z * z, donc * est une loi commutative (0,5 pts). Comme

zy+yz+zx?
fagon que z * (v * 2) m, donc * est associative (1 pt). Par contre
* n'admet pas d’élément neutre, car si e est I’élément neutre alors on a
VzeRt —{0},z+e=uz, ieze= (z+e)z,et donce=xz +eiex =0 cé

(z*y)*xz= (z+y) (z+y ) = —Z¥2 . of qu'on vérifie de la méme

x qul est absurde (1 pt)-

rcice 2 [2 pts ]:

e <l
eEnl

i 1 y B |
R ansleeq.uatlon o < ol b
D’abort aut se placer dans'le domaine de définition ie z2 — 4 > 0 et,
x —3 5 0;Dpnc z €]3,+oo[. Dans ]3,-+00[, notre inéquation, éduivaut a ~
(z ~3)? <% je & @ > 13/6. Finalement ]3,+oo[ est I'ensemble des
solutions. @4 , :

Exercice 3 [3 St 7
1) ( 1)" est une s‘ﬁlte bornée non convergente.
'2) n? est une suite croissante non convergente.
3) -(-——)— est une suite convergente qu1 n’est ni croissante ni decroxssgnte.




i

b i Ay

o R B s e e

g = hmrxz._.wc,o z2 exp(—z? — 7) = limy_; oo exp[2 Log
e lg = hmx_;_m exp[~z2(+1 - ((2 Log:r:)/(:z:z)) +1/3)]

v

Exercice 4 [7 pts J(1+1+1+1,5+1,5):

Calculons Ies limites suxvantes
e*~1 . g

I3 = lim = lim lim — =1,
o GnGent Tl (/)
sin (2x sin (22))% . z =
o= il-m cosz —1 16:11—% (2z)2 :Ic—»o --2sin2(a:/2) e
I3 = lim Log|=| =400, ly= hm zlogz = — ].lm (Logt)/t-—_

:l:—+0 T -
IR a:+sm\/— ] 1+(smﬂ/.c
o= A l = li 1) =
(ol t= 1/ =), I Jrfm 3::: — cos /T g 3 — (cos y/z)/x 1/3,
Xo?— 2]
xpl~oc] =

'Exercxce 5,16 pts ](1+1+1+3)

Soit f(z) =2 + V&% —T(x). f est définie-pour I:cl S @ ;’}

1) Calculons lu'n f(a:) et hm f(a:) On a hm _f(x) kmmu;e
1

" ona f(x) PNy (**) donc- hm f(:z:) = T e A \g‘l 4

2) Montrons que (si z > 1, alors 2::: > f(:c) > n:) et que, (siz < -1,
f(z) < 0). En effet, (+) entraine que si |z| > 1 (ie si = est dans le domm e}(
de définition de f), alors f(z) > z, et si 2 > 1, on a aussi que 2z > f(z). Si

'z < =1, alors (**) entraine que f(z) < 0.
: ) Vérifions que V = GR—E— 1, ]j, Filz)= -—'f-(-:—t—)—- En eﬂ'et

2 #(z) MY
") =1+ s < - ' e
Flgl= 2vVx? -1  J22—1
4) Déduisons le tableau de variation et le graphe de f (:c) i) D’apres la
question 3, ona (fi{z) > 0, si z > 1), et (f'(z) < 0, si z < —1). D’autre

: part onaf(l)-—let F(—1) = —1 (0,5 pts). ; .
'11) De plus hm =)z = hmwl R 1/1+.w_2. = 2, lim f(:z;)_ 2 = :

3—%}‘00

y ‘_ z=400 T—+00 f(
".(l¢ graphe de f-étant: dessous) (0,5 pts). -
-iii) De méme y = 0 est une asymptote en —co (le gra.phe de f étant dessous)
(6,5 pts).

hm - 4 \/ —1=— lim ——1—— 0 iey =2z est asyr_x_lpto,te en oo

iv) Enfin, puisque (z — 1)’ # 0 on a d’aprés la régle de I'Hbpital que
2

fd(l). -—-zl_lg!+ ‘flz) = hm 14 -; .

f;(—:i) — -—-OO) (0,5 pts) .

Rgmarque :

La correction de certaines questions n’est pas détaillée; dans ce cas il faut
faire comme on a-vu en TD. . - ‘

= +o00. (on voit de-mdme que




Tableau de variation de f (0,5 pts) :

— OO0

i ‘_.—1.

| 7' ()

fz)

4

400

Graphe.de f (0,5 pts) :




USTHB . LMD ST SECTIONS 22/28 |
Faculté de mathématiques | ~2010/2011
* Epreuve finale Math1 "
éxercic_é 1-:Salt_ application f: R — [5, +60L dé'ﬂnie par:
 VrER[()=(-8)2+5
On définit dans Rla reiatlon :R par VX% €R, xRx; & f(x) = f(xzj
Vérifier que R est une relation d’ équwa!ence, calculer 0 et 2.
Exercice 2 : On considére la suite numérigue (U, )ney définie p_ar: :
| Ty e N7
=1 ; Um,:-z-(u,, +E,:) vneN odQ&w<l
1/ Montrer que a é'Un, vneN ' C/O

2/ Montrer que la suute tU,,)nEN est décrojssante. Endéduire qu’elle est convergente.
Calculer sa limite. ) . DX’

2i—:e:-!-—- si x

G = Yn (ax} +(x - a)E(x) \/%)si 0 c x<a

1/ Déterminer!e domaine de éTlp-ltion de f. |

2/Pour quelle valeur de a\jefonction f est-elle continue en.xu'=-0.?'

3/ Pour la valeur d uvée en 2} montrer qu'il existe au moins un reei ¢ dans l'intervalle
10, a solution @}quatmn flx)=0.

Exercice 3 : Soit @ un réel strictement positif, ?Q?ensidére la fonction f définie par :

2 : . arr.s:lnx ;
| : Soit i = N
Exercice 4 5.0 tla fonct_hon f(x) T .

1/Donner le D.Lde fa I'ordre 3 au voisinage 0. !

2/ En déduire I'équation de la tangente a-a courbe représentatwe de f au point xo =0, sa
position par rapport a celle-ci et que le point (0,0) est un point d'inflexion.

indication : on donne les développements limités suivants au vo_isina'ge de G:

arcstnx=x+§x3+o(x3) et V1=2x2 =1-§x2+a(x3)
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