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TD - Calcul différentiel

{ ?y*In(z® +y?) si(z,y) # (0,0)
0 sinon

Exercice I: Etudier si la fonction f (x,y) = est continue, différentiable, de classe ¢!

sur R2. .

) D=y
xercice 2: Etudier s1 la fonction f(x,y) = ety ; est continue, differentiable, de classe sur .
Exercice 2: Etudier si la foncti 02+ = si(z,y) #(0,0) inue, différentiable, de classe €' sur R?
sinon
. (2% +9?) sin —= si (z,y) # (0,0)
Exercice 3: Etudier si la fonction f(z,y) = { Vaity? est continue, différentiable, de
0 sinon

classe €1 sur R2.

Si(z,y) # (0,0)

:vgy
Exercice 4: Etudier si la fonction f(z,y) = {82+y2 est continue, différentiable, de classe €' sur R2.

Sinon
vérifier qu’elle n’est pas de classe €2 sur R2.
Fzy'" :c,y> #(0,0)
Exercice 5: Pour quelles valeurs de a € R* Iapplication f(z,y) @?+3y? est-elle continue ? différen-
0 (z,y) = (0,0)
tiable ?
S si(a,y) #(0,0) - e
Exercice 6: Pour quelles valeurs de p, ¢ € N* la fonction f(z,y) +3l est-elle continue ? différen-
sinon
tiable ? de classe ¢! sur R? ?
Exercice 7: Pour quelles valeurs de p € N* la fonction f(z,y) { y) # (0,0) est-elle continue ? différen-
sinon

tiable ? de classe ¢! ? de classe €2 sur R? ?

Exercice 8: Soit f : R? — R différentiable sur R et g : (z,7y) € R? — f(z? — 92, 2zy).

Montrer que g est différentiable sur R? et déterminer sa différentielle et ses dérivées partielles en fonction de celles de f.

Exercice 9: Soit f : R? — R différentiable sur R2.

1: Montrer que la fonction g : (x,y) € R? — f(y,z) est différentiable sur R? et déterminer sa différentielle et ses dérivées

partielles.

2: En déduire que si ¥(z,y) € R?, f(z,y) = f(y, ) alors ¥(z,y) € R?, &L (z,y) = gi (y, ).

Exercice 10: Soit f : R — R dérivable sur R, g : R? — R différentiable sur R et h : x € R > g(f(x), z).

Montrer que h est dérivable sur R et déterminer sa dérivée en fonction de la dérivée de f et de la différentielle de g.

Exercice 11: Soit E, F, G trois R-espaces vectoriels de dimensions finies non nulles, U unouvertde £, f : U — FE,g: U — F

différentiables sur U et B : £ x F' — G une application bilinéaire. Montrer que I’application h : x € U — B(f(x), g(x)) est

différentiable sur U et calculer sa différentielle.

Exerace 12 Soient f : R® — R différentiable sur R3 et g : (x,9,2) € R® — f(x — y,y — 2,2 — x). Montrer que
2+52+%E=0

Exercwe 13: Soit a € R, U un ouvert de R™ tel que V¢ > 0,Va € U,tx € U (On dit que U est un cone ouvert) et f : U — R.

On dit que f est a-homogene sur U si Vo € U,Vt > 0, f(tz) = t* f(z).

1: On suppose que f est de classe €' sur U. Montrer que f est a-homogene si, et seulement si, Vo = (z1...,2,) €

szk z) = af(z).

82
2: On suppose que f est de classe % sur U. Montrer que si f est a-homogene alors Vo = (27 .. )e U, Z TpX] 3 / (z) =

21.0T
k=1 kOL

ala - 1)f(a).

Exercice 14: Soient E est euclidien. Montrer que I’application f : z € E —
sa différentielle.

Exercice 15: On suppose que E est euclidien et soit u € £L(FE) autoadjoint.
1: Montrer que f : z € E — (x,u(z)) est différentiable sur E. Calculer d f(x) pour tout z € E.

2: Montrerque g : x € E <I|‘"|(|r)> est différentiable sur F \ {0}. Calculer dg(z) pour tout z € F \ {0}.
3: Soitx € E'\ {0}. Montrer que dg(z) = 0 si, et seulement si, « est un vecteur propre de u.

4: En déduire que Vv € L(E), sup o(z)]| = max VA
)= AESp(viv)

Exercice 16: Soit f € €*(R?) etg: (r,0) € R2 — f(r cosG 7 sin 9)
Montrer que g est de classe €2 sur R?

Exercice 17: Soit f,g € ¢*(R)eth : (x,y) € R? »—>g(x+f( ))-

Montrer que h est de classe 2 sur R? et que 24 b . 0°h 9h _
0x2 dy?

I +H 0 est différentiable sur E \ {0} et déterminer

= Bzdy 0z
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Exercice 18: Soit f € €%(R?) et g : (v,y) € R? — f(zy, 2 + y?).

Montrer que g est de classe €2 sur R? et exprimer ses dérivées partielles d’ordre deux en fonction des dérivées partielles de f.
Exercice 19: Déterminer les fonctions f € €1 (R?) telles que 6f + 3 6f = f (Considérer le changement de variables (u,v) =
Exercice 20: Déterminer les fonctions f € ¢1(]0, +00[?) telles que : x af =y 8f (Considérer le changement de variables
(u,v) = (:Cy, %xQ)).

Exercice 21: Déterminer les fonctions f € %1 (Rx]0, +o0[) telles que : yg m‘gf = f (Passer aux coordonnées polaires).

of — T
Exercice 22: Déterminer les fonctions f € €1(R? \ {(0,0)}) telles que { g; ﬁjyyz
By T aTyy?

Exercice 23: Déterminer les fonctions f € 4%(R?) telles que —f - giyf (2?2 — y*) (Considérer le changement de variables
(u,v) = (z +y,z—y)).

Exercice 24: Déterminer les fonctions f € €2(]0, +oo[?) telles que 2 M "L 20y 2
de variables (u,v) = (zy, 7))-

2 ay +y2 227’; = 0 (Considérer le changement

Exercice 25: Donner une équation du plan tangent a la surface 222 + 3xyz = 0 au point (—3, 1, 1).
Exercice 26: Donner I’équation de la tangente a la limniscate de Bernoulli (2% + y2)? + y? — 22 = 0 au point A(@ ¥2),

174

Etudier sa position relative par rapport la limniscate.

f(l/):f(x) siy #
Yy—x

f(x) siy=x
Exercice 28: Soit f : U — R convexe.
1: Montrer que si f est différentiable sur U alors Va € U,Yh € E,a+h € U = f(a+h) > f(a) + df(a)(h).
Exercice 29: Soit f : E — F telle que 3\ > 0,Vz,y € F, | f(z) — f(y)|| < M|z — y||?>. Montrer que £ est constante sur E.
Exercice 30:
1: Montrer que f : M € M,,(R) — det M est de classe € et que VA, H € M, R,df(A)(H) = tr(‘Com(A)H).
2: Soit A € M,,(R). Montrer que X’y = —tr(Com(A4 — X1,,)). En déduire x4 = (—1)"X" + (=1)" " "tr(4)X +--- —
tr(Com(A))X + det(A).
Exercice 31: Déterminer les extremums de f : R? — R dans les cas suivants :

Exercice 27: Soit I un ouvert de R et f € 4’1 (I). Montrer que g(z,y) = { est de classe €’ sur 2.

Df(z,y) =2 +ay+y> +20+3y 2)f(z,y) =" 3)f(z,y) =2+ —3zy 4)f(x,y) =6zy+ (y —2)*

Exercice 32: Montrer que f(x,y) = (y — 2?)(y — 22%) admet un minimum en (0, 0) suivant toute direction mais que (0, 0)
n’est pas un minimum de f.
1
Exercice 33: Déterminer inf / (|z| — az?® — bx — ¢)*da.
ab,ceR J_4
Exercice 34: Soit la fonction f : (z,y) € [0,1]? — %
1: Montrer que f est bornée et atteint sa borne supérieure. On pose M =  sup  f(x,y).
(z,y)€[0,1]?
. : - : 2 _ 3V3
2: On suppose que f atteint sa borne supérieur en un point (a, b) de |0, 1[*. Montrer que f(a,b) = =¢=.

3: Calculer sup f(0,z)et sup f(1,z).
2€[0,1] 2€[0,1]
4: En déduire que la valeur de M.

“+o0
Exercice 35: Séries de fonctions a deux variables : Soit f(z,y) = Z cos:y sur |1, +oo[xR.
n
n=1
1: Montrer que f est continue sur |1, +00[xR.

cos ny

+
2: Soit z > 2. Montrer que g(y) = Z

n=1
3: Montrer que % est continue sur |2, +oo[xR.

est ! sur R et déterminer q.

+oo
4: Soity € R. Montrer que h(z) = Z COS# est €' sur |2, +o0| et déterminer A'.
n
n=1
5: Montrer que % est continue sur |2, +00[xR.
6: Etudier la différentiabilité de la fonction f sur ]2, +-00[xR.

e—xt

+oo
Exercice 36: Intégrale a deux paramétres : Soit f(x,y) = / Wdt'
1 )
1: Montrer que f est continue sur [0, +-00[xR.
2: Montrer que f est de classe ¢! sur |0, +oo[xR.
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