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PROLOGO
Esta segunda edición aparece diez años después que se publicó la primera. Es

muy gratificante la acogida que ha tenido la primera edición.

En esta segunda edición, al igual que en la anterior, se ha buscado equ ilibrar la

teoría y la práctica. La teoria es acompañada de numerosos ejemplos. Cada sección

pres enta una sección de problemas resueltos, donde muchos problemas típicos de

relevancia son desarrollados con todo detalle. La gran mayoría de teoremas son

presentados con sus respectivas demostraciones. Cuando la demostración es

compleja. ésta es presentada como unproblema resuelto.

La gran novedad de esta segunda edición es la incorporación en el texto de las

funciones exponenciales, logarinni cas e hiperb ólicas (funcio nes trascendentes). Este

hecho nos traerá dos ventajas muy significativas. En primer lugar, nos pennirirá

tratar tempranamente temas importantes como la regla de L'H ópital y la derivación

logarítmicas. ESIOS temas correspondían a cursos posteriores. En segundo lugar, los

ejemplos y aplicaciones serán más interesantes y másvariados.

Para la graficación de funciones y para cálculos auxiliares hemo s hecho uso

extensivo de los paquetes computacionales Derive y Graphmatica, Se Recomienda

el estud iante el uso de estos o cualquier otros sistemas algebraicos de computación.

lIe recibido valiosa ayuda y sugerencias de parte de muchos colegas. Entre

estos tenemos a Maribel Perdomo, José Luis Linares, María Torralba, Wolgfang

Hernández, Alexand er P érez, En forma muy especial hago testimonio de mi gratitud

al Jng. Alexis S alced o ya l a e studiante d e matemá ticas. Br. Lucybeth Gutiérrez,

quienes tuvieron la tareade revisar todo el texto.

Jorge Sáenz Camacho

Barquisimeto, setiembre 2.005
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René Descartes
(1.596 - 1.650)

Cap ítulo 1. Funci ones Reales

Reu é Descartes, fi losofo. matemático y fí sico franc és, nació en La l tcya. Es
considerarlo como el padre de la fílosofia moderna. De él es la fa mosa frase: "Cogito.
ergo sum' (Pienso. luego existo).

Fue un niño de singular inteligencia , p ero [ isícamcntc deLJI'!. Durante los (l/l O.\' de su
educació n en el colegio jesuita de la Fleche, los religiosos, para mitigar el frío de las
duras mañanas de invierno. le permitian permanecer en la ,'ama. Se dice que f ueron
precisamente durante esas ociosas horas de cama cuando Descartes concibiá las ideas
fundamentales de la Geometría Analítica.

En 1.637 escribe e/ libro G éometrie en el que da nucimien to oficial ala Gcom etriu
Analítica. Su compatriota Píerre de Fermat (/ .601-1.665), independientemente,
también descubría los princip iosfiunknnentales de esta ciencia.

En 1.618 se mudó II Holanda donde 'vivió 21 mios. Durante esta permanencia
'!sc:ribió sus principales obras: Principios de Filosojia, El Discurso del Método, Las
't1etUtaciolle.\, etc.

En 1.649, la joven y energét ica reina Cristina de Suecia lo invitó a Estocolmo, como
,u tutor defilosofia. Sus clases eran en las tempranas horas de la mañana. El eminente
7lósof o y dis tinguido matemático 110 soportó el duro invierno sueco, muriendo a
-onsecuencia de una neumonía el año siguie nte de su llegada a Estocolmo.

ACONTECIMIENTOS IMPOR TA N TES

Durante la vida de René Descartes, en América y en el mundo hispano sucedieron
os sig uientes hechos notables: En 1.609 el cronista peruano Inca Gracilazo de la
lega, hijo de un conquistador y de Ulla princesa india, publica "Los Comentarios
'lea/es", famosa obra que cuenta la historia del Imperio Incaico . El / 7 de
eptiembre de / .630, en la desembocadura del río Charles, lI fl OS colonos ingleses
'undun la ciudad de Boston. En 1.636 en Cambridge. ciudad contigua a B0.\10n, se
nnda la Universida d de Harvard. Para ese entonces, la América Española ya
-ontoba. desde muchos mios atrás. COIl la Universidad Mayor de San ..vtarcos (Lima,
.55 /) Y la Universidad de Santo Domingo
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Antes de iniciamos en el desarrollo de Cálculo necesitamos ponemos de acuerdo
en algunas notaciones y en revisar algunos conceptos muy generales que son propios
detoda teoría matemática.

Recordemos que un axioma es una proposición que, por convención, admitimos
que es verdadero, sin el requisito de una demostración. En cambio , un teor ema , es
una proposición, cuya veracidad requiere de una demostración o prueba.

La gran mayoría de los teoremas que encontraremos más adelante tiene la forma
de una proposición condicional:

Si H, entonces T.

que se simboliza así: H => T . Aqu í, H es la hipótesis yT es la tesis

Una demostración o pru eba de un teorema es una secuencia de proposiciones
que termina con la tesis, donde cada paso de la secuencia es una hipótesis, un axioma
o un teorema previamente demostrado.

A la proposición bicondicional:

P si y sólo si Q.

lo simbolizamos así: P <=> Q.

Ona proposición bicondlcion al P <=> Q, como su nombre lo sugiere , es la

conjunción de dos proposiciones condicionales: P => Q y Q=> P.

Toda definición, aunque a vec es no se 10 exprese explíci tamente. es una
propos ición bicondicional.

Algunos teoremas tienen la forma bicondicional, P .;:::. Q. En este caso. en

realidad estamos al frente de dos teoremas : P => Q y Q => P. Esto s ignifica que

para probar P .;:::. Q, debemos aportar dos demostraciones, la de P => Q y la de Q

=> P.

En nuestra exposicion nos encontraremos con muchos teoremas, unos más
importantes que otros. A los teoremas de los cuales pensamos que no son tan
relevantes, los llamamos simplemente proposiciones .

Con frecuencia, con el ánimo de simplificar la escritura, usaremos los siguientes
símbolos:

1. V, que significa: para todo.
2. 3 , que significa: existe.
3. 31, que significa: existe)' es único
4. 1\ , que significa: )' ( conjunción lógica )
5. v , que significa: o (disyunción lógica)
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SECCION 1.1
FUNCIONES REALES Y SUS GRAFICAS

X - - - -y

IDEFlNICION l Una funci ón es una tríada de objetos (X, Y, 1), donde X e Y son
dos conjuntos y f es tilla regla que hace corresponder a cada
elemento de X un único elemento de Y. Al conj unto X se le
llama do min io de la función y al conjunto Y, conjunto de
llegada de la función.

A una función (X, Y, 1) se le denota más
comúnmente por

f :X ---+Y ó X ~ Y

Y se Ice: " la [unción r de X en Y".

Para indicar que a un elemento x de X, f le hace corresponder el elemento y de Y,
se escribe así: y = f(x), lo cual se lee "y es igua l a f de x". También diremos que y es
el valor que toma f en x ó que y es la imagen de x mediante f. El elemento x, en este
caso, es una preímagen del elemento y.

A la variable que usamos para denotar los elementos de l dominio se le llama
var iable independiente y a la variab le que denota las imág enes, variab le
dependiente . En nuestra notación anterior, y = Ilx), la variab le indepe ndiente es x
y la dependien te es y. Las letras x e y, por ser variables, pueden ser cambia das por
cualq uier otro par de letras. Así, podemos escribir z = [(t), en cuyo caso, la variable
independiente es t y la dependiente es z.

Dadas las funciones f: X ---+ y y g : X ---+ Y. Diremos que:

[= g <=> f(x) = g(x), V X E X

El rango de la función f X ---+ y es el conjunto formado por todas las im ágenes.

Esto es,

Rango de [ = { f(x) E Y I x E X }

Al dominio y al rango de una función f: X ---+ y los abrev iaremos con Dom(1) y
Rang(I), respectivamente.

IOR SERVAC ION I En la defi nición de función hemos utilizado dos térmi nos que
merecen atención. Uno de ellos es "cada" , el cual indica que
todo elemento del dominio debe tener una imagen . El otro
término es "único", el cual indíca que todo elemento del
domi nio tiene exactamente una imagen.
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IEJEMPLO 1.1 Sea la función f: X~Y, dond e X = {a, b, e, d }, Y = { I, 2, 3, 4, 5)
Y cuya regla f está dada por el gráfico adjunto. Se tiene:

Dominio = Dom(l) = X = {a, b, e, d }

Conjunto de llegada = Y = (l , 2, 3, 4, 5)

Rango ~ Rang( l) ~ {J , 4, 5)

La regla f establece que: f(a) ~ 3, f(b) ~ 5, f(c) = 3, f(d) = 4

X---'" X

1 EJEMPLO 2.1 Sea X un conjunto cualquiera. A la siguiente función se le llama
función identidad del conjunto X.

En este caso , el dominio, el conju nto de llegada y el
rango, todos coinciden y son iguales a X. Esto es.

Dom (f) = Conj unto de llegada = Rang (f) = X

La regla 1X hace corresponder a cada elemento x el mismo elemento x.

FUNCIONES REALES

Las funcion es que nos interesan en el curso de Cálculo son las funciones reales de
variable real. Una función real de variable real es una función cuyo dominio y cuyo

conju nto de llegada son subconj untos de R. Así, son funciones de este tipo:

a. f:1R~ R

f(x) = x

ICONVENCION. I

b. g: IR - {O}~ R

1
g(x) = -x

e. h : R~ R

h(x) ~ 5

Con el objeto de simplific ar la notación , para presentar una función real de

variab le real f: X~ R daremos simplemente la regla f, prescindiendo del dominio

X y del conjunto de llegada R. Para esto, adoptamos la convención de que el dominio

es el mayor subconj unto X de R en el cual la regla f tiene sentido . AsI, por ejemplo.

diremos la función : f(x) = -.L] en lugar de la función:
x -
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2
f:IR- {I}~IR, f (x)= x _ l

Aquí el dominio es X = R - {1}. Hemos eliminado a 1 ya que no existe

división entre O. Además, 1 es el único elemento que presenta esta situación.

IEJEMPLO 3. 1Hallar el dominio y el rango de las funciones:

So lución
1. f(x) = x - 3 2. g(x) =~

1. Como f(x ) = x - 3 está definido para todo x E iR, tenemo s que Dom(f) = iR.

Por otro lado, Ran g(f) = IR . En efecto, dado y E R, tomamos x = y + 3. Se

cumple que x E R =Dom(f) y

f(x) = x - 3 = (y + 3) - 3 = y.

2. Como la expresión subradi cal de g(x) =~ debe ser no neg ativa, tenemos:

x - 3 2: O <::> x 2: 3 <::> x E [3.+00),

Esto es, Dom(g) = [3,+etJ).

Por OU'O lado, Rang(g) = [O, +etJ). En efecto, dado y E [O, +CO) tomamos x = y2 + 3.

Se cumple que x ~ 3, o sea x E [3,+00) Y

g(x) = ~ = J(y 2 +3) - 3 = P =I y l= y

GRAFICAS DE FUNCIONES Y CRITERIO DE LA RECTA
VERTICAL

. Se llama gráfic o o gráfica de la función
y

y = f(x)

f :X ....R

al conjunto:

Domin io x

No toda curva en el plano es el gráfic o de una función. Para reconocer las curvas
ue corr espond en a gráficos de funciones se tiene el siguiente criterio geométrico:
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CRln:R10 DE LA RECTA VERTICAL

Una curva en el plano es el grá fico de un a función si y sólo si toda r ect a
ver tical corta a la curva a lo más una vez ,

La veracidad de este criterio estriba en el hecho de que si una recta vertical x = a
corta a la curva dos veces, en (a, b) y en (a, e), entonces a tiene dos imágenes, b y c;
pero esto viola la defini ci ón de función.

De acuerdo a este criterio, de las siguientes curvas, sólo la última representa a una
funci ón:

y =x +2y
Solució n

1EJE:\IPLO 4.1Grafi car y hallar el dominio y rango de la función:

x2
- x - 6

ftx)~
x - 3

Es claro que Dom (1)= R - {J}.
Por otro lado, factorizando el numerador tenemos que:

IY _ (x + 2)(x - 3)
" x) -

x- 3
Si x "' 3, simplificamos el factor x - 3 y obtenemos:

f(x) ~ x + 2, para x " 3.

x

Luego, la función ftx )
x - 3

en el punto x ~ 3, en el cual f no está definida . En consecuencia, el
igual al rango de y ~ x + 2 menos el número y = 3 + 2 = 5. Esto es,

Rang(1)~ IR - {5}

rango de f es

FUNCIONES DEFINIDAS POR TROZOS

Algunas funciones son definidas por partes, como en los dos siguientes ejemplos.

IEJEM PLO 5.1Graficar y hallar el dominio y rango la función parte ente ra :

f(x) = [ x] = n l si n ~ x < TI +1, donde TI es un entero.

A esta funci6n también se la llama función máximo en tero o,
simplemente, funci ón escaler-a.
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Solución

En términos más explícitos, a esta función ladefinimos asl:

y
_ o si -2 "; x <- 1- ,
- 1, si -1 ,,; x < O --.o

[x] O, si O,,; x < 1 1 --.o
1, si I "; X < 2 -2 -1

2, si 2 ,,; x < 3 O 1 2 3 X
-1

Dominio : IR - 2
Rango: 71. .

¡EJEMPLO 6.1Graficar y hallar el dominio y rango de la función valor absoluto

Solución

EL gráfico de la función valor absoluto está
conformado por dos semirrectas:

La semirrecta y = x para x ~ 0, a la derecha
del eje Y; y la semirrecta y - -x para x < O, a
la izquierda del eje Y.

Dominio: R Rango: (O, co]

si x z O

si x <o
y

O X

FUNCIO JlíES PARES E IMPARES Y SIMETRIA

l . Una función f es pa r si, para todo x en el dominio de f, se cumple que:

fe-x) = f(x)

2. Una función f es impar si, para todo x en el dominio de f, se cumple que:

fe-x) =- f(x)

IEJEMPLO 7.1a. Probar que la f(x) = x 2es par. Graficar la función.

b. Probar que la f(x) = x3es impar. Graficar la función.
Solución
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y

(-'. 1(-1)

- (-' . r(,»

Se prueba fáci lmente que:

y

1 ..'
1 ...
1 ...

(-x, ft-x)) 1 r
=(-,,-~,»)

(1, ((:t ))

x

9

a. Una fun ción f es par <=) el gráfico de f es simétr ico respec to al eje Y.

b. Una función f es impar <=) el gráfico de f es simétrico respecto al or igen.

El término de función par o impar está inspirado en el siguiente resultado :

La funci ón ftx) = x n es par si n es par , y es impar si n es impar,

FUNCIONES CRECIENTES Y DECRECIENT ES

IDEFINICION· I Sea f una función definida en un intervalo I. Diremos que :

1. f es creciente en I si. para cualquier par de puntos, XI y X, en 1, se cumple:

XI < X, ~ f(Xl) < f(x,)

2. f es decrecien te en 1 sí, para cualquier par de puntos, XI y Xz en l, se cumple:

X, < X, ~ f(xl) > f(x,)

3. f es mon ótona en I si f es o bien creciente o decreciente en 1.

y r y

' . " X '. x X
C recien te üeereclente

La función f(x) = x 2 , dada en el ejemplo anterior . es decreciente en el intervalo

(-00, O] Yes creciente en el intervalo [O, +00). En cambio, la otra función f(x) = x3,

es creciente en todo su dominio. que es R.

BREVE CATALOGO DE FUNCIONES

LAS FUNCIONES CO NSTA NTES

Sea e un número real fijo. La función
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f(x ) ~ e, \t x E R

es una funci ón constante. Su dominio es todo iR

y su rango es el conjunto unitario {e}.
Sn gráfico es la recta horizontal con ordenada

en el origen c.

FUl'\"CIOl'\" POTENCI A

\"

,

o x

La función potencia es la función f(x) := xo., donde o. es una constante.

IEJEMPLO 8.1Si a ~ O, tenemos la función constante 1. Si a ~ 1, t enemos la

función identidad de R. Si a = 2 ó a ~ 3 tenemos las funciones
cuyas gráficas son una parábola o la parábola cúbica.
respectivamente.

a. f(x) =xO= I b . [(x) ~ xl = X c. f(x ) =x2 d . f(x) =.:'

v

o x

v

x
x

113 ~ r:
f(x) = x ="x

Observe la diferencia dc las gráficas entre n par y n impar.

IEJEMPLO 9. I Si a ~ ~ , donde n es un número natural no nulo, tenemos la

f .. . és i ') 11n ncuncron rarz en srrna: I(X = x = "\I X

. A continuación presentamos los casos n "" 2 Yn = 3

f(x) = X ll'~ ~ ,

\"

o

y

x

I>om(1) ~ Rang(1) = 10,+00) Dom(1) = Rang(1) =IR
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IEJE:\I PL O 1 O. I Si a ~ -n, donde n es un número natural no nulo , tenemos la
función :

A continuación presentamos los casos n = 1 Y n = 2.

I'(x) =1x

y

I
f(x) ~ x-" ~ -;; ,

x

x

Dom(f) ~ Rang(f) ~ IR - (O}

y

f(X)~ ~:-J~

O x

La gráfica de f(x) ~ l/x" se parece a la de f(x) = l /x si n es impar; y a la gráfica de

f(x) = l /x
2

si n es par .

FUNCIO N POLlNOMICA

Una función po linómica o fu nción polinomial de gr a do n o, simplemente,
polinomio de grado n, es una función de la forma :

p(x) = 3 nX
n + an_ 1X

n-1 + . .. + azx2 + 31x + ao

donde n es un número natural y <lo, al> .. . I aHson números reales siendo an f; O.
Estos números son los coeficie ntes de la función polinómica.

A las funciones polin ómicas de grado 1.2, 3:

p(x) = ax + b, p(x) = ax2 + bx + e, p(x) = ax3 + bx2 + cx + d

se les con oce más usualmente con los nombres de función lineal, función
cuadrática y función cúbica, respectivamente. Una función po linómica de grado O
es una función constante . Ya sabemos que el g ráfico de u na f unción lineal es una
recta no vertical y que el grá fico de una función cuadrática es una parábola con eje
paralelo al eje Y.

FUNCIOl'( RACIONAL

Una funci ón r acional es cociente de dos polinontios: R(x) = ~¡~l .

. 2 - 3x + 8x'
As í, R(x) = 4 ' es una función racional.

- x

El domi nio de una función racional es IR menos el conj unto de pun tos donde el

denominador se anula. Así el donti nio de la función raciona l anterior es R - {2. - 2}
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FUNCIONES ALGEBRAICAS

Una función f es algebraica si ésta puede construirse usando operaciones
algebraicas (adición, sustracción, multiplicación, división, potenciación y extracción
de raíces) , comenzando con polinomios. Los polinomios y las funciones racionales
son. automáticamente, funciones algebraicas. Otros ejemplos son los siguientes:

2
b, g(x) = I +-Vxa. f(x) = -vx1

- 1

FUNCIONES TRANSCENDENTES

Las funciones que no son algebra icas son llamadas funciones l ranscendentes.
Entre éstas tenemos a las funciones trigonométricas y sus inversas, las funciones
exponenciales y las funciones logarítmicas. A continuación hacemos un breve repaso
de las funciones trigonométricas. En uno de los apéndiceshacemos una presentación
más detallada de éstas. De las funciones trigonométricas inversas y de funciones
exponenciales y logarítmicas nos ocuparemos un poco más adelante.

FUNCIONES TRIGONOMETRICAS

LAS FUNCIONES SENO Y COSENO

Entendemos la función y = sen x como el seno del ángulo cuya medida es x
radianes. La misma interpretación damos a y = cos x.

El dominio de estas dos funciones es R y su rango es [-1, 1].

y = sen x y e cos x

"
x

Estas dos funciones son periódicas de períod o 2n. Esto es,

costx + 21f) = <os x1. sen(x + 21f) =sen x ,

Además se cumple que:

2.•en(-x) = - sen x (seno es impar), eos(-x) = cos x (eoseno es par)
1f n

3. «n(2' -x)=eo. x , <os(2' -x)~sen x

4. sen2 x + eos2 x ~ t 5. I sen x I~1, leos xl:::: 1
1f

6. sen x v ü ce X=Olt, Vne71.. <osx=O (:> x= -+n1t, Vn e71.
2
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LAS OTRAS FUNCIONES TRIGONOMETRICAS

13

sen x
3 . tan x = - 

cos x

COS x
b. col x =-

sen x

1
c. SCCX= -

cos x
1

d. cosec x = - 
sen x

De acuerdoa las igualdades dadas en 6, tenemos que:

1. Dom(tan) = Dom(see) ~ { x e IR I x,, ~ + nrr, n e ;¡' }

2. Dom(eot ) ~ Dom(eosee) = { x e IR I x " nrr, n e 71 }

y =tan x y y=cotx y

x .. x

y =see x y = (osee x
y y u. J •

-l! "
"

l! ,
• .

X.. , • X, ; ,

\
-1 .: ,

n
FUNCIONES COMO MODELOS i\1ATEMATICOS

Muchas relaciones que aparecen en las distintas ciencias o en la vida cotidiana se
expresan (son modeladas) mediante funciones. Veamos algunos ejemplos.

IEJEMPLO 11. I Una fábrica que produce cierto articulo obtiene una utilidad de
300 dólares por unidad cuando la producción no excede las 800
unidades. La utilidad decrece 2 dólares por cada unidad que
sobrepasa los 800.

a. Expresar la utilidad U(x) de la fábrica como función de los x
artículos producidos.

b. Hallar la utilidad si se producen 1200 unidades.
Solución
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a. Si O:S X :S 800 , la utilidad es U(x) = 300x

Si x > 800 , el exceso sobre 800 es x - 800 Y la utilidad por unidad ha decrecido en;
2(x - 800) ~ 2x - 1.600

Por lo tanto :

Utilidad por unidad = 300 - (2x - 1.600) = 1.900 - 2x y

U(x) = (utilidad por las primeras 800) + (utilidad por las que exced en 800)

~ 300(800) + ( 1.900 - 2x) (x - 800) = - 2x 2 + 3,500x - 1.280.000

En resumen , la utilidad al producir x artículos es;

{
300x, si O,; x s 800

U(x) ~ _ 2x 2 + 3.500x _ 1.280.000, si x > 800

b. U(1.200) ~ - 2( 1.200)2 + 3.500( 1.200) - 1.280.000

~ - 2.880 .000 + 4.200.000 - 1.280.000 = 40.000

IEJEMPLO 12.1 De un tronco de madera, que tiene una sección circul ar de 3 dm,
de radio, se quiere tener un tablón de sección rectangular. Expresar
el área del rectángulo en términos de su base .

Solución

Sean x. h y A la base, la altura y el área del rectángulo,
respectivamente. Se tiene :

A = xh ( 1)

Ahora, expresamos la altura h en términ os de x, la
longitud de la base. Para esto , observamos que el diámetro
punteado del circulo divide al rectángulo en dos triángulos
rectángulos cuya hipotenusa mide 6 dm. Usando el teorema
de Pitágoras, tenemos:

h= ~62 _x2 (2)

Luego, si A(x) es el área del rectángulo, de (1) Y (2) obtenemos:

A(x) = x~ 36 - x 2

IEJEMPLO 13, I Un fabricante de envases construye cajas sin tapa utilizando
láminas cuadradas de 72 cm. de lado. A cada lámina se recorta un
pequeño cuadrado en cada esquina y luego se doblan las alel as para
formar los lados de la caja. Si x es la longitud del lado del peque ño
cuadrado recortado, expresar:

a, El volumen de la caja en términos de x.
b. El área de la caja (sin la tapa) en términos de x.

Solució n
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3. Tenemos que:

Volumen ~ (área de la basc)(altura)

La base de la caja es un cuadrado de lado 72 - 2x.

Luego, su área es (72-2x)2.

La altura de la caja es x.
Enconsecuencia, el volumen de la caja es:

V = (72-2xj2(x)-x(72 -2x)2 1 1

15

b. El área de la caja es igual al área del cuadrado inicial menos el área de los 4
cuadrados recortados. Luego, si A(x) es el área de la caja , entonces

A(x) = (72)2 _ 4x 2 ~ 5.184 - 4x2

IEJEMPLO 14. 1 Se desea construir un estanque de 16 m' de capacidad. La base
deb e ser un rectángulo cuyo largo es el doble de su ancho. Las
paredes laterales deben ser perpendiculares a la base. El m2 de la
base cuesta 80 mil bolívares y el m2 de las paredes laterales, 50
mil bolívares. Expresar el costo del tanque como función del
ancho de la base.

Solución

Sea x la medida del ancho de la base, h la altura del tanque y C(x) su costo, en
miles de bolívares.

La base tiene una longitud de 2x y un área de 2x (x) = 2x2. Luego,

Costo de la base = 80(2x2 ) = 160x2 (1)

El tanque debe tener 16 m3 Luego,

16 = V = (Iargo)(ancho)(alrura) = 2x(x)h ~ 2x2h

Despejando h:
16 8h- - - -2x2 -x2

El área de las 4 paredes laterales es:
8 48

2xh + 2(2x)h = 6xh =6x ( "2 ) ~-x x
Luego.

(
48 ) 240

Costo de las paredes laterales = 50 - = - (2)
x x

Sumando (1) Y(2) obtenemos el costo del tanque:

C(x) = l 60x2 + 240 miles de bolívares
x
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PROBLEMAS RESUELTOS 1.1

IPROBLE:\IA 1.1Hall ar el dominio y rango de la función f(x) = .J 9 - u«

Solución

Domin io:
2 9x-2

x E Dom(!) <:::> 9 - x 2: O <:::> - x- 2: O

++ ++++--
I

o
Luego, Dom(/) ~ (--UJ, O) U [2/9, +00).

-++++++

2/9

Rango:

y E Rang(f) <:::> 3 x E Dom(/) tal que f(x) ~ y <:::> 3 x eDom(/) tal que.J 9 - 2/x = y

Despejamos x en términos de y:

..}9 - 2/x
2 2 y2: O

2
~ 9 - l y2: O- Y <:::> 9 -- = y 1\ <:::> 1\x x

2
y2: O<:::> x ~ -- 1\

9 _ y2

2
Mirando la igualdad: x = - - ') • vemos que podemos encontrar x si el

9 - y.

denominador, 9 - l ' es distinto de O, ó sea cuando y; 3 Ó y ; -3 .

Luego, y E Rang (l) <:::>( y ; 3 ó y; - 3.) 1\ y2: 0 <:::> y E [0, +oo)-{3}.

En consecuencia, Rang(/) ~ [O, +00) -{J} .

IPROBLEMA 2, I Hall ar el dominio, el rango y grafiear la función sierra:

Solución

Dominio: IR
Analicemos a la función S en cada

intervalo de la forma [n, n + 1):

n::;x <n+ 1 => [x] ~ n =>

S(x) ~ x -n y S(n) ~ n - n ~ O

- 2 -)

y

O 2 3 X
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Esto nos dic e que en cada inter valo [n, n + 1) S es la recta y ~ x - n, que tiene
pendiente 1 y pasa por el punto: (n, Sen)) ~ (n, O),

Luego , el ran go de S es el intervalo 10,1 ).

IPROBLEMA 3, I Hallar la función lineal f(x) = ax + b que cumple las condiciones:

1. f(x + y) = f(x) + f(y) , '¡/ x, y E R. 2, f(-2) ~ -I>

Sol ución

Usando la condición ( 1) obtenernos:

f(x + y) = f(x) + f(y) ::::;. a(x + y) + b = (ax + b) + (ay + b) ::::;'

ax + ay + b =ax + b + ay + b ::::;. b = b + b::::;. b ~ O

Luego, f(x) = ax.
Ahora, usamos la condición (2):

f(- 2) = - 6 ::::;. a(- 2) ~ - 6 ::::;. a = 3
En consecuenci a, la funci ón linea l buscada es: f(x) ~ 3x

IPROBL EMA 4.1 Una fábrica. para envasar alimentos. necesita pote s de aluminio
con tapa. que tengan la forma de un cilindro circular recto y un
volumen de 250r. cm' . Expresar la cantidad (área) de aluminio
que tiene cada pote como función del radio de la base.

Solución

Sean r el rad io de la base. h la altura y A el área total de las paredes de l pote. El
área es la suma de las áreas de las dos bases. que es 2ltr. más el área de la
super fic ie lateral, que es 2mh. Luego, .

A = 2ltr + 2ltrh ( 1)

Por otro lado, el volumen del cilindro circular recto es

V =ltr'h. En nuestro caso, como V ~ 2501t. tenem os que

ltrh =250lt ::::;. r'h =250 ::::;. h ~ 25,0
r

Reemplaza ndo este valor de h en (1) :

250 250
A(r) = 2ltr + 2ltr 7 = 2lt( r' + -r- )

IPROBLEM A 5.1 La figura adjunta está conformada por un triángu lo isó sceles y un
semicírculo. Los lados congruentes del triángu lo miden 10 cm . y
form an el ángulo O. Hallar una función que exprese el área A de
la figura en t érminos del ángulo S.

So lución
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Si A¡ es el área del semicírculo y A2 la del triángulo, entonces

A =A¡ + A2
Hallemos Al:

El radio del semicírculo es r ~ 10 sen (8 /2). Luego,
I I 2

AI = - 11,-2 ~ - 11 [10 sen (812) ] ~50n sen 2(8 12)
2 2

Hallemos A2:
La base b y la altura h del triángulo est án dadas por:

b = 2r = 2(10 sen(812)) = 20 sen(8 /2), h = 10 cos (812).

Luego,

I 1 [ [ ]A2 = "2 bh = 2" 20 sen(8/2)] 10 cos(812)

= 50 [2sen (812) cos (812)] = 50 sen O (Ident, Tr igo. 27)

Ahora hallamos A:

A =A¡ + A2 ~ 501l sen 2( 8/2)+ 50sen O= 50 [1I sen 2( 8 /2) + sen O]

Luego,

A =50 [1I sen 2( 8 12) + sen o]

PROBLEMAS PROPUESTOS 1.1

l. Dada la función f{x) = x: I , encontrar:

a. f{3)

2. Dada la función

b. f{1 + J2) c. f(2 + h) - f{2)

(x _2)2
g(x) = x + , encontrar:

4

d. f{a + h) - f(a)

a. g(2), b. g(a + 2), c. g(a + h) - g(a)

En los problem as del 3 al 8 tutllarel dominio y el rango de la función dada.

~ .¡xr::4
3. f{x) = "Jx - 9 4. g(x) = 3 S. h(x) = 2

x2 -4
6. u(x) = lJx-2 7. f(x)= -x- 8. y~ ~ x(x- 2)

En los problemas del 9 al 14 hallar el dominio de la función dada.

6 1 R9. g(x) ~ 10. y = I l. y ~ 4--
~-2 ~-2 x
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I
12. Y= -----;==

4-~
13. Y= ~ x+1

2-x
14.y=~X+5

x-3

19

En los problemas 15 y 16, hallar el dominio, el rango y grajicar la función:

{
Ix I si [x ]:s 1

15. g(x) = 1 si [x ]> 1 {
~ si x K O

16. [(x) = x si O:S x:S 2

~ six>2

1----- 12--------1

17. Probar que:
a. Si el gráfico de f es simétrico respecto al eje Y, entonces f es par.

b. Si el gráfico de f es simétrico respecto al origen, entonces f es impar.

18. Si [(x + 1) = (x - 3)2, hallar f(x - 1).

19. Hallar la función cuadrática [(x) ~ ax' + bx tal que [(x) - f(x - 1) = x, V X E R.
•

20. Un hotel tiene 40 habitaciones. El gerente sabe que cuando el precio por
habitación es de Bs. 30.000 todas las habitaciones son alquiladas, pero por cada
5.000 bolívares de aumento una habitación se desocupa. Si el precio de
mantenimiento de una habitación ocupada es de Bs. 4.000. Expresar la ganancia
del hotel como función del número x de habitaciones alquiladas.

21. Cuando la producción diaria no sobrepasa de 1.000 unidades de cierto artículo,
se tiene una utilidad de Bs. 4.000 por artículo; pero si el número de artículos
producidos excede los 1.000, la utilidad, para los excedentes, disminuye en Bs. 10
por cada articulo que excede los 1.000. Expresar la utilidad diaria del productor
como función del número x de articulos producidos.

22. Una finca está sembrada de mangos a razón de 80 plantas por hectárea. Cada
planta produce un promedio de 960 mangos. Por cada planta adicional que se
siembre, el promedio de producción por planta se reduce en 10 mangos. Expresar
la producción p(x) de mangos por hectárea como función del número x de plantas
de mango sembradas por hectárea.

23. Para enviar cierto tipo de cajas por correo la administración exige que éstas sean
de base cuadrada y que la suma de sus dimensiones (largo + ancho + altura) no
supere los ISO cm. Exprese el volumen de la caja, con máxima suma de sus lados,
como función de la longitud del lado x de la base.

24. Un alambre de 12 m. de largo se corta
en dos pedazos. Con uno de ellos se
forma una circunferencia y con el otro
un cuadrado. Expresar el área encerrada
por estas dos figuras como función del
radio r de la circunferencia.

25. Un triángulo isósceles tiene 36 cm. de perimetro. Expresar el área del triángulo
como función de la longitud x de uno de los lados iguales.
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26. Una ventana de 7 lTI . de perimetro tiene la forma
de un rectá ngulo coronado por un semicí rculo .
Expresar el área de la ventana como función del
ancho x.

• f-; + = ":":±-j=,.

1 L. .. ......_"'-'

Un fabrica nte de envases construye
cajas sin tapa utilizando láminas de
cart ón rectangulares de 80 cm. de
largo por 50 cm. de ancho. Para
formar la caja. de las cuatro esqu inas
de cada lámina se recorta un pequeño
cuadrado y luego se dob lan las aletas,
como indica la figura.

Expresar el volumen de l envase como función de la long itud x del lado del
cuadrado cortado.

27.

28. Se quiere imprimir un libro, en el cual cada pág ina
tenga 3 cm. de margen superior. 3 cm. de margen
inferior y 2 cm. de margen a cada lado. El texto
escrito deb e ocupar un área de 252 cm2

Expresar el área de cada página como func ión del
ancho x de l rectángulo impreso .

29. Un triángulo isósceles se inscribe en un círculo de
radio 5 cm. Hallar una función que exprese el
perimetro P del triángulo en términos del ángulo 6.

JO. De una lámin a circular de radio 10
cm. se corta un sector para construir
una cop a cónica . Hallar una función
que exprese el volumen de la copa
en términos del ángulo central a.El

I ,
volumen del cono es: V =-nr-h

3

31. El ángulo de inclinación de una recta que no intersecta el segundo cuadrante es

de ..:::. rad. Hallar su ecuación sabie ndo que Sll distanc ía al origen es de 4.
4

SECCION 1.2

NUEVAS FUNCIONES DE FUNCIONES CONOCIDAS
GRAFICAS NUEVAS DE GRAFICAS CONOCIDAS

Conociendo el gráfico de una función y = f(x) podem os obtener, mediante simples
transformaciones geo métricas. los gráficos de las siguientes funciones:



y = f(x + e),

y = cf(xJ,
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y = f(xJ + e, y = f(xJ - e,

y =- f(xJ, ~. ~ f(-xJ,
donde c es una constante positiva.

Las transfonnac ioncs sugeridas son de tres tipos:

1. Traslaciones vert icales y horizontales.

2. Reflexiones,

3. Estiramiento y compresión.

y ~ f(x - e),

y ~ f(cxJ,

21

TRASLACIONES VERTI CALES Y HORlZOXfALES

Sea e > O, Para obtener la gráfica de:

1. y = f(xJ + e, traslad ar la gráfica de y ~ f(xJ e unidades hacia arri ba.

2. y = f(xJ - e, trasladar la gráfica de y ~ f(xJ e unidades hacia abajo,

3. y = r(x + e), t raslad ar la gráfica de y = f(xJ e unidades a la izquierda.

4. y = f(x - e), tra sladar la gráfica de y ~ f(xJ e unidades a la derecha.

IEJEMPLO 1.1 Utilizando la gráfica d. la función y = [ x ] (ejemplo 6J, graficar las
. funciones:

a. y =[x ]+ 2 b. Y= 1x I - 3 e, y ~ 1x - lid. Y~ Ix + 2 I

Solución

b. y= Ix l-3 d. Y ~ I x + 2 1

+ ; ¡ / ,,'t"i: : x ~ ~;
RE FL EXIONES

Para obtener la gráfica de:

1. Y~ - ( xJ, rellejar la gráfica d. y = ( x) en el eje X.

2. y ~ f(-xJ, refl ejar la gráfica de y = f(xJ en el eje Y
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IEJ EM PLO 2. 1 Utilizando las gráficas de y = I x l y la de la y = JX .graficar las
siguientes funciones:

a, y =- 1x I b. y= ~
Solución

a. La gráfica de y = - 1x I se obtiene reflejando en el eje X la gráfica de y ~ Ixl

b. La gráfica de y =~ se obtiene reflejando en el eje Y la gráfica de y =;[x

,, , , ,

Y'"' ll. j
,,,,

x
0

0,0-
.',

x

a. y=- Ix I b. y = ~

ESTIRAMIENTO Y COMPRESION

Sea e una constante positiva: e > O.

l . Para obtener la gráfica de )' = cf(x), modificar vertic almente ( alargar o
comprimir) con factor e la gráfica de y = f(x). Esta modificación es un
alargamiento si e > 1 y es una compresión si O< e < 1.

2. Para obtener la gráfica de y = f(cx). modificar horizontalmcnte (comprimir

o alargar) con factor ~ la gráfica de y = (x). Esta modificación es una
e

compresión si e > 1 y es un alargamiento si O< e < 1.

Una argumentación sobre la validez de estos criterios la presentamos en el
problema resuelto 6.

IEJ El'l'¡ PLO 3.1Utilizando las gráfica de y =~ graficar las funciones

a. g(x) = 2~ b, h(x) =J.-~
2

Solución

La gráfica de y =~ es la parte superior de la circunferencia x ' + y' = 1

a. En este caso e = 2 > l . Luego, la gráfica de g(x) = 2~ se obtiene estirando

verticalmente con factor e =2 la gráfica y =~
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la gráfica y ~f17
y

b. En este coso e ~ ~ < l . La gráfica de h(x) = ~ f17 se obtiene comprimiendo
2 2

1
verticalmente con factor e = 

2

2

x

y

I

In

- 1x- t
x

,

y=~ a. g(X)=2~ b. h(x)=~~
2

1EJEM PLO 4·1 Utilizando los gráfica de y = f17 grafiear las funciones

a. g(x) = J1-4x ' 0Tx
b. h( x)~ ~ 1-4

Solución

a. Tenemos que g(x) = J1- 4x ' = ~ 1- (2x) ' . Lnego, por la regla 2, para el caso

e = 2, concluimos que la gráfica de g(x) = J1-4x ' se obtiene comprimiendo

horizontalmente con factor e = 1/2 la gráfica y =J1- x.2

b. Tenemos que h(x) = J1- x2/4 = jl~-(x/2)2 . Luego. por la regla 2, para el

caso e = 1/2 la gráfica de h(x) ~J1- x 2/ 4 se obtiene estirando

bori 1 e _1 _- _ 1_ _- 2 la er áfi ~1 2onzonta mente con lactar a gra ICa y="1- x "
e 1/ 2

JI

rD
- 1 - 112 : 112 x

6
- 2 - 1 I 2 X

r-. ,
y= .. - x
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ALGEBRA DE F UNClü1'ot:S

Dadas las funciones rea les, f y g, la suma f + g, la diferencia f - g, el producto de

un número r por una función rf y e l cocientei se definen así:

IDEFINICION, I Sean fy g funciones reales y r un número real.

a. (f + g)(x) ~ f(x) + g(x), Dom(f + g) ~ Dom(f) n Dom(g).

b. (f - g)(x) ~ f(x) - g(x), Dom(f - g) ~ Dorn(1) n Dorn(g).

e, (fg)(x) ~ f(x)g(x), Dorn(fg) ~ Dorn(f) n Dorn(g).

d. (rf)(x) ~ rf(x),

c. (~}x) ~ f(x) ,
g g(x)

Dom(rf) ~ Dom íf).

f
Dom( g )~ Dorn(1) n Dom(g) - {x I g(x) ~ O}.

IEJEMPLO 5.1 Si f(x) = -f,(, g(x) ~ ,J97 y r ~ 5, hallar las funciones:
f

a. f + g b. f ~ g c. f g d. rf e. g
Solución

Hallemos los dominios de f y de g:

x E Dom(f) <::> x ~ O. Luego, Dom(f) = [O, -co].
X E Dom(g) <::> 9 - x2 ~ O <::> x2:::: 9 <::> -3 S x:::: 3.

Luego, Dom(g) ~ [-3 , 3].

La intersección de estos dominios es:

Dorn(f) n Dom(g) = [O, +00) n [-3,3) =[0,3).
Ahora,

a. (f t g)(x) ~ f(x) + g(x) = ,rx +~, con dominio ~ [O, 3).

b ( f - g)'x) ~ I1x) - g(x) ~ ,rx -~, con dominio ~ [O, 3).

r (: , ,,'( '.\ ~ f(x)g(x ) ~ ,rx~ 9- x ' ~ ~ 9x - x ) , con dominio ~ [O, 3].

d. : v', ' = 5f(x) = 5-f,( , con dominio ~ Dom(f) ~ [O, - cc)

;' f : _ fi'x)
e. l g .I e) - g(x)

.-f;.
~9 ~ x2 , con dominio ~ [O, 3)-{3} = [0,3)
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COMPOSICION DE FUNCIONES

IDEFlNICION.1 Dadas dos funciones fy g, se llama funci ón compuesta de f y g a
la función f o g definida por:

(r. g)(x) = f(g(x»

Dom(f o g) = {x e Dom(g) / g(x) e Dom(!)}

Observar que para que se pueda tener la compuesta f o g , el rangn de g debe
intersectar al dominio de f.

IEJEMPLO 6.1 Si f(x) ~ ~ y g(x) ~ ~ hallar:

Soluc ión
a, f o g b. g o r. c. g o g d. f o f

a. (fog)(x) = f(g(x» ~ f(1/x) = ~1_ (l /x ) 2 = h-l/x 2

b. (g o f)(x) ~ g(f(x» ~ g(~) = 0
I - x

I I
c. (g o g)(x) ~ g(g(x» = g( - ) = - ~ x

x 11x

d. (f of)(x) = f(f(x)) ~ t(~ ) = ,b -(~ )' ~ R ~I xl
(g o f)(x) = 4x2 + 7 t 16x2 - 40x + 28 = (f og)(x)

Este ejemplo demuestra que la composición de funciones no es conmutatíve.
Esto es. (g e I) '" (f . g). En efecto:

r- 1
(gof)(x) = V1-l/ x2 t~ ~ (f og)(x)

1- x'
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IEJ EMPLO 7. ' Si 11:x) = 1 ~ x , g(x) ~ x3 y h(x) = x - 2, hallar:

a. f o g o h b.Tc h o g c. h o g o f
Solución

(x 2))
a. (f o g o h )(x) ~ (fo g)(h(x» ~ 11:g(h(x))) ~ f(g(x - 2» = f(x - 2)3) = - )

1+(x-2)

b. (f o h o g)(x) = (fo h)(g(x)) ~ f(h(g(x))) = f(h(x))

.3_2 ,,) _ 2
= f(' ) - 2) ) ~ x3 _ 1

1 -t x - 2

c. (h o g o f)(x)= (h og)(f(x» ~ h(g( f(x))) = h(g(l ~x » =h(( 1 ~x )')

( x )' x
3

= I + x - 2 = ( I + x)' - 2

-5
~ •hallar tres funciones f, g Y h tales que

"x'-3
F =fo goh

IEJEMPLO 8·1 Si F(x)

-5

Solución
-5

Si f(x) ~ - , g(x) = 'IÍX y h(x) = x' - 3, se tiene:x

( f o g~ h )(x) ~(fo g)(h(x» = f(g(h(x))) ~ t(g(x ' - 3» = t( J.' -3 )
~X 2 - 3

Estas funciones no son únicas. Las siguientes funciones también satisfacen el
requerimiento:

~ 2f(x) ~ .Jx ' g(x) = x - 3 Y h(x) ~ x

PROBLEMAS RESUELTOS l.2

IPROBLEMA 1. 1Usando la gráfica de y = Ix l,ejemplo 5 sección 1.1, y usando
las técnicas de la transformación. bosquejar la gráfica de

b, Y =lx/2 ]
Solución

a. El gráfico de y ~ 1- x] se obtiene reflejando en el eje Y el gráfico de y = [x].
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y 2

la gráfica de y = [xl. alargándola

e

,
y

b. La gráfica de y ~ [x12l se obtiene de

1 1
horizontalmente con factor ~ - ~ 2.

1/2

-, ~
a. y = [-x]

- 2 _1 o
- 1

1 J X

-4 -3 - 2 - 1 o 1 2 3 4 X

- 1

• o -2

b. y~ [xl2 ]

I PROBLEMA 2. I Usando las técnicas de la transformación de gráficas, bosquejar

la gráfica de y =- ~ ~x + 3

4 Xo

3. y= -J x/2

Solución

Paso t , Tomamos la gráfica de y =.¡; .que es ya conocida.

Paso 2. Construimos la gráfica de y =.J xI2 , la cual se obtiene de la gráfica de

y ~ .¡; alargándo la horizontalmente con factor .!. = _ 1_ = 2
e 1/2

Paso 3. Construimos la gráfica de y ~ - JxJ2 , la cual se obtiene de la gráfica de

y ~ J xJ2 reflej ándola en el eje X.

Paso 4. Constru imos la gráfica de y ~ - J xJ2 + 3. la cual se obtiene de la gráfica de

y ~ - J xJ2 , trasladándola 3 unidades hacia arriba.

t . y = .¡; 2. Y= b /2

~~: mu ~ ,
4. y= -J x/2+ 3

y y

-2 8 ~ _

8

x

o 4 8 X
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IPROBLEMA 3.1 Teniendo en cuenta la gráfica de y = eos x y usando las técnicas
de la transformación de gráficas, bosquejar la gráfica de:

a. f(x) ~ 2eos x b. g(x) = eos 2x
Solución

a, La gráfica de la función f(x) ~ 2eos x se obtiene de la gráfica de y ~ eos x,
estirándola vert icalmente. con un factor de 2.

b, La gráfica de g(x) = eos 2x se obtiene de la gráfica de y = cos x, comprimiéndola

horizontalmente, con un factor de .!- .
2

y

- n/2

f(x) = 2eos x

x

y

'r:

x

g(x) = eos 2x

Observar que el periodo de g(x) = eos 2x es ll, que es la mitad del periodo de

i = eos x. En general. el periodo de y = eos ex es 2" .
e

IPROBLEMA 4·1 Sea la función h(x) ~~ + -4 1 ,
- x

a. Hallar el dominio de h.

b. Hallar dos funciones f y g tales que h ~ g o f
Solución

a. Para que~ sea real debemos tener que 4 - x' ~ O. Además, como 4 - x'

aparece como un denominador, debemos exigir que 4 - x' *O. Uniendo las dos
condiciones debernos tener que:

4 - x2 > O .:" ' .., < 4 <:::> [x ]< 2 <:::> -2 < x < 2.

Luego, e' ·::Otr.h;: .. .:, ¡ :; :- ...: : ~~ · t~r \'a l o (- 2. 2) .

(g o f) (x) = g(f(x)) = g(4 - x' )

I
- ·~; i1~mos que
y

=~+ _1_2
4 -x

h(x)
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IPROBLEMA 5.1 Sea g(x) ~ x - 1 Y h(x) ~ x 2 .

3. Hallar una función p tal que g o p = h

b. Hallar una función ftal que f o g ~ h
Solución

a. g o p ~ h => g(p(xl) ~ h(x) => p(x) - 1 ~ x' => p(x) ~ x' + 1

b. f o g e h => f(g(x))~h(x) => f(x-I)~x'

Luego, f(x) ~ f(x + 1 - 1) ~ f«x + 1) - 1) ~ (x + 1)2

29

1PROBLEMA 6.1 Justificar el criterio de estiramiento y compresión de una gráfica.

Solución

1. Tomemos cualquier punto (x, f(x)) del gráfico de y ~ f(x). Si a la ordenada de
este punto lo multiplicamos por e, obtenemos el punto (x, cf(x)), que está en la
gráfica de y ~ cf(x). Pero multiplicar sólo las ordenadas de los puntos (x, f(x))
por c significa alargar (si e > 1) o comprimir (si e < 1) verticahnente con factor e
la gráfica de y ~ f(x).

2. Tomemos cualquier punto (x, f(x)) del gráfico de y ~ f(x). Si a la abscisa de este

punto 10 multiplicamos por l/c, obtenemos el punto (x/e, f(x)). Si hacemos

z ~ x/c, tenemos que x ~ ez y (x/c, f(x)) ~ (z, f(cz)), que está en la gráfica de

y ~ f(cx). Pero multiplicar las abscisas de los puntos (x, f(xl) por l/e significa

comprimir (si e > 1) o alargar (si e < 1) horizontalmente con factor 1/c la gráfica

de y ~ f(x).

PROBLEMAS PROPUESTOS 1.2

1. Usando la gráfica de f(x) ~ x3, bosquejar los gráficos de:

a. y~ x3-3 b. s: (x-l)' c. s: _x3+1 d.y~_(x_I)3 +1

2. Usando la gráfica de ¡{x) ~ ~ , bosquejar los gráficos de:

1 1 1
a. y ~ - - 2 b. Y ~ -- c. y ~ - -

x x-2 x

3. Usando la gráfica de y ~ [x], bosquejar el gráfico de:

a. y ~ - [x ] b. Y~ [2x ] c. y ~ Hx]

1
d. Y ~ + 5

x-2
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7. f(x) = ~ 16- X 2 , g(x) ~ ~ x 2 - 4

4. Utilizando la gráfica de la función y = sen x y las técnicas dc traslación y

reflexión, graficar la función y = 1 - sen (x - ~ )
2

5. a. Considerando la gráfica y = cos x y usando las técnicas de la transformación de
gráficas, bosqueja r la grá fica de y ~ - 3cos 4x.

b. ¿Cuál es el periodo de y = - 3cos 4x ?

f
En los problemas 6, 7 }" 8 ñallar f + g, f - g, f g Y g con SIIS respectivos

dominios.

6. f(x) ~ _ 1_, g(x) = J 2 - x
l e- x

1 . 3
8. f(x) = , g(x) = 1'.

~4 _X 2

9. Hallar el domi nio de la función f(x) =~ +..¡;:=-¡
10. Hallar el dominio de la función f(x)~~ + V i?

x+ _

~ +-{;;+2
11. Hallar el dominio de la función g(x) ~ x2_ 9

En los problemas del 12 0116 hallar f o g, g o f, f o f y g o g, con sus respectivos
dominios..

12. f(x) = x2 - 1, g(x)~ .,f;.

14. f(x) = x2 - x, g(x) = ~
x

16. f(x)=~ , g(x) =~

13. f(x) = x2, g(x) ~ Jx- 4

I Jt:
15. f(x) = -1- ' g(x) = 'I x-x

EIl los problcmas 17y 18 hallar r o g o h.

1 x 2
17. I(x) = .,f;. , g(x) =-, h(x) = x2- 1 18. I(x) = l/x, g(x) = - ' - , h(x) =x - x

x 1+ x

19. Si f(x) = 1 ~ x , hallar, con su respectivo dominio, f o f o f.

En los problemas del 20 al 23 ltallar dos funciones f y g lales que F ~ f o g.
l

20, F(x) = 1 +x 21. F(x) = - 3 +..[x

22. F(x) = ~(2x - 1)2 23. F(x)
-fx2 -x + l

E Il lo.' problemas 24, 25 Y 26 Iiallar f, g Y h tales que F ~ f o g o h.
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24.F(X) = ~ 25. F(x)~ V x 2 + l x l +1 26.F(X) ~ ~~- 1
1+ x 2

27. Si f(x) = 2x + 3 y h(x) = 2x2 - 4x + 5, hallar una función g tal que f o g ~ h.

I
28. Si f(x) = x - 3 Y h(x) = --2 ' hallar una función g tal que g o f = h.x-

SECCION 1.3
FUNCION INVERSA

a·
C. -I---t-...

Sea f: A --+ B una función con dominio A y rango B. [ asigna a cada elemento x de
A un único elemento y de B. En caso de ser posible, queremos invertir a f; es decir, a
cada y de B regresarlo, sin ambigüedad, al elemento x de A de donde prov ino. A esta
nueva función, con dominio B y rango A, sc la llama [unción inversa de f y se denota

pnr f - I .
No todas las funciones tienen inversa. Así, de las dos funciones f y g dadas a

continuación, sólo f tiene inversa. La función g no la tiene debido a que el elemento
3 proviene de dos elementos de A, a y c. La función inversa de g tendría que asignar
estos dos elementos a 3, pero esto no es posible porque viola la definición de
función. A r A g r- I

B

Las [unciones, como f, que efementos distintos del dominio asignan valores
distintos del rango, se llaman funciones inyectivas. Estas son las funciones que
poseen inversa.

IDEFINICION. I Una función f: A --+ B es inyectiva o runción uno a uno si:

X," x, =) r(x,) "r (xz)

y

Es decir, si a elementos distintos del dominio, son asignados
elementos distintos del rango.

Para determinar si una función real de variable
real f es inyectiva contamos con el criterio de la
recta horizontal, que es similar al criterio de la
recta vert ical usado para determinar si el gráfico
de una ecuación corresponde al gráfico de una
funci ón. x, x

r
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Si una recta horizontal corta al gráfico de f en dos puntos, como indica la figura,
entonces existen dos puntos x, y x, del dominio de f tales que y = f(X I) = f(x, ). Esto
implica que f no es inyectiva. Esta deducción nos ilustra el criterio antes mencionado:

CRITERIO DE LA RECTA HORIZDNTAL.

Una función real de variable real f es inyecliva si y sólo si toda recta
horizontal corta al gráfico de f a lo más en un punto.

IEJEMPLO 1.1Mostrar que la función f(x) = x 3 es inyect iva,

Solución

Toda recta horizontal corta al gráfico de f(x) = XJ

exactamente en un punto. Luego, el criterio de la recta
horizontal nos dice que esta función es inyectiva.

IEJEMPLO 2.1 a. Mostrar que la función g(x) = x 2 + 2 no es inyectiva.

b, Restringir el dominio de g para obtener una nueva función f que
sea inyectiva.

Soluci ón

a. Aplicando el criterio de la recta horizontal vemos que existen rectas horizontales

que cortan al gráfico de g(x) ~ x 2 en más de un punto.

b , Sea f la reslrieción d ega ( O. + oo).E stoes, f{x)= x 2+2. c on x ;'O.es
inycctiva

,
o x

2g{x) ~ x +2
o X,

f{x) =x' + 2 , x;, 2

IEJEMPLO 3. I Si f cs monótona (creciente o decreciente) , entonces f es
ínyectiva.

En efecto, si f es creciente o decreciente, entonces toda recta horizontal cortará al
gráfico de f a lo más una vez. Luego, el criterio de la recta horizontal nos asegura que
fes inyectiva.
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IDEFINICION. [ Sea f: A -> B una función inyectiva de dominio A y rango B. Se
llama función inversa de f a la función

f - ' ; B -> A tal que

x ~ f-'(y) <:> y ~ f(x) (1)

La expresión (1) anterior es equivalente a

r - '(f(x» = x, 't x E A Y f(f -'(y» ~ y, 't Y E B (2)

En efecto, si en x ~ f - '(y) reemplazamos y ~ ftx), obtenemos x = f - '(ftx).
Similarmcnte , si en y = ftx), reemplazamos x ~ f-'(y), obten cmos y = f( f-'(y)).

IO RSERVACION . 1 No confundir f - '(y), con el cociente _ 1_ . Para evitar
f (x )

ambigüedad, al cociente f(~) lo escribiremos asI: [ [(X)]-I

ESTRAREGI A PARA HALLAR LA INVERSA DE UNA FUNCION

Pa so 1. Reso lver la ecuación y = f(x) para x en t érminos de y: x = r -'(y),

Pa so 2. En x ~ C'(y), intercambiar x por y para obtene r, finalmente, y = f - '(x)

GRAFlCA DE LA F UNCIO N INVERSA.

x

[ - ,
,,,,

" # ( l . b)
: ... ... # # #

x

En vista del paso 2 donde se intercambia a x por y, la gráfi ca de la función inversa
se obtien e reflejando la gráfica de y = rex) en la diagonal y = x.

y t· ?~
Y lb,,) .~ "\

"\

IEJEMPLO 4.1Hallar la función inversa de ftx) = x 2 + 2, x " O. Graficar la.

Solución

Paso 1. y =x 2+2 => ,2 =y_2 =>
x =±0

Como x " O, tenemos x = 0
Paso 2. En x = 0 intercambiamos x por y

obtenemos; r - '(x) =~, x z 2

y
I
I

I
I

I,

x
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I I . 4x+7EJEMPLO 5. Sea la funci ón g(x) ; - - .
2x+5

a. Hallar el dominio de g.

b. Hallar la función inversa g - I .

Solución
a. Debemos tener que 2x + 5 " O ~ x e - 5/2. Luego. Dorníg}« 1x I x ;t - 5/2}

4x+7
b. Paso 1. y~ -- ~ 2xy + 5y~ 4x + 7 ~ 2xy-4x ; -5y+7

2x +5

,,,,
, 2

• x--r
g-I(X); -5x+ 7

2x-4 __+t~__

x-5 /21,,
••

-5y + 7
~ x(2y - 4) = - 5y + 7 ~ x = --"''--.:....:.

2y -4

I - 5x +7
Paso 2. Intercambiamos x por y obtenemos: g- (x) = ---=.:.:..:..:.

2x-4

v

g(x) = _4'_+_; r
2x+:Jj__~=~_

,

Teniendo en cuenta que la gráfica de f - I se obtiene reflejando en la diagonal
principal la gráfica de r, se deduce los siguientes resultados;

a. Si res creciente, entonces [-1 es creciente.

b. Si f es decreciente, entonces f-l es decreciente

PROBLEMAS PROPUESTOS 1.3

Hallar la funct án inversa de cada 11110de las siguientes funciones. Graflcarlu.

l, f(x) ; 2x + 1 2. g(x) = x 2- 1, x ~ O 3. h(x) = x 3+ 2

I
4. ktx) > -- I

x
5. f(x) = .J 16-2x 6 ( )

- 5x-15
.gx --

3x +7
7. Probar formalmente que;

a. Si f es creciente. entonces r- I es creciente.

b. Si fes decreciente,entonces r- Ies decreciente
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SECCION 1.4

FUNCIONES TRIGONOMETRICAS INVERSAS

IX
• x,

'l' = sen x

Las funciones tr igonométricas no son inyectivas, Restringiremos el dominio de
cada una de elIas para conseguir esta propiedad y, de este modo , lograr una funci ón
inversa. Estas funciones res tringidas y sus respectivas inversas las pre sentamos a
continuación,

FUNCION SENO INVERSA O ARCOSEN

sen : [- ~ , ~]-> [- 1,1] sen- I
: [-1 , 1] -> [- lt/2,n/2]

2 2
Y ~ sen-' (x) <=:> x ~ sen y y - lt/2 " y" JtI2 • \',

FUNCION COSENO INVERSA O AR CCOS

cos : [ O, n] -+ [- 1, 1] cos- I
: [-1 , 1] -> [ O, nJ

- 1
y ~ cos (X) C> X~ cos y, O" Y" ¡¡ l'

\'

1

-1 I X

y = cos- I x

x

-,
y = cos X

•
1

y

· ------·x· ----. -
,

y ~ t. n -I x

,
_. _ . o _ •• _ • • • • _

•, X

y = lan x

•,

FU]\'C10N TANGENTE INVERSA O ARCTAN
tan : (-¡¡/2, ¡¡/2) -> IR ta n-' : IR -> (-JtI2, JtI2)

Y~ tan - I (x) <=:> x = tan y, - ¡¡/2 < y < ¡¡/2



36 Capítulo 1. Funciones Reales

FUNCION COTANGENTE INVERSA O ARCCOT

col: ( O, 11 ) -" R
Y ~ cot" I (x) c:> X ~ col y,

v

y ~ col X

col - I : R -" ( O, 11 )

O< Y< 1t

y

x

FUNCION SECANTE INVERSA O ARCS EC

see:[ O, 11/2) U [11, 311/2) -"R - (-1 ,1 ). sec - L R - (- 1 , 1)-"[ O, 11/2) U [11, 311/2)

y
3n12

~ .

•

-1

y ~ scc - '(x) c:> x =see y, O5 Y< 11/2

x

\
y e sec x

Ó 1t ~ Y < 31tl2

......-----... --,
-1 x

LA FUNCION COSECANTE INVERSA O A RCCOSEC

coscc : ( O, 11/21 U (11, 31l/2]-"R- (- 1,1). cosec" 1: R- (-1, 1)-"( O, 11/2] U (11, 311/2]

Y= eosee- I (x) ec- X ~ cosec y, O< y 51112 Ó 1l < y 5 31112
y

31t12

y = cosc c x

y

3,,/2

~ "- - - - -_.--- -- - -- --.- -
•
2

-1

- ,'i = cesec X

x
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IOBS ERVACION. I Algunos autores restringen la secante a [ O. rrl2) U (rr/2," ] en

lugar de [ O, rrl2) U rn, 3rr/2), como lo hemos hecho nosotros. La escogencia
nuestra tiene la ventaja que simplifica la fórmula de la derivada de la función y

= sec -) x, ya que evita la aparición de un valorabsoluto. Sucede un caso similar
parala cosecante.

IEJEMPLO 1. I
a. sen-Ü) = ~' ya que sen~ = ± y -~ ,;~ ,; %

- 1( .fi.) 3" 3".fi. 3rrb. cos - 2 =4 , ya que cos4=-2 y 0 ';4 ';"

e. tan- I(-I) = - 2:. vaque t. n ( - 2:. ) =-1 y _ 2:. < _ 2:. < 2:.
4 " 4 2 4 2

_\( ¡;;) 5" (51t ) t: rr 5rrd. Col - \1 3 = - , vaque col - =-",3 Y - < - < "
6 . 6 2 6

e. eosee -l (2 ) = %' ya que cos ec ( % ) = 2 Y 0 <% s %

PROBLEMAS RESUELTOS 1.4

¡PRO BLE MA 1. 1 Hallar a. sen ( tao- I( I/2) )

Solución

a. Sea a= tao- l(1 /2 ) . Luego, tan a = 112,Y O< a < 1tI2. y

Con estos valores, tomando en cuenta la definición
de tan a, construimos el triángulo rectángulo adjunto.

Vemos que:

sen ( tan - I ( 112 ) ) ~ sen a ~ 1115
b, Sea p= sec- I

( - 5/3) .

Luego, see p~ - 513 Y 1t ,; P< 3n12.
Ahora,

tan ( sec - I( -513) ) ~ tan p~ ~ = ~_ 3 -' (-3, --1)

y

x

x
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IPROBLEMA 2. 1Si - 1 ,; X"1, expresar en términos de x:

a. cot( sen -Ix)

Solución

Sea a; sen-I x . Luego, sen a; x, donde -"/2 ,, a ,; ,,12

Observando que sen a ; ~, construimos el primer triángulo rectángulo si x > Oó

1
el segundo, si x < O. AIIf, x corresponde al cateto opuesto y 1 a la bipotenusa. El otro

cateto, aplicando el teorema de Pit ágoras, es ± ~ 1 - x 2 . De estos dos valores,

tomamos el positivo: ~ 1 - X 2 ,porque esta raíz corresponde a cos a y cos a > O
cuando - 7tI2,; a ,;7tI2.

v
v

x
a

xa

~

~ . " O1 51 X -r-
X

1

~
b. sec( sen-1x );seca ; ~~=

a. cot ( sen- 1x) ;cot u;

Ahora,

IPROBLEMA 3.1 Hallar, sin calculadora, el valor de

sen [COI -t ( -5 /12) - cos- I(3 /5) l y

Solución

Sea u; cot" 1( - 5 112 ) . Luego,

cot u; - 511 2 y 1tI2 < a <"
Sea ~; cos-I(3/5) . Luego,

cos ~ ; 3/5 Y O< ~ < 7tI2
Ahora,

sen [COI- J( - 5 /12 ) - cos-I(3/5) l
; sen [ a - ~ 1; sen a cos ~ - cos a sen ~ ; ~ ~ _ - 5 ~ ; 56

13 5 13 5 65

IPROBLEMA 4·1 Resolver la ecuación tan- I(2x - 3)= 1

Solución
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tan - 1(2x - 3 ) ~ 1 <:::> 2x - 3 ~ tan ( 1 )

Mediante una calculadora hallamos que tan ( I ) ~ 1,5574077. Luego,
I

2x - 3 ~ 1,5574077~ x ~ - (1.5574077 + 3 ) = 2.787038
2

PROBLEMAS PROPUESTOS 1.4

e. cosee y

e. eosee y

c. cosec y

d. see y

- 13. eos (-1)

-16. eosee (-2)

En 10.'\ problemas del 1 al 9 evalullr las expresiones indicadas sin usar
calculadora.

1. sen- I (.J3 I2 ) 2. sec- 1(- ,f2 )

-1 r: -14. tan (- v 3 ) 5. cot (- 1)

7. Dado y = sen-1(1/3) hallar el valor exacto de
a. cos y b. tan y c. cot y d. sec y

8. Dado y = sec - 1( ,f5 / 2 ). hallar el valor exacto de

a. sen y b. cos y e. tan y d. eot y
-19. Dada y = tan (- 3) hallar el valor exacto de

a. sen y b. eos y c. eot y

En los problema s del 10 0113 hallar el valor exacto de la expresión indicada.

lO. sen (eos-I( .[3 I2 )) 11. eosee ( tan- 1(- 2))

12. sen (tan- I( - 3/4» ) 13. tan (sen- I( -3/4)

En los problema s 14 y 15 hallar el valor exacto de/a expresión indicada

14. sen- I ( cos I-n/ó) 15. tan-l (tan (4lt/3 )).

En los problemas del 16 al 19 hallar el valor exacto de la expresión indicada.

16. eos ( sen - '(I /3) + tan - 1(l /3) ) 17. sen ( 2cos (l /3 )

18. tan ( 2 sen - I (-.J3 / 2 ) ) 19. eos( (I /2)sen-' (5113))

En los problemus
correspondientes

- 120. sen ( tan (x))
- 122. sen ( eos (x/2)

del 20 al 23 hallar las expresiones

- 121. tan ( sen (x)
- 123. cos « 1/2) cos (x)

algebraicas

Resolver las siguientes ecuaciones:
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_1 (x ) l
24. sen 2 ~ - '2

26. tan2x + 9 tan x - 12 o y

-i M.:25. sen '12x

1t 1t
- -<x <-

2 ' 2

-1cos x

SECCION 1.5
FUNCIONES EXI'ONENCIALES

LEYES DE LOS EXPONENTES

Recordemos que el conju nto de los números reales está conformado por la unión
de dos conj untos disjnntos: El conju nto de los números racionales y el conjunto de
los números irracionales. Un número real es racional si y sólo si éste tiene una
expresión decimal periódica. En cambio, un número real es irracional si y s610 si éste
tiene una expresión decimal infinita no periódica.

Queremos definir a ~ , donde a es un número real positivo y x es cualquier número
real. Para x racional , la situac ión no es complicada . La dificultad aparece cuando x es
irracional. Aqu í tenemos que recurrir al concepto de limite, pero este es un concepto
que todavía no se ha estudiado. Sin embargo, trataremos de presentar una

presentación intuitiva. Veamos, en primer lugar, el caso de a x • cuando x es un
racional.'

Sea a un número real positivo y x un número irracional.

1. Si x = n, donde n es un entero positivo, entonces

2. Si x= O, aO = I

a x = a n aa. a.

3. Si x = - n, n es un entero positivo, entonces I

a"

4. Si x = m/n , donde m y n son enteros positivos, entonces

¡EJ EMPLO 1.1
a. 43 = 4 . 4. 4 = 64

c.

b. 4° = \

d. 45/ 2 = (41i2)5 = (v'4)5 =( 2 ) ' = 32
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Ahora veamos el significado de a K cuando x es irracional. Lo hacemos mediante

el caso particular de 2 '1l: . El número 1t es uno de los números irracionales más
conocidos, que apareció en la Geometría, en el estudio de la circunferencia.

El número" tiene un desarrollo decimal infinito no periódico. Sus 30 primeras
cifras son:

" = 3,14 1596253589793238462643383279.. •

Considerando esta expansión decimal de it construimos las dos siguientes
sucesiones de números racionales:

1) 3,1 3,14 3.141 3,14 15 . . . y 2) 3,2, 3,15 3,142 3,1416 . ..

Los términos de la primera sucesión se aproximan a 7[ por la izquierda (menores
que x). Los t érminos de la a segunda sucesión se aproximan a rr por la derecha
(mayores que " ).

Ahora. las sucesiones anteriores, permiten aproximamos a 2x por la izquierda y
por la derecha, con las siguientes potencias racionales:

3,1 <,, < 3,2

3,14 <" < 3,15

3,141 < ,,< 3,142

3,1415 < n < 3,1416

=> 2' ·1 < 2" < 232

==" 23, 14 <21t < 23,15

==" 23•141 < 21t < 23, 142

~ 2 3. 14 15 < 2 11 < 2 3.14 16

Se prueba , haciendo uso de las propiedades básicas de los núme ros reales, que
existe un único número real que es mayor que todos los números:

2 3.1 < 23. 14 < 2 3. 141 < 2 3.1415. . .

y menor que los números:

21.2 < 23•1' < 2]·141 < 23.1415.

A este único real se lo denota por 2' .

Algunas calculadoras nos dicen que

2' ~ 8,824977827

Este proceso anterior que nos permitió definir a 2' podemos repetirlo para defin ir

ax , donde a es cualquier número real positivo y x cualquiernúmero irracional.

El siguiente teore ma resume las propiedades de los exponentes. La demostración
de estas propiedades, para el caso de exponente racional, no es de gran dificultad. Sin
embargo, para el caso de exponentes irracionales, la situación no es simple. Por esta
razón. al teorema sólo lo enunciamos, omitiendo la demostración.

1TEOREMA 1.11 Leyes de los Exponentes
Sean a y b números reales positivos, y sean x e y números

reales cualesquiera. Sc cumple que:
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6. (ab)'=a'b '
,

4• .!.- = aX - Y
al'

7. (~)' = ::

I EJEMPLO 2. I
3/ 2 3/ 2 2/

a. _3_ = _3_ = 3(3/2 ) - (1/ 2) ~ 372 ~ 3

.J3 3112

b. (32/3 , 3116)6 = 3(2/3)6 . 3(1/6 )6 = 34• 31

8.
_ , 1

a =-
a'

LAS FUNCIONES EXPON~;NCIALES

IDEFINICIOl'í. I Sea a un número real tal que a > O y a '* 1. La funci ón
exponencial con base a es la función

+r: IR ~ IR ,

f(xl =a '

IEJEMPLO 3.1A continuación mostramos los gráficos de:

1. y ~ 2 ' 2. Y= 5'

Todas las gráficas pasan por el punto (O, 1),
debido a que aO ~ 1.

Si a > 1, a medida que la a a umenta, la

función f{x) = a x crece másrápidamente.

En la definición de la función
exponencial, se ha eliminado la base a = 1, ya

que en este caso, f(x) = l' = 1, e s l a r ecta
horizonlal y = 1, la cual tiene un
comportamiento muy simple y muy distinto a
los casos cuando a '* 1.

y

(1/2)' (1/5)' 5' 2'

o x
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PROPIEDADES DE LA FUro;CION EXPONEro;CIAL

La función exponencial f(x) = a x tiene las siguientes propiedades :

1. Es creciente si a < 1 y es decreciente si O< a < 1.

(D.I )
x

x

f(x) = a ' , donde a < 1f(x) = a ', donde a > 1

2. Dominio: R, ran go: IR' = (O, + ce ).

3. Es ínyectiva

4. La ~ráfiea de r cor ta al eje Y en (O, 1), ya que a' ~ I.

IEJEM PLO 4.1 Median te la técnica de traslación y reflexión, y teniendo en cuenta

el gráfico t'(x) = 2 ' , dada en el ejemplo 3, esbozar el gráfico de:

Solució n
I. g(x) = 2 x + 2 2. h(x) = 2x - 2 3. q(x) ~ _r x

I. Vemos que g(x) = 2x + 2 = f(x) + 2. Luego, el gr áfico de g(x) = 2 x + 2 se obtiene

trasladando verticalmente el gráfico de I(x) ~ 2 x dos unidades hacia arr iba.

2. Vemos que h(x)~2 x- 2 =t'(x-2).Luego,e1gráficode h(x) = 2x- 2 se obtiene

trasla dando horizontalmente 2 unidades hacia la derecha el gráfico de f(x) ~ 2 x .

3. Vemos que q(x) = _rx = - f(-x). Luego, el gráfico de q(x) se obtiene en dos
pasos. Se refleja la gráfica de f en el eje Y. Luego, este se refleja en el eje X.

y y =:Z~ +2 ~·- 2- ~ V y = 2X
Y

Y - 2 ](·2

y=2J,

J

X

X
2 X ~' c; -2-~

g(x) = 2 ' + 2 h(x) = 2,- 2 q(x) = - 2-'
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1

y f

e .. ( 1, e )

EL NUMERO e
Se demuestra que los números irracionales son más abundantes que los racionales.

Sin duda , este es un resultado que choca con nuestra intuición. Esto se debe a que
los irracionales son poco conocidos . Existen dos números irracio nales famosos: El
número n y el numero e. El primero juega un papel fundamental en la Geometria y
en la Trigonometr ía y el segundo, en el Cálculo. A esta alturas, sin contar en nuestro
haber con el concepto límite, no podemos dar una formulac ión precisa de l número c.
Por ahora sólo diremos que un número irracional cuyas 21 primeras cifras de su
expresión decimal, son

e '" 2,71828182845904523536 ...

Este número, de complicada definición. simplifica muchas fórmulas del Cálculo.
El nomb re de e para este número fue dad o por Leonardo Euler, probablemente por
ser la prim era letra de la palabra exponencial.

LA FUNCION EXPONCIAL NATURAL

ID EFINIC lü N· 1 Se llama función expo nencia l natural
a la función exponencia l con base el
número e. Esto es, a la función

f :R-. R+

f(x) = el

Como e >1, la función exponencial
natura l es creciente. -~==:::~I-}.- _

x

PROBLEMAS RESUELTOS 1.5

IPROB LEM A 1.1Simpl ificar las siguientes expresiones:

.. 3 . c.
(9 4/5)5/8

(2
8
7r'J
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2 (3 )(2/ 3)

3{3 }(2 /3 )

27

4

el x tal que 35x = 34. Igualando los exponentes

!PROBLEMA 2. 1 Si h (x) = 3 5x , hallarx tal que h (x)~81.

Solución

Como 81 ~34 , debernos hallar
tenemos:

4
x= -

5

1PROBLEMA 3. 1 Si f(x) = é' y f (l ) = 3, hallar f(5)

Solución

Sif (1) =3, entonces e k = 3. Luego f (5) = ek (5) = ( é ) 5 = 35 = 243

IPROBLEMA 4.1 Te ofrecen un trabajo que dura exactamente un mes (30 días).
Te dan a elegir entre dos formas de pago:
a. 10.000.000 de Bs. al final del mes.
b. 1 céntimo de bolívar por el primer día, 2 céntimos por el

segundo, 4 céntimos por el tercero y, en general, 2"-1céntimos
por el dia n.

¿Cuál de las dos formas de pago te beneficia más?
Solución

Te sorprenderá saber que la segunda forma conviene más. En efecto:

El primer día recibe 1 céntimo y el último día ( n = 30) se recibe 23tH = 229

céntimos. Si S la suma total de todas los céntimos que se reciben, se tiene:

S=I +2 + 2 2 +23+ . . . + 2 29 (1)

Para hallar esta suma S, multiplicamos la igualdad anterior por la razón 2:

25 =2 + 22 +23 + 24 .. . +23n (2)

Restando la igualdad (1) de la (2) obtenemos:

S = 230 - 2 = 1.073.741.823 céntimos = 10.737.418 ,22 Bs.

En consecuencia, conviene más la segunda forma de pago.
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PROBLEMAS PROPUESTOS 1.5

En los ejercidos del 1 al 7 calcular el valor de las expresiones dadas:

1. ( SI)1/4

5. m-Z/
J

2. S4/3

10.
9.

12.

En los ejercicios del 8 al 13 simplificar las expresiones dadas :

S. (::r

En los ejercicios del 14 al 19 resolver las ecuaciones dadas.

22~ -1 ~ 8 cr+ 1

sV2 =4'14. 15. 3" = 27 16.

( 32'32)4 ~ 3 18. e- bx + 1=e3 2
17. 19. eX - 2x = c 3

En los ejercicios del 10 al 28 esbozar los gráficos de las funcion es dadas. En
todos ellos, excepto el 25)' 2 7, "se las técnicas de traslación)' reflexión.

20. y= e '+ 2 21. y= - 2e' + 1 22. y~ e - x

25. Y = 3x

26. y= 3-x. + 2 27. s: 4 x

29. Si g(x) = Ae-kx . grO) ~ 9 Yg(2) ~ 5, hallar g(6).

30 . Si h(x) ~ 30 - Pe - la . h(O)= 10 Y h(3) =- 30, hallar h(!2).
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SECCION 1.6

FUNCIONES LOGARITMICAS

47

IDEFINICION.1 Sea a > O y a ", 1. Se llama función logaritmo de base a, y se
denota por lag. , a la función inversa de la función exponencial

f: R ----; R ' , f\x) =a',

Esto es. lag , : R' ----; R. log , = f - I

a > 1

y - a'

x

}' - Io: .'l

O<a <1

Por ser y ~ log , (x) la función inversa de y = a' se tiene que:

y (2) lag , (a ') = x

Las propiedades ( 1) y (2) equivalen a la siguiente proposición:

Esta última equivalencia nos dice que lag , (x) es el exponente y al cual debe

elevar la base a para obtener el númerox.
Como a I ~ a y a 0= 1, se tiene que:

(4) lag , (a) = 1 y (5) log. (l) =O

Muchas veces, cuando no hay confusión, escribiremos y = log , x (sin los

paréntesis) en lugar de log , (x) .

IEJ EMPLO I1 a. log4 64 = log4(43) = 3

b. lag) 17 = log7(7t12 )=.!.
2

c. IOg5G) ~ IOgs(S-I)= - 1

d. loglO 0,001~ loglo _1- = logl o 10-3=-3
1.000
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IEJ EM PL O 21 Resolver las siguientes ecuaciones:

Solución

a. Aplicamos log2 a ambos miembros :

\0&2 ( 28x-1 ) = logz 64 =- log2 ( 28x- 1 ) ~ logz (2 6 ) =
7

(8x -I) logz 2=6 logz 2 =- 8x- 1 = 6 =- x= -
8

b. 210g 9 (4x) ~1 =- log9(4x)= .!.. =- 4x= 91/2=- 4x =3 =- x = ~
2 4

PROPIEDADES DE LA FUNCION LOGARIDlO

La función logaritmo y ~ lcg , x tiene las siguientes propiedades:

1. Es crecie nte si a> 1 y decreciente si a < 1.

2. Dominiu = IR+, rango = IR.

3. Es bíyectí va.

4. La gr áli ea de y = log, x cor ta al eje X en (1, O). No corta al eje Y.

ITEOREMA 1.21Leyes de los Logaritmos

Sia >O, 3::1:1 ,\1>0, v >O yn es un real, entonces

1. log . (u v) ~ log. u + log , v (Logaritmo de un producto)

2. !Og a (~) = log. u - Iog, v (Logaritmo de un cociente)

Demostración

3. log. un ~ n log . u (Lo ga ri tmo de una potencia)

1. Si x = toga U e y = lcg , v , entonces

u = a x , v = a y y uv = a x a y= a x+ y

Aplicando log, a la úllima igualdad y usando la propieda d (2) de la definici ón

de la función logaritmo:

log. (uv) = log. (a x+y) < x t y » log, u + log , v

Las pruebas de 2 y 3 son similares a la dada para 1, Yse dejan como ejercicios.
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IEJ EMPLO 3.1 Sean x, y, z números reales positivos. Expresar en términos de los
logaritmos de x, y, z las siguientes expresiones :

.. G2
1I. log, 71±4Irz

Solución

í. logt:f)~ IOgt~z3I!2 )

~ log . ( x ~ z l!2 ) - log, y3
~ i/2 3

~ log, x + log, z: - log , Y

l
= 4 10g, x + - log, z - 3 log, Y

2

Il. log, V~ 24 = 10g, ( ~ 24 ) 1i7
Y z Y z

~ t 10g'C~:4 )
~ .!.. [ log, x 2 - log, (y3 z 4 JI

7

~ .!.. [logax 2 - ( log,y3+ IOgaz4 ) ]
7

2 3 4
= - log x - - log Y- - log z7 a 7 a 7 a

(por 2)

(por 1)

(por 3)

(por 3)

(por 2)

(por 1)

(por 3)

y

LA FUNCION LOGARITMO NATU RA L

La funci ón logaritmo natural es la función logaritmo con base c. A esta función
se lo denota por y = In x. O sea,

In x = log, x

La función y = In x es la inversa de la función

exponencia l y = eX • Por lo tanto:

(1) e1n x= x y (2) Inex~ x
x

o, equivalentemente,

(3) y = In x <:=:> e Y~ x

Como e l = e, tenemos que In e = t
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\ EJ EM PL0 4.¡ Resolver la ecuación 32x+ 1 = 53x - 1

Solución
A ambos miembros de la ecuación apl icamos In:

In320 1 ~ In5 3x - 1 => (2x+ 1 )ln 3~ (3x-I)ln5 =>
2x In 3 + In 3 = 3x In 5 - In 5 => 2x In 3 - 3x In 5 = - In 5 - In 3

=> x( 2 In 3 - 3 In 5 ) = - ( In 5 + In 3 )

=> x ~ _ In 5 + In 3 =I 03
2 1n 3 - 3 1n5 '

IOBSERVACION.I Los logaritmos más usuales son los naturales (base e) y los
decimales (base 10). Tratándose de los logar itmos decimales.
es común omitir la base y escrib ir, simplemente, log x en
lugar de log 10 x .

CAMBIO DE BASE LOGARITMICA y EXPONE)I;CIAL

La siguiente igualdad nos permite expresar una función logaritm ica de cualquier
basc en términos de la función logaritmo natural.

ITEOREMA 1.31 Cambio dc Base Logarítmica.

Si x > O entonces

logax
ln x

= -
In a

Demost ración

y = !ogax => aY=x => In a y = In x => y Ina

Inx
=> log"x

Inx
=> y = loa = -

Ina

In x

ICOROLARIO. I

Demostración

En la fórmula del teorema tomar x = e. Considerar que In e = 1.

IEJEMPLO 5.1 Halla r: a. log s e

So lución

b. IOg41 9
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a. De acuerdo al corolario:

log , e ~ _ 1_ = 1 = 0.62 13349
In 5 1,6094379

b. De acuerdo al teoremaanterior:
In 19 1,2788

log, 19 ~ - - ~ -- 2,124
In4 0,602 1

ITEOREMA 1.4 1 C ambio de base Exponencial .

51.> 0 y afol,entonces

aX =exlna

Demostración

Sabemos que a = e1na. Luego , aX = ( e 1na) x = eX 111 a

PROBLEMAS RESUELTOS 1.6

IPROBLEMA 1.1 Resolver las siguientes ecuaciones:

a. log 4x ~ 2/3 b. 3 2'- 1 ~ 81
27

Solución

a. log274x ~ 2/3 ~ 4x = 272/3 ~ 4x = (lJ27 f ~ 3
2 ~ 9 =:> x = 9/4

b. Tornando log3 a ambos lados de la ecuación:

log 32' -1 = log 81 =- 2x - I ~ log ( 34
) =:> 2x - I ~ 4 =:> x = 5/2

3 3 3

IPROBLEMA 2. 1Graflcar la función y ~ In1x l.
Solución

De la definición de 1x 1 tenemos que:

I 1 {
In x, si x > O

y = In x ~

In (-x ). si x < O

En consecuencia, el gráfico de y ~ InIxl

x

51

se compone de dos gráficos: El de y ~ In x, x > O y el de y = In (- x ), x < O. Al
primero lo conocemos y el segundo se obtiene del primero reflej ándolo en el eje Y.
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PROBLEMAS PROPUESTOS 1.6

En los ejercicios del 1 al 8 calcular el valor de la expresián, sin usar tablas ni
calculadora.

1. log (_1) 2. log 1/2e~ ) 3. log 1/3 ( 81 )
2 64

4. log loo ( 0, 1 ) S In ) 6. e l lo 3
• e

7. . (ln3) /2 8. eJ ln 2 -2ln3

En los ejercicios del 9 al 19, resolver la ecuaci án Jada.

9. log , ( 25 ) ~ .!- 10. log, (x' - 6x) = 2 l1.log x + log (2x - 8) = I
2

12. - 31n x = a 13.
k

-In x~l
I- 14. 4 lnx = -Inx + 7

20 2
15. 3 In ( ln x) ~- 1 2 16. 3 . - 1•2, =14 17. 3, - 1 = . 3

18. 3' 23' = 64 19. (3 ' r~ 16.J];"
En los problemas del 20 al 27 usar las técnicas de graflcaci án (traslaciones y

reflexiones) para bosquejar la gr áfica de las funciones indicadas.

20. y ';' In ( x - 2 )

23. y = 4 - In x

26. y = 3 + log x

21. y = ln (- x )

24. y =4 - In (x + 3 )

27. Y= 3 + log (x + 3 )

22. )' = In (x + 3 )

25. Y= 2-Inlx I

G2
31. In 5 -

be 4

En los problemas del 28 al 31 escribir la expresión indicada en términos de los
logaritmos de Q , b J' c.

a 2b
. 28. log-

e

En los problemas del 32 al 34 escribir la expre sión dada com o un solo logaritmo
de coeficiente 1.
32. 3 In x + In y - 2 In z 33. 2 log a + log b - 3 ( log z + log x )

3 3
34. - In a + 3 In b - - In e

4 2

35. Expresar cada una de las siguientes funciones en la forma y = Ae k. :

a. )' = ( 5 ) 30,5' b. Y~ 6 ( 1,04 )'
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SECCION 1.7
APLICACIONES DE LAS FUNCIONES
EXPONENCIALES Y LOGARITMICAS

53

Algunos fenómeno s de las ciencias natura les, ciencias soc iales y ciencias
económicas son mode lados mediante las funciones expo nencia les o logarítmicas.
Veamos algunos casos simples, como el crecimiento de poblaciones y decaimiento
radioactiva . Más adelante, cuando tratemos el terna de ecuaciones diferenciales, se
verán casos más complejos .

CRECIMI ENTO ESPONENCI AL

Sea f(t) una función dondc la variable independiente t
representa al tiempo . Se dice que f(l) crece
exponencialmente, si se cumple que:

r(t) ~Aakl ,

donde a > I y A Yk son constantes posit ivas.
Observar que f es creciente y que f(0) ~ A.

y

A

,

T

1EJ EM P LO 1.1 Se sabe que una población de bacterias se tripl ica cada minuto. Se
inicia un cu ltivo con una población de 50 bacterias
•. Halla, la ecuación de crecimiento de la población
b. ¿Cuántas bacter ias se tiene después de un cuarto de hora?

Solución

a. Se t el número de minutos transcurridos desde el inicio del cultivo.
Al inicio, cuado t = O, se tiene: f(O) = 50
Después de un minuto, se tiene: f( l) = f(l ) = 50(3)

Después de dos minutos, se tiene: f(2) = 50(3) (3) = 50( 32
)

Después de tres minutos, se tiene: f(3) = 50( 3
2
) ( 3 ) = 50( 3

3
)

En general, despu és de t minutos. se tiene:
f(t) ~ 50(3')

b. Después de un cuarto hora , o sea cuando t = 15, se t iene:

f(15) = 50( 3
15

) " 717.445.350 bacterias.

DECAIMIENTO EXPONE"'CIAL

Una cantidad r(t) decae exponencialmente si se
cumpl e que:

f(t) = Aa -kl

donde a > I y A Yk son constantes positivas.

Se tiene que f(0) = A Y f es decreciente.
o x
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Un fenómeno muy importante que cumple esta condición
es la desintegración de un material radioactiva.

Los materiales radioactivos se caracterizan porque se desintegran (decaen) de
manera espontánea paro transformarse en otro elemento. Experimentalmente se ha
compro bado que el decaimiento sigue un modelo exponencial. Si N(t) es el número
de átomos de cierto isótopo radioactiva en un instante r, entonces

donde No~ N(O) es el número de átomos en el instante t = O Y k es una constante
positiva, que depende únicamente del elemento radioactivo, Si k es grande , el
material decae rápidamente. Si k es pequeño (cercana a O), el material decae
lentamente.

IEJEMPLO 2. I La cantidad Q(t) de un material radioactivo después de t años está
dada por

Q(t) = Ae- O.0004t

Después de 2.000 años quedan 300 grs, ¿Cuántos gramos habla
inicialmente?

Solución
Tenemos que: 300 = Q(2.000) = A e- O,0004 (2.000) = Ae- O,8 ~

300 08
A = -- = 300 e ' ,, 667 66 gramos.e- O,8 1

DECAIMIENDO RADlOACTIVO y VIDA MEDIA

La vida media de material radioactivo cs el tiempo que tarda cualquier muestra del
material en desintegrarse la mitad de ella. Así, se sabe que la vida media del Polonio
210, (un isótopo del Polonio) es de 140 días. Esto significa que, dada cualquier
cantidad de esta sustancia, después de 140 dias sólo se tiene la mitad de la cantidad
in icial.

Aquí tenemos la vida media de algunos elementos radioactivos:

Uranio (U"') 4.510.000.000 años
Plutonio ( pun o) 24.360 años
Carbono 14(C") 5.730 años
Radio ( Ra2l

' ) 1.620 años
Polonio ( Po"' ) 140 dias.

Veamos cual es la relación entre la vida media y la constante k que aparece en la
furción de decaimiento de cierto material radioactiva,

~) i A la vida media del material radioactivo, transcurrido este tiempo A debernos

tener solamente la mitad de átomos iniciales, es decir, N(A)=~ No. En consecuencia:
2
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=> - kA= - In 2 => kA ~ In 2 => A=(In 2)/k
Esto es,

(2) )= ln2 ó (3)
• k

Si reemplazamos (3) en (1), tenemos la igualdad:

N( l) ~ No e - (ln2!1.)1 ( 4)

IEJEMPLO 3. I Hallar la vida media del potasio "K si este se desintegra de
acuerdo a la fórmula

Qtt) ~ Qoe -1l.0 555 1 , do nde' t representa horas.
Solución

Tenemos que k ~ 0,0555. Luego, la vida media es

, __ In 2 __ O_,,~69:.::.3-,--1 4:..:.7
A - " 12, 489 horas

k 0.0555

FECHADO CON CARBONO 14

-r-r-o

"".i'b
Q / -,

C""-.

..

El carbono 14 ( 14C ) es un isó topo radioactiva dcl carbo no 12 ( 12C ). Este ultimo
no es radioactivo . Los arqueó logos usan 14C para fechar la antigüedad de restos de
mate riales orgánicos, como huesos, madera, etc. La vida media del 14C es de 5.730
años. De acuerdo a (4) su ecuación de desintegración es:

N(t) =Noe - (ln2/ 5 7JO)t (5)

Por otro lado, el 14C se encuentra en la atmósfera en un porcentaje que ha
permanecido esencialmente constante desde los inicios del planeta. Los seres vivos,
al respirar, ingieren 14C en el mismo porcentaje que está en la atmósfera. Al morir un
organismo, éste deja de ingerir este carbono y el que se encuentra ya metaba lizado
comi enza a desintegrarse. La fecha de la muene del organismo se determin a
midiendo la proporción de carbono remanenteen los restos.

' ''',
'-. / " - e

if~--"
IEJEMPLO 4. 1Las pinturas rup estres de la Cueva de Altamira, España, es uno de

los monumentos más famosos que ha dej ado el hombre prehistórico
europeo. Un estudio de cierto material orgánico utilizado en estas
pinturas reveló que éste posee solamente el 29 % de '4C con
respecto de una muestra del material actual. Calcular la edad de las
pinturas.

Solución
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Sea t la edad de las pinturas. Para resultados prá cticos, t es también tiempo
transcurrido desde que murió el organismo dueño del material orgánico. De acuerdo
• la ecuación (41,

N(l) ~ Noe - (In2/ 5.730)1

Por otro lado , No, la cantidad de "c que tubo el material orgánico cuando murió,
es la misma que tiene la muestra actual. Luego,

N(t) ~O,29No ~ Noe-(ln2/5.730) , ~ 0,29 No ~ e -(I n2/5.730)t = 0,29

:::> ~ t ~ In°29 :::> t = 5.730 In 0,29 :::> 1 '" 10.233 años
5.730 ' 1n2

EDAD DEL UNIVERSO

De acuerdo a unateoría cosmológica, cuando el universo nació, en el momento de
la "gran explosión" ("Bi g Bang") , existió la misma cantidad de los isótopo s de
uranio 2lSU y 238U. A partir de ese entonces la correlación entre estos elementos
está cambiando, decayendo más rápidamente el "'U, ya que la vida media del "'U
es más corta que la del 238U.

¡EJEMPLO 5.1 Se ha determinado que en la acrual idad existen 137,7 átomos de
uranio 2 3'U ~or c ada átomo de uranio "'U. Se sabe que la vida
media del 23 U es 4,51 núlla rdos de años y la del "'U es de 0,71
millardos de años. Calcu lar la edad del universo tomando en cuenta
que al inicio de éste habia igual cantidad de estos elementos.

Solución

Sea N,(t) y N,(t) el n úmero de átomos de "'U y de "'U que existen t millardos
de años después de la gran explosión. De acuerdo a (3), tenemos:

y

donde No es el número de átomos, tanto de "'U cómo de ll'U, que hubo
inicialmente. y

k = (In 2)/4 ,51 y r ~ (In 2)/0,71
Como actualmente hay 137,7 átomos de "'U por cada átomo de 2J'U, tenemos:

~ - k l
137 7 = N g( t) = Noe - I = _e__ ~ e(r -'" ~

, Ns (t) N e-" - r ro e

ér _ 'I ' = 137,7 ~ ( k - r ) t ~ ln I 37,7 ~
In 137,7

t = ~

k -r

In 137,7
t = In 2 In2 '" 5,987 núll ardos de años .

- - - - -
4,51 0,71

Luego, la edad del universo es, redondeando, 6 mil millones de años .

Cálc ulos más recientes de dan al universo una edad de 15 mil millones de años .
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Un capital colocado a interés simple permanece constante durante toda la
operación . El interés ganado no genera interés. Es fácil deducir que : Un capital P
colocado durante t años a interés simple y a una tasa anual de lOOr 0/(1 produce un
monto de:

1\1(1)= P(1 + rl) (1)

1NTERES COMPUESTO

En UD capital a interés compueslo, el interés ganado en cada periodo es agregado
al capital, para ganar interés en el próximo período; o sea, el interés se capitaliza o se
compone después de cada periodo. Este periodo puede ser de 1 año (anual), 6 meses
(semestral: 2 periodos al año), 3 meses (trimestral: 4 periodos al año), 1 mes
(mensual: 12 periodos al año), etc.

Además de la tasa anual, se tiene la ta sa peri ódica, que es el tanto por ciento por
periodo de capitalización. Si el año está dividido en n periodos iguales, entonces

T i édí "T.:a.:s.:a .:a"n_ua_l_as a perl o lea =
n

Así, si la tasa anual es de 24 % Y el periodo de capitalización es de 3 meses (4

periodos al año) entonces la tasa periódica es de 24 % ~ 6 %.
. 4
Un capital P que se coloca durante t años a una tasa de lOOr % anual que se

capitaliza (se compone) n veces al año produce un monto:

M(t) = p( 1 + .:. ) n t (2)
n

l NT ERES CO MP UESTO COl\l INU O

Cuando el número n de periodos de capitalización crece ilimitadamente; es decir,
cuando n ---+ -i-cc , se obtiene el interés compuesto continuo. Aquí, la capitalización
es instantánea y se la denomina capitalización continua.

Un capital P colocado durante t años a un interés anual de 100r % que se
capitaliza continua mente , produce un monto de:

M(l)=Pe r• (3)

Esta fórmula se obtiene de la anterior tomando límite. Esto lo veremos más
adelante.
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IEJEMPLO 6. 1 Se deposita un capital de 1.000 .000 Bs, en un banco que ofre ce una
tasa de 25 % anual. Calcular el monto des pués de 2 años si:

a. El interés es simp le.
b. El interés es compuesto y se cap italiza mensualmente.
c. El interés es compuesto y se capitaliza continuamente.

Solución

a. Se tiene: P ~ 1.000.000, r ~ 0,25 Y t ~ 2. Reemplazando estos valores en la
fórmula (I):

M(2) ~ I .OOO.OOO( 1 + 0,25 (2) ) ~ 1.500.000 Bs.

b. Se tiene: P = 1.000.000, r = 0,25, n = 12, t = 2. Reemplazan do estos valores
en la fórmul a ( 2 ):

M(2) ~ 1.000.000( 1+ 0,25 )24 = 1.640 .273,33 Bs.
12

c. Se tiene: P = 1.000.000 , r ~ 0,25 Y t = 2. Reem plazando estos valo res en la
fórmula ( 3 ):

M(2) = 1.000.000 e°,25(2) ~ 1.648 .721 ,27 Bs.

IEJEMPLO 7. 1 Se invierte cierta cantidad de dinero a una lasa anua l de 20 %.
¿En qué tiempo se du plicará este dinero si el interés se compone:

a. Trimestralmente? b, Continuamente?
Soluci ón

Sea P e l dinero invert ido y A el tiempo que se necesita para duplicar a P, o sea el
tiempo necesario paraobtener unmonto de 2P.

a. La fórm ula (2) del monto del interés compuesto con n = 4, r ~ 0,2 Y t = A dice:

M(A) ee 11+ 0~2r' ~ P( 1,05)"

Como este monto M(A) debe ser 2P, tenemos:

P(1,05 )" ~ 2P =:- (1,05)" =2 =:- 41,. In ( 1,05) ~ In 2

In2
=:- A = ~ 3,552 años '" 3 años, 6 meses y 19 d ías

4 1n ( 1,05 )

b. La fórmula (3) del monto de l interés compuesto continuo con r = 0,2 Yt = A dice :

In 2
PeO.H = 2P =:- eO.H = 2 =:- O2A = In 2 =:- A~ -

. 0,2

In 2
=:- A~ - '" 3,466 años ~ 3 años, 5 meses y 18 d ías,

0.2
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1. (Población). La población de una ciudad, t años después del año 2.000 , es

P(t)~ 60.000 eO.051 habitantes

a. Calcu lar la pobl ación de la ciudad en el año 2.0 I5.
b. Hallar el porcentaj e anua l de crecimiento de la población.

2. (Depreciación). El valor de una maquinaria, t años después de comprada, es
V(l) = Ae -(),251

La máquina fue com prada hace 9 años pe r $. 150.000
a . ¿Cuál es su valor actual?
b. ¿Cuál es el porcentaje anual de decl inación de su valor?

3. (Población). Se sabe que dentro de t años la pobla ción de cierto país será de

P(t) = l8e 0,02' millones de habitantes.
a. ¿Cuál es la pob lación actual del país?
b. ¿Cuál será su población dentro de 15 años?
c. ¿Cuá l es el porcentaje anua l de crecimiento de la pob laci ón?

4. (Crecimiento de bacterias). Un experimento de crecimiento bacteriológico se
inició con 4.000 bacterias. 10 minutos más tarde, se tenlan 12.000. Si se supone

que el crecimiento es exponencial: f{t) =Ae k1 • ¿Cuántas bacterias se tendrá a los
30 minutos?

5. (Utilidad es). Las utilidades de una compañía crecen exponencialmen te: f(t) =

Ae kl
. En 1.995 éstas fueron de 3 millones de dólares y en el 2.000 fueron de 4,5

millones . ¿Cuáles son las utilidades en 2.005?

6. (Desintegraci ón radioactiva). La cantidad que queda de una sustancia rad ioactiva
después de t años de desintegración está dada por

Q(t) = Ae -0,000t5' gramos

Si al final de 5.000 años quedan 3.000 gramos. ¿Cuántos gramos hab ía
inicialmente?

7. (Desintegración radioactiva). Una sustancia radioactiva se desintegra

exponencialmente: f(t) = Ae -kt. Inicialmente había 450 gramos y 60 años
después había 400 gramos, ¿Cuántos gramos habrá después de 240 años?

8. (P rod ucto Nacional Bruto). El producto nacional bruto (P.N.B.) de cierto país, t
años después de 1.995, es de f(t) millones de dólares, donde

f(t) = P(lü)kl , P y k son constantes

Si en 1.995 el P.N.B. fue de 8.000 millones de dólares y en el 2 ,000 fue de
16.000 millones de dólares. ¿Cuál será el P.N.B . en el año 2.0 10?
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9. (Presión atmosférica). Se ha determinado que, a la altura de h pies sobre el nivel
del mar, la presión atmosférica es de P(h) libras por pie cuadrado, donde

P(h) = Me-0.0(00) h , M es constante
Si la presión atmosférica al nivel del mar es de 2.116 libras por pie cuadrado,

hallar la presión atmosférica fuera de un avión que vuela a 12.000 pie s de altura.

10. (IJuración de bombillos), Un fabricante de bombillos encuentra que la fracción
f(t) de bombillos que no se quemen después de I meses de uso está dada por

ret) ~ e- 0.21

a. ¿Qué porcentaje de los bombillos dura por 10 menos un mes?
b, ¿Qué porcentaje dura al menos 2 meses?
c. ¿Qué porcentaje se quema durante el segundo mes?

11. (Venta de libros). Una editorial, estudiando el mercado, ha descubierto que si se
dist ribuyen x miles de ejempla res gratuitos de un texto, la venta de dicho texto
será, aproximadamente,

V(x) = 30 - lSe-0,) , miles de ejemplares
a. ¿Cuántos textos se venderán si no se handistribuido ejemplares gratuitos?
b. ¿Cuántos se venderán si se han regalado 800 ejemplares?

12. (Depreciación). El valor de reventa de una máquina, después de t anos de uso, es:

V(t) = 520e- 0,151 + 460 miles de dólares
a. Bosquejar el gráfico de la función reventa.
b,¿Cuál fue el valorde la máquina cuandoeranueva?
c. ¿Cuál será el valor de la máquinacuando cumpla 20 años de uso?

13. (Desintegración radioactiva). Si Qo es la cantidad inicial de una sustancia

radioactiva se desintegra exponenciahnente: Q(t) = Qoe-kt . La vida media de la
sustancia es de A unidades de tiempo (anos. meses, horas, etc.), Probar que la
cantidad remanente después de t unidades de tiempo es de

Q(t) ~ Qoe- ( ln 2/Á) t

14. (Desintegración del radio). El radio se desintegra exponencialmente y su vida
. media es de 1.690 anos. ¡,Cuánto tiempo tardarán 200 gramos de este elemento

para reducirse a 40 gramos? Sugerencia: Ver el problema anterior.

15. (Nivel de alcohol en la sangre). Poco tiempo después de consumir una
considerable cantidad de ron, el nivel de alcohol en la sangre de cierto conductor
es de 0,4 miligramos por mililitro (mg/mI). De aqui en adelante, el nivel de
alcohol decrece de acuerdo a la función

f(t)~(0 ,4)(1 /2Y ,

donde t es el número de horas transcurridas después de haber alcanzado el nivel
antes indicado. Si cl limite legal para manejar un velúculo es de O,OS m g/mi.
¿Cuánto tiempo debe esperar la persona para manejar legalmente?
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16. (Cálculo del monto). Se deposita un capital de 12 millones de dólares en un
banco que paga 14 % anual de interés compuesto continuo ¿Encuántos años se
tendrá un monto de 21 millones?

17. (Co mpetencia de ventas ). Dos periódicos compiten en ventas. Uno de ellos tiene
una circulación de 500.000 ejemplares y crece 1,5 % mensualmente. El otro
tiene una circulación de 900.000 ejemplares y decrece a razón de 0,5 % mensual.
¿Cuánto tiempo tomará para que ambos periódicos tengan igual circulación?

18. (Venta de un texto). Un nuevo texto de cálculo saldrá al mercado. Se estima que
si se obsequian x miles de ejemplares a los profesores, en el primer año se

venderán [(x) =12 - 5e- O,2x miles de ejemplares. ¿Cuántos textos deben
obsequiarse si se quiere una venta en el primer año de 9.000 ejemplares?

19. (Producto Nacional Bruto). El producton acional bruto (P.N.D.) de cierto pais
esta creciendo exponencialmente. En 1.995 fue 60.000 millones y en 2.000 fue
de 70.000 millones.¿Cuál es el PND en el 2.005?

20. (Población de la Tierra). La población de la tierra en 1.986 fue de 4.9 17
millones de habitantes, y crecía a razón de 1,65 % anual. Si esta razóncontinua,
¿en cuántos años la población alcanzará 8.000 millones?

21. (Edad de un fósil). Un arqueólogo calculó que la cantidad de "e en un tronco
de árbol fosilizado es la cuarta parte de la cantidad de "e que eontienen los
árbo les actuales. ¿Qué edad tiene el tronco fosilizado'!

22. (Cá lculo del monto). Se pide prestado a un banco Bs. 7.500.000 para ser pagado
en dos años, ganando interés de 28% anual. Hallar la cantidad de dinero que
deberá devolverse al banco si

3 . El interés es simple.
b. El interés se compone anualmente.
c. El interés se compone trimestralmente.
d. El interés se compone mensualmente.
e. El interés se compone continuamente.

23. (Cá lculo del principal ). ¡,Qué capital produce un monto de $ . 2.500.000 al fmal
de 5 años si la lasa es de 16 % anual que se compone:

3 . Trimestralmente? b, Continuamenle?

24. (Cá lculo del monto). En el año 1.626 el holandés Piter Minuit compró a los
nativos la "isla" de Manhattan (Nueva York), por 24 dólares. Suponga que los
nativos depositaron estos 24 dólares en un banco, ganando una tasa anual de 5 %
que se compone continuamente. ¿Cuál es montoen el año 2.000?

25. (Tiempo de duplicación de capital). ¿Con qué rapidez se duplica un dinero si
se invierte a una tasa anual de 15%quese compone:

a. Semestralmente'? b, Continuamente'!

26. (Tiempo de triplicación de capital). ¿Con qué rapidez se triplicará un dinero
invertido a unatasa anual de 15 % que se compone:

3 . Semestralmente'! b. Continuamente'?
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BREVE HISTORIA DE LAS ECUACIONES DE TERCER Y
CUARTO GRADO

Los antiguos babilonios ya conocían la f órmula x = - b ± ~ b
2

- 4ae • que nos proporciona
2,

las raíces de lu ecuación segundo grado ax} + bx + e = O. Esta f órmula expresa las ra íces en
términos de radicales.

Alrededor de 1.535. Nícoto Fontana o Nico de Brescia (1.500-1.557), más conocido con
el sobrenombre de Tartaglia (tartamudo), hizo correr la noticia que ~/ había descubierto la
f órmula para resolver la ecuación de tercer grado: ~ + br + ex + d == O. En Bologna.
levantó la \-'{)z Antonio del Flore , UlI discíp ulo del profesor de Matemáticas de /0 Universidad
de Bologno. Scipione det Ferro (1.465-1.526). Dt!I Fiare acusa a Tartagita de impostor JI
sostiene que f ue su maestro quien ya babia descubierto la f órmula en J.515. Para dilucidar
esta situación. Fiare desafió a Tartaglia a un concurso público. Tartagta aceptó y ganó el
desafio.

La Jama de Tartaglia se extendió en toda Italia. En 1.539, otro matemático de Milán.
Giroldamo Cardan o (1.501- 1.526), le solicita conocer la fó rmula. En un principio. Tartaglía
rehus ó, pero más tarde acepta después de hacer jurar a Cardona que éste no la revela ría.

En 1,545, Gtrotamo Cardona publicó su fam oso libro Ars Magna (Arte Mayor) en el cual.
aparece la f órmula. sin dar el completo crédito de autoría a Tartaglia. Este, eufórico. desafi ó
a Cardona a un concurso público. que no f ue aceptado. El desafio fu e respondido po r
Ludovico Ferrari (1.521-1.526), discípulo de Cardano. Este concurso fue muy escabroso y
de un filial no muy claro.

. En eí l íbro Ars ltl aglJa tamb íén aparece /a fórmula para resolver la ecuación de cuarto
grado . que f ue hallada por Ludovico Fermrt. siguiendo los pasos de la solución de la de
tercer grado.

Veamos la fórmu ía, p ara resolver la ecuación de tercer grado: ax J + bx1 + ex + d c: O.
En primer Jugar, ,,1cambio de variable x = z - bl3a . transforma esta ecuación ell una de

ía fo rmo x J + qx + r = O, la cual tiene por solución:

Tarlaglia

[ ]

l D

_.:. _ ~ r2 + q3
2 4 27

ARSMAGNA
ORTHERULES
OF'ALGEBRA

Ars Magna
(traducción al Inglés)
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Leonardo Euler

(1707 - 1783)

Capítulo 2. Limites y Continuidad

Leonardo Euler nació en Basilea, Su iza. A temprana edad recibió lecc iones det
distinguido matemático Johann Bernoulli, quien juntó a Leonardo con sus dos
brillantes hijos. Nicolás y Daniel. A-fás tarde. estos dos jovencitos alcanzaron
renombre en la matemática por sus propios méritos. Leonardo, a pesar de ser 12 y 7
años menor que ellos, respectivamente, logró seguirles el ritmo.

Fue invitado a Rusia por la reina Catalina. en donde se incorporó a la Academia
de Ciencias de San Petersburgo. El rey Federico el Grande Jo invitó a Berlín a
trabajar en la Academia de Ciencias de esa ciudad. En ambas sitios produjo
abundantes trabajos de investigación.

Euler es considerado como el matemático más prolífico de la historia. Tiene
contribuciones notables al cálculo de variaciones, la teoría de números, ecuaciones
diferenciales. Introduj o al tr!lmero e como base de los logaritmos naturales. Su
producción total consiste en alrededor de 886 trabajos, qae recopilados
constitu irían 80 libros de buen volumen. Se dice que al morir, dejó a la Academia de
San Petersburgo trabajos para publicar por 20 años más, a pesa r de que sus últimos
17 años los pasó casi ciego.

ACONTECIMIENTOS IMPOR TA NTES

Durante la vida de Euler. en América)' en el mundo hispano. sucedieron los
siguientes hechos notables: En 1.780 el caciqu e peruano José Gabriel
Condorcanqui, quien adop tó el nombre del inca Tupac Amaro, se levanto en armas
contra la autoridad colonial. Fue vencido y ejecutado delante de su fam ilia. En
1.750 1Ia Ce en Caracas el prócer de la indep endencia venezolana Francisco de
Miranda y ell 1.783 nace el Libertador Simón Bolivar. El4 de julio de 1.776, las 13
colonias inglesas de norteamérica declaran su independencia. Ese mismo año, Jorge
Washington . con las f Uel7 GS patriotas. cruza el río Delaware. cae por sorpresa
sobre los ingleses y los derrota en Trenton.
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Sobre el concepto de limit e descansan los fundamentos del Cálcu lo. Sin duda que
éste es uno de los conceptos más importantes y más delicados de la Matemática.
Hizo su aparición hace m uchos años atrás, en la Grecia A ntigua. S in embargo, su
formulación rigurosa recién se logró en el sig lo XIX, en los trab ajos de investigaci ón
de l matemático francé s Agustin Cauchy (1789-1857). El largo lapso entre su
aparición y su formulación rigurosa nos da una idea sobre lo delicado de este
concepto .

Intimamente ligado al concep to de lími te está el concepto de continuidad. De
estos dos concept os nos ocuparemos en este capítu lo.

SECCION 2.1
INTRODUCCION INTUITIVA A LOS LIMITES

xx -.1 ....x

y

En esta sección presentamos un enfoque intu itivo del concepto de límite . También
pre sent amos, sin demostración, las principales leyes que gob iernan a es te concepto.
Estas leyes n os p ermi lirán i ntrodu cimos r ápidamen le al c álculo del os l imites. La
siguie nte sección se ocu pará de j ustificar rigurosam ente muchos de estos aspectos.

Cons idere mos la siguiente función

x3 -1
f(x)= -

x - I

Esta función está defi nida para todo real x,
excepto para x ~ 1. Factorizando el numerador
tenemo s qu e:

f(x)~ (x - I)(x
2+

x + l)

x -1
Ademá s, para x *1, podemos simplificar y

obtener:

f(x) ~ x2 + x + 1, x te 1.

Aunque la función f no es tá definida en I nos interesamos por los valores que
toma f(x) cuando x se aproxima a 1, sin llegar a ser 1. En primer lugar, nos
acercamos a 1 por la izquie rda tomando para x valores menores que 1. Así, por
ejemp lo, x ~ 0,8 ; 0,9; 0,99; 0,999. En segundo lugar, nos acercamos a 1 por la
derecha romando para x valores mayores que 1. Así, por ejemplo, x = 1,2; 1,1; 1,01;
1,001. Los valores co rre spondientes para f(x) los tenemos en la tabla sigu iente.

x 0.8 0,9 0,99 0,999 -> 1 f- 1,001 1,01 1.1 1.2

x 3 -1
f(x) = - - 2,44 2,71 2,9701 2,997001-> 3 f- 3,003001 3,0301 3,31 3,64

x-I

Mirando la tab la o mirando el gráfico de la función, observamos que cuando x se
aproxima a 1 por la izquierda y por la derecha, pero sin llegar a ser 1, el valo r f(x) de
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la función se aproxima a 3. Este resultado se expresa diciendo que el límite de f(x)
cuando x tiende a 1 es 3, lo cual se abrevia asi:

JLimf(x ) =3 ó bien Lim x - 1
x -e l x-> I - - I =3x-

Durante toda la discusión anterior hemos puestoénfasis en que al aproximar x a 1
no dejamos que x tome el valor 1. Por tanto, el valor del límite de f(x) cuando x
tiende a 1 depende únicamente de los valores que toma f(x) en los puntos x que están
cercanos a l , siendo irrelevante el hecho de que f esté o no definida en el punto l .

As í, si consideramos esta otra función g(x) ~ x2 + x + 1, la cual está definida en todo
x incluyendo x = 1, tenemos que las dos funciones,

xJ -1
1. f(x) = _ _ ~ x2 + x + 1, x i I y 2, g(x)=x2+x+ 1 ,

x- I
son iguales en todo x excepto en x = 1 ( f no está definida en I ). La tabla que hemos
construido para f(x) también sirve para g(x), ya que en ella no hemos considerado el
valor x = 1. Por tanto, también concluimos que

Um g(x) = Lírn ( x2 + x + 1 ) = 3
X-71 X-))

Es decir, ambas funciones tienen el mismo límite cuandox tiende a l .

Guiados por la discusión anterior presentamos unadefinición intuitiva de límite.
Al lector amante del rigor matemático le pedimos esperar un poco.

IDEFI NI CION. I(No rigurosa de límite). Sea funa función que está definida en un
intervalo abierto que contiene al punto a, excepto posiblemente en
el mismo punto a. Diremos que el límite de f(x) cuando x tiende a
a es el número L, y escribiremos

Lím f (x)= L,
x-+ a

si cuando x está cerca de a, pero sin llegar a ser a, f(x) está cerca
de L.

Este número L puede o no existir. pero si existe, éste es único; es decir, toda
función tiene, en un punto dado, a 10 más un limite,

IEJEM PLO 1. 1Hallar Lím (x+3)
x~-l

Solució n
Cuando x está cerca de -\, x + 3 está cerca de -1 + 3 ~ 2. Luego,

Lím ( x +3 ) ~2

x~- l
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IEJEMPLO 2· l lIalla[ Lím f(x) ,donde f(x) ~ {% + 1, si X " 4
x~4 5 ' 4, S1 X =

Solución
La función f coincide con la función lineal

x
g(x) = - + 1 en todo R, excepto en x = 4.

2
Luego,

Lím f (x) ~
x~4

Límg(x) = Lím (:: + 1)
x~4 x--> 4 2

4
+ 1=2 + 1

2

y

3

• (4,5)

4

r

x

1EJEMPLO 3. 1Límite de una función constante

Sea la función constante f(x) = c, '1 x E Ro Probar que

Límr(x) = Lím e = e
X-40 a x-40a

Es decir. el límite de una función constante, cuando x tiende a
cualquier valor a, es la mismaconstante.

Solución
Como f\x) = e, '1 x E R, en panicular, para los x próximos a a también tendremos

que f(x) ~ c. Luego,
Lím f'(x)

x--> a

Lím e = e

x---ta

IEJEMPLO 4. 1Limite de la función Identidad

Sea la función identidad: l(x) = x, '1 x E IR. Probar que

Lím Itx)

x-e a

Lím x = a

x~a

Es decir, el limite de la función identidad J(x) ~ x, cuando x tiende
a a, es la misma a.

Solución

Si x se aproxima a a, obviameme J(x) = x también se aproxima a a. Luego,

Lím l(x) ~ Lím {x )

x---ta X~ a
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LIMITES UNILATERALES

Para hallar ellímite de una función en un punto a 110 S aproximamos a a por ambos
lados, por la izquierda y por la derecha. Si sólo nos aproximamos a a por un solo
lado, bien sea por la izquierda o por la derecha, tenemos los límites unilaterales.

IDEFL"'ICION· I
a. Sea f una función definida en un intervalo abierto de la forma

(b, a) . Diremos que el límite de f(x) cuando x tiende a a por
la izquierda es L. y escribiremos

Lím f( x) = L

x~a

si cuando x es tá cerca de a, pero a la izquierda de a, ({x) está

cerca de L.

b. Sea f una función definida en un intervalo abierto de la forma
(a , b). Diremos que el límite de f(x) cuando x tiende a a por
la derecha es L, y escrib iremos

Lím [( x) = L

x---ta +
si cuando x está cerca de a, pero a la derecha de a, f(x) está
cerca de L.

Observar que en ambos límites unilaterales no se asume que la función f está
definid. en a. El hecho de que f esté o no definid. en a no afecta el límite.

IEJEMPLO 5.1Si tt x) = .z., hallarIxl
a. Lím x

X~O- N
Solución

a. Cuando x está a la izquierda de O, es decir

cuando x < O, se tiene

I I
x x

x = - x y ttx)~- = - =-l.Ixl -x
En particular, para los x cercanas a Oy a
su izquierda , tenemos que tt x) ~ - l.
Luego,

Lím ...2..- =-1
x~O- [ x ]

U m x

x · ··~ o + N

y

x
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b. Cuando x esta a la derecha de O, es decir cuando x > O, se tiene

Ixl ~ x y f(x) ~ 1: I = ~ ~' L

En pa rticular, para los x cercanos a Oy a su derecha, tenemos que f(x) = l.
Luego,

69

Es evidente que si el límite de una función es el número L, entonces ambos
límit es unila terales también será n iguaJes a L. Recíprocamen te, si ambos límit es son
iguales a un mismo número L, entonces el límit e de la funció n tam bién es L. Este
result ado es muy importante y lo resumimos en el siguiente teorema.

ITEOREMA 2.1 1 Lím f(x ) = L ~ Lim f( x) = L Y Lím f(x) = L

x-) a x-ta x-+-a+

Este teorema y los resultados del ejemplo anterior nos dicen que la función
x

f(x) =N no tiene lim ite en O.

Nos preguntamos si existen funcion es que en un punto dado no tengan alguno o
los dos limites unilaterales. La respuesta es afirma tiva . El siguiente ejemplo nos
muestra una función que no tiene ninguno de los dos límites unilaterales en O y por
tanto, tampoco tiene límite en O.

IEJ EMPLO 6. ' Probar que no existen:

L
. n

a. im sen-
X ~O+ X

Solución

L" 7[
b. im sen -

X ~O- x

y

L
. 7[

c. rm sen s-

x -)00 X

1t
Tenemos la gráfica de ,, =sen -• x

Nuestra táctica es mostrar una sucesió n
infinita de valores de x que se
aproximan a O. tanto por la derecha
como por la izquierda, pero los valores

correspondie ntes de sen~ oscilan entre
x

-1 y 1. Esto probaría que ninguno de
los tres limites existe.

/
-)

x
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2
Sea xn = 2n + 1 donde TI es un entero. Se tiene:

n n
2/(2n + 1) = (2n + 1)2

2
a. Tomamos Xn = 2n + 1 con n 2: O.

En este ca so se tiene que a medida que n crece. xn == 2n2+ 1 se aproxima cada

vez más a O por la derecha ; sin embargo los va lores correspondientes de
1t

sen(2n + 1)2: son

[2 I) ~ ] = { I si nes par
scn ( n + 1"2 - SI n es impar

, 1t
Por lo tanto, no existe Lim sen -

x-40+ X

2
b. Tomamos x, = 2n + 1 con n < O.

2
Como en el caso anterior. a medida que I n I crece, x, = 2n + 1 se aprox ima

cada vcz más a Opor la izquierda; pero aquí también se cumple que

sen [(2n + 1)2: ] ={ I s,i n es par
2 -1 SI n es Impar

Por lo tanto, no existe Lim sen 2:
x""-+O- X

L' 1t
c. Como no existen los Hmites unilaterales, tampoco existe un sen -

x-e- ü X

LEYES DE LOS LIMITES

Un resultado fundam ental en la teoría de los límites nos dice que el proceso de
tornar limite s respeta las operaciones elementales del álgebra. Es decir, el límite de
una suma, diferencia, producto, cociente o raíz de funciones es igual a la suma,
diferencia, producto, cociente o raíz de los límites. Estos resultad os son conocidos
con los nombres de ley de I a suma, ley de Ia diferencia , ley del producto, ley del
cociente y ley de la raíz, respectivamente . Debido a su importancia, los enunciamos
en forma precisa en el sigu iente teorema, cuya demostración parcial la haremos más
adelante .
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ITEOREMA 2.21 Leyes de los límites.

Si L ím f (x) = 1. Y Lim g(x) = G , entonces
x~ a x-+ a

1. Lírn If (x ) ± g(x)] = [ Lím f(x) 1 ± I Lírn g(x) ] ~ 1. ± G
x4a x-+a X-+3

2. Lim If(x) g(x)l = [Um f(x ) J [ Um g(x) I = LG
X-+3 x-e-a X-+ 3

71

3. L ím f(x )
x-> a g(x) =

Lim f(x )
x--H
Lfm g(x )
x--+a

1.
G ' si G '" O

4. ~~aQj f (x) = ~ ~~a f(x) ~ 'iL , donde 1. > Osi n es par

Estas leyes tam bién son válidas para los límites unila tera les.

1EJEMPLO 7.¡Ley del producto de una constante por un a función

Si Um f (x) ~ L Y e es una constante, probar que
x-> a

L ím l cf( x) ] = e [ Lím f ( x) ] = el.
x-+a X-+3

Solució n

Lírn [ e f(x ) 1
x--+a

[Lim e 1[ Lírn f(x) 1= el.
X-i' a x-+a

IEJEM P LO 8·1 Ley de la pote ncia .

Si L ím f( x) =L Y n es un número natural, probar;
x --+a

L ím 1f (x)]n = I L ím f (x)]n = Ln

X-+ 3 1-+ 3

En particular,

Lím xn = aD

x--+.
So lució n

Lím [f(x)]n = Lim [f(x)l(x); . . f(x) . ]
x -+a x-)oa

n
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[Lím f(x) ] [Lím f( x) ] . • . [ Lim f(x) ]
x--+ a x-..,a X~ ;t

[
Lim f ( x) J n ~ Ln
X-+a

(Ley del producto)

Por otro lado. por ejemplo 4 sabemos que ~~a x = a . Luego. aplicando la parte

anterior,

Lim x n
x~a

[
Lim x J" ~ [a ]" ~ a

n

x--+a

IEJEMPLO 9. ' Calcular

Solución

Lím Q
x~2

LímQ...
x~2 - (Ley de la raíz)

(Ejemplo 7)

~M
~ -..f4ó = 2..J16

(Ley de la potencia)

El siguiente teorema nos da la manera de calcular el límite de una función racional
y. en particular, el de un polínomio.

ITEOREMA 23 I Si F(x) es una función racional y a es un punto de su dominio.
entonces

Lim F(x) = F(a)
x~ a

Demost raci én

Caso 1. F es r..~ polinomio: F~ x) = bnx lL
'"- • • • + b¡x + bo

Lím F(x ) ~ Lin, [ n ]
)~----)-a bnx + . . . + b.x + ha

x-u

h, [ . Jm x" ] ,
:~ a

(Ejemplo 7)



Cap ítulo 2. Limites y Continuidad

~ F(a)

73

(Ley de la potencia)

Lírn F(x) _ Llrn p(x) _
x->a - x->a q(x ) -

Lim [ 4x 3 - 7x2 +5x -l]
x -> 2

Ca so 2. F es una función racional: F(x) = p(x) . donde q(a) '" O
q(x)

Lírn p(x ) ~,,\
x->a _ ~
Lim q(x) - q(a) = F(a).
x->a

IEJEMPLO 10 ·1Calcular

Solución

Aplicando el teorema anterior para el caso de un polinomio:

Lim [ 4x3_ 7x 2+ 5x _I) = 4(2)3_ 7(2)2+ 5(2) -( = 13
x-.:¡,2

IEJ EMI'LO 11. \ Calcu lar Lím
x-e c-l

Solución

Aplicando el teorema anteriorpara el caso de una función racional:

Um
x -> - I =

Um( 8x 2 -4x+2 )
x->-l

Um(x 3 +5)
x-> - I

8(- 1)' - 4(-1) + 2
(_ 1)3+5

7
=2" '

FORMA INDETERMINADA ~
O

Supongamos Um f(x ) = O Y Ltm g(x) = O • Ybuscamos
X4a x-.:¡,a

Lim f(x)
x-> a g(x) .

I. ~ . ': . la ley del coci ente (teorema 2.2) no es aplicable. La sustitución directa nos

IiC\ a a la expresión O/0, la cual no ¿.:.. la información suficiente para encontrar tal limite.
Por tal razón se dice que este limite es inde ter mina do de la forma O/O o que el límite
es de la forma indeterminad a O/O. La inde terminación se salva recurriendo a métodos
geométricos o algebraicos, como simplificación, racionalización o cambio de variai .' :...

Veremos más adelante que la derivada, que es el concepto más importante { ::1
Cálculo Diferencial, es un limite del tipo O/O.
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IEJEMPLO 12·1 Hallar Lím
x--> 4

x2 - 16

x - 4
Solución

Este es un limite indeterminado de la forma O/O. Observemos que al numerador lo
podemos factoriza r, lo que nos permitirá simplificar el cociente. En efecto:

x' - 16
x -4

ex + 4)(x - 4)
x _ 4 = x + 4. para x ;: 4

Luego.

Lím
x--> 4

x2 -1 6

x -4
Lím ( x+ 4 ) = 4 + 4 = 8
x --> 4

x
IEJEMPLO 13·1 Hallar Lím ..r;:;¡ - I

x-->O

_ (x+ 1)_ 1'

- x(-f,0I + 1)
1x

xx

Solución

Tenemos una indeterminación de la forma O/O, en la cual aparece n radicales. Aqui
usamos la técnica de la racionalización. Multiplicamos numerador y denominador

por la expresión ..r;:;¡ + 1, que es la conjugada del numerador:

ED -I = E+1-1

x(-f,0I + 1)

x

Luego,

Lím ..r;:;¡ -1
x--> O

I 1
JO+l+1 ~ 2

PROBLEMAS RESUELTOS 3.1

IPROBLEM A 1.1Hallar Lím x
3

+ 8
x-->-2 x +2

Solu ción
Este es un caso O/O. Para x t - 2 tenemos:

x 3 +8 x 3 + 23

---
x + 2 x + 2

(x+2)(x 2 -2x+4)

x + 2
x2 - 2x + 4

Luego.
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= ;:-2 (x2 - 2x + 4) ~ (_2)2 - 2(-2) + 4 = 12

1PROBLEMA 2·1Hallar Lím ~-.¡;
h--> O h

Soluci ón

1h

Lím 1
h-->O .Jx+h +.Jx

Es un caso ~ . Para h l' O, usando la conjugada, tenemos
O

:,/X+h-J?;
h

Luego,

. Lím .Jx +h -.Jx
=

h -->O h

IPROBLEMA 3.1 Hallar Lim (x + 2 )-3 - 2~.~
x-e O x

Solución
Es un caso O/O. Para x l' Otenemos:

x x

23 _ (x +2)3

23x(x +2)3

X
3 +6x 2 + 12x

23x(x+ 2)3

x 2 +6x+ 12

23(x+2)3

= 23 _ [x 3 +6x 2 + 12x + 23]

23x(x + 2)3

x(x 2 +6x + 12)

23x(x + 2)3

x

Luego,

Lim (x + 2)- 3 _ 2- 3

x-->O
Lim
x-->O

x 2 +6x +!2

23(x +2)3

_ _ 0 2 +6(0) + 12

22(0+2)3
3

8

1PROBLEMA 4.1 Halla r Lim ~ - v;.
x-e-O h

Solución

Es un caso O/O.
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De la identidad a3 - b3~ (a - b)( a2 + ab +b2) . obtenemos

a' - b'
a -b= 2 ?a + ab +b-

Si en la última igualdad hacemos a = ~x + h y b ~ ~ se tiene que:

~ ' v;. ,(x+h) - (x )

(~x + h )'+ (~x + h ) (~ ) + (~ )'

x+ h - x

h

(~x + h )'+ (~x + h )(~) + (~)'

Luego. para h i o.

h

h [ ( J.j x+h )2 + ( J.jx + h )(~ )+(~ ) ]

1

En consecuencia,

Um
h--> O

Lim l

h--> O (J.j x+ h )2 + ( V x + h)( ~) + ( ~ )2

1 l

( J.jx + O )2+(J.jx +O)(~ )+(~ ) 2 ~ 3if:2

IPROBLEMA 5·1Hallar Lim
x.-,a +

Solución

.¡;, - .¡;+~

Jx 2 _a 2
• donde a > O

- ; -\+~
"'J x + -'1a

= -'-,>/7(;:=x ~_=a)(;=x=+=:a)~
_ (x - a) +~ r:JX + .ya)

- 'I/(x - a)(x + a)(--rx + .ya )
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Luego,

Lim

x --+a+

..Jx- ..la+.¡;:::;
Jx 2 -a 2

..Ia+..Ia
.¡¡a<Jñ+..Ia)

1

.¡¡a

Observar que la factorización x - a :;;; ¡-;;:::; ¡-;;:::; sólo es posible si x 2: a.
Por esta razón sólo se pide el límite por la derecha.

IPROBLEMA 6·1 Hallar Lim ,[;+1- 1
x-->o V x+ I - 1

Solución

Mediante un cambio de variable transformamos esta función con radicales en una
función racional. La justificación teórica del proceso de eambio de variable (Teorema
de cambio de variable) la presentaremos en la próxima sección. Los radicales tienen
índices 2 y 3, respectivamente (tienen índices distintos). Hallamos el minimo común
múltiplo de 2 y 3, que es 6, y hacemos el cambio de variable:

x + 1~ y6
Ahora tenemos que

..¡;.:;¡ = w~ y3 , y

,[;+1 - 1
Vx + I - 1

= y3 - 1 ~ (y _ 1)( y2 + y + 1)

y2 _ 1 (y - I )( y + 1)
n ' 1

Como x ---> O <=:> y ---> 1, tenemos que:

Lim
x-e O

Lim
y--> I

y2 + y + 1

y+ 1

12 + 1+1

1+1

3

2

IPROBLEMA 7. 1Si n es un número natural, probar que

Solución

Lím (x+h)n _x n

h ---> O h
n-Inx
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Sabemos por el binomio de Newton que:

( x + h)" ~ x" + ni '. xn- I h + n(n -1) xn-'h' + . . . + nxhn- I + h"
2!

h
n-lh n(n- 1) n- 2h 2 nxhn-I hnnx + x +...+ +

2!

(x + h) n _ x n

h

Luego, para h te O

xn + nxn-1h+ n(n -1) xn-2h2 + ...+nxhn-1 +hn _x n
2!

h

h[ n-I n(n-I) n-2h nxh n- 2 h n-I lnx + x + . . . + +
2!

h
_ n- , n(n - 1) ""h h~' h~1- nx + 2! x + . . . + nx +

Enconsecuencia,

Lím (x+ h) n _ X n

h-->O h
= Lim [ n-I + n(n - J) n-'h + + hn- ' + h"" ]nx 21 x . . . nx

h--.o .

= nxn- I + n(n - 1) xn-,(O) + . . . + nx(O)"-' + (0)"-1
2!

= nxn-1 + O + ... + O + O ~ nxn- I

IPROBLEMA 8.1a. Hallar el número b tal que existe el siguiente límite:
?

Lim 3x - + bx + b - 7
x-->-2 2 6x - x-

b. Hallar el límite anterior.
Demostración

a. Tenemos que L' ztm (x - x - 6 ) Y
x4 - 2

x 2 - x - 6 = (x + 2 )( x - 3 ).

Para que el limite propuesto exista, el numerador debe tener un factor (x + 2),
de modo que obtengamos una indeterminación del tipo O/O y que esta pueda
eliminarse simplificando el factor común (x + 2 ). En consecuencias, x ~ -2 debe
seruna raíz del numerador.Luego,

3(_2)' + b(-2)+ b -7 ~ O :=} b ~ 5

Por lo tanto, p ara que e l 1imite d ado e xista se d ebe cumplir que b ~ 5 Y e l
numerador debe ser
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2 2 23x + bx + b - 7 = 3x + 5x + 5 - 7 = 3x + 5x - 2 =( X + 2 )( 3x - 1)

b. Lím 3x 2 + bx + b - 7

x->-2 x 2 + x -2

Lim ( x + 2) ( 3x -1 )

x->-2 (x +2 )( x-l )
Lím (3x - l )

x-> - 2 (x- I)

_ (3(-2 )-1) 7

(-2-1 ) 3

PROBLEMAS PROPUESTOS 2.1

En los problemas del} al 35, kallar el límite indicado.

2. Lím[l-2Y+2+ 1]
y -> O y-4

3. Lim
x->f2

4. Lím
x--> 1

5. Lím x2 _9
x--> 3 x- 3

6. Lím y2 _ 25
y--> - 5 y + 5

7. Lím h-2
h-->2 h 2 -4

8. Lím x3_8
x -e Z x - 2

9. Lím y3 + 27
y-->-3 y + 3

lO. Lím x 2 +4 x-32
x-->4 x-4

ll 'Lím
x--> - I

1 2 5- x - -x-3
2 2

x + 1

12. Lím
x-->-2

+ 1
x+l

x+2

x -e l
20. Lím

X

~-2
21. Lim -'-'--.,..---

Y- 5y-->5

18. Lím
x-e O

15. Lim
x ->8

14. Lím x 4 - 16
x--> 2 x -2

2
17. Lim x -81

x-->9 .r;. - 3

..íY:+3-2

x -I
19. Lim

y-.o

13. Lím 8x3 -1

x-->.!. 6x2 -5x +1
2

16. Lim~ -3
x-e z x2-2x

22. Lim
h-..o

.,fl;h2 -1

h
23. Lim

x->7
24. Lim

x-e l
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25. Lim
, -> O

~-~

?/I +x - ?/ !.x
26. Lim

x->8

x - 8

~-2
27. Lim

x->o

h-8
~-4

~-2

~- I
33. Lim

x-> 2

30. Lim

x->64

h -I
~- l

29. Lim
x-e-l

32. Lim
x -e!

x

v;- 1

'tÍx -1

~I+x -~ I -x
28. Lim -'--.:'-'--'-=----'---'-....c:..

x...0

31. Lim
, ->1

3 J
34. Lim x - a

X--X1 x 2 -ax - x + a
35. Lim

, ->1

~-~

.J cx + d - .J dx+c

1
36. Si l{x) ~-, x ;tO, proba r que

x

37. Si f(x) ~ ..h, x > O, proba r que

L
. g(x + h) - g(x )
un

h->O h

L
. f(x +h)-f(x)
im

h ->O h

Eti los problemas del 38 al 54, hallar el límite indicado.

38. Lim'¡ x-2
x ->2+ 2x -l

40. Lim [x]
x-> r

41. Lim [xl
x->2+

42. Lirn [x]
x --4- -2-

43. Lim [x]
x->-2+

44 . Lim [x]
x->5/2

45. Lim ( x- [xl)
x->2-

46. Lirn (x - [xl)
x -> 2+

47. Lirn [x
2+

x + 1]
x->r

48. Lirn [i +x+1]
x -> 3+

49. Lim [[x] + [4 -xl]
x ->3-

50. Lirn ll-l + [4 -x]]
x--4-) +

x-4

I x- 4 1

52. Lím
x---+I+

{
2x +! si x s 2

55. Si h(x) ~ 2 .
x +! SI x> 2

hallar a. Lim htx)

x ->2

b. Lim h(x)

x->2+

e. Lim h(x)

x -> 2
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56. Si f{x) ~ {X ~. si x s z
x + 4, si x > 2

hallar a. Lim f{x)

x -~2 -

C. Lim f{x)

x -->2

x-->2

b. Lim f{x)

x-}> - 2

a. Lim f{x)hallar

{

-4 si x < - 2

57. Si f{x) ~ ;' si - 2 :s x < 2

x - 1 si x ~ 2

58. Hallar una fuuci ón f tal que Li m f(x) ~ 3 Y que no exista Lim f{x)

X ~O- x -+O +

59. Pruebe, con un contraejemplo, que las proposiciones sigu ientes son falsas:

a. Existe Lím [ f(x) + g(x) ] ~ Existe Lím f{x) Y
x-+a x-+a

existe Lím g(x)
x-->a

b. Existe Lím [ f{x)g(x)]
x-+a

~ Existe Lím f(x) Y
x-->a

existe Lim g(x)
x-e a

60. Probar que: Existe Lim f(x) y
x -->a g(x )

Lim g(x) =O ~
x --> a

Lím f(x) = O
x-->a

De esta proposición se obtiene:

Lim f{x) t O
x-->a

y Lim g(x) = O
x-->a

=> Noexiste Lím f(x)
x-->a g(x)

SECCION 2.2
TRATAMI ENTO RIGUROSO DE LOS LIMITE

Con la "defi nición" informal de límite que se presentó en la sección anterior
hemo s logrado avanzar algunos pasos, pero no puede llevam os muy lejos. Así, por
ejemplo, con esa de finició n no podemo s demostrar las leyes de los limites
enunciados en el el teorema 2.2. Otra versión un tanto mejorada, pero aún no
rigurosa, es la sigu iente:

Lím f(x) = L si podemos hacer que los valores de f(x) estén arbitrariamente cerca
x-->a

de L (tan cerca como queramos) con sólo tomar a x suficientemente cerca de a , pero

no igual a a.

Ahora daremos una interpretación matemática a esta versión. En primer lugar,
para hab lar de cercanía necesi tamos considerar números reales positivos pe queños.
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Es tradicional usar las letras griegas e (épsilon) y O (delta) para representar tales
números.

Con la frase: "que f(x) esté arbitrariamente cerca de L
(tan cerca como queramos)" queremos decirque si tomamos
cualquier número positivo E, por más pequeño que éste sea,
la distancia entre [(x) y L, que es / [(x) -- L /, es menor que
E. Esto es ,

I[(x) - L I< e, ó equivalentemente,

L - e < [(x) < L + e.

Pero la última desigualdad significa que [(x) está en el intervalo

L + E

L

L-E

y

x
(l- e, l +e)

Por otro lado, la frase "con sólo tomar a x
suficientemente cerca de a, pero no igual a al!
quiere decir que se puede encontrar otro número
positivo o tal que la distancia entre x y a sea
menor que O, siendo x -¡a. Esto es,

o < lx-al <o

Esta desigualdad es la conjunción de lasdos siguientes:

y

. - 5 • .+5 x

o <jx -a l y Ix - a I< o.
La primera dice que x -¡a y la segunda, que la distancia entre x y a es menor que o.

IDEFINICION. ¡ (Rigurosa de límite). Sea f una función definida en un intervalo
abierto que contiene al punto a, excepto posiblemente el punto a.

Lí m f( x) = L si paracada E > Oexiste UD 11 > Otal que
x-u

o< Ix - a I < o=:> I f(x) - L I < s

Para los aficionados a las expresiones más formales, la definición anterior se
escribe así:

Lím f(x) = L ~ (\le >0) (30)o)(0<lx- a l<0 =:> I f(x) - L I < c )
x~a

Algunas veces, la implicación
x y

o <l x -al <o I[(x) - L 1< E
• +6

=:> .. LH

se escribe así: • r
• L

I[(x) - r, I< e siempre que O< Ix - a I< o.
• -6 ..

L- E
Una manera gráfica de ver esta definición es la
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siguiente:

Para cualquier intervalo pequeño (L - E, L + E) alrededor de L podemos encontrar
otro intervalo (a - a, a + a) alrededor de a tal que f lleva todos los puntos de
(a - a, a + a), excepto posiblemente a, en el intervalo (L - E, L + E).

Otra interpretación gráfica de la definición de límite es como sigue:

y y y

LH

L

L-E

a x a-S a a+S X

L

r.c e

.a-S a a+5 X

\f E > O 3 a> O O<1 x - a 1<a=:> 1f(x) - L I< E

En la última figura vemos que los puntos (x, [(x)) de la gráfica de f, con x *a, que
se encuentran entre las rectas verticales x = a - 8 Y x = a + 0, también se

encuentranentre las rectas horizontales y = L - 8 e y = L + 8.

Según esta definición, para probar que Lím f(x) ~ L, primero se da el número
x->a

E > Oy se debe elaborar para producir el número a> Oque cumpla con:

O< Ix - a I< a :=:> I[(x) - L I< E.

Podemos pensar este proceso como un juego (juego de la prueba del límite) entre

el profesor y el estudiante. El profesor da el E y el estudiante, para ganar, debe

producir el respectivo a. Empecemos el juego:

x

y

HE

5-E0<lx-31<a :=:> 1(2x-l)-sl<e

Cálculos previos. (Buscando un valor de a).

IEJEMPLO 1.1 Usando la definición E-a, probar que

Lím (2x - 1) = S
x->3

Solución 5

Dado un E > O,debemos hallar un a> O tal que:

Buscamos 8 manipulando la última expresión:
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1(2x - 1) - S 1= 12x - 6 1= 12(x - 3)1 = 21 X - 3 1

Luego,

e
1(2x - l ) - S I < e ~ 21x - 3 1<e ~ [ x -3 / < 

2

La última expresión nos sugiereque debemos tomar &= .:. •
2

Prueba Formal. (Comproba ndo que el 8 hallad o fun ciona)

Si dado E > O, tomamos 8 ~ ~ , entonces
2

Vemos que con Ó = ~ logramos lo quequeríamos, que es,
2

O< lx -3 1< 8 => 1(2x - l ) - S I < e.

Luego, Lím (2x - 1) = S
x-> 3

IOBSE RVACIONES I
1. La segunda parte de la solución del ejemplo anterior, a la que llamamos prueba

forma l, consiste en recorreral r ev és los pasos dados e n la primeraparte. Esto
significa que el verdad ero trabajo de la prueba está en los cálculos previos, siendo
la segunda parte una simple comprobación. Por esta razón, más adelante, la
prueba de un límite la concluiremos al encontra r el 8 en la part e de cálculos
previos,

2. En el ejemp lo anterior hemos encontrado que tomando 8 = tl2 llegamos a la

conclusión que queriamos: 0 < Ix - 31< 8 => I(2x - 1) - Si < e.
Se puede tomar también para 8 cualquier número posi tivo menor que tl2. En

efecto, si tomamos 81 < 8 ~ e/2 se tiene, por transitividad, que

IEJEM PLO 2·1Si a > O, usando la definición e-8, probar que

Lím .h = .¡;,
x~a

Solució n

Para un E > O cualquiera. debemos hallar un 8 > O tal que



Capítulo 2. Límites y Continuidad

O<l x -al <o => l -fx -,,(a 1<0
1

Cálculos previos. (Buscando nn valor de o ). --;o~--=

h+,Ía
Tenemos que:

85

Pero, I 1 1- 1 < _1_h + ,Ía - -fx + ,,(a - ,,(a
De esta desigualdad y la igualdad anterior, obtenemos

l -fx - ,Ía 1-'" J; I x - al

Enconsecuencia,

l-fx -,,[a. 1 <E si _1 Ix-al <E,o sea si Ix - al <E.[;,,[a.

Por tanto, tornamos 5 = E .¡;; .

Prueba For mal. (Comprobando que el o encont rado funciona).

Si dado E > 01 tomamos 5 = &.¡; ,entonces

O< lx -a l<o => I x-al<~ => J; Ix- al <o => l-fx -,,[a. 1<8

Luego, Lím.r; = ¡;
x.....a

1EJEMPLO 3· 1Usando la definición 8--<5, probar que

Lím (x 2 + x +1 )=3
x-+ - 2

Solución

Para un 8 > O cualquiera, debemos hallar un o> O tal que

0 < [x - (-2) 1= [x + 2 I< 0 => 1(x2 + x + 1) - 3 I < E
Cálculos previos. (Busca ndo un valor de o).

Tenemos que:
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l(x2 +x + I)- J I = Ix2 + x - 21 = l (x-I )(x + 2)1=l x-l ll x+2 1 (1)

Observar que en la últ ima expresión, el factor I x + 2 I es el que debemos tomar

menor que o,Para hallar a o, al factor acompañante Ix -1 Idebemos acotarlo por una
constante. Es decir, debemos encontrar una constante M > Otal que

Ix-l l sM.

En los ejemplos anteriores esta M la hemos encontrado con relativa facilidad. Así,

para el ejemplo anterior, M ~ 1/--[. . En el presente caso, no existe un M que acote a

I X - 1 I en todo R, que es el dominio del polinomio x2 + x -i- l . Sin embargo, como

sólo estamos interesados en los puntos cercanos a -2, conseguimos tal M si nos
restringimos a un intervalo centrado en -2. Así, si sólo consideramos los x que están
a una distancia de 1 de - 2, esto es [x + 2 \ < 1, se tiene que :

Ix+21 < 1 => -1 <x + 2< 1 => -J<x <-I => - 4 < x - 1 <-2

=> 2 < - (x - 1) < 4 => 2 < Ix - 1 1< 4

O sea que hemos conseguido M = 4 tal que

Ix +2 1< 1 => I x-II < M=4

De ( 1) y (2) obtenemos :

[x + 2[ < 1 => I (x2 + x + 1) - 3 [ < 41 x + 2 1
Por tanto,

I x + 2 / < 1 y 4 I x + 2 1< & => l(x2 +x + I) - JI<&
Luego,

(2)

I x +21 < I y Ix+ 21 <~ => l (x2+ x + I) -J I <.c (3)
4

Ahora tenemos dos restricciones sobre I x + 2 1, que son:
&

/ x+ 2 1< 1 y Ix+ 2 1< -
4

Para aseguramos que ambas desigualdades se cumplan, escogemos como ¡; al

menor (minimo) de los números 1 y E/4. Esta escogencia la abreviamos así:

¡;=Mínimo{ 1, E!4 }.

Prueba Formal. (Comprobando que el ¡; encontrado funciona) .

Si dado E > O, tomamos o= Mínimo { 1, E/4 }, entonces, por (3),

0< [x + 21 < ¡; => \ x + 2 1< 1 y [x + 2 \ < -". => I(x2 + x + 1) - 3 I<E
4

Luego, Llm( x2+x +l ) ~ 3

x4-2
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ESTRATEGIA PARA GANAR EL JUEGO DE LA PRUEBA DEL LIMITE

Observando los ejemplos anterio res vemos que para probar que L ím f(x) = L,
x-->a

se siguen 3 pasos:

Paso 1. (Sac ar el factor I x - a l ) . De I f(x) - L I sacar como factor a I x - a l.
Esto es, conseguir una función g(x) tal que

I f(x) - L I ~ I g(x) 11 x - a 1

Paso 2. (Acotar I g(x) I). Encontrar un número p> O (en la mayoría de los casos,

p= 1) Yun número M > O tal que

0< [x- aI< P => Ig(x) I:s M

Paso 3. (Escoger 6 ). Dado " > O, tomar 6 ~ Mínimo (p, elM) ya que, por los pasos
1 y 2,

e
O< Ix-aI < 6 ~ 1f(x)-L I~ Ig(x) 11x-a1:s M 1x-a1< M M ~ &

O sea,
0 < [ x - a 1< 8 => If(x) -L 1<e

IEJEMPLO 4·1Usando la definición &- 8, probar que

Lim ~ = 2
x..... 1/2 x

Soluci ón

Para un e > O cua lquiera, debemos hallar un 8 > O tal que

Cálculos previos. (Buscando un valor de 8 ).

Pa so 1. (Sacar el facto r Ix - 1/2 1 ).

1~_ 21 =11~2xl ~l~ 112x -r¡=I ~ Il x-tl
Esto es,

Paso 2. (Acota r Ig(x) I).
Buscamos un p> O y un M > Otales que:
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y

La expresión 1 g(x) I = I ~ I crece ilimitadamente si x se acerca a O. Por tanto,

para acotarla, debemos alejar a x de O. Esto lo logramos tomando:
1 I

IX-zl<~~¡-

x114 1/2 3/4

r-., ,, ,, ,, ,

En efecto:
I I I I I

Jx-zl<¡=> -¡<x- Z<¡=>
1 1 I 1 1 3

- -+ -<x < - + - => -<x < - :::::>4 2 4 2 4 4

~<~< 4=> !<~<8 => !<1~1<8
3 x 3 x 3 x

I
O sea, si ~ ~ ¡ , conseguimos M ~ 8, tales que

IX-21<~~± => I ~1<M~8
Paso 3. (Escoger o). Tomamos

o~ Mínimo {p, EIM } = Mínimo { ~, ~ }
4 8

Prueba Formal. (Comprobando que el oencontrado funciona).

ALGUNOS TEOREMAS SOBRE LIMITES

Lo que resta de esta sección será dedicada a presentar algunos teoremas de
importancia para el desarrollo posteríor del curso. T ambién pagaremos las deudas
contraídas en la seccíón anterior, como son las leyes de los límites (Teorema 2.2).
Comenzamos, parcialmente, con esto último.

IEJEMPLO 5·1 (Ley de la suma). Si Lím f(x) = L Y Lím g(x) = G ,probar que
x~a x~a

Lím[f(x) ± g(x)]~ [ Límf(x)] ± [ Lím g(x)] ~ L ± G
x~a x~a x~a

Solución

Debemos probar que, dado E > O, exíste o> Otal que

0< [x- a I< o=> I (f\x) ± g(x)) - (L ± G) I < E
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Como Lim f( x) = L , dado EI2 , existe 0, > O tal que
x -e-a

0< [x- al < 01 ~ I f(x) - L I< ~ (1)
2

Como Lím g(x) = G, dado eh;existe 5 , > O tal que
X --7a

O< Ix - a I< 02 ~ Ig(x) - G I<~ (2)
2

Tomando o ~ Min {o"o2 }, usando( l ) y (2) se tiene que:

0 < [x - a l < °~ I(f(x) ± g(x») - (L ± G) I
~ 1 (f(x) - L) ± (g(x) - G) 1< 1 f(x) - L 1+ 1g(x) - G I < .:.+ .:.~ E

- 2 2

89

ITEOREMA 2.4 1 SI r(x) :5 g(x) , V x en un intervalo abierto que contiene a a,

excepto posiblemente en a, entonces

Lfm f(x) :':: Lfm g(x)
x~a x-ea

Demostración

Ver el problema resuelto 12.

ITEOREMA 2.51 (Ley del emparedado o ley de la arepa rellena) Si
1. g(x):,:: f(x) :,:: h(x), 'Ix en un intervalo abierto que contiene a

a, excepto posiblemente en a.

2. Lim g(x)~ L ~ Lím h(x)
X4a X-)3

entonces

Lím f(x)= L
x-+a

Demostración

Aplicando el teorema anterior se tiene que

f(x) :':: g(x) :':: h(x) ~

Lím g(x) :':: Lím f (x ) :':: lírn h(x) ~
x-e-a x-sa x---+ a

y

,;~
g I

I
I

L :,:: Llm f(x) S L ~ Lím f(x) ~ L
X~a x~a

a x
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IEJEMPLO 6· 1Probar que Lím _ ,_2_ = O
:'< -+0 1 + x4

Solución

Lím h(x)=O. Luego, por el teorema anterior,
x --> O

Lím x
2

= O
x-+O ~~-4'

x 2
Tenemos que O< _ _ < x2

- l + x 4 -

. x2
SI f(x) = O, g(x) = - - y h(x) = x2, entonces f(x) :'S g(x) :s h(x).

1+ x4

Además, Lím f (x) = O Y
x -->O

ITE OREMA 2.61 Teorema del cambio de variable

Si x = g(t) tal que Lím g(t) = a y g(t) 1: a para todo t 1: b,
t-->b

entonces

Lim f(x) = Lím r(g(t)
x--> a t-->b

El cambio de variable es x = g(t).
Demostración

Ver el problema resuelto 13.

LIMITES UNILATERALES

Terminamos la teoria de esta sección presentando las definiciones rigurosas de los
limites unilaterales. Paraesto. observemos que

O< ! x - a ! < & <:::> -& < x - a < O y O< x -a < &

<:::> O<a - x < & y O<x -a < &

Los x que cumplen con O< a - x < & son los x cn el intervalo (a - &, a) y, por
tanto, están a la izquierda de a. En cambio, los x que cumplen con O< x - a < & son
los x que están en el intervalo (a, a + &), y por tanto, están a la derecha de a.

IDEFINICION,I Límites unilaterales

1. Sea f definida en un intervalo abierto de la forma (b, a).

Lím f(x) = L <:::> ('v' pO)(3 &> 0)( O< a - x < &~ If(x) - L I<E )

X-4' a
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2. Sea f definida en un intervalo abierto de la forma (a, b)

Lím f(x) ~ L ~ (\1 E> 0)(3o > 0)( O< x - a < o => 1f(x) - L I<E )

x.-.+ a+

PROBLEMAS RESUELTOS 2.2

1PROBLEMA 1.1 Probar que
1

Lím xscn -= O
x--.t O x

Solución

En primer lugar observar que no se puede aplicar la ley de producto debido a que,

como lo muestra el ejemplo 6 de la sección anterior, no existe el Lím sen !- ::: O.
x-) O X

x

y - X ,/

"

,
-,,

-,,,

y

,,,
-,,

v = -x, .,

/
/

/
/

/
/

Resolvemos el problema recurriendo a la definición E- O.
Dado E > O, debemos hallar o > O tal que

I
O< Ix - OI< o => 1 x sen ;; - O I < E

I
osea, O< l x l<o => I x sen;- I<f

Como I sen ~ 1 :S 1, se tiene

Ixsen ~ I~ Ixl Isen ~ IS [x ]

Luego, para el E dado, tomamos o ~ E.

IPROBLEMA 2· 1Mediante la definición E- O, probar que
5

Lim -- = 5
x-->3 x- 2

Solución
Debemos probar que dado E > O, existe o> Otal que

Cálculos previos. (Buscando un valor de o).

Paso 1. ( Sacar como factor a Ix - 3 I).
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I----L _51 ~ 15 - 5(x - 2) I= 15 - 5(x - 2) I~ 1-5X + 15 I
x- 2 x -2 x -2 x -2

= j-5(X- 3) 1 = 1~ 11 X- 3 1= 5 1 X - 31
x -2 x - 2 I x - 2 1

Estoes,

1 _5 _ 5 1 ~ 5 1 x - 31
x-2 Ix-21

Paso 2. (Acotamos -1 _5_,). Hallamos P> O y K > O tales que
x-2

5
I x - 3 1 < p ~ -- < K

I x - 2 1 -

1
Sea P=2 .Tenemos que

I 1 I l I
Ix- 3 1< fl~"2~ - "2< x - 3 < 2 => -"2 + I <x - 2 <"2 + 1

1 3 1 3
~ - < x - 2 <- ~ - < l x - 2 1<-

2 2 2 2

2 1 10 5
~ -<--- < 2~ - <-- <10

3 Ix -2 1 3 Ix -21

I 5
Esto es, Ix - 3 I< 2 ~ 1x _ 21< 10

1
O<lx -3 1<o ~ I x - 3 1< 2

Antes de con tinuar observemos que en este caso no podemos tomar p~ 1,
ya que de haberlo hecho tendríamos que

I x -3 1< 1 ~ -1 < x- 3 < 1~ 0 < x-2 <2

Pero esta última desigualdad no puede invertirse debido alO que aparece a
la izquierda.

Paso 3. ( Escogemos o). Tomamos o~ Mínimo { ~, ~ } .
2 l O

Prueba Formal. (Comprobando que el ¡; escogido funciona).

y I x - 3 1 < ~
10

~ 1_5__ 5 1= 5 I x - 3 1< 1O ~=E
x-2 Ix-21 lO
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IPROBL EMA 3.1Sea e una constante. Probar:

IeI < E, V E > O =::;> e= O

93

Solución
Procede mos por reducción al absurdo .

Supongamos que e *O. En este caso se tiene que 1e 1> O. Tomando E = ~ 1e 1,
2

por hipótesis, se tiene que
11eI < & =::;> 1e1< -1 e I =::;> 21 e 1< 1el=::;> 2< 1
2

Esta contradicción pueda la tesis.

IPROBLEM A 4.1(Unicidad dellfmite). Probar que

Lim f(x) = LI Y Lim f(x) = L2 =::;> LI = L2
x-+a x-+a

Solución

De acuerdo al problema anterior, basta probar que

(1)

ya que tendríamos:

L, - L 2 ~ O =::;> LI = L 2

Ptobemos (1):

Como Lim f(x) = LI, dado E/2 existe 81> Otal que
x-->a

0 < 1x - a I < 8, =::;> ¡ '{x) - L, 1< .:.
2

Como Lim f(x) ~ L2 , dado &12 existe 82 > Otal que
x-->.

(2)

0 < Ix - a I< 02 =::;> I f(x) - L21 <~ (3)

Por otro lado, sumando y restando flx) y usando la desigualdad triangular:

Ahora, tomand o 8 ~ Mínimo { 81, 82 }, por (2), (3) Y(4), se tiene:

0 < I x - a I< 8 =::;> 0 < I x - a I< 81 y O< Ix - a I< 82
e e

< - + -= E.
2 2
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(1)

IPROBL EM A 5·1Si Um [(x) = L , probar que existen 6> O y K> Otales que
X-H

0 < / x - a I < o => I f(x) / <K
Solució n

Como Lim f(x) = L , dado g = 1, existe o > O tal que
x ->a

O< I x - a I < 0=>1 f(x) - L I< 1

Pero, por la desigualdad triangular,

I f(x)l= I (f(x) - L) + L I :S I f(x)-L I + I LI (2)

Luego, haciendo K = 1 + I L / , se tiene de (l) y (2)

O< I x -- a I < 6 => I f(x) I< 1+ I L I = K

IPROBLEMA 6 . ' (Ley del producto). Si Um f(x) = L Y Um g(x) = G , probar
x~a x--+a

Lim [ f(x) g(x)] = ( Um [ (x)] ( Um g(x) ]
x ---+ a X-M x-e a

Solución
Debemos probar que dado E> O existe 6 > O tal que

0 < I x-a I < o => I f(x)g(X)-LGi <E

Por el prob lema anterior, existen 6' > O y K > Otales que

0< I x - a I < o' => I f(x) 1< K (1)

Como Um f(x) = L, dado E, = El2(1 G I+ 1), existe o, > O tal que
x- +a

0< 1 x -- a I < o, => 1 f(x) -- L I <E , = I I (2)
2( G + l )

Como Um g(x) = G, dado E, = El2K, existe 62 > O tal que
x->a

O< I x -- a I < 02 => I g(x) -- G I< E2 = _ E_
2K

Por otro lado, restando y sumando f(x)G y usando la desigualdad triangular,

I f(x)g(x) - LG I = I[f(x)g(x) - f(x)G] + [f(x)G - LG] I
= If(x)[g(x) - G] + [f(x) -- L]G I S If(x)[g(x ) - G] I + I[f(x) - L]G I
= if(x) Ilg(x)-GI + lf(x) -LlIG I (4)
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Ahora, tomando 0= Min { o', Oh 02 } se tiene que

0 < Ix- a 1 < o ::;.

1f(x)g(x) - LG 1 s I f(x) 11 g(x) - G 1 + 1f(x) - L 11 G I

s K Ig{x) - GI + If(x) - L 11 GI
< K - "- + t IGI

2K 2{ IG I+ l )

t t
< - + -=&

2 2

(po r 4)

(por 1)

(por 2 y 3)
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IPROBLEMA 7. \ Si Lim g(x) = G Y G *O, probar que 3 o> O tal que
x--+a

Solución

Como Lim g(x) = G Y G*O, dado t = (1/2)1G 1, existe un o> O tal que
x--+a

Pero,

(1)

1G1 = 1G- g(x) + g(x) I :" I G- g(x) 1+ 1 g(x) I ::;.

Ig(x) I~ IG I- IG - g(x) I (2)

De (1) y (2 ),

1 1
O< Ix - a I < o ::;. Ig(x) I> 1G I - - 1G I= - 1G I

2 2

y G*O, probar queIPROBLEMA 8·1 Si Lim g(x) = G
x--+a

Lim 1
x-> a g{x) Lím g(x)

x->a

1
=

G

Solución

Debemos probar que dado t > O existe o> O tal que

1 1
0 < 1 x - a 1 < o ::;. Ig(x ) - G I< "

Bien, tenemos que
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1
1 l.!_I G -g(X)I _1 1 1I (x) GI

g(x) - G - g(x)G - g(x)G g X -

I I
~ Ig(x) IIGi Ig(x) -- G I (1)

(2)

(3)

2

IG ¡

2-1 < _2 _1 Ig(x) -G I
G IGI IG I

~ 2- l g(x) - G I
G2

Por otro lado, como Lirn g(x) = G , dado a' = &G2/ 2 existe un o, > a tal que
x....a

&G 2
a< I x - a I < O, => I g(x) - G I < &'= -- (4)

2

Luego, tomando 0 = Mínimo {0 1' Ol}, por (3) y (4) tenemos que

I I 2 2 &G 2

a< Ix - a I< 0=> 1g(x) - G I< G 2 Ig(x) - G I< G2 - 2- ~ &

Por el problema anterior, existe un o,> a tal que

a< Ix - a I < 01 => I g(X) I > .!. IG I=> _1_ <
2 Ig(x)1

De (1) y (2):

O< Ix - a I < 0, => \_1__
g(x)

IPROBLEMA 9,1 (Ley del cociente). Si

probar que

Lím f(x) = L Y Lim g(x) = G ~ O,
x~a X--7a

Um

X-H

f(x)

g(x)

Lim f (x )
x ....a
Lim g(x)
X-H

L
G

Solución

Esta prueba será corta , debido a que la parte laboriosa del trabajo ya fue hecha .

Por la ley del producto y por el problema anterior

Um
x.... a

f (x) = L im [f(x) _1_ ] = [ Lirn f(x) ] [Um 1 ]
g(x) X-H g(x) x -e a x~a g(x)

~ [ ~~/(X) ] [ I ] 1 L
Lím g(x) = L G = G
x~a
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1PROBLEMA 10·1 Si Lím f(x) =L Y A < L < 13, probar que 3 o > O tal que
x-> a

O< Ix - a I< o ~ A < f(x) < 13

Solución

97

A <L <B ~ B-L >O y L-A >O .

Como Lím f(x) = L , dado E ~ Mlnimo {B - L, L - A} , existe un o > Otal que
x->a

0< Ix - a I< o ~ I f(x) - L I< E ~ -E < f(x) - L < E ~

~ -E + L < f(x) < E + L ~

~ - (L - A) + L < f(x) < (13 - L) + L ( -(L - A) S -E, E S 13 - L)

~ A < f(x) < B

IPROBLEMA 11·1Probar la ley de la raíz: Si ~~.r(X) = L, entonces

Llm Q/ f(x) = ni Lím f'(x) = iL donde L > Osi n es par
x~a V x-e e t •

Solución

Caso 1. L ~ O Y n es impar .

Como !iJL ~~ = O,debemos probar que dado E > Oexiste o> O tal que

O < I x - a I< o ~ I !V f(x) I<E

Bien, com o Lím f(x) = O, para E, ~ En > O, existe un O> Ota l que
X->a

O < Ix - a I< o~ If(x) I< El = En ~ I!V f(x) I < E

Caso 2. L > O y n cualquiera (pa r o impar ).

Debemos probar que dado E > Oexiste o > O tal que

Bien , por el problema anterior, con A =.!. L Y 13 ~ ~ L, existe o, > O tal que
2 2

1 3
0< Ix - a 1< 01 ~ 2" L < f(x) < 2" L

y, por lo tanto,
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0 < Ix - a I< 5, => f(x) > O

Por otro lado, usando la identidad:

C~pítulo 2. Limites y Continuidad

(1)

Con p = '1 f(x)

~f(x) - ~

y q =~ , se tiene

f(x) - L (2)

~ (f (x))n- I +~ (f(x))n-2L+.,.+~ f(x )Ln- 2 +0

Cuando 0 <1 x - a I< 5" por (1) , f(x) > O. Ade m ás L > O. Luego, ladas las
raíces del denominador de la expresión (2) anterior son positivas. En
consecuenci a

Luego, cuando 0 < Ix - a l < 5"

1

~ (f (x))n- I + ~ (f(x))n-2 L + ...+~ f (x)Ln-2 + 0

De (2) y (3) obtenemos

(3)

O <lx-a l < 5,=>I~f(x)- ~I :s If(x)- LI
~ Ln- I

~1f(X)- LI
n Ln-I

(4)

Ahora, como Um f(x) = L, dado &1 = & nr-;;=¡ , existe 52 > O tal que
X~a v V' - '

En consecuencia, tomando 5 = Mínimo {51, 52}, de (4) y (5) se tiene que

O<lx -al <ó =>

(5)

Caso 3. L < O y n es impar.

Sea g(x) ~ -re x), Se tiene que:

Lim g(x) = Um (- f lx» ~ - Lim f(x) = - L > O
x-+a x-+ a x-+a
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Luego, por el caso 2 y considerando que n es impar, se tiene que

99

Solución

Paso 1. Probamos que

Lim ~ g(x) = k =:> Lim ~ -f(x) =k=:>- Lim ~ f(x) = - 'VL
x-ea x......,a x-ea

=> Lim ~ f(x) = !VL
x->a

IPROBLEMA 12.1 Probar el teorema 2.4: Si

1. Existen Ltm f(x) y Lim g(x)
x-ta x-ta

2. f(x):S: g(x), 'Ix en un intervalo abierto que contiene a a, excepto
posiblementeen a,

entonces Ltm f'[x] :S Lím g(x)
x-ta x-ta

O:S h(x) => O :S Lím h(x)
x->a

Sea Lim h(x) = L. Queremos probar que O:S L.
x->a

Procedemos por reducción al absurdo. Supongamos que L < O. Luego, -L> O.

h dd 1( . < 1A ora, a o E ~ 2: -L), existe u> Ota que

1
0< Ix - a I< 8 => Ih(x) - L I<E = 2:(-L)

l 1
=>-2:(-L) < h(x)-L< 2:(-L)

1 l
=> -2: (-L) + L < h(x) < "2(-L) + L

3 1
=> -L < h(x) < -L => h(x) < O.

2 2
Este último resultado contradice la lúpótesis: O:S h(x).

Paso 2. Probamos que f(x) :s g(x) => Lim f(x) :s Lím g(x)
X-4a X-4a

f(x) S g(x) => O:sg(x) - f(x) => O :S Lfm [g(x) - f(x)]
x->a

(paso 1)

=> O:S Lím g(x) - Lím f(x) => Lírn f(x) :s Lírn g(x)
x-ta x-ta x-ta x......,a

IPROBLEMA 13.1 Probar el teorema del cambio de variable:

Si x ~ g(t) es tal que Lim g(t) = a y g(t);< a para todo t;< b,
t-> b

entonces Lím f(x) = Lim f(g(t»
x~a t-)b
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Solución

Sea Lím f (x) = L. Debemos probar que dado E> O, existe O> O tal que
x.... a

O< II- b I< O ~ I f(g(l)) - L I< E

Bien. como Li m f(x)= L dado • > O. existe O, > O tal que
x~ a '

0 < Ix - a I< O, ~ I f(x) - L I< • (1)

Por otro lado, como Li m g(l) = a o dado El ~ 1i, > Oexiste O> Otal que
t .... b

0< I t - b I< O ~ Igel) - a I< El ~ 01 (2)

Además, como g(l) t a para lodo 1t b, a la expresión (2) la podemos escribir así:

0 < I1- b I< O ~ 0 < Ig(l) - a I< E, = O, (3)

Luego. de (3) y (1) por transitividad y considerando que x = g(I), se liene

O< II - b I< O ~ I f(g(t» - L I< •

PROBLEMAS PROPUESTOS 2.2

2. Lím (9 -31) = - 3
1.... 4

En los problema.' del! alU probar, mediante E-.so el límite indlca üo .

x J
3 L1m ( - + 1 ) ~ 

, 5 5
x- »- 2

1. Lfm (4x- 3) = 5
x....2

4. Uro x2 = 4 5. Uro x3 = - 8 6. Lim x2
_1 ~ 2

x- Jx....2 x~-2 x....I

7. Lim (x2+ 2x - 6) = - 3 8. Li m (2x 2+ 3x-4 ) = -5 9.
Lim _4_ ~ 2

x-I
x.... 1 x--7- 1 x....3

10.
Lím _ 6_ = - 6

\l .
Lím ~~ ~

12. Lím ..r;:+5 ~ 34 - x 5 - 2x 3
x--> 5 x.... I x.... 4

Lím -
I
- = I L' J + x 4

13. 14. lm -- ~

¡x l + I x
x-->O x--> l /3

En los problemas del 15 al!9 probar, mediante e-S, e/ límite indicado.

15 Um e = e e es una constante.
. x-+ a 16 Li m x = a

. x-+a
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17. Lim xn = 3
n .

x-->a

Sugerencia: x'' _ a" = (x - a)( xn- I + xn-2a + ... + xan-2 + an- t)

L ' 1 1
18. trn ~ = a _ Sugerencia: seguir el esquema del ejemplo 4 tomando

x-->a
19. Probar: Lím f'(x} = L=} Lím If(x)I-1 LI.

x.---+a X.----)3

Sugerencia : 11f(x) 1-1 L I1 :::: I f(x) - L 1

p= la l /2

x---> O
20 Lím x 2scn ..!.. = O

. x

En los problemas del 20 al 23, mediante teorema del emparedado, probar que:

Lím~-I
21. l x ] + 1 --

x-e O

22. Lím x[ 2-flcot2)]= O
x---> O

23. Lim 1 x + 1 I - 1 x -- I I = O

~ 3x2 + I
x-->O

SECCION 2.3
LIMITES TRIGONOMETRICOS

0:1 T::E:-:O:-:R=-E=-M= A:-2::-.::-7.! ';f a e R se cumple que

Dem ostración

Lím senO = sena
e---> a

Llm cose = cosa
0--..

Debemos probar que dado E > O, existe /)> Otal que: y

(1) 0 < 1e - al < /) =} Isen O- sen a I< E

y

(2) O < IO- a I< s =} Icos e - cos a I<¡;

Observemos el triángulo rectángulo de la figura.
Los extremos de la hipotenusa son los puntos:

L(O) ~ (cos e, sen e) y L(a) = (cos a, sen a).

La longitud del cateto vertical es 1sen e - sen a 1

La longitud del cateto horizontal es l eos e - cos a 1

La longitud de la hipotenusa es d(L(e), L(a) , la distancia de L (O) a L(O).

L(a)

x
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La longitud del arco entre L(a) yL(O) es lo- a l.
Es claro que la longitud de la hipotenusa es menor que el arco entre L(a) y L(O).

Esto es, d(L(O), L(a)) < 1O- a ¡.
Como la longitud de cada cateto es menor que longitud de la hipotenusa, por

transitividad se tieneque

Isen e- sen a I< IO- a I y Icos O- cos a I< Ie- a l·
Luego, si para el e > Odado, tomamos &=&, entonces (1) Y(2) quedan satisfechas.

tanO

To
senO

=1Lim

0-> O

11
Sea O< O< - y, por tanto, sen O> O

2
Observando la figura se ve que
Area del t>.OQB < Area del sector circular OQB < Area del ó.OQT.

Pero

Demostr ación

Paso 1. lim sen O = I
0->0+ O

ITEOREMA 2.81

'OQB = (1)sen O sen e
Area del" 2 = -2-

Arca del sector circular OQB = 1(0)(1)2 = I
I tan O

Arca del t>.OQT = "2 (1) tan O= - 2-

Luego,
sen B O tan O
-2- < 2" < -2- ' ~ sen O< O<tan O

Dividimos entre sen O. (recordar que sen O> O).

O 1 sen B
1 < sen O < cos O ~ cos O< - 0- < 1 (invirtiendo fracciones)

Pero Lim I = I

0-40+
y Li m cose = cos O = 1

0->0+

(Teo. 2.7 )

Luego, por el teorema del emparedado, Lim senO = I
0-> 0+ O
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11
Sea -- < O< O, y por tanto, sen O< O.

2
Si a =- O, entonces a > O y a ---> 0+ <::> 0--->0- . Luego,

Lim sen O
8-.0- 8

Lim - sen e

8-.0- -O
Lim sen(-O)

8-.0- - O
= Lim sen a.

u--J>O+ a
~ 1

IEJEMPLO 1.1Probar que:

1
Lim tanax _

. x-+o - x- - a

Solució n

2. Lim x COl ax = a~ O
a

x-. O

Si O=ax, entonces x ---> O <::> 0---> O. Luego,

Lím tan ax lím tan ax Lím sen ax t
1. x~o-x-:::: x-+ O a~ = a x ---+ O~ cosax

Llm sen 8 1=. -- --
8--. 0 O cosO

Lirn x cot ax
2.· x-. O

= a [ lím sen O][ Lim _1_]= a[1] [ 111 ] _ a
8-.0 O 0--.0 cos B

Lím cos ax 1 Lím ax= x - - - = - - - cosax
x-)oO senax a x-+O senax

= 2. Lím_0_ cosO = 1 [um O ][umCOSO]
a 0-.0 senO a 0--.0 sen O 0-.0

¡T EOREM A 2.91 Lím I - cos x
O.

x--. O x
Demostración

l- cos x I - cos x 1 + cos x 1-cos 2 x

x x 1 + cos x x ( 1+ cos x)

=
sen 2x

x(l + cos x)

sen x sen x
x 1 + cos x

Luego.

Lím
x-->o

l - cos x = [ Lím sen x ]
x x-e O X

[ Um sen x ] ~ [ 1 ] [0/2] ~ O.
X-40 0 l + cos x
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I EJE~lrLO 2.1 Hallar Lim seu(x - lt / 6)
x--. TC /6 ~cos x -ev 3 / 2

C~pftulo 2. Límites y Continuidad

Soluci ón
7[ rr n

Sea y = x - 6" . Se tiene que: x ~ y + "6 ' x -> 6" <=> y -> O y

Lim seu(x - ,,/6)
x~ ,, / 6 eos x --{3/2

Lim sen y

y~ O eos (y+" / 6) - ../3/2

Lím sen Y

y~ O

( f3 12leos y - (1/ 2)seu y - ../312

U m sen y

y~ O

(f3!2)[ eosy - 1) - (1/2)seny

sen y

= -2

Lim

y->O

y

(f3!2 )e os y - J _ (I !2) seu y
y y

1

( f3 !2 )( O) - (1/2)( l )

PROBLEMAS RESUELTOS 2.3

IPROBLEM A 1.1Hallar Lím ( I -x)tan~x
2

x~ 1

Solución

Si t= x - I, enlonees x = t +1 y t -> O <::o x ->l. Luego,

n
( l -x) tan -x

2
" ( " " )~ -1 tan - ( 1+ 1) ~ - t tan - t + -
2 2 2

11
~ l eol ( -t)

2
~ 1/(,,/2) = 2111

(Id. trigo19)

(ejemplo 1, parte 2)
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IPROBLEMA 2·1Hallar Lím cos mx - cos nx

x -+O x 2

Solución

Se tiene que:
cos mx - cos nx

x 2

(eos mx - eos nx)(eos mx + eosnx)

x2 (cos mx + cos nx)

cas2 mx - cos2 nx
x' (cos mx + eos nx)

[1 - sen' mx ]- [1 - sen' nx]

x2 (cos mx + cos nx)

sen1nx - sen 2mx

x 2 (cos mx + cos nx

1
] cos mx: + cos nx

= [ 0 2 (se~,nx

Como,

)2_ m' ( semxnmx )2]
cos mx + COS IL'<

Lím
x-e ü cosmx+cosnx

1 1
-- ~-

1+1 2

se tiene que:

Lím

x-e D
cos mx - cos nx

x 2

1PROBLEMA 3·1 Hallar Um a sen x - x sen a
x-e a acosx -xcosa

Soluci ón

Si x ~ y + a, entonces y = x - a y x --> a e> y -+ O. Luego,

a sen x - x sen a

a cos x - x cos a

a sen (y + a) - (y + a) sen a

a cos (y + a) - (y + a) cos a

(a seny eosa +aeosy sen a ) - (ysena + a sen a )

( a eos y eos a - a sen y sen a) - ( yeos a + a eos a )

( a sen y eos a - y sen a ) + (a eos y sen a - a sen a )

( a eos y eos a - a eos a) - ( a sen y sen a + y eos a )
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(a sen y cos a - ysen a) + (asena)(eos y- 1)

( a eos a )( eosy - 1) - (a sen y sena + yeosa)

( a seny cos a - y sena )

y
( a sen a )( eos y - 1)

+
y

(a sen y sen a + yeos a)(aeos a)(eos y - 1)
_ _ _ o

Y Y

( sen y ) ( )(eOSy- l)a - - cos a - sen a + a sen a -'-'--'-'-''---- "-
y y

( eos y- l ) sen y
( acosa ) - (a - - sen a + cosa)

y y
En esta última expresión, tomando el límite cuando y tiende a O, se tiene

(a ( 1)cos a - sen a) + (a sen a)(O)

(a cos a)(O) - (a(l ) sen a + eos a)
acos a-sen a
-asena- cosa

sena -acos a
=

cos a+asena

Por tanto,
Lím a sen x - x sen a

x---.t a acosx-xcosa

sen a - a cos a
cos a s- a sen a

IPROBLEMA 4· l lIallar

Solución

sen2x -sen2a

x2 _a 2

[sen x + sen a] [sen x - sen al

[x - a][x + a]

(Ident, 40 Y41)

x +a x-a x+a x- a
[ 2 sen (- -) cos (- - )l [2 cos (- - ) sen (- -) ]

2 2 2 2
[x - a][x + a]

SI' x - a (y ) x + a
y~-2- , entonces x-a~2y, x+a~2 + a , - 2- ~y + a

Luego,

sen2x -sen2a

x 2 _ a2

_ {2sen(y + a) cos(y)1f2cos(y + a) sen(y)l
- [2y][2(y+ aj]

~ [ sen(y + a) cos y
y + a ][ sen v ]cos(y + a) -y-

Pero, x ----t3 <=> y ~O. Luego,
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Lím
X - H

= Lim [ sen(y + a) eos y ] [ eos( + a) sen y]
y--> O y +a y y

sen a cos a
a

sen 2a
= ~

IPROBL EMA 5·1Hallar Lírn

9--> n/3

2 eo, 2 8-5eos8 + 2

2eos 2 9+3 eos O - 2
Solución

, O nSi y :::: COS 1 entonces 8 -+ '3 <=> 1
Y --> '2 ' Luego,

Lím

8--> n / 3

2 eos 2 8 - 5 eo, O+2

2eo, 2 0 + 3 eos O-2

Lím

y--> 112

2y2 - 5y +2

2y 2 +3y- 2

Lim (2 y - I)(y - 2)

y--> I/ 2 (2y- l)(y+ 2)

Lím y - 2

y--> I/2 y + 2

1/2 - 2
1/2 + 2

3
5

PROBLEMAS PROPUESTOS 2.3

En los problemas del ] al 23 hallar el limite indicado.

1. Lím sen x 2. Lím sen 2x
x--+:t X -7[ x--+O sen 3x

3. Lím
x-->O

1- eos 2x

4x 2

L
' 5en2(x / 2)

6 1m
. sen x

x-s- ü

Lím
1 - cost

4. Lím [tan2x - sec2x 1 5. sen t
x--+1t/4 1--> 0

2
7. L' sen ( x - 1) 8. Lím ~~:~1m

x2- 2x + 1 x - sen 3x
x--> 1 x--> O

10. Lím
1 - 2 cosx

1t - 3x
X--+ n/3

12. Lím
J2 - JI + eosx

sen2x
x ->O

13.
n

cos - x
Lim __2_

1 - r:
x --> I



22. Lirn
rt

X-4 
4

lOS

14.

16.

18.

20.

, I - ccs x .J cosx.
Lim 2

x. -. 0

2
L1m ( 1 - COSO)

tanSe - tan] a
0 -->0

Lím senS - sena
8 -4 a sen(O /2)~sen(a J2)

Lím sen (a + x) - sen (a - x)

x -4 Otan (a + x) - tan (a - x)

2 tan 2 x - tan x - 1

2lan 2 x - 3 tanx + l
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15. U m 1 - sen x

" ---) 11 12 (x-o /2)2

17. L ' .J I + senx - .J J - senx
Im -

tanx
X-4 0

19. Lím cos (a+x) - costa-x)
X-4 0 x

21. Lím 2 sen 2 x-3sen x + 1
n

2sen 2x + senx - 1X-4 -
6

SECCION 2.4
CONTINillDAD

Geométricamente, la continuidad es fácil de explicar. Una función es continua si
su gráfi co no tiene saltos o interrupciones. En otras palabras, si su gráfico puede ser
trazado sin levantar el lápiz del papel.

IDEFINICION. ¡ Una función f es continua en un punto a si L1m f(x) = f(a)
X-4 a

Esta definición es equivalente al cump limiento de las 3
condiciones siguientes:

1. f está definida en a (3f(a) ) 2. 3 Llm f(x)
X-4a

3. Lfm f(x) ~ f(a)
x-4a

La definición de con tinuidad en a, al hablarnos de Llm f(x) . implícitamente exige
X-4a

que f debe esta r definida en un intervalo abierto que contenga a a .

IDEFINICION. I Diremos que f es discontinua en el punto a o que a es un punto
de discontinuidad de f si f no es continua en a. Esto equivale a
decir que al menos una de estas tres condicione s exigidas en la
definición no se cumple . Esto es:
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1. rno está de finida en a 2. No existe limite en a 3. Lím f(x) '" fea )x-"

L ~ k": .
• X • X • X

Si f es discontinua en a y exis te Lim I'(x). diremos que la dis continuidad en a es
x-->a

removible. Se llama así debido a que se puede redefinir a f en a de modo que la

discont inuidad es elimi nada. Es claro que la redefinición debe ser del modo siguiente:

fea) = Lim f(x)
x-->a

La discont inuidad es esencia l si no existe Um I'(x). En este caso no hay modo
x --> a

de sa lvar la discontinuidad.

La continuidad se expresa también en términos de o-o, como sigue (ver el

problema resuelto 3):

f es eontinu a en a ~(Vo >O) (3 ó >O)(lx -al<ó :::)lf(x) -f(a) I <E)

IEJEMPLO 1.1 a. El teorema 2.3 nos dice que toda función racional (en particul ar,
todo polinomio) es continua en cualquier punto a de su dominio.

b. El teorema 2.7 nos dice que las funciones seno y coseno son

con tinuas en cualqu ier punto a de IR.

IEJEMP LO 2.1
{

x2 -l6 .
Sea I'(x) ~ , St x '" 4

x- 4
6, si x = 4

1. Probar que ft iene una discon tinuidad removible en a = 4.
2. Redefinir f para remover la disco ntinuidad.
3. Probar que f es continua en cualquier punto a 1- 4.

Solución

1. La primera condici ón de continuidad si se cumple, ya que f está definida en 4. En
efecto: f(4) = 6.

La segunda cond ición tamb ién se cumple. En efecto,
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Pero. la terceracondición no se cumple, ya que

Lim f(x) ~8 *6 ~ f(4)
x -> 4

Enconsecuencia, f tiene una discontinuidad rernovible en a = 4.

{

x 2 - 16 .
2. f{ x) ~ x_4' SI x;<4

8, si x =4

Lim f (x)

x -> 4
Uro
x->4

x 2 - 16 Lím (x + 4) ~ 8
x-4 = X4>4

y

4 X

x' - 16
3. Para los x *4, f es la función racional f(x) ~~ , cuyo deoo minador no se

anula en ningún x *4. Luego, por el ejemplo anterior, f es continua en cualquier
punto x *4.

IEJEMPLO 3.1 Probar que la función g(x) ~ x +2

I x + 21

esencial en - 2.
Soluci ón

Calculemo s los limites unilaterales.

tiene una discontinuidad
y

~ Lim (1) ~ 1
X -7 - 2"'"

Lím ' x + 2

x ->-2+ [x + 2 I

Lim x + 2
x ....-2-lx + 2 1

=

Lim X+2
x~ -2 + x+2

Lím x + 2
x ->-T -(x+ 2)

2

---o
= Lim _ (-l)~ - I

x4-2

- 1
x

Como estos límites uni laterales son distintos, concluimos que g no tiene límite en
el punto -2 . Enconsecuencia g tiene una discontinuidad esencial en este punto.

CONTINUIDAD LATERAL

IDEFINICION· II. Una función f es continua por la derecha en el punto a si
Lím f(x) = f(al

x---ta+
2. Una función f es continua por la izquierda en un punto a si

Ltm f(x) = f(a)

x ~ a-

Es evidente que:

{

f es continua por la izquierda en a

f es continua en a <=:> y

f es continua por la derecha en a
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1EJEI\IPLO 4. 1La función part e entera f(x) ~ [x] es continua por la derecha, pero
discontinua por la izquierda en cualquier entero n.

Enefecto, tenemos que:

Uro f (x} =

x ---tn+

Lim f'(x) =

x-> n

Uro [x] = n = f(n}
x ---t n+

Llm _ [x] = n - 1 '" f(n)
x ->n

IEJEMPLO 5.1 Sea la función del ejemplo 3: g(x) = x + 2
I x + 2 1

1. Redefinir g para que ésta sea continua por la derecha en a = - 2

2. Redefinir g para que ésta sea continua por la izquierda en a = - 2
Solución

{

x+2 .
--, SI x;e - 2
Ix + 21

1, si x =-2
2. g,(x)

{

x+ 2 . 2
--, SI X7: -
Ix+2 !

-1, si x= -2

IEJEMPLO 6. I Probar que la función valor absolut o f(x} = Ixl es continua en

cualquier punto de R.

Solución

Sea a un punto cualquiera de R.

Caso 1. a = O: Lim Ixl = O = 101' ya que:
x->O

Lím Ixl = Lím x = O = 101 Lim Ix l = U ro (-x ) = - O = O = 101
y

,, ~ O+ ,,-+0+ x -) 0- X -+ 0-

Caso 2. a Ó' O: f(x) = Ix l es cont inua en a debido a que, cerc a de a, la función f

coincide con el polinomios p(x) =x, si a > O; o con q(x) = - x, si a < O.

CONTL....UIDAD EN INTERVALOS

IDEFINICION. I I. Una función f es continua en el intervalo abierto (a, b) si f es
continua en todo punto de este intervalo .

2. Una funció n fes continua en el intervalo la, b] si fes contin ua

en el intervalo abie rto (a, b] Yf es conti nua por la derecha en a.
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3. Una función fes conlinua en el Interv alo (a, b] si f es continua

en el intervalo abierto (a , b) y fes continua por la izquierda en b.

4. Una función f es continua en el intervalo cerrado la, b] si fes

continua en el intervalo abierto (a, b) y f es continua a la derecha
en a y continuaa la izquierdaen b.

1EJEMPLO 7.1 a. Una función polinomial y las funciones seno y coseno son
continuas en el intervalo abierto [e-co, +(0) = IR; o sea, son

continuas en su dominio.

b. La función parte entera f(x) = [xJ es continua en todos los

intervalos de la forma [n, n + 1), donde TI es un entero.

1EJEMPLO 8.1Probar que la función raiz cuadrada f(x) ~..[x es continua en su

dominio; o sea, es continua en el intervalo [O, +00).
Solución

Debemos probar que f es continua en todo punto a del intervalo abierto (O, +00) Y
que f es continua por la derecha en a ~ O.

Bien, si a > O, por la ley de la raiz, ~~F = ~ ~~: ~ "" .

Esto ~s, la función f(x) =..[x es continua en a.

Por otro lado, si a ~ O, entonces Lfm~ ~ ~ =,fO = O
X~O+ Vx -+o+

Esto es, la función f(x) = .¡; es continua por la derecha en O.

CONTINUIDAD Y OPERACIONES CON FUNCIONES

Las leye s de los límites, enunciadas en el teorema 2.2, nos dicen que el proceso de
tomar límite respeta las operaciones algebraicas. Esta propiedad valiosa se traslada a
la continuidad y se obtiene que ésta también respete las operaciones algebraicas.
Gracias a este resultado podemos construir complicadas funciones continuas a partir
de funciones simples.

ITEOREMA 2.10 I Sea e una constante y sean r y g dos funciones continuas en el
punto 8 . Entonces las siguientes funciones también son continuas
ena.

Demostración

l.f±g 2. cf 3. fg 4. i ' si g(a) ;" O
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Estos resultados son consecuencias inmediatas de las leyes de los límites
correspondientes. Así, (1) es consecuencia de la ley de la suma. En efecto:

Por ser f y g continuas en a se tiene: Lím f(x) = fea) y Lím g(x) = g(a) .
X-4a X4a

Luego,

Lím [f(x) ± g(x)] = [Lím f(x)] ± [Lím g(x)] = f(a) ± g(a).
X-4a X-4a X4a

Esto nos dice que f ± g es continua en a.

IEJEMPLO 9. I Probar que las funciones trigonométricas son continuas en su
dominio.

Solución

Por el ejemplo 1 ya sabemos que el seno y el coseno tienen la propiedad indicada.
Veamos las otras.

sen x . d d funciones conti lComo tan x = cos x es el cociente e os unciones continuas, entonces, por a

parte 4 del teorema anterior, la función y = tan x es continua en todos los puntos x
tales que cos x t O, que son precisamente los puntos del dominio de y = tan x.

En forma análoga se procede con y = cot x, y = sec x e y = cosec x.

El siguiente resultado es consecuencia de la ley de la raíz y su demostración es
similar a la dada en el ejemplo 8.

ITEOREMA 2.11 I 1. Si n es par, entonces la función f(x) =!\fx es continua en

el intervalo [O,+00); o sea, es continua en todo su dominio.

2. Si n es impar, entonces la función f(x) =~ es continua

en IR; o sea, es continua en todo su dominio.

CATALOGO DE FUNCIONES CONTINUAS

En el capitulo anterior, para definir a
X

con x irracional, nos guió la idea de

conseguir que la función exponencial f(x) = a
X

sea continua en todo su dominio, que

es IR. Por tal razón, agregamos a nuestra lista de funciones continuas a la función

exponencial.

Por otro lado, también afirmamos que la función inversa de una función
continua es continua. Esta afirmación la podemos justificar intuitivamente, del
modo siguiente. La gráfica de una función continua f no tiene saltos ni



114 Cap ítul o 2. Lími tes y Continuidad

interrupciones. La gráfica de la inversa e l se obtiene reflejando la gráfi ca de f en
la recta diagonal y = x. En cons ecuencia, la gráfica de f -1 tampoco tiene saltos o
interrupciones. Esto nos dice que f - 1 es continua. Este resultado es importante, por
lo que lo hacemos resaltar presentándolo en el siguiente teorema. cuya demostración
formal la omitimos.

ITEOREMA 2.12 I Sea [una función definida en un intervalo 1, donde [es
inyectiva. Si f es continua en 1, entonces la función inversa

[-1 es continua en f( 1).

El resultado anterior nos permite concluir que la [unción logaritmo y ~ log, x es

continua, por ser inversa de la función expone ncial, y = a
X

• En fanna análoga,
concluimos que las funciones trigonométricas inversas son continuas.

A continuación presentamos un pequeño, pero importante, catálogo de funciones
continuas.

Las siguientes funciones son continuas en su dominio:

J. Polinomios

3. Funciones radicales

5. Funciones trigonométric as in versas

6. Funciones Iogarltmicas

2. Funciones racionales

4. .Funciones trigonométricas

5. Funciones exponenciales

7. Función valor absoluto

El s iguiente teorema e s un e aso particular del teoremade e ambio de v ariable o
teoremadel límite de unacomposición de funciones. Lademostración la presentamos
en el problema resucito 4.

I TEOREMA 2.13 1(Teorema de susti tución). Si Lim gel) = L Y [es continua en
r-» b

L, entonces

L tm f(g(l)) - f(L) - f (Um gt»)
t-->b r-e b

ln ( elx-1)
e' - I

Uro e g(t)=e L
I--> b

c. Hallar Lím

x-->Oe' - Ix -->O

¡EJEMPLO 10.1•. Si Lim g(l) = L, probar que
1-->b

b, Hallar U ro e 2' - 1

Solución
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a. Sigue inmediatamente del teorema anterior, tomando en cuenta que la función
exponencial f(x) ~ eX es continua.

b. Este limite es una indeterminación del tipo ~ . Tenemos:
O

Lim

x-->O

e2x _ I

eX - I
= Lím

x-e O

(eX + I)(e x - 1)

eX - 1

Lím

x--> O
(eX + 1)

;:'OeX + 1 = eO+ I ~ I + 1 ~ 2

c. Tomando en cuenta que la función logarítmica f(x) ~ In x es continua. se tiene:

Lim In[ e
2x

- IJ = In[ Lim e
2x

-IJ = In(2) ~ In2
x.-,.O eX _ 1 x---,>O eX - 1

Una consecuencia del teorema anterior, que es inmediata pero de importancia
capital. es el siguiente resultado, que dice que la continuidad también respeta la
operación de composición de funciones.

1TEOREMA 2.141 Si g es continua en b y f es continua en g(b), entonces la
función compuesta f og es continua en b.

Demostración

Por ser g continua en b se tiene que Llm g(t) ~ g(b)
t --> b

Reemplazando este límite en el teorema anterior obtenemos

Lim f(g(I)) ~ f(g(b)) ~ (fog)(b).
1-->b

Esto nos dice que f og es continua en b.

IEJEMPLO 11.1 Probar que la función h(x) ~ Iln x 1 es continua en (O, +00).

Solución

Si g(x) ~ In x y f(x) ~ 1 x ]. tenemos que h ~ f og. En efecto,

(fog)(x) ~ f(g(x)) ~ f(ln x) ~ Iln x I ~ h(x).

La función g(x) = In x es una función continua en (O, +00) Yque la función valor

absoluto f(x) ~ 1 x 1 es continua en R. Por tanto, por el teorema anterior, h ~ f o g

también es continua en (O, +00).
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f

b Xea

y

fea)

f(b)

Terminarnos esta sección enunciando un teorema que proporciona una propiedad
importante de las funciones continuas. Omitimos la demostración por estar fuera de
alcance del presente texto.

ITEOREMA 2.15 1 (Teorema del valor intermedio). Si f es una función continua
en un intervalo cerrado [a, b] Y si K es un número que está
estrictamente entre fea) y f(b), o sea

f(a) < K < f(b) ó f(b) < K < f(a).

entonces existe un número e en (a, b) tal que f(e) = K.

Gráficamente, este teorema nos dice
que cualquier recta hor izontal y ~ K que
está comprendida entre las rectas
horizontales y = f(a) e y ~ f(b) debe cortar
al gráfi co de f en • por lo men os, un punto
(e, /te)) , donde a < e < b.

En el siguiente ejemplo usamos este
teorema p ara localizar las raíces de una
ecuación.

IEJEMPLO 12.1 Dada la ecuación x3+ 3x - 5 =O
a. Probar que esta ecuación tiene una raíz entre I y 2.
b. Hallar una aproximación de esta ra íz con un error menor que 0.1.

Solución

a. La función /tx) = xl + 3x - 5, por ser un

polinomio, es continua en todo IR y, en particular,
es continua en el intervalo cerrado [l . 2].

Por otro lado , f( l ) es negativo y /t2) positivo. En
efecto:

/t l )~ 13 +3(1)-5 =-1 Y

f(2) =23 + 3(2) - 5 =9

Luego, /tI) < O< f(2) y, por el teorema del valor
intermedio con K ~ O. existe un c entre 1 y 2 tal que
flc) =O, esto es.

1 < e < 2 y c3 + 3c - 5 = O.

Es decir e es una raíz de la ecuación dada.

y

9 - -----

-)- -
2 X

b. Como una primera aproximación a la raíz podemos escoger a 1 ó a 2. Elegimos a
1 por estar /tI) ~ -1 más cerca de Oque f(2) ~ 9. Esta escogencia de 1 tiene un
error menor que l . Es decir, 11 - e 1< l .
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Para conseguir una mejor aproximación, volvemos a apoyarnos en el teorema
del valor intermedio. Para esto, subdividimos el intervalo [1, 2] en los 10
intervalos:

[1,1 ,1], [1,1,1 ,2], [1,2,1 ,3] , ... , (1,9, 2].

Evaluamos f en los extremos de estos intervalos. De éstos tomamos uno tal que
la evaluación de f en sus extremos tenga signos contrarios. En nuestro caso, este
intervalo es [1,1, 1,2], ya que f(l.l) = -0,369 Y f(1,2) = 0,328. Esto significa que
1,1 < e < 1,2. Como una segunda aproximación a e podemos escoger al ,1 ó a 1,2.
Elegimos a 1.1. Esta aproximación tiene un error menor que 0.1.
Si se quiere mejorar la aproximación se repite el proceso.

PROBLEMAS RESUELTOS 2.4

1PROBLEMA 1.1 Hallar k sabiendo que la siguiente funci ónes continua es -2.

{

3 . < 2f(x) ~ X . SI X - -

h 2 - 2x, si x > - 2

Solución

La [unción [debe ser continua por la derecha y por la izquierda en -2. Pero,

fescontinuaporlaizquierdaen-2 ~ f(- 2)) ~ Lím x3 = (_2)3 ~ _ 8

x -.-2-

fes continua porla derecha en-2 ~ f(-2)~ Lím (kx2-2x)= k(-2)' -2(-2)

x -+ - 2+
En consecuencia.

k(-2)'- 2(-2) = - 8 ~ 4k +4 ~- 8 :=> 4k=-12 :=> k~-3

1PROBLE;\IA 2·1 Probar que:

[es continua en a ~ (Ve > O) (30 ) O)( [x - a I<o~ If(x) - f(a) 1<e )

Solución

Por definición, [es continua en a :=> Lím f(x) = fea) e>
x.....

(1)
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( ~ ) Por ser fcontinua en a, se cumple (1) y , además, f está definida en a. En esta

situación pod emos eliminar el requerimiento O < I x - a I de (2), ya que

para x ~ a se cumple que I f(a) - f(a) I = O < e. Pero, eliminado este

requ erimiento , (1) se conviert e en:

(';le> O) (30) O)( [ x - a I<o~ If(x) - f(a) 1<E )

( <=) Es obvio, ya que (2)~ ( 1).

(2)

IPROBLEMA 3.1Probar que si f es conti nua en a y f{a) > O, entonces existe un
intervalo abierto (a - o, a + o) tal que

f{x) > O, ';1x E (a - o, a + o).
Solución

Por ser f continu a en a, para e = ~ f(a) existe un o> O ta l que
2

IIx - a I< o~ I f(xl - f{a} I< e ="2 f(a}

o sea

1 I- o < x - a <o ~ - - f(a) < f(x) - f{a) < - f(a)
2 2

De donde,

I 3
a - o < x < a +0 ~ - f(a} < f(x} < - f(a}

2 2
1

Por tanto, por ser "2 f(a} > O,

a - o < x < a +0 ~ f(x) > O

IPROBLEMA 4·1Probar e l teo rema 2.13. Si Lim gIl) ~ L Y si f es continua en L,
t ... b

entonces

Lim f(g(t) = f(L) = f( Lím g(l»)
t ... b l ... b

So lución

Debemos probar que dado e > O, exis te o> Otal que
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Bien, como f es continua en L, por el prob lema resuelto 3, para el E > Odado existe

un 01 > Otal que

(1)

Por otra parte , como Lím g(t ) ~ L , para El = 0 1 existe °> O tal que
t -> b

(2)

De (1) y (2) , tomando x = g(t), se tiene que

IPROBLEMA S, I Sea f una función con dominio R, tal que

f(x + y) ~ f(x) + f\y), V x G R, V Y GRo

Si f es continua en O, probar que f es co ntinua en todo punto a G R.
Solución

Debemos probar que Lhn f (x) = f(a).
x-->a

En primer lugar tenemos que f(0) = O. En efecto,

f(0) = f(0 + O) = f(0) + f(0) => f(0) = 2f(0) => f(0) ~ O

Por otro lado, por ser f continua en O, Lím f (x) ~ f (O) = O.
x -> O

Ahora bien, haciendo el cambio de variable x = a + h se tiene que

Llm f( x) = Lím f (a + h) ~ Lím [f(a) + f(h)]
x->a h -> O h -> O

~ Lím f(a) + Llm f (h) = f(a) + Lím f (h) = f (a) + O = f'(a).
h -->O h -> O h->O

IPROBLEMA 6, I (Teorema del punto lijo). Sea f una función continua en el

intervalo cerrado [O, 1]. Probar que:

OSf(x) S 1, V x E [O, 1] => ft ieneunpuntolijo.

Es decir, existe un e en [O, 1] tal que f(e) = e
Solución

Caso 1. f(0) = O ó f( l ) = 1.
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En este caso tomamos e ~ O ó e ~ I Yla proposición se cumple.

1
6. h(x) ~ --¡--4

x -

Caso 2. f(0)*O y f(1) * I.

Tomemos la [unción g(x) ~ x - f(x). Por ser fc ontinua en [0, 1], g también
10 es. Además,

g(O) =O -f(O)~-f(O) <O y g(1 )~ 1 -f(1» 0

Luego, por el teorema del valor intermedio, exis te un e en (O, 1) tal que

PROBLEMAS PROPUESTOS 2.4

i, Probar que la función [es cont inua en el punto 2. f(x) ~ { xX

2_-24
, si x'" 2

4, si x = 2

2 D fi ' O) I fu .. . O ( ) F+J - I. e mrr g( para que a ncion g sea contmua en . g x = x .

3. Proba r que la siguiente función es discontinua en el punto 3 y que 3 es el único
punto de discontinu idad.

¡X2 - 2x + 2, si x < 3

g(x) = 4, si x =3

- x + 8~ si x >3

E" lo.' problemas del 4 al 11, hallar los pumas de discontinu idad de las
funciones dadas, indicando el tipo de discontinuidad.

l l
4. f(x) =~ S. g(x) ~ x + 2

x- I
7. f(x) = -Sx-

x+2
8. g(x) ~ (x _ 3)(x + 8)

x+3
9. h(x) = - -

.,¡;::2

lO.
x 2 -9

f(x) = --
I x - 3 1

Ix-II
11. g(x) ~ -'-------7

(x _ 1)3

EII los problemas del 12 al 15, graficar la funci án dada y localizar, mirando el
gráfico, los puntos de discontinuidad.



Capítulo 2. limites y Continuidad 121

x<-2

-2=Sx<412. f(x)

14. h(x)

{

- 2 si X < 3
~ I si 3=Sx<5

4 SI x2:5

{

Xl

-"2+ I si X < 2

2x - 3 si X 2: 2

13. g(x)

15. f(x)

~ {~:x:: ::
-"2 + 2 si X 2: 4

{
~ six=S-2

X + I si -2 < X < 2

2x si x2:2

{

- sen2x si x < 1[/4

17. h(x) ~ ax + b si 7tl4 =S X =S ,,/3

cos-x si x > TeJ3

EIl los problemas del 16 al 19, hallar a y b para que las funciones dadas sean
continuas en sus dominios.

{

- 2 six<-I

16.g(x)~ ax+b si-l=Sx<3

2 six2:3

{

- 2sen X si X < -,,/2

18. f(x) ~ a sen X + b si -,,/2 < x < ,,/2

cos x si x~ 7[/2
{

2 " . O
19.9(x)~ a-xsen-;z,slx*

b, si x = O

EIl los problemas del 20 al 25, hallar el conjunto de puntos donde la funcián
dada es discontinua.

20. f(x) ~ [x + 112 ]

22. h(x) ~ I/ [x]

21. g(x) ~ [x/4]

23 g(x)~ I~]

24.g(x)~I-x+[x]-[I-x].

{
O, si x es racional

25. f(x) ~ . . .
1, SI x es irracional

{
1- X+ 2n, si n c x c n-r I

Sugerencia: g(x) ~ .
n, si x e n

Sugerencia: En todo intervalo abierto siempre existe un racional y un irracional.

EIl los problemas del 26 al 28, probar que la ecuación dada time una raíz en el
intervalo indicado. Aproximar la raiz con un error menor que 0,1.

26. x3 + I ~ 3x, en [1, 2]

28. cos x ~ x, en [O, 1]

27. 2x3 - 3x2 - 12x + 2 ~ O, en [-2, -1]

29. Sea [una función con dominio IR tal que

f(x + y) ~ f(x)f(y), '1 x eR, '1 y eR

Si f es continua en O, probar que f es continua en todo punto a.
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SECCION 2.5
LIMITES INFINITOS Y ASINTOTAS VERTICALES

I J
I

- +---

Consideremos la funci ón f(x) ~ 1 2 '
(x - 1)

cuyo gráfico es el adjunto.

Querernos analizar el comportamiento
de esta función cuando x se apro xima a 1,
por la izquierda y por la derecha.

La siguiente tabla nos da los valores de
f(x) para algunos valores de x cercanos a 1,
tanto por la izquierda como por la derecha .

y

f \

x

x I 0,8 0,9 0,99 0,999 4 I <- 1,001 1.01

1 i
f(x) = '1 25 100 10.000 1.000.000 ~ +00 <- 1.000.000 10.000

(x _ 1)2

1,1 1,2

100 25

Observamos que a medida que x se aproxima a 1 por ambos lados, e l valor de f(x)
crece ilimitadamente. Este hecho lo expresamos diciendo que el límite de

1

Lím 1

x c-e l (x_I) 2
= + C()

Ahora, consideremos es ta otra funció n, f(x) = ( -1 )'
x - 1 -

La tab la corre spondiente aparece a continuación .
Ahora observemos que a medida que x se aproxima a
1 por amb os lados, e l valor de f(x) decrece
ilimitadamente. Este hecho lo expresamos diciendo

que el límite de f(x) ~ ( -1 )2 cuando x tiende a 1
x -l

Lím 1es - ce, y se escr ibe = - ro
x--> I (x _ I) 2

y

I_,_
X

, 1
I

~i(
x 0,8 0,9 0,99 ~ J <- 1,001 1,01 1.1 1,2

- 1
f(x) = -25 - 100 - 10.000 ~ -00 <- - 1.000.000 -10.000 - lOO -25

(x _ I) 2
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En resumen, tenemos las siguientes defmiciones informales. Se supone que la
función f está definida en un intervalo abierto que contiene al punto a, excepto
posiblemente en el mismo a.

1. Lím f(x) = +00 <:::> Los valores de f(x) pueden hacerse arbitrariamente
x->a

grandes, tomando a x suficientemente cerca de a.

2. ~.~ af(x) = --<O <:::> Los valores de f(x) pueden hacerse arbitrariamente

grandes negativamente ( I f(x) Ies grande y f(x) < O),

tomando a x suficientemente cerca de a.

Similarmente se definen los límites siguientes límites unilaterales:

3. Lím f(x) = +00 4. L ím f(x) = +co 5. Llm f(x) =-co 6. Lím f(x) = - co
x -). a+ x->a- x---+ a+ x->a-

v y , , v ,
y

l .'- x ,
' -

i{
• x,,,,,- \:- 1- X

a , • x

Es evidente que

7. Lírn f(x) = ± co <:::> Lím f(x) = ± co y Lim f(x) = ± co

x-e-a x -+a+ x->a-

IEJEMPLO 1.1 Hallar los límites unilaterales de la siguiente función en los puntos
x2 +2x-3

de discontinuidad . f(x) = x _ 2

Solución

Esta función racional tiene un único punto de discontinu idad, que es 2. Luego. nos
piden hallar

Lím f(x)yLim f(x)

x ---+2+ x 4 2-
Analicemos los signos del numerador y del denominador para punlos x cercanos a 2.
En cuanto al numerador tenemos que

Lim (x2+2x_3 )~ 22+ 2(2) -3 = 5
x-> 2
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Como este límite es 5, para los puntos x cercanos
a 2, ya sea por la derecha o por la izquierda, el
valor del numerador se mantiene cerca de 5 y por
lo tanto, éste tiene signo positivo.

Ahora, si x tiende a 2 por la derecha, x - 2 es
positivo y, como el numerador es positivo, el signo

x2 + 2x - 3
del cociente x _ 2 es positivo. Además,

como x - 2 tiende a O cuando x tiende a 2 por la
derecha, concluimos que

y

iL
x

x 2 +2x-3

x-2
=+ 00

= - 00
Lím

Por otro lado, si x tiende a 2 por la izquierda, x - 2 es negativo y, como el
xl + 2x - 3 .

numerador es positivo, el cociente 2 es negativo. Además, corno x - 2x-
tiende a O cuando x tiende a 2 por la izquierda, concluimos que

x 2 +2x-3

x-2

ASINTOTAS VERTICALES

En el ejemplo anterior, la recta vertical x ~ 2, comparada con el gráfico de la

función, tiene una característica muy especial: La distancia de un punto P = (x, f(x»)

del gráfico a la recta tiende a 0, a medida que x tiende a O. Por esta razón se dice que

la recta x = 2 es una asíntota (vertical) de la gráfica de la función f. En general,

tenemos la siguiente definición.

[DEFINICION·I Diremos que la recta x = a es una asíntota vertical del gráfico de
la función f, si se cumple al menos una de los cuatro limites
siguientes:

1. Lim [(x) = +00, 2. Lim f(x) ~ +00,

x---}oa+ x-ta
3. Lím [(x) = -00,

x---}oa+

4. Lím [(x) ~ -00

x->a

I EJEMPLO 2·1 La recta x ~ 2 es una asíntota vertical del gráfico de la función
x'+2x-3

f{x) = x - 2

En efecto, v.a vimos que LI'm x 2 + 2x - 3 L"____ ~+oo y rm
x---+2+ x-2 x---+2-

x 2 +2x-3

x-2
= - ro
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IDEFINIeION· 1(Rigu rosa de limite infinito). Sea f una función definida en un

intervalo abierto que contiene al punto a, excepto posiblemente en 3 .

lo Lim f(x) =+00

x-H

Para todo 1\1 > Oexiste Ii> O tal que

O< Ix -- a I< Ii ::::) f(x) > M

2. Lím f(x) = -- 00

X4a

Para todo M < Oexiste Ii > Otal qu e

0< Ix -- a I< Ii ::::) f(x) < M

Las definiciones rigurosas de los límites unilaterales

infmitos son presentadas en el problema resuelto 4.

v

..
a -li t 2 -3 X

v

.- 6 . + ó X

~l f----\-++--

El siguiente teorema n os proporciona resultados rápidos en el cálculo de límites
infinitos. Las expresiones co locadas entre los paréntesis son, reglas nemotécnicas.

ITEOREMA 2.16 1 Supongamos que Lím f(x) =L Y Lim g(x) =O
x---+a x ---. a

Lím f(x) _ +00
4. L < O y g(x) --> O negativamente ::::) g(x) --

x-.a '

f(x)
Lím -- = -00

::::) g(x)
x 4a

lo L > O y g(x) --> O positivamente ::::)

2. L > O y g(x) --> O negativamente

3. L < O y g(x) --> O positivamente ::::)

f (x)
Llm -- = +00

g(x)
x....a

Lím f(x) = -00
g(x)

X4a

( 0:=+00)

L~ =-00)

( O~ =-00)

( O~ =+00)
El teorema también es válido si se cambia x ~ a por x ---+ a' Ó x ---+ a

Dernostracl én

Haremos una "demostración" informal, siguiendo el esquema del ejemplo 1. Sól o
probaremos 1, ya que la prueba de los otros casos es análoga y se deja como ejercicio
al lector. La prueba rigurosa puede verse en el problema resuelto 3.
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1. Como Lím f( x) = L Y L > O, para los x próximos a a tenemos que f\x) > O.
x --> a

Por otro lado, como g(x) -> O positivame nte, para los x próximos a a tenemos

que g(x) > Oy g(x) es cercano a O. Luego, cuando x tiende a a, el cociente f (x)
g(x)

es positivo y crece ilimitadamente. Esto es, Lím
x--> a

f( x)

g(x)
= + ce

Como un caso particular notable del teorema anterior se tiene:

¡TEOREM A 2.17 1 Si n es entero positivo, entonces

t . I { + 00, si n es par
1. Lím ( x _a)n = +00 2. Llm ( x -~)D = -oo,si n esimpar

x ---+a+ x--+a-

Los resultad os establ ecidos en el siguiente teorema son intuitivamente evidentes.

Una demostración parc ial la hacemos en el problema resuelto 5. El resto lo dejamos a

cargo del lector.

ITEOREMA 2.18 1 Si Lím f(x) = too Y Lím g(x) = L , entonces
x~a x--)oa

I. Llm (f( x) t g(.)] = t ao ,
. --> "

2. L >O => Lím 1 f(x)g(. ) ] = tao

. --> "
L <O => Llm If(. )g (x») =:¡: ao

( t oo +L = ±oo ) ó ( t oo -L = ± oo)

« t oo)(+) = too )

( (too)(-) = '1' 00)

3. L >O =>

L <O =>

x->a

Lím [ f(x) ] = t 00

g(x)
. -> "

Llm [ f(x) ] = :¡: 00

g(.)
. --> "

4. L .. O => L 1m [~i:; ] = O

• --> "
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IEJEMP LO 3. I Probar que:

a. Lírn cosec x ::;; +00

X ---+ O'"
b. Lím cosec x =-0:>

x->O-

c. Lím cot x ::;; +co
X ----.0· d. Lím cot x = - o:>

x -s o:
Luego, la recta x = Oes una asíntota vertical de

y = cot x y de y = cosee x y e eosec x

Solució n

a. Llm cosec x =

x-tO+
x

x

.,
U!
y ·cotl:

y

Lim
x -t0+ sen x

Llm

(O~ )= +00 _¡_<,
_l =(_l)=_ex) \

x -->0- sen x 0-

Um cosx ( 1)
x~ 0+ sen x = Q+ = + eo

Lírn cosx (1 )
x --> 0- sen x- ¡;=- =-ex)

cosec x =

b. Uro cotx
. x -+ O-

b, Lím

X 4 0-

a. Llm cot x
x-+O+

Argumentos similares a los prueban que las rectas x = nn, donde n es cualquier

entero, son asíntotas verticales de y = Col x y de y = cosec x.

OTRAS FORMAS INDET ERMINADAS

Presentamos dos formas inde terminadas más: .':". y ec - 00, En esta parte sólo
00

veremos casos simples de estas formas . Más adelante estud iaremos una nueva
técnica, conocida con el nomb re de Re gla de L 'H üspítal , la cual nos permi t irá
reso lver casos más com plejos de estas y otras formas más.

• 00
a. Forma Indeterminada -.

00

00
Un límite de un cociente t iene la forma indete rminada -. si el límite (o límite

00

lateral) del numerad or y del denominador es ±ce,
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IEJEMPLO 4. I Hallar Lím col x
x-tO+ cos ee x

Solución

Capítulo 2. l imites y Continu idad

Bien, resolvemos la indeterminación:

Lím cot x

x-+ O+
Lím cosec x
X--» 0+

+00

+ 00
( ? )

Lím col X

x--.,.o+ cosce x

cos x

Lim sen x
X~O+

sen x

Lím cos x = I
X ~O+

b, Indeterminada de la forma 0::1 - 00

Este forma indeterminada se presenta cuando el límite de una suma o diferencia, al

aplicar la ley de la suma, se obtiene la expresión 00 - 00 o la expresión - 00 + ce. En

este caso, la indeterminación se salva transformando la suma o diferencia en un

cociente.

IEJEMPLO 5·1

Solución

lIallar Lím ( _1 __1_ )
x-+O+ x 3 x 2

Tenemos que:

Bien, resolvemos la indeterminación:

~:o+ ( xl} - xl2 ) =~:o+( 1:/ )= ( o~ ) ~ + oo

PROBLEMAS RESUELTOS 2.5

IPROBLEMA 1.1 Hallar

Solución

Lim tan x

x ....0 ~ (I- co, x)2
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Este límite es de la forma O/O. Se tiene:
senx

Lím tan x

x-->O~(I_cosx)2

Lím cos x

x-->O ~ (l-cosx)2

Lím ( sen x

~ x-e-O ~ (l-cosx)2

~(O~)0) =(+00)(1)~ +00

IPROBLEMA 2·1 Hallar Lím
x-->3-
~

x-3
Solución

Este límite es una forma indeterminada de la forma ~.
O

Resolvemos la indeterminación:

Se tiene que: x --> S" => x - 3 < O=>3 - x > O. Ahora,

~
x-3

~ (3-x)(3+x)

-(3 - x)
~~

-~.J3-x

Si [(x) ~..,JT+; y g(x) ~ -~ se tiene que:

Lím f(x) ~ Lím~~ 16 > O,
x~3 x~3-

Lím g(x) = Lím(-~ ) ~ O Y
x--»3- x~3-

Luego, g(x) --> Onegativamente.

Aplícando la parte 2 del teorema 2.16 se tiene que:

Lím ~ ~ Lím ..,JT+; =-00 (O~ =-00)
x-->3 x-3 x-->r_~

El resultado anterior nos dice que la recta x ~ 3 es una
asintota vertical. Además ésta es la única, ya que 3 es el único
punto donde el denominador se hace O.
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IPROBLEMA 3·1 Probar que el Teorema 2.16

Si Lim f(x) = L. Lfm g(x) ~ O entonces

x-e a x-->a

1. L > O y g(x) .... O positivamente =::.

2. L > O y g(x) - . O negativamen te =::.

3. L < O y g(x) .... O posi tivamente =::.

4. L < O y g(x) --> O negativamente =::.

. f (x)
Lirn -- ::;: +00

g(x)
x ....a

. f(x)
Lim - - ;:: - 00

g(x)
x .... a

Lím f(x) = - 00

g( x)
x .... a

Lim f (x) = +00

g(x)
x .... a

Solución

Sólo proba remos 1 y 4. Para los casos 2 y 3 se proc ede en forma análoga y los
dejamos como ejercicios para el lector.

l. Debemos probar que dado M > O, existe ó > Otal que

Como

O< l x-al < ó

Llm f(x) = L > O y

iM=::. g(x) > M

L/2 < L < 3L/2 , por el problema resuelto 10 de

x-->a

la sección 3.2 con A = L/2 Y D = 3L/2, existe un ó I > Otal que

0 < 1x - al < Ót =::. 3L/2 > f(x) > Ll2

Como Lím g(x) = O, dado E = L/(l M) existe Ó2 > O tal que

x -->a

0 < Ix - a I < Ó2 =::. Ig(x) 1< E ~ L/(lM)

(1)

Como g(x) .... O positivamente, a la expresión anterior la escribimos asi:

0 < 1x - a I < 02 =::. g(x) < LI(2M) (2)

Ahora, si O~ Mínimo { Ót , Ó2 }, entonces de (1) y (2) obtenemos

0 < 1x - a I< O =::. f (x) >~ = M
g(x) L/2M

4. Debemos probar que dado M > O. existe Ó > Otal que
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f(x)
O<lx -al <o ~ - > M

g(x)

Como Lim f(x) = L < O y 3U Z < L < L/Z, por el problema resuelto 10 de

X-H

la sección 3.Z con A = 3UZ y 8 = L/Z, existe un 01 > Otal que

0 < Ix - a I < 01 ~ 3UZ < f(x) < L/Z ~ - f(x) > - L/2 (3)

Como Lím g( x) = O, dado e = - L/ (ZM) existe 02 > O tal que

x ~ a

0< Ix - a I < 02 ~ Ig(x) 1< e = -- L/(ZM)

Como g(x) ~ O nega tivamente, Ig(x) 1= - g(x) y a la expresión anterior la
escribimos:

0 < I x - a I< 02 ~ - g(x) < - L/(2M)

Ahora, si 0 = Minimo{ 01,02}, entonces de (3) y (4) obtenemos

(4)

fu),
0 < [x - a I < °~ g(x)

IPROBLEMA 4.1Definir riguro samente:

l . L ím f(x) = + 00

x~a+

3. Lirn f(x) = +00

x~a

- f(x) -L/Z
-- > =M
-g(x) -L/2M

2. Lím f'(x) = -00

x-e-a"
4. Lírn f (x) = -00

x~a

Solución

l . Lím f(x) =+00 ~ (V' 1\1 > O) ( 30 > O)( O< x - a <°~ f(x) > M )
x~a+

2. Lírn f(x) =---<tJ ~ (V' M < O) ( 3 ¡¡> O)( O< x - a < ¡¡~ f(x) < M )
x ~ a+

3. Lím f(x) = +00 ~ (V' M > O) ( 3 ¡¡> O)( O< a - x < ¡¡ ~ f(x) > M )
x~a

4. Lím f(x) =-00 ~ ('ti M < O) ( 3 ¡¡> O) ( O< a -- x < s ~ f(x) < 1\1 )
x ~ a
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¡PROBLEMA 5. (Teore ma 2.18). Si Lím f (x) = + 00 Y Lim g(x) = L,

entonces
x - >a x ....... a

a. Lirn [ f(x) + g(x) 1= + 00

x --> a

b. L < O =:> Lím [ f(x) g(x) ] = --00

x --)a

Solució n

Como Lim g(x) = L , por el problema resuelto 10 de la sección 3.2, para

x ....a

A = L -- (1/2)1 L 1 y D = L + (1/2)1 L 1, exis te 01> O tal que

O <l a --xl<ol => L--(1/2)IL I <g(x) <L +( 1/2)ILI (1)

a. Debemos probar que dado M > O, existe o > Otal que

O < 1a -- x I < O =:> f(x) +g(x) > M

En vista de que sólo interesan los valores grandes de ~1, suponemos que M > L.

Como Lim f(x) = + 00 • dado M' = M -- (L -- (1/2)1 L D, existe 02> Otal que

x ....a

0 < 1a -- x 1< ~ =:> f(x) > M' = M -- (L -- ( 1/2)1L I) (2)

Ahora, tomando O= Mínimo{o¡, 02}, de (1) Y(2) se tiene:

O < 1a -- x 1< o => f(x) + g(x) > M' + L -- (1/2)1 L 1

= M -- (L -- (1/2)1 L 1) + L -- (1/2)1L 1= M

b. Debemos probar que dado M < O,existe o > Otal que

O < Ia -- x I < O => f(x) g(x) < M

Como L < O, entonces I L I= --L Y ( 1) se escribe así:

O < I a -- x 1< o ¡ =:> (3/2)L < g(x) < (1/2)L

Como Lim f( x) =+ 00 , dado M' = (2M )/L, existe oJ> Otal que

x -->a

(3)

O < 1a -- x I< OJ =:> f(x) > (2M)/ L (4)

Tomando O= Mínimo { 01 , oJ} , de (3) , (4) Yconsiderando que

f(x) > O y (1/2)L < O, se tiene

0 < 1a -- x 1 < O => f(x) g(x) < f(x)(1/2)L < [(2M)/L](1/2)L = M
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PROBLEMAS PROPUESTOS 2.5

EIt los problemas del 1 al 9 calcular el limite por la derecha )' el límite por la
izquierda en cada plinto de discontinuidad de lasf unciones indicadas.

1
1. f(x)~-

x-2
1

2. g(x) ~ -

I x - 21
3. h(x) ~ - --;;-

x
4. f(x)~ ~

x - 4
x-s l

S. g(x)~-

x- S
\

6. h(x) = ---
xCx + 2)

x
9. h(x)

\
=x- 

x

EIt los problemas del lO 0128 calcular el limite indicado.

10. Lím [x]¡x
x->o+

\3. Lím sec x
x -> (ltl2¡+

11. Lím _ !xl/x
x ->0

14. Lím scc x
x -> (-3ltl2¡+

12. Lim sec x
x-> (lt/2)-

\5. Lím ( x - \ I
x-> I+ I- J 2x - x2 J

25. Lim x cosee ( ' .," )

x- -...o"

20. Lím _ d xl ] . ; ) / ( x: - \ )
x-+ 1

. l

22 . y:l~' ly~ ~+l .. ~ j

18,

24. Lim r..!- -, -1)
X~O+ -. ¡ x

_ im l ..!- _eo,2x )
X~O+ x x

28. Lím ( 1 - eosx )

x --i> O+ tan 3 x - sen3x

Lim ~
x~ 2+ X - 2

i :'.

;. ( lan x )
·(lt / 2)+ V( l - co,x)2

27.

. los problemas del 29 0132, hallar las asintotas verticales a la gráfica de la

funci án dada.
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32. s> --===
,J;2:¡

x
31. y ~ --===

,J;2:¡
x

30. Y = 24x - 1x
r::29. y = -'-- -

33. Demostrar que las rectas x ~ (2n + 1) ':: , donde n es un entero, son asíntotas
2

vertícales de la gráfica de y ~ tan x.

SECCION 2.6
LIMITES EN EL INFINITO Y ASINTOTAS

HORIZONTALES
Veamos el comportamiento de las funciones cuando la variable x se aleja del

origen (de O) ilimitadamente hacia la derecha o hacia la izquierda. En el primer caso
diremos que x tiende a + 00, y en el segundo, que x tiende a - co.

X ¡X ~x 1 si x > O
Consideremos la función f{x) = [x ] + 1

si x <O- x + 1

. Confeccionemos dos tablas, una para valores crecientes de x y otra para
decrecientes (negativas).

f{x) ~ -.!...J 0,990 1 0,9990 0,9999 ~ 1
x +11

x < O -1 00 - \.000 -10.000 ~ - co

1
-0,9901 - 0,9990 - 0,9999 ~-If{x)= - -

- x +1

x > O 100 \.000 10.000~ -í-co V
1

e. a _

x

En la primera tabla observamos que f{x) se aproxima a 1 cuando x crece
x

tiende a -eoes 1, y escribiremos así: Lim
x->+'"

x

[x] + 1
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En 1a s egunda tabla observamos que f(x) s e a proxima a -1 e uando x decrece

ilimitadamente. En este caso diremos que el límite de f(x) = licuando x
x + 1

tiende a -00 es -1, y escribiremos así: Lim
x --+--«l

__x_ =-1
[x] + 1

En general, tenemos las siguientes definiciones informales:

1. Sea funa función definida en un intervalo de la forma (a, +00).

Lím f(x) = L <=> Los valores de f(x) pueden acercarse arbitrariamente a
x4+oo

L, tomando a x suficientemente grande.

2. Sea funa función definida en un intervalo de la forma (-00, a).

Lím f(x) = L <=> Los valores de f(x) pueden acercarse arbitrariamente a L,
X4-oo

tomaudo a x suficieutemeute graude negativamente.

Las definiciones rigurosas de estos límites se dan a continuación.

IDEFINICION.I Rigurosa de límites en el infinito.

1. Sea funa función definida en un intervalo de la forma (a, +00).

Lím f(x)= L<=> (Ve>O)(3N>O)(x>N ~ If(x)-LI<e)

x4 +00

2. Sea funa función definida en un intervalo de la forma (-00, a ).

Lím f(x) = L <=> (Ve>O)(3 N < O)(x < N ~ I f(x) - L I < e )

X4+oo
Se prueba que las leyes de los limites del teorema 2.2, así como las propiedades

de los limites enunciados en los teoremas 2.16 y 2.18 también se cumplen para los
límites en el infinito (cuando x ~ ± ce). El siguiente teorema nos dice como pasar de
un límite en el infinito a un límite en O.

1 TEOREMA 2. 19 1

Demostración

1. Lim f'[x) = Lím (lit)
t~O+

2. Lím f(x)
x~-oo

Lím f(lIt)
t -+0-

Ver el problema resuelto 4.

Observar que el teorema anterior puede verse como el cambio de variable x = lit,
+ -

para el cual se cumple que: x --+ + 00 <o:> t --+O y x --+ - 00 <o:> t --+ O
Pero, para la validez de este cambio, no podemos invocar directamente el teorema de
cambio de variable visto, ya que éste sólo fue probado para el caso x --+ a (a finito).
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IEJEMPLO 1. 1 Hallar: 1.

Solución

L' 1
im xsen -

x
X - H ""

Capítulo 2. Limites y Continuidad

¡
En ambos casos aplicando el teorema anterior, haciendo x = 

t

1. Um 1x sen - ;:::
x

Lim ! sen t =
X~O+ t

Llm sen t

x ~o+
=

2. Lim x 3/ 2 sen ~
x ---+ +0')

x
Lím

t -) 0+

1 L '__ sent ;::: 1m
(3 /2 '--> 0+ [

_ 1 ] [sen t ]
t 1/ 2 t

~ [ Lim + _1 ] [um sen 1] = (+00 )(1) = + 00

x-->O,ft 1--> 0+ t

La prueba del siguiente teorema lo presentamos en el problema resuelto 6.

ITEOREI\IA 2.20 I Si TI es un número entero positivo, entonces

1- Um n = +00 2. Um xn = { + 00, !in es pa rx

x 4 -s.ec X --> --<>O - 00, SI n es impar

3. Um _1- = O 4. Um _1- = O
x --+ +00 x" x -» -a:> x"

De este teorema deducimos fácilmente los límites en ± r::LJ de un polinomio.

I COROLARIO. I Sea n > O. Se tiene:

a. Lím (n n- l ) { +OO, Si
x-++co 3 nX +3 n_l x + . . . +3 t x + a o ;::: .

-00, SI

b, Si n es par, entonces

Lim (n n-I ) {+ oo,x --+ - oo a nx +3 n_IX + ... +a l x + 3 0 ;:;;:
- 00,

c. Si TI es impar, ent onces

~~-oo (anx" +an_lX"-1 + .. . +31 1 + 30 )= t.;
+ 00,

Demostración.

Sólo probamos la parte a. ya que para los otros easos se procede similarmente.
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a.

= ;í: +7) (Xn )( an + a:-1 + . . . + :~I + a~ )
X X

~ ( + 00 )( a n + O +... + O + O)

= ( )( ) _ { +"', si a n > O+ 00 3 n -
- 00, si an < O

IEJ EMPLO 2.1 Dado el polinomio p(x) - 4x3 + 8x2 - 12x - 4, hallar

a. Lim p(x) b. Lim p(x)

x --}o-:;o

Solución
,

El término de mayor potencia es - 4x' , cuyo coeficiente es - 4 Y - 4 < O. Luego,

a. Lim ( - 4x 3 + 8x ' - \2x - 4 ) = - 00 b. Lim ( - 4x' +8 x ' - 12x - 4 ) = + 00
x -; - 00

IEJEMPLO 3·1Calcular a. Lim

x -++ 00

b. Lim

x ~-oo

Solución

Ambos limites son indeterminados de la forma Reso\vemos la

3
/ 21 + 1, X

LímLim

00
indeterminación dividiendo e\ numerador y el denominador por la mayor potencia

de x que, en este caso , es x2.

. 2a. Lírn ~

X - HOO x 2 + 1

Lím 3

Lím 1 +

3 = _3_ ~ 3

Lím (¡/x') 1+ O
x c-s e -oo

b, Lím 3x 2 L'= 1m
x~-::o x2 +1 x ~- oo

3

1 + Lim (1/ x2)
x-)-oo
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IEJEMPLO 4·1Calcular: a. Lírn x

x -+ +O?~

b, Lím x

x-+-oo~

Solución

Ambos límites son indeterminados de la forma
00

Resolvemos la
00

indeterminación dividiendo el numerador y el denominador entre x.

a. Si x > 0, entonces x = ..¡;:¡. Luego,

x
Lím ~
x -+ +00 " x"+3

~ Llm
x -+ +00

= Lim ~
x -++ooV~

1+ Lírn
x -+ + 00

- ---'(-3/x-2--'-) =~ l ~°= l
=Lím

X->-t«l

b. Si x < 0, entonces x ~ - V . Luego,

x
Llm r:;-:

V x' + 3x -+ -00
Lím

x -+-00

_ _ Lím

X .... --00

¡TEOREMA 2.211 lo U m eX = O
x -+ - ex)

3. Lím In x = -<Xl

x-+O+

2. Uro eX = +00

x-+ +oo

4. Uro In x = + 00

:1-++00

Demostración
y

x

l · · · · ·

y = eS
y e ln e
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x
Observando el gráfico de la función exponencial y e se puede intuir los

resultados 1 y 2. La demostración formal la omitimos.

Las pruebas de 3 y 4 están en el problema resuelto 7.

Observar que el limite 3 nos dice que el eje Y es una asintota vertical de la
función logaritmo natural.

IEJEMPLO 5.1 Calcular los siguientes limites:

a.

Solución

b.
1 - 21n x
1 + 31n x

a.
eX _ e-x

Lim
x......;-oo eX + e-x

e-x(e 2x _ 1)
Lim

x....-oo e-x(e 2x + 1)

Lim (e 2x) _ 1
x-e c-co

Lim (e 2x) +
x-)o-oo

Lim
x-)o - 00

o - 1

O + 1
-1

1 _ l/e2x
Lim .

X--t+OO 1 + 1/e 2x

x -x
b.r Li e-e• 1m

X--t+OO eX + e-x
= Lim

x---+ + 00

1 -

1 +

eX/eX _ e-x/ex

eX /e x + e-x /eX. ,
Lim (1/e 2X)

x.... +oo =~ = 1
Lim (l/e2X) 1 + O

X--t+OO

Lim (l/Inx) 2

Lim
1 - 21nx

= Lim
l/ln x 2 X40+ 0-2 2

e. =--=--
X40+ 1 + 31nx x-e 0+ l/In x + 3 Lim (1/ln x ] + 3 0+3 3

X40+

ASINTOTAS HORIZONTALES

También tenemos asíntotas horizontales (y también hay oblicuas).

IDEFINICION.¡ Diremos que la reeta y ~ b es una asíntota horizontal del gráfico
de la función f si se cumple al menos una de las dos condiciones
siguientes:

I. Lim [(x) ~ b

x---++oo

2. Lím [(x) = b

X ---t-oo
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IEJEMPLO 6.1La recta y = 3 es una asíntota horizontal del gráfico la función:

3x 2
y~--

x 2 + 1

En efecto, en el ejemplo 2 vimos que:

. 3 2 3 2
L.m _ x_ :=:. 3 =:; Lím _ x_

X--H«> x 2 + 1 X --. -a"> x 2 + 1

v

_ _ _ _ _ _ _ _ _ . 3_

o x

1EJ EMPLO 7·1

Solución

Se llama tangente hiperbólica a la sigui ente función:

eX _ e-x
tanh (x) ~ - - -

eX + e-x
Hallar las asíntotas horizontal es.

y
1

La tangente hiperbólica tiene dos asíntotas
horizontales:

y = 1.

En efecto, de acuerdo al ejemplo 5, tenemos:

x -x
L1m tanh (x) = Lim

e - e
= -1

X4 -O') X-4- eQ eX + e- x

x - x
Lim tanh(x) = Lim

e - e
= 1

x-e e- cc x~ +oo e X + e-x

- - - -- - - - - ------ - -

x

l' = ta nh x

[EJ EM PLO 8. 1

Solución

Probar que la recta y = A es una asintota horizontal de la curva

logística : f(x) = A k ' A, B Y k son con stantes positivas.
1 + Be- x

v

Tenemos que:

Lím A

x --> -t co 1+ 8 e- kx
=

A

1 + 8 Lim (_1)
X->+<1J ekx

A

1+ 8( 0)

Á - --- •

AI( I ..n)

x
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I EJEMPLO 9. 1 H aliar las asíntotas verticales y horizontales de la gráfica de la
ecuación

x; -;-4x- 8 ~O.

Solución

Despejando y obtenemos y~± ~ 4x+8 .
x - 1

La gráfica de la ecuación es la unión de las gráficas de las funciones:

~4X+8 @X+8f(x)~ --y g(x)~---
x-l x-I

Por conveniencia hallamos el dominio de estas funciones. Ambas tienen el mismo
dominio.

4x + 8 4(x + 2) x + 2
x E Dom(t) ~ Dom(g) <:::>~~ O <:::> x _ 1 ~ O <:::> x _ 1 2: O

Resolviendo esta desigualdad hallamos que Dom(t) ~ Dom(g) ~ (-oq -2]U(I, +00)

1. Asíntotas Verticales:

El único punto que es candidato a proporcionar asíntotas verticales es l. Como
las funciones no están definidas en los puntos próximos y a la izquierda de 1, sólo
debemos calcular los limites a la derecha de l de ambas funciones.

Ya que, Lirn ,j 4x +8 = m > o Y
x-+l+

Umf(x)=Um ~4X+8~
x~l+ x-+1+ x-l

Lim~ = o positivamente, se tiene:

x --)1+

Ltrn ,f4;+8
x-->I+ ~

y
Por tanto, x = 1 es una asíntota vertical y es única.

Lim (-f(x)) ~ - Lirn f(x) ~ - 2

2. Asíntotas Horizontales:

x

IL
-T--------------·,

: 1
o•

-,
,

-----------------

,,,----------------- ~f--------------·

'Ir
2

x --)±-::c

Lim (c-f'(x ) =-"0

x -tl+

4 +8/x

1 - l/x

x--)±OO

Lim
X-t±OO

x -e Eco

Llm g(x)

Por otro lado, Lim g(x) =

x~l+

Umf(x)=Um ~4X+8
X--)±OO X--)±Xl x-l

Luego, y = -2 e y = 2 son asíntotas horizontales.
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PROBLEMAS RESUELTOS 2.6

IPROBLEMA 1·1Hallar Lím

Solución

Usando la identidad:

a- b a
3_

b
3

cona = Vx3+x 2 y b ~ Vx3+1
a 2+ab+ b 2

se tiene

VCX3 + x 2) 2 + Vx3 + x 2 Vx 3 + 1 + VCx 3 + 1)2

x2 - 1

x2

+ - _._ -
x x

Luego,

1-0

V(l+ 0)2+~ ~ 1 +0+ VCl + O)2

Lím [ ~ 3 2x ---+ -o:) x +x -

1PROBLEMA 2·1 Hallar Lím [ 1 I r: r ]
X-H'" '1 x+v x+,; x - ,; x

Solución
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Multiplicando y dividiendo por la conjugada:

143

0x +~ - -[x ~ L0x +~ --[x][0x+~ +-[x ]
0 x+,fx+-[x +-[x

x +~ -x ~

0x+~ +-[x 0x +,fx+-[x +-[x

~x +.Jx/h Jl+~

( ~ x +~ x+h -r: J/h Jl+J l/x+ W + 1

Luego,

~l +~ 0+10 +1

I
2 .

1PROBLEMA 3.1 Probar que

:i:+oc [ xI13(I- x)213 - x]

Solución

2= - - =
3

Lim [113( )213 ]x-+ --<t) x l- x -x

Tenemos que:

xI13( 1_ x)2IJ -x ~ xl l3 [ ( I_ xfI3 _ x213] ~ xlIJ [ ((1_x )113)2_ k lJ )2]

~ xJl3[( I_xY'3_ x1/3 ] [(I_xYI3+ xl/3 l

Ahor a, haciendo uso de las siguientes identidades

y

( 1 )JlJ b 1/3 .con a= - x y =x , se tiene que
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- 2

l/x - 2

l/x - 2

Luego,

;:'+", [xt /3(t- x )213-x]

Lim Ilx - 2
x--.+~ :- -2.::--:-=- :-

[ (1/x - 1 f /3 + ( 1/x - 1 j '3 + 1][(1/ x - 1f l3 - ( 1jx- 1 )1 /3 + 1 ]

0-2

[ ( 0-l f I3+(0 _1)113+ 1][(o_ 1)2 /3 _(0 _1)113+ 1]

2

3
[1 - 1+ 1 ] [1 + 1+ t )

Dando los mismos pasosdados atrás, se consigue que:

;:'-oc k IJ(t - x )2/3_ x 1= - t



x -) +a:: X 4- -00

Capítulo 2. Límites y Continuidad

IPROBLEMA 4·1Probar el teorema 2.19

1. Lim f(x) = Lfm f(l/t )
t 4 0+

2. Lím f (x) = Lim f(l /t)
t --+ 0-

145

Ahora, si

Ahora, si

Solución

Probaremos sólo la parte 1, ya para la parte 2 se procede en forma similar.

1. Probaremos que : Llrn f (x) ~ L ce> Lim f(l /t) = L
t---40 0+

(~ ) Debemos probar que:

Dado e > O. existe &> Otal que O< 1 < &=> I ft lit) - L 1< &.

Como Lím f(x) = L , para el &dado existe N > Otal que
X ~+CO

x > N ~ I f(x) - L 1<&

l
&= N > O, entonces

l 1
O< t < &= N ~ t >N ~ If(l /t) -LI < &·

( <=) Debemos probar que:

Dado e > O, existe N > O tal que x > N =>I f(x)- L I< s,

Como, Lím f(1/ t) = L, para el e dado existe &> Otal que
x -4 +00

0< t < 0 => 1f(lIt ) - L I< e,

1
N = - > O, entonces

o

x >N =I/& => O<l/x<o ~ I f(1I(1/x» - L I <e => I f(x) -L I <e

I I L' 1
PROBLEMA 5. Halla r: 1. 1IIt sen -;z

x~ -oo

X - )o - oc;

Solución

1. Por el problema resuelto 4, haciendo x = lit se tiene

L' Iir n sen -
x

X -+ - 00

Lirn sen t = sen O = O

t --+ 0-
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2. Usando la identidad trigonométrica 41 tenemos
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1) I I ] 1 1sen ( x + ;; - senx = 2C05 [2(X+;;+x) sen [2"(x+;;- x)]

I I
~ 2 cos [x+ - ] sen -22. x

Considerando que Icos [x + 2~ ] I:s I se tiene:

O s I sen (x + 1 ) - sen x l = 1 2 cos [x +~ ] sen .L 1
x 2x 2x

= 21 cos [x +L]11 sen 2
1
X I s 21 sen L1

Luego,

O S: um l sen (x+~) - senx I s: 2 Lím Isen 2
1
x I

x -+ - 00

(3)

(4)

Pero, por la continuidad de la función valor absoluto y la parte ( 1), se tiene

Lim Isen 2
1x I=ILím sen ~x I= I O I = O

x~ -co x ~ -oo

De (3) Y(4) obtenemos que

Lím Isen( x+ ~ ) - sen x 1 ~ O ~ Lím [sen (x +~) - senx] = O

x --)o - 00 x --)0 -00

IPROBLEMA 6. 1(Teorema 2.20). Si n es un n úmero entero positivo, probar que

1
3. Uro - ~ O

xn

x ---+ +00

2. Um xD = { + 00, .si n e~ par
x~ -00 - 00, SI n es Impar

1
4. Uro - = O

xn

1 ---t-oo

Solución

Hacemos el cambio de variable x ~ lit y, de acuerdo al teorema 2.19, tenemos:



Capitulo 2. Limites y Continuidad 147

1
= -= + 00

0+

2. Si n es par:

Llm x"
X -i' - cc

Si n es impar:

1
= - =+00

0+

3.

4.

Llm
x"

x~+oo

Lím
x"

X~-Q')

I
Lím -- =

(l i t)"
x ~o+

1Lírn --=
(lit )"

x -.0-

1 I
- =-=-00
t n 0-

Lim 1" = O
X ~O-

IPROBLEMA 7·1 (Teorema 2.21) Probar:

3. Lim In x =- 00

x-.+O+
Lfm In x = +004.

Solución

3. Por defin ición, debemos probar que:

Dado M < O, 3 o > O tal que O < x < o => In x < M
Bien,

In x < M => x < e M . Luego, tomamos 0= e M

Por otro lado, por estar x en el dominio de y = In x, debemos tener que x > O.
Ahora tenemos:

O< x < o => O< x < e M=> Inx <ln e M =M

4. Por definición, debemos probar que:

Dado M > O, 3 N > O tal que x > N => In x > M
Bien,

In x > M => x > e M . Luego, tomamos N = e M

Ahora tenemos:
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PROBLEMAS PROPUESTOS 2.6

En los problemas dell al? calcular Lím f(x) y Lím f(x)
x ~ +oo X-1>-OQ

1
1. f(x) =

x2

x 2
4. f(x) =

x + 2

7. f(x) = _2x6 + 5x5

-1
2. f(x) ~ - 3

x

x3 - 8
S. f (x) = -----;--:-

2x 3_3x 2+1

x+!
8. f(x) --x

x+2
3. f(x) =

x-3

6. .f( x) = x 5 -4x ·

9. f(x)

En los prohlemas del LO 0131 calcular cllimite indicado.

10. Lim [x + -Ix ] 11. Lím [x - -Ix 1
x -+ +00 X - >+-00

n. Lím .¡; + 1 14. Lím x

x --t +oo~ x -++00 ,¡ x - 1

16. Lim [~- -Ix ]
x --+ + :0

18 . Lírn . [ Jx2 + 5 - x ]

x --+ +00

20. Lím 2x

x --+ +oo ~:<.2 + 1

12. Urn .¡; + 1

x --+ + 00 .r;:+J

15. Um ~-8x3+x+ 1
x --+-00 x -l

x .... -cc

19. Lím [ x+ V1_.3 ]

21. Lím 2x
x -) - oo I 2

'1 x + 1

22. Lím

~4X+ + Jx + .¡;

23. Uro x-1/ 1 sen x
x -) +00

24. Lím scn ( ~ + %)
x -) +"XI

25. Lim [sen17+2 - sen.Jx ]

.....-
e

2x

26. Lim - -
J(-H C(I e h +1

27. Lim
" .... -iJO

e 3x _ e - 3x

e3x + e - 3x
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28.
10'

Lim - -
X---+ +<t:> lOx + t

29. Lim (2-0
•
6X + .!..)

x ...-+-+<n X

31. Lím [ln (2+ x) - In(l+x )]
x ---+ +00

b, n < m => Lím f(x) = ()

<lnXn + . .. + alx + ao
m ' a" i O Y bm i O. Probar que:

b.,x + ... + bj x + bo

Lím f (x) = -"-"
bm

x ---+ ± 00

a. n=m::::::)

32. Sea la función racional f(x)

30. Lím In( I + e-
x2

)

X -> +J>

C. n > m =:::> Lím «o, 1+00
• si

x -)o +00 - oo. 51

a
-" > 0
bm
an < O
bm

33. Dar una definición rigurosa de:
a. Lírn f( x) = +00 b. Lírn f (x) = + 00

c. Lim f(x) = - 00

x~- co

d. Lím f( x) = - 00

X----" + <Xl x ---+ - 00

34. Probar que todo polinomio de grado impar tiene una raíz (real). Sugereocia:

Hallar los límites en +00 y en -oo .

En los problemas del 35 al 41 hallar las asintotas horizontales del gráfico de la

funci án dada.

36. g(x) =
1

37. g(x) = x

x(x +2) 4x2 - 1

39. g(x)
x

40. h(x)
x2

~ ~

2x

~
38. f(x) ~ --;===

1
35. f(x) ~

x - 1

sen x
41. f(x) ~ - -

x

En los problemas del 42 al 44 hallar las asíntotas verticales y horizontales del

gráfico de la ecuación dada.

42. 2,2 + yx2 = l 6y
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SECCION 2.7
LOS LIMITES Y EL NUMERO e

(1)

Ya estamos en condiciones de definiral númeroe.

IDEFINICIüN. ¡ El número e se define como el siguiente limite:

1

e = Lirn (1+ x ) ~
x ..... O

Esta definición del número e debe justifi carse, prob ando que tal limite existe. Esto
se hace en los cursos avanzados de Cálculo. Además, se prueba que este límite es un
número irracional. A modo de ilustración, tenemos la siguiente tabla y el gráfico de

y

e

z

x

x (l+x )l /x

0,000001 2,7182 81693

0,0000001 2,718281693

,¡. ,¡.
O e
r t

-0,0000001 2,718281964

-0,000001 2,7182 83188

Esta tabla nos da una aproximación de e con 6 cifras decimales:

e " 2,718281

Si en límite (1) hacemos el cambio de variable
I

z = - tenemos que:
x

+ -x ..... o <=> x ..... O y x ..... o ce z ..... +oo y z ..... - oo

En consecuencia, el limite (1) es equivalente a decir que los dos límites siguientes
se cumplen simultáneamente:

(2) e = Lim ( 1 + !.) Z

Z4+ <Xl Z

y (3) e = Lim (1+ !.) Z

Z--i>-co Z

Ahora mostramos otros límites importantes:
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1

I TEOREMA 2.221 1. Lim (1 + ax ) ~ ~ ea
X40

151

2. ~~O In (1 + x) = 1
x

3. Lím e
bx

- 1 =
X40 X b

4. Lím a
X

- 1
X40 x In a

Demostración

1. Si a ~ O, el resultado es obvio. Veamos el caso a" O.
y 1 a

Sea y ~ ax. Se tiene que: x ~ -, - ~ -. Además: x 4 O~ Y4 O
a x y

3. Sea y ~ ebx - 1. Se tiene que:

bx 1
e = 1+ y, x = -In ( 1+ y) y

b

x

1

Lim 1 (1+ )~x~O n x

Luego,

Lim (1 + ax
X40

2. Lim In (1 + x)
x-}oO

1

) -; = Lim
y40

( 1 + y ) ~ ~[yL~"t( l+y )~ r= ea

In [;i:O( l-t x )~J~ ln e , 1

X 4 O c> Y4 O. Luego,

Lím
X40 x

Líro

Y40

1 + y - 1
1
-ln(l+y)
b

= b Lim Y
Y40 In(l+y)

1

Lin 1n(1+y)

Y40 y

4. Teniendo en cuenta que a x ~ ex Ina y la parte 3 anterior con b = In a, tenemos:

Lím a X - 1 _ Lím eX Ina - 1
-- = Inax-e-O x - x-e-O x

PROBLEMAS RESUELTOS 2.7

1PROBLEMA 1.1 Hallar Lim
x->o

Solución

1 -x- e

senx
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Lím
x~O ---;

e'

eX - l

sen x

eX _ I

Llm I X

X --)00 ~x sen x

X

PROBLEMAS PEOPUESTOS 2. 7

Hallarlos siguientes límites

x

x

1. Lím In CI + ax)
x -tO x

4. Lim eX - e
x~O -_.~--=-t

2. Lim In Ca + xl - lna
x->o

5. Um - - . _ -
X-i>O

SECCION 2.8

3. Lím Inx - 1
X --)oC~--

6. Um X(e l/X -1)
x ~ +(.(!

ASINTOTAS OBLICUAS
Además de asintotas verticales y horizontales, tenemos también asintotas oblicuas.
En general, se dice que una recta L es una asíntota de una curva e si la distancia

d(P, L), de un punto P cualquiera de la curva e a la recta L, tiende a O a medida
que P se aleja del origen de coordenadas.

y

x
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Cuando la curva es la gráfica de una función, esta idea es captada en la siguiente
definición:

IDEFINICION.I La recta L: y = mx + b es una asíntota oblícua de la gráfica de la
función y ~ f(x) si se cumple que:

(1) Lím
X4+CO

[f(x) - (mx+ b)] = O ó (2) Lím
X4-00

[f(x)-(mx+b)]= O

Pera ser más precisos: Se dice que la recta y = mx + b es una asíntota oblicua a la
derecha si sucede (1) o que es una asíntota oblicua a la izquierda si sucede (2).

La condición (1) o (2) nos dice que cuando x ~+<>J o cuando x ~ -<>J, la distancia
entre del punto (x, f(x)) del gráfico y el punto (x, rnx + b) de la recta, tiende a cero.

Observar que las asintotas horizontales son un caso particular de las asintotas
oblicuas. En efecto, una asíntota oblicua con m = O es una asíntota horizontal. Para
nosotros, como ya hemos tratado las asíntotas horizontales aparte, cuando hablemos
de asíntotas oblicuas entenderemos que no es horizontal, o sea m « 0,

En vista de la unicidad del límite cuado x ~ + 00, toda gráfica tiene, a lo más, una
asíntota oblicua a la derecha. De modo análogo, toda gráfica tiene, a lo más, una
asíntota oblicua a la izquierda. Una misma recta puede ser, a la vez, asíntota oblicua
a la derecha y asíntota oblicua a la izquierda.

Entre las funciones cuyas gráficas tienen asíntotas oblicuas están las funciones

ra~ionales f(x) ~ p(x) cuyo grado del numerador p(x) es una unidad mayor que el
q(x)

grado del denominador q(x). En efecto, si dividimos p(x) entre q(x), se tiene que f(x)
tiene la forma:

h(x)
f(x)~ rnx+b+ --,

q(x)

donde el grado del polinomio h(x) del numerador es menor que el grado del
denominador q(x). En consecuencia,

Lim h(x) = O
x-e-Eco q(x)

Este resultado nos dice que la recta y = mx + b es una asíntota oblicua, tanto a la
derecha como a la izquierda, de la gráfica de y ~ f(x). En efecto:

Lím [f(x)-(mx+b)] ~ Lirn [(mx+b + h(x) )-(mx+b l ]
x -> too x -> too q(x)

Lím h(x)

x -e Eco q(x)
O
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Luego, y = x + 2 es una asíntota oblicua.
Observar que x = 2 es una asíntota vertical.

IEJEMPLO 1.1Hallar las asíntotas oblicuas de

x 2 - 3
f{x) ~ --

x-2
Solución

a. Tenemos que

x 2 - 3
f\x) ~-

x - 2
1

~x +2 + - 
x - 2 ,,,,,,

y
,,,,,,, .., ,

, " ".~, ' ~)'

"2: ' :,

x

¿Cómo encontrar las asíntotas oblicuas si y = fl: x) no es función racional ? O sea,
si y ~ mx + b es una asíntota, como hallar la. constantes m y b? El siguiente
teorema nos da la respuesta.

ITEOREMA 2.231 a. y = mx + b es una asíntota oblicua a la derecha de y = f\x)

Uro r(x)
(:::) :I~+oo-- = m y

x
Llm (r(x)-rox] =b
x ---Jo +«1

b. )' =mr + b es una asíntota oblicua a la Izquierda de y =f\x)

Demostración

Ver el problema resuelto 4,

Uro r(x)
x-+- oo-- = m y

x
Llro [ 1x--> -oo r(x)-mx =b

1EJ E;\lPLO 2.1 Hallar las asíntotas oblicuas al gráfico de f\x) = ~~=

~
Solución

Asíntota oblicua a la derecha.

Lím
m ~

x -++00

f(x)

x

Lím

x -++00 x-++oo

x

Lím x / x Lím

x -++00

1
= - = 1

1



Capítulo 2. Límitesy Continuidad 155

[f(x)-mx] Lím

X~+OO

Pero,

(x2-xr:GX x2+xr:G)

r:G( x2 +xr:G)
1

~(X2+X~)

1

Por lo tanto,

1

~(+oo)

Luego, y ~ x es asíntota oblicua a la derecha.

Asintota oblicua a la izquierda.

Podríamos proceder como en el caso
anterior, calculando los límites respectivos

cuando x----t-OO. Sin embargo, observamos
que la función es par, f\-x) = flx), y, por
lo tanto, su gráfico es simétrico respecto
al eje Y. Teuieudo eu cuenta este hecho,
rápidamente concluimos que la asíntota
oblicua a la izquierda es y ~ -x.

Observar que las rectas x ~ -1 Y x = 1

son asíntotas verticales.

y

-1

,,,,,,,,,,
,~

"~,
~ ,

x
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PROBLEMAS RESUELTOS 2.8

IPROBLEMA 1.1Hallar las asíntotas oblicuas de

flx)=ran-1(x) - x

Solución

Considerando que Lím fan-I(x) = ¡r

2

Asíntota oblicua a la derecha.

y se tiene:

m >

= Lim f(x) = Lim (tan - I(x) - x ) =
ro .\( ~ +oc x ~+':O

x x

= Lim ( tan- I(x) )_1 ~ ,, /2 _1 = 0 -1 ~_I
x .-.+ +:JO x + 00

x --» +00

Luego. y = - x + 2:. es una asíntota a la derecha de flx) ~ t31< - t (x) - x
2

Asíntota oblicua a la izquierda.

Lim f(x) = Lim ( tan - I(x) - x )
X --)- «) x ....,. - oox x

= Lim ( tan-1 (x)
x-» - oo

x
_l Lim ( ran- I(x) )- 11 X 4- (1)

x

x--) -:::o

-n l2
=-- - 1~ 0 -1= - 1

- 00

Lim [ ]b = x --+- '-" flx) - mx

Lim l( -1 ) j= x --+ - oc tan (x) - x - (- x )

L " -I( ) n= 1m tan x = _ _

2

, y, ,,
-,

.n.

- nf]. , ,, , , ,

x
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Luego, y = -x - .::. es una asíntota a la izquierda de
2

f(x)~tan-I(x)-x

I PROBLEMA 2.1 Hallar las asíntotas oblicuas de

f(x)~ x l/ 3(i-x )2/3

Solución

Asíntota oblicua a la derecha.

157

Lím
m e

X ----++:XJ
f(x) ~ Lim

x

Lím
X~+OO

Por otro lado, de acuerdo al problema resuelto 3 de la sección 2.6 tenemos:

Lim [ J - Lim [1/3(1 )2/3 ]b= x--)-+oo f(x)-mx - x~+co x -x - x
2

3

2
luego, y = x - "3 es asíntota oblicua a

ladcrechade f(x)~ x l / 3(I_x)2/3

Asíntota oblicua a la izquierda.

En fonna enteramente análoga a la parte anterior,

. 2
obtenernos que la rmsma recta, y = x - - es

3

asíntota oblicua a la izquierda de flx] ~ xl /3( 1- x )2/ 3

-1

y

x

IPROBLEMA 3.1 Demostrar que las rectas

oblicuas de la hipérbola

Solución

b b
Y = - x e y = - - x son asíntotas

a a

x2 y2
---~1

a 2 b 2

La hipérbola puede consíderada como el gráfico de las funciones f y g que
construimos a continuación.
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Sean

f(x) = !:~ x 2 _a 2
a

y b ~ 2 2g(x) = - - x - a
a

La gráfica de f es la parte de la hipérbola sobre el eje X. y la de g es la de abajo.
b b

Mostraremos que las rectas y = - x e y = - - x son asíntotas oblicuas de
a a

ambas funciones. f y g. Verificaremos este resultado sólo para f, ya que para el caso
de g. el proceso es exactamente igual.

b
~ - ( 0 ) = 0

a

m ~ Lím f(x) = Lírn (!:~ I 2 _ 2 ) = Lím ( !: _1_ I "2 _ 2 )
X 4 + lXJ x ~+oo V x a X ---+ +~ I I'J x ax a x a x

= Lim ( !: ~ I _ a2 /x2) ~!: ~~!:
x---++oo a a a

b = Um [ f( ) _ ] ~ Lírn [!: I 2 _ 2 _!: ]x -+ +00 X mx x -++00 'V x a x
a a

"; b Lim [ 1 2 2 ] ~!: Lím _a
2

- X-+ +lXl '\I x - a -x x -++oo J
a a vx2 _a 2 + x

b
Luego, y = - x es una asintota oblicua por la derecha.

a
Similarmente:

Lírn [ ]b ~ f(x) - mx = O
x -+- ooa

_ Lím f (x) =_!:
m - x ---+ _oo-x

b
Luego, y ~ - - x es una asíntota oblicua por la izquierda.

a

IPROBLEMA 4.1Demo strar el teorema 2.23,
•• Y~ mx + b es una asintota oblicua a la derecha de y = f(x)

Lím f(x) Um [ ]
<::> x -> +oo -- w m y x ->+oo f(x)-mx =b

x
b. y = mx + b es una asíntota oblicua a la izquierda de y ~ f{x)

~ Um f{x) ~ m y Lím [ f() _ ] =b
- x --+ -oo X -+ - CD X mxx

Solución
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a, ( =» Si Y~ mx + b es una asíntota oblicua a la derecha de y = f(x), entonces

Lím [ ]x - H ao f(x) - (mx +b) = 0 (1)

Sacando factor común x tenemos:

Lím x [ f(x) _ m __~ ] = O
X -io + oo X X

Puesto que ~~ +" ( x ) = + 00 , para que se cumpla la igualdad anterior,
debemos tener que:

Um
x -+ +00

Aúnmás, L ' bpuesto que x~ +00 - = O. tenemos que
x

Lim [ f(x) _ m ] =O
X -+ +~ x

De donde,
Lim f(x)

- = m
X-+ +OO x

Por otro lado, teniendo en cuenta ( 1), obtiene:

~I,:+oo [ f(x) - mx] = b

( :.- ) Um [ ] Llm [ ]~ x-->+oo f(x)-mx = b =:;> x ....+OO f(x)- mx-b = 0

Luego, y = mx + b es una asíntota a la derecha de y = f(x),

b, Se procede como en a,

PROB LEMAS PROPUESTOS 2.8

5.y~~

llal/ar las astntotas oblicuas al gráfico de las sIguIentesfun ciones
x2 xl

l. y = - 2. y ~--

x - ) x2 _ 1
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BREVE HISTORIA DE 7i
Se ha sostenido. con j usta razón, que la historia de Jr es un "pequeño espej o de

la historia del hombre ".
1[, la constante más f amosa de todos los tiempos, es la razón entre la longitud de

cualqui er circunferencia y la longitud de su diámetro.
La historia de ;1 comienza con el inicio de la civilización, cuando el hombre

precisa de mediciones precisas con motivos agrícolas o arquitectónicos.
Al inicio, alrededor de 2,000 años antes de Cristo. el valor de n f ue aproximado

emp íricamente. Así. para los antiguos hebreos, n = J; para Jos babilonios, ir = 3 +
118 =3,125; para los antiguos egipc ios, ;r = 4x(8/9/ =3,16045

El empirismos en el cálculo de :r fu e superado por el gran A rqulmedes, quien
consideró a la longit ud de la circunferencia como el limite de los p erímetros de
poligonos regulares inscritos y circunscritos a la circunferencia . Atediante este
método logró probar que:

3 + 10/7/ < ;r < 3 + 117 o bien, en decimales, 3,1408 < ;r < 3,142858
Con la llegada de los romanos, tanto la historia del! como del mundo, pasa por

tiempos obscuros, hasta /legada del Renacimiento. En siglo X VI aparece el
matemática fra ncés Fran co ís Viéia (1.540- 1.603), considerado como el padre del
Álgebra. Viéta Aplicó el Álgebra y la Trigonometrla al método de Arquimedes,
mejorando los resultados. Logra expresar a st como una serie infinita. En 1,593,
haciendo uso de esta serie, calcula JOcifras decimales, que son la siguientes:

;r", 3,1415926535
En 1.615, el matemático alemán Ludolf von Ceulen, mediante otra serie infinita

calcula 35 decimales de 1l.

En / . 76/, el físico-matemático alemán Johann Heinrich Lambert probó que ;r es
número irracional. En consecuencia, su expresión decimal es infinita y no periódica.

En 1.11·/.1, Joltann Murtin Za charl«.• Dase (1.824-1.86/), usando series y
alrededor de dos meses de trabajo duro, calculó 200 dígitos. En 1.989, /0.' hermanos
Chudnovsky, dos matemático.• de la Un iversidad de Colum bia (Nueva York),
usando una comp utadora Cray 2 y una IBM 3090-VF, calcularon /.0 1/ .196.691
dígitos. El record, hasta 1.995, lo tiene Ya.mmasa Kanada, profesor de la U. de
Tokio, quien Iracalculado 6.4-12.450.000 dígitos.

Para u:w s prácticos no se requ iere mucha exactitud de 1C. Así, sólo se requ ieren
39 decimales para comp utar la longitud de la circunf erencia del universo conocido.
con un error no mayor que el radio de un átomo de hidrógeno.

Arq uímedes

(287-212 A C)
Fran coís Víela

(1.540-1.603)
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Isaac Newton
(1.642 - 1.727)

Capitulo 3. La Derivada

Isaac Newton nació en Woolsthorpe, Inglat errra, el dia de navidad de 1.642. Su
obra cambió el pensamiento científico de su época y aún en la ciencia actual sus ideas
están presentes.

En 1.661, a la edad de 18 años, ingresó al Trínity College de Cambrige, donde
conoció a otro ilustre matemático , Isaac Barrow (1.630- 1.677). Se grudu á en 1.665. En
el otoño cle ese año, una epidemia azotó el área de Londres y la universidad tuvo que
cerrar sus p uertas por año y medio. Newton regresó a la granja de su familia en su
pueblo natal. Esta etap a fu e muy fru ctlfera en la vida del insigne científico. Se dice que

. f ue alli donde ocurrió el incidente de la manzana: Newton, al ver caer una manzana de
un árbol. relacionó la caída de ésta con la atracción gravitacional que ej erce la tierra
sobre la luna, naciendo asi la fa mosa ley de la grav itación universal. También fue en
esta época cuando desarrolló , lo que él llamó, el método de las fluxiones, que fu eron el
fundamento del Cálculo Diferencial. Estas ideas también fueron desarrolladas
simultáneamente e independientemente po r el matemático y filósof o alemán G. Leibniz
(/ .646-1.716). A ambos cien tíficos se les concede la paternidad del Cálculo.

En 1.667 regresa a Cambrige yen 1.669 Borrow renuncia a su cargo de profesor de
matemáticas en el Trínity College afa vor de Newton .

Sus investigaciones en óptica las aplicó para construir el primer telescop io de
reflexión. Gracias a este invento ingres ó a la Sociedad Real. la institución científica
inglesa de gran renombre y de la cual /legó a ser su presidente.

EIl 1.687 se publicó Sil obra capital: Philosophlae Naturalis Principia Mathematica
(Principios NIatem áticos d ela F ilosofia Natural). e Il la que presenta las l ey es d ela
mecánica clásica y su famosa teoria de la gravitaci án uníversaí. Con esta obra ganó
gran r enombr e y fue razón principal p ara que e n 1 .70510 nombraran c aballero d el
Imperio .

A CONTEClMIENTOS IMPORTANTES
Durante la vida de Isaac Newton , en América y en el mundo hispano sucedieron los

siguientes hechos notables: En 1.706 nace en Boston Benjamín Franklin. científico y
estadista norteamerica no. El 22 de diciembre de 1. 72/ Felipe V convierte el Colegio de
Santa Rosa de Caracas en la universidad de Caracas (U. Centra l), que es inaugurada
ell / .725.
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SECCION 3.1
LA DERIVADA

La noción de derivada tuvo su origen en la búsqueda de soluciones a dos
problemas, uno de la Geometría y otro de la Física, que son: Encontrar rectas
tangentes a una curva y hallar la velocidad instantánea de un objeto en movimiento.
El plantemiento del problema de las tangentes se remonta hasta la Grecia Antigua;
sin embargo, para encontrar su solución debieron pasar muchos siglos. En el año
1.629, Pierre Fennat encontró un interesante método para construir las tangentes a
una parábola. Su idea fue la de considerar a la recta tangente como la posición límite
de rectas secantes. Este método, como veremos a continuación, contiene
implícitamente el concepto de derivada. A partir de aquí, no p asó mucho tiempo
para que Newton (1.624-1.727) y Leibniz (1.646-1.716), dos gigantes de la
matemática, iniciaran el estudio sistemático de la derivada, con 10 que dieron origen
al Cálculo Diferencial.

RECTA TANGENTE

P ~ (x, f(x)) y A ~ (a, f(a)) es

xa-x,

y

Sea y ~ f(x) una función real de variable real y sea A = (a, f(a» un punto fijo
de su gráfico. Buscamos la recta tangente al gráfico de la función en el punto A.
Para no tener dificultades vamos a asumir que nuestra función es continua y su
gráfico se desarrolla suavemente (sin vértices). Tomemos otro punto P = (x, f(x)) del
gráfico, cercano al punto de tangencia A ~ (a, f(a)), y tracemos la recta secante que
pasa por A y P.

. Si movemos a P s obre el gráfico en tal
forma que P se aproxime a A, la recta
secante se aproximará a la recta tangente. En
el límite, la secante coincidirá con la
tangente. Esto es, la recta tangente es la
posición límite de la recta secante cuando P
tiende a A.

Veamos el punto anterior en forma
analítica. Como la recta tangente pasa por el
punto A ~ (a, f(a», para obtener su ecuación
bastará encontrar su pendiente.

La pendiente de la recta secante que pasa por

(1)

f(x) - tIa)
ffipA = x - a

Ahora, cuando el punto P ~ (x, f(x)) se aproxima a A ~ (a, f(a», la secante se
aproxima a la tangente y la pendiente de la secante se aproximará a la pendiente de la
tangente. Pero, decir que P ~ (x, f(x)) se aproxima a A ~ (a, f(a)) es equivalente a
decir que x se aproxima a a. Es pues razonable establecer que la pendiente m de la
recta tangente al gráfico de la función y ~ f(x) en el punto A ~ (a, f(a» es

Lím f(x) - f(a)
m= x--+a x-a
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VELOC1DAD INSTANTANEA

Velocidad promedio

Supongamos que un automóvil cruza por dos ciudades distantes entre sí 180 Kms.
y que estos 180 Kms. los recorre c~ 3 horas. El automóvil, en este recorrido, viajó a

una velocidad promedio de 1~O = 60 Kms/h.

En general tenemos que:
distancia recorrida
tiempo transcurrido

Regresemos al caso del automóvil. La aguja del velocímetro no se ha mantenido
estática marcando 60 Kms/h, que es la velocidad promedio. sino que ésta ha estado
variando, algunas veces marcando O (en los semáforos) y otras marcando números
mayores que 60. Esto se debe a que la aguja marca la velocidad Instant ánea y no la
velocidad promedio. ¿Cómo se relacionan estas dos velocidades? A continuación
contestamos esta inquietudtratando el problema en forma más general.

Supongamos que un obj ete se mueve a lo largo de una recta de acuerdo a la
ecuación s = f(t) . Aquí la variable I mide el tiempo y la variable s mide el
desp lazamiento del objeto contabilizado a partir del origen de coordenadas . A esta
función s ~ fl.t) la llamare mos función de posición.

Buscamos una expresión para la velocidad instantánea en un instante fijo a. A
esta velo cidad la denotaremos por \'(a). Sea t un instante cualquiera cercano al
instante a . En el intervalo de tiempo entre a y t el cambio de posición del objeto es
I(t) - I(a).

[(a) [(1) ,
• • •
O I • •I[( t ) - [(a)

S = f(l)

La velocidad promedio en este intervalo de liempo de a a l es:

. . 11t) - n a)
Velo cidad promedio ~ t - a

Esta velocidad promedio es u na aproximación a la velocidad in sta nt ánea vial.
Esta aproximación será mejor a medida que t se acerque más al instante 3 . Por tanto,
es natural establecer que:

vial
Um=
t~ a

f(l) - f(a)

t- a
(li)

Tan to en el ptoblema de la recta tangente como en él de la velocidad instantánea.
hemos llegado a u n mismo límite «i) y ( ii)). E n e ste 1imite radica Ia e sencia del
Cálculo Diferencial. Su importancia rebasa a los prob lemas geométricos y fisieos que
le dieron origen, y merece ser tratado independientemente. Este linúte es la derivada.
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IDEFINICION· ILa derivada de f en a, denotada por I'(a) , es el siguie nte límite:

x-+a x-a
f'(a) = Lím I(xl - I(a)

(1)

La derivada í '(a} , por ser un límite, puede o no existir. En el caso de que exista

diremos que la función f es diferenciablc en el punto a .
En esta definición está implícito que f debe estar definida en un intervalo abierto

que contiene a a.
Al límite anterior lo podemos expresar en otra forma ligeramente diferente.

Si h = x - a, en tonces x = a + h

Luego, (1) es equ ivalente a:

y X -> a ~ h -> o.

f '(a) = Lim
h->O

I(a+h)-I(a)

h
(2)

Es tradicional llamar ~x (de lta x] a la diferencia x-a. Esto es,

II.x=x -a

En este caso, x = a + ~x y x -)o a <=> 6.x -+ O.

Con esta notación, al límite (1) ó al (2) los podemos escribir de la manera
siguiente, obteniendo la expresióu tradicional para la derivada:

f '(a) = Lím
II.x->O

f(a + !Ix) - f(a)

~x
(3)

A D,X = x - a se le llama incremento de x, y expresa el cambio que expe rimenta
la variable independ iente al pa sar del valor a al valor x ~ a + II.x.

La diferencia M = f(a + zx) - f(a) es el incremento de la función , yexpresa
el ca mbio de los valo res de la función al pasar de ({a) a f(a + "'x).

El cociente ",M es la razón incremental, y de acuerdo a la igualdad (3)x
tenemos que:

f'(a} ~ Lim dI .
II.x~O Ax

Es decir, la derivada es el límite de la razón incremental cuando 8X tiende a O.

Para hallar la derivada f'(a ) se utilizan cualquiera de los 3 limites : ( 1), (2) ó (3).
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IEJ EMPLO 1.1Dada la función f(x) ~ x2, hallar f '(3) .

Solución

Usaremos la fórmula ( 1):

f'(3) ~ Lim
x -. 3

= Lim
.-.3

f(x) -f(3)

x- 3
(x + 3)(x- 3)

x- 3

Lim x 2 _32

x~3 x - 3

= Lím «+3) ~3+3 ~6
.-.3

IEJEMPLO 2.1 Dada la función g(x) ~ ! , hallar g'(-2).x

Solución

Usaremos la fórmula (2) de la derivada:

g'(-2) ~ Lím g(-2 + h) - g(- 2)
h -. 0 h

I I- - -
Lim - 2+ h -2
h -.0 h

2(-2+0)

Lírn -2 - (- 2 + h)

h -. O(-2)h( -2+ h)

Lím 1
h -' °2(_2+b)

Lím -h
h -. O(- 2)h(-2 +h)

I
= --

4

1EJEMPLO 3.1Probar que la siguiente función es difereuciable en Oy que f '(O) = O.

{

2 I . O
f(x) = x sen~, SI x ..

O, si x e O

Solucióu

Lim h sen 2. = O.
h -.O hh

Lim
h-.O

f'(O) = Lím f(O+ h) -f(O)
h -. O h

Debemos probar que existe f'(O) . Recordando el problema resuelto 1, sección 2.2:

b 2sen2. - O
h

1EJEMPLO 4.1 Probar que f(x) =~ no es diferenciable en O. Esto es,
no existe f '(O) .

Solución
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f'(O) = Lim f(O+h)-f(O) ~ Lim J./h-W = Lim _1_ ~+oo
h-->O h b -e O h h-->0VJ.:2

Como +00 no es un número real, concluimos que no existe ['(0).

DERIVADAS POR LA DERECHA Y POR LA IZQUIERDA
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IDEFINICION. I La derivada por la derecha y la derivada por la izquierda de f
en a son los siguientes límites, respectivamente:

(1) f~(a) = Lím f(x)-f(a)
x-i>a+ x-a

Es fácil ver que:

(2)
lím f(x) - fea)

3 f'(a) <::> 3 f~(a), 3 f~(a) y f~(a) ~ f~(a)

IEJEMPLO 5.1 Dada la funcióu valor absoluto f\x) = Ix l.

a. Hallar f: (O) b. Hallar f~(O) c. Probar que f no es diferenciable en o.

Solución

f+(O) = lím f(x) -feO) Lím Ixl-lOI Lím Ixl_ Lím 2'. ~ 1a.
x~O+ x-O x~O+ x-O x~O+ X x -»0+ x

f~(O) ~ Lím f(x)-f(O) Lím Ixl-lOI Lím !2'..! ~ Llím -x
b, - ~-l

x -» 0- x-O x -»0- x x -» 0- x X~O- x

c. Como las derivadas laterales no son iguales, concluimos que no existe f'(O) y,

por tanto, f\x) = [x ] no es diferenciale en el punto O.

Este resultado puede explicarse geométricamente:
El gráfico de f\x) ~ [x ] tiene un vértice en el punto
(O, O). Este vértice no permite asignarle una recta
tangente al gráfico en este punto, ya que al pasar de
los puntos a la izquierda de (O, O) a los de la derecha
hay un cambio brusco de pendientes de -1 a l.

y

o

f(x) = [x ]

x

LA FUNCION DERIVADA

IDEFINICION.I La derivada de la función fes la función f', tal que su valor en
un número x del dominio de f es la derivada de f en x:

f '(x) ~ Llm f(x+h)-f(x)
h-->O h
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El dominio de f" está formado por los puntos x del dominio de f en los cuales
existe f'( x) , Es claro que el dominio de f " es un subconjunto del dominio de f.

Otro símbolo para f" es Of; esto es Df = f" y en el caso de que se quiera
especificar la variable independiente. se escribe Dx f, que se lee "la derivada de f
respecto a x''. Se tiene, entonces

Dxf(x) = f '(x)

1EJEMPLO 6.1 a. Probar que la derivada de f(x) = i es la función f'(x) = h.

b. Usando la parte (a) hallar f '(3) y observar que el resultado del

ejemplo 1 es un caso particular del resultado (a) .
Solución

a. Sea x un punto cualquiera del dominio de f.

f'(x) = Lim f(x+h)-f (x) Lim (x + h)2 _ x 2
h -> O h h -> O h

Lim x2+ 2xh +h 2 _ x2 Lfm 2xh+h 2 Lim (2x+h) =2x
h -> O h h-> O h h->O

, Esto es, f '(x) = h Yel dominio de f " es el mismo que el de f, que es lodo IR.

b. En f '( x) ~ Zx, tomando x ~ 3. se tiene que f'(3) = 2(3) = 6. Este resultado

coincide con el obtenido en el ejemplo 1.

IEJEMPLO 7.1 a. Probar que la derivada de g(x) = ~ es la función

1
Dxg(x)=- 2

x
b. Usando la parte (a) hallarDxg(-2) y observar que el resultado

del ejemplo 2 es un caso particular del resultado (a).
Solución

a. Sea x un punto cualquiera del dominio de g. Esto es x '" O.
1 1

Lírn x -(x+ h)

h -> O h x(x+h)

1
= - -

x 2

x

-1
x (x + O)

D (x) ~ Lirn g(x + h)-g(x) Lím -"x'-'+-'h':----'~
xg h->O h h-. O h

Lírn - h Lim -\
h ->0hx(x+h) h->0x(x+h)

Esto es, n, g(x) = g '(x )~-~
x
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El dominio de Dxg(x) = -~ es el mismo que el de g(x) ~~ , que es R - {O} .
x

b. En Dxg(x) ~ - .!, ,tomando x ~ -2, se tiene Dx g(-2) =__1- ~ _.!..
x (_2)2 4

Este resultado coinc ide con el obtenido en ejemplo 2: g '(- 2) = - ~

LA NOTACION DE LEIBNIZ

Además de la notación que hemos introducido para designar a la función derivada
existen otras. Entre estas tenemos la notación clásica, que fue introducida por
Leibniz durante la época del nacimiento del Cálculo. Esta notación para designar la
derivadade una función y = fl.x) usa cualquiera de las cuatroexpresiones siguientes:

!!Y. d f df(x) d
1. dx 2, dx 3. dx 4, d x (f\x))

En el ejemplo 6 encontramos que la derivada de la función f\x) = x2 es f '(x) = 2x.

Con la notaciónde Leibniz este resultado se escribe así:

df(x) = 2x o bien,
dx

" 1 d (T) 2 ibi 2 d " d • •y SI en ugar e I.\ x = x escn rmos y = x , entonces su enva a se expresa na aSI :

y' = !!.Y = 2x
dx

Regresando a la notación incremental, si una funci6n es denotada por y ~ f(x),
entonces el incremento de la función podemos expresarlo así: 6y ~ f\x + 6x) - f\x) y
a la derivada, con la notación de Leibniz, así:

!!.Y
dx

Lírn óy

óx -->OÓX

En esta expresión nos inspiraremos en un capítulo posterior para asignar

significados propios a dx y a dy. Aqui ~ no debe interpretars e como una

fracción, sino simplemente como otra notación para la derivada ['(x) .

Si Y~ flx ), con la notaci6n de Leibniz, la derivada ['(a) se escribe asi:

y'(a) , ~a) , dv l 6
dx x =a

df(X)1

dx x=a
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IEJE M PLO 8.1Probar que :x..¡;. ~ 2:rx ' donde x > O.

Solución

4i:. Um ~- .Jx Lfm (~-.Jx)(~+.Jx)
d x & .... 0 t.x 6x ....0 t.x('/x + t.x +.Jx)

Lim (x + t.x)- x Lim t.x

6x ....0 t.x('/x+t.x +.Jx) éx .... 0 t.x('/x+t.x + .Jx)

Um 1 1
t.x-> O'/x+t.x+.Jx ~ 2.Jx

Observar que el dominio de .i- (.,J;. ) = 1, es (O, +CX» .
dx 2vx

1NOTACION· I Si una función se expresa mediante otras variables. que no sean x ó
Y. la notación de la derivada cambiará de acuerdo a las nuevas
variables . Así, la derivada de la función u ~ ¡2 se expresa en la
forma siguiente:

1. u' = 2t
du

2. dl ~ 21
2

3. d(t ) =2t
dt

DIFEREJlóCIABILIDAD y CONTINUIDAD

El siguiente es un resultado importante que relaciona la diferenciabil idad con la
continuidad.

ITEOREMA 3.11 Si f es diferenciab le en el punto a, entonces f es continua en a.

Demostración

Consideremos la siguiente identidad

f(x) - f(a) = (x - a) ...:.f(x-ó-)_--¿.f(a...:.)
x a

Tomemos límites a ambos lados:

Lim [ f(x)- fea) 1
x .... a

Lírn [ (x-a ) f(xl- f (a l ]
X -t 3 x- a

[um (x - al] [um f(xl -f(al] = O. f' (a ) = 0
xc-ea x---+a x -a

Esto es, Um [ f( x) - fea) 1= O. De donde, Lim f(x) = f(a) .
X ~ a x ~ a

Esta última igualdad nos dice que f es continua en a.
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IOBSERVACION. I

171

El recíproco del teorema anterior no se cumple. Una función puede ser continua
en un punto y no ser diferenciable en ese punto. La función valor absoluto nos
ilustra el caso. Esta función es continua en el punto O. Sin embargo, como se mostró
en el ejemplo 5, esta función no es difcrenciable en O.

Igual situación ocurre con la [unción f(x) =~ , del ejemplo 4, la cual también
es continua en 0, pero no es diferenciable en ese punto.

RECfAS TANGENTES

Damos respaldo oficial al problema geométrico de la recta tangente, que nos sirvió
de motivación para introducir la derivada.

IDEFINICION.I Sea f una función difereneiable en el punto a.

a. La recta tangente al gráfico de la función f en el punto A = (a, f{aJl es la recta
que pasa por A y tiene por pendiente m ~ f'(a ). O sea, es la recta

). - f(a) ~ f '(a) (x - a).

b, La recta normal al gráfico de la función f
en el punto A = (a, f(a») es la recta que
pasa por A y es perpendicular a la recta
tangente en A. O sea, es la recta

1
y - f(a) = ---(x - a), donde f '(a) ;! O.

f'(a)

¡EJEM PLO 9.1 Sea la función f{x)=x2
• Hallar:

a. La recta tangente al gráfico de f en el punto (2, 4).
b, La recta normal al gráfico de [ en el punto (2, 4).

Solución

a. En el ejemp lo G probamos que la derivada de

f{x) = x2 es [ '(x) = 2x. Cuando x = 2 tenemos

f '(2) = 2(2) ~ 4. Luego, la recta tangente al

gráfico de f en el punto (2,4) es

y - f(2) ~ f '(x) (x - 2) ~ Y- 4x + 4 = O

b. La recta normal al gráfico de f en el punto (2.4) es
I 1

y- f(2)~ - - (x -2) ~ y - 4 =- - (x- 2)
f' (2) 4

~ 4y + x - 18
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IEJEMPLO 10.1 Sea la función g(x) ~ ! . Hallar:x

a. La recta tangente al gráfico de g

b. La recta norma l al gráfico de g

. Capítu lo 3. La Derivada

1
en el punto donde x =- :2

1
en el punto donde x ~ - :2

Solución

a. Hallemos g'(-I I2) . Por el ejemplo 7.a. sabemos que

g .(x) ~ _ _1_ y, por tanto,
x2

g'(-1I2) = _ 1 -4.
(_ 1/2)2

1
Por otro lado, g(- 1/2) ~ - - = -2 .

- 1/ 2
Luego. la recta tangente buscada es:

y-g(- II2) ~ g'(- 112)(x - (- II2» =>

y - (-2) = - 4(x + 1/2) => y + 4x + 4 ~ O

b. La recta normal buscada es

. 1 I
y - g(- I I2)= - (x -(-1/ 2» => y-(-2)~ - - (x + 1I2»

g '(- 1I 2) - 4

==> Sy - 2x +15 ~ O.

PROBLEMAS RESUELTOS 3.1

x

IPROBLEMA 1.1 Hallar a y b para que la siguiente función sea difereneiable en l .

{
ax + b si x < 1

f(x) ~
..[x six ~ 1

Solución

Por el teorema 3.1, si fes diferenciablc en 1, f debe ser continua en 1. Luego :

Lím f (x) ~ Lim f( x)

x 4 1+ x 4 1-

Pero.
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Lím f(x ) =
x ---) l+

y U m f(x) = Lím (ax + x) = a s-b
x -->I- x--> I-

Luego, a r b v I ( 1)

Por otro lado, por ser f d iferenciable en 1, la derivada por la derecha en este punto
debe ser igual a su derivada por la izquierda. Esto es,

Um f( l+ h) - f (1)

h-->O+ h

Um f(1 + h) - f (l )

h -->O- h
Pero,

Llm f(1 + h) - f (1) =

h -->0+ h

Um (.f\+h-I)(.f\+h +1)

h --> 0+ h(.f\+h + 1)

= Um I

h -->0+ .JT+h + I

I
= -

2

f (1+ h ) - f(l )

h

a(1+h)+b- 1

h

Lírn ah+ (a +b)- 1

h --> O- h

ah + 1- 1 Lim ah- = a
h h-->O- h

I
Luego , a ~2 (2)

Finalmemte, de ( 1) Y (2), obtenemo s a ee ~ 1
Y b > 2 .

IPROBLEMA 2.1 Hallar la derivada de la función f(x) ~ x3.

So lución

Sea x un punto cualquiera del dominio de f.

Lím

h -. O

Um [3x2 + 3xh + Il ]
h --> O

3
d(x ) ee 3x2, con dominio todo R

dx
ó bien

f '(x) = U m f (x +h)- f (x ) U m

h -. O h h-. O

Um [x 3 + 3x 2h + 3xh 2 + h 3 )_x 3

h-. O h

L frn h [ 3x2 +3xh+ h 2 ¡
h-->O h

Luego, f'(x) - 3x2
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IPRORLE~lA3.1Hallar la derivada de la función f(x) ~ Ix l·

Solución

Sabemos, por eJ ejemplo 5, que no existe f' (O). Veamos qué sucede cuando x -¡. o.

Si x > O, entonces 1 x I = x. Tomamos h suficie ntemente pequeño para que

x + h > O y, por lo tanto, [ x + h I= x + h. En este caso tenemos que:

f' (x) = Lim
h-*O

Ix+ h l- Ix l

h
Lim x + h - x
h .... O h

Lím ~ ~ 1
h ....O h

Si x < O, entonces I xl ~ - x. Tomamos h suficientemente pequeño para que
X + h < O y, por tanto, [x + h I~ - (x + h). En este caso tenemos que :

f' (x) ~ Um
h ....O

Ix+h l-lxl

h

Lím -(x+ h) - (-x)
h .... O h

Llm -h ~ _I
h-> O h

En conclusión, Ja derivada de la función I\x) = [x ] es

f '(x) = {ll si
- SI

x>O

x<O
con dominio R -{O}.

x

IPROBLEMA 4.1 La tangente a la parábola y ~ i en cierto punto P es paralela a
la recta

L: y + 4x + 12 = O.

Hallar el punto P y la recta tangente.
Solución

Sea P = (a, a2 ) . Por el ejemplo 6 sabemos

que y' = 2x, luego la pendiente de la recta

tangente a la parábo la y = x2 cn el punto

P = (a , i ) es m ~ 2a .

Pero, la pendiente de la recta

L:4x +y + 12=0 es - 4.

Como la tangente y la recta L son paralelas, ambos deben tener igual pendiente.
Luego,

2a ~ - 4 =:> a = -2.

Por lo tanto, cl punto P buscado es P = (-2 , (_2 )2) ~ (-2,4)

La recta tangente a la parábola en P ~ (-2, 4) es

y - 4= - 4(x -(-2)), o sea 4x +y +4= 0
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PROBLEMAS PROPUESTOS 3.1
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En lo." problemas del 1 al 9, hallar fa derivada de la funclán en el punto a
indicado.

3. h(x) ~ 3x en a ~ 2
3

6. h(x) =;; en a ~ -2

9. h(x) ~ x3 + 2 en a ~ -I

1. f(x) ~ 2 en a = 1

4. f(x) ~ 4x - 1 en a ~ 2

2. g(x) ~ x en a = 3

S. g(x) ~ 2x2- 5 en a = -1

7. f{x) ~ 3x2_ 5 en a~-l s. g(x)~ x + .!. en a~2
x

10. Probar que la siguiente función es difereneiable en O: f{x) ~ {~
11. Probar que la siguiente función no es difereneiable en O:

{
I + X si x S ü

f{x)~ -
1 - x si x > O

12. Hallar los valores de a y b para que f sea diferenciabl e en 1:

{

ax + b si x < 1
flx) = J

\fx si x 2: 1

si x:SO
si x> O

En los problemas dellJ al 21. haltar la derivada de la función lndlcada:

13. f{x)~ 2 14. g(x) ~ x 15. h(x) ~ 3x 16. f{x) = 4x - 1 17. g(x) = 2x2 - 5

3 2 1 3
IS;h(x) = ;; 19. f{x) = 3x -5 20. g(x)= x +;; 21.h(x) = x +2

22. Dada la función f{x) = x3 + x2

a. Hallar la pendiente de la recta tangente al gráfico de f en el punto donde x ~ l.
b, Hallar la recta tangente al gráfico de f en el punto donde x = l .
c. Hallar la recta normal al gráfico de f en el punto donde x = l .

23. Dada la función g(x) = "Jx - 3
a . Hallar la pendiente de la recta tangente al gráfico de g en el punto donde x =12.
b. Hallar la recta tangente al gráfico de g en el punto donde x = 12.
e. Hallar la recta normal al gráfico de g en el punto donde x = 12.

24. Dada la función h(x) = 1. x2 - x + 7
2

a. Hallar su función derivada.
b. ¿En que punto del gráfico de h la tangente es paralela a la recta y = 3x + 6?
e. Hallar la recta tangente al gráfico de h en el punto encontr ado en la parte b.

25. Dada la función flx) = 'I/h+I
a. Hallar la función derivada de f.
b. Una tangente al gráfico de f tiene por pendien te 112. Hallar una ecuación de

esta tangente .
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SECCION 3.2
TECNICAS BASICAS DE DERIVACION

Llamaremos dertvacíén o diferenciación al proceso de hallar la derivada de una
función. En la sección anterior, este proceso fue llevado a cabo aplicando
directamente la definición, lo cual dependía del laborioso y tedioso trabajo de
calcular cienos límites . En esta sección presentaremos algunos teoremas que nos
permitirán encontrar la derivada de un gran número de funciones en forma rápida y
mec ánica , sin tener que recurrir a los límites. Algunos resultados los presentaremos
usando las diferentes notacionesde la derivada.

(tEOREMA 3.2 1Regla de la consta nte.

Si f es la función constante f(x) = e, entonces

f '( x) ~ O. O bien, D x c=O ó

Demostraci ón

f'(x) = Lím f(x+h) -f(x) Lím c-c

h->O h h->O h

de
~ O

dx

Lím .Q.~ O
h ->O h

b, d (-8) = O
dx

d(,J3) ~Oe.
dx

fr EORE;\IA 3.3 1 Regla de la potencia .

Si f(x) = x" y TI es un número real, entonces

f '(x) ~ nx" -l . O bien

Demostr ación

D
11 n-l

x( x ) = nx ó d n n -l-( x ) = nx
dx

Aquí sólo probaremos este teorema para el caso en el que TIes un número natural.

Tomando en cuenta el problema resuelto 7 de la sección 2.1 tenemos

f '(x) ~ Llrn
h->O

(x + h)" - x "

h
n -)

nx

ó

ICOROLARIO. I La derivada de la identidad, f(x) = x, es la función constante

í '(x) ~ 1. O bien ~: = 1

Demostración
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1EJEMPLO 2·1

DERIVADA DE LA FUNCION EXPONENC IAL NATU RAL

ITEO REMA 3.4 !

Demostración

.2.. (e ' )= e' ó bien Dx( e' )=e'
d.

De acuerdo al teorema 2.22 pane 3 de la sección 2.7, tenemos que:

Llm eh - I
h-.O - h- = I

Ahora, si f(x) ~ e' tenemos :

f' (x) ~ Lí rn

h-. O

f( x + h) - f(x)

h
Lím=
It-. O

~ Lím eX( eh - 1 )

h-. O h

x Lím eh _le
It -. O h

e'( I) =e'

DERIVADA DE UNA SUMA O DIFERENCIA

ITEOREMA 3.5 1 Regla de la su ma }' de la difer encia.

Si f Y g son funciones diferenciab les en x, entonces f ± g es
diferenciab le en x y se cumple que:

(f ± g)'(x) = f''(x) ± g '(x)

o, simplemente,
(f ± g)' = f "± g '

Laregla de la suma o diferencia, con las otras notaciones se expresa así:
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Demostración

( f(x) ± g(X» ' = Lim
h--> O

Lim

h-->O

Capitulo 3. La Derivada

D,; [f(x) ± g(x») = Dxf(I) ± D,;g(x)

d d ( d-d [f(x) ± g(X) ) = - f(x») ± -d (g(X»
1 dx X

[f (x+h) ± g(x+h)] - [[(x) ± g(X)]

h

f(x + h)-f(x) ± Lim g(x+ h) -g(x) ~ f'(x) ± g'(x).
h h -->O h

Este resultado se puede extender fácilmente al caso de varios sumandos.

IEJEMPLO 4. I
a. D x[e' + x3

] = n, [ e' ] + n, [ x3
] = e' + 3i

b , D x [x4 - x2 + S] ~ D x(x4 ) - o x( i ) + Ox(5 ) =4x3- 2x+0 ~ 4

DERIVADA DE UN PRODUCTO

ITEQREMA 3.6 1Regla del producto.

Si f Y g son funciones diferenciables en x, entonces fg es
diferenciable en x y se cumple que

(f g )'(1) = f(x) g'(I) + g(x) f' (x)

o, simplemente,
(fg)' =fg ' + gf '

La regla del producto, con las otras notaciones se expresa así:

n, [ f(x) g(I) 1= f(x) Dxg(I) + g(x) Dxf(I)

~ I f(x) g(I») = f(X)~(g(I» + g(I) ~(f(I»
dI dx dI

Demostración

Ver el problema resuelto lO.

IEJEMPLO 5.1Dx[(x3 + 1)(x2 - 8)] ~ (x3 + 1) OI [x2 - 8] + (x2- 8) n, [x3 + 1]

= (x3 + 1)(2x - O) + (x2
- 8)(3x2 + O)

~ 5x4
- 24x2 + 2x
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En el teorema anterior, si una de las dos funciones es una constante, se tiene:

I COROLARIO. 1 Si e es una constante y f es una función diferenciable en x.
entonces cf es diferenciable en x y se cumple que:

(cf )'(x) = ef '(x) ,

o bien
d d

D, [ cf(x) 1~ e D, f(x) ó -d [cf(x) l = e - (f(x»
x dx

Demostración

Aplicando la regla del producto y la regla de la constante tenemos que:

Dx[cf(x)] = e Dxf\x) + f\x) Dxc = e Dxf\x) + O~ c Dxf(x).

1EJEMPLO 6·1

DERIVADA DE UN COCIENTE

ITEOREMA 3.71 Regla del cociente.

Si f Y g son diferenciables en x

diferenciable en x y se cumple que:

f
Y g(x) *O, entonces g es

[
f ) '() g(x)f'(x)-f(x)g'(x) . I
- x o stmp emente,
g [g(x)]2

Con las otras notaciones:

= gf' - f g'

g2

D
X

[ f(x) ) ~ g(x)Dxf(x) - f(x)Dxg(x)

g(x) [g(x)]2

d d
~ [ f(x) ] ~ g(x) dx (f(x» - f(x) d~ (g(x»

dx g(x) [g(x)]2

Demostración
Ver el problema resuelto 12.

1EJEMPLO 7.1

~[2x3 -l] ~
dx x 2 +3
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(x 2+3)(6x 2) - (2x 3 -1)(2x)

(x 2+3 )2

2x 4 + 18x2 +2x

(x 2 + 3 )2

IEJEMPLO 8.1Hallar las
2 l- x

rectas tangentes horizontales a la curva y = e - -
eX

Solución

(2, -1 )

eX

y

-1

Teniendo en cuenta que e2 es una constantey aplicando la regla de cociente:
x d d x

d
d[

1
] d [ l]

e - (I - x) - ( I -x )-(e )
_ y = _ e2 _-_x = e2__-_x = e2_--'d"'x:- -=-_--'d"'x:-_
dx dx eX dx eX (e x ) 2

eX ( x - 2 )
2 ~e2 x- 2

::= e el x
2 ex(- I)- (1-x)e x

~ e -'----'---'-~O"----'C..!.--'----

e2x

Las tangentes horizontales deben tener pendiente O:

dy ~O ~ e2.!2.. ~O ~x = 2
dx e X

Luego, la curva dada tiene sólo una tangente
horizontal en el punto donde x ~ 2.

Reemplazando x = 2 en la ecuación de lacurva:

. s: e
2

(12- 2) ~ - 1.
e

Luego. el punto de tangencia es (2. - 1) Y
la ecuación de la tangente es y ~ - I

PROBLEMAS RESUELTOS 3.2

IPROBLEMA 1.1 Hallar la derivada de la función y ~ x --.{x .

Solución

Podemos proceder de dos formas:

a. Mediante la regla del producto.

!!Y =~( x..r; ) ~ x ~ ( ..r; ) + ..r;~(x) =x le + --.{x
d x dx dx dx 2'1x

~ ..r; + ..r; ~ "i..r;
2 2
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b. Median te la regla de la potencia.

181

IPROBL EMA 2.1 Hallar la derivada de la función

Solución

u =
1 3

.Jv - v;z .

du
d v d~ ( ~ - b )= ddv CF) - ddv (~)

= ~(v-I /2) _ ~(3v-2/3) = - ! v- I12 - 1 - 3 (-~3 v- 2/ 3 - 1)
dv dv 2

l=- - - +
2v3/ 2

2

3'"vv'

IPROBLEMA 3.1Hallar la derivada de la función y = (1 + .Jx)(x - fi) .

Solución

= (1+ .Jx ) ( ~ (x) - ~(f2 ) ) + (x - fi)( ~ ( I ) + ~ ( "Ix ))
dx dx dx dx

= (1+ .Jx)(1- 0) + (x- fi)(o+ 2,fx-)
~ I+"Ix +x-fi = 2.Jx +2x+x- fi

2.Jx 2.Jx

IPROBLEMA 4. 1Si f, g Y h son func iones diferenciables, probar que

(f'g h j'v f'g h' + fhg' + g h f",
Solución

Escribimos f g h = [ f g ] h Yaplicamos la regla del producto:

(fg h )' ~ ( [ f g ] h )' = [ f g] b' + b[fg ] '

f gh' + h( f g' + gf')

fgh' + f hg' + g h f"
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IPROBLEMA 5. 1 Si a, b Ye son constantes, hallar la derivada de la [unción

y = (x - a)(x - b)(x - e) .
Solución

Aplicand o el problema anterior obtenemos:

~ d [ ]d x ~ d x (x - a)(x - b)(x - e)

d d d
~ (x - a)(x - b) dx (x -e)+(x - a)(x -e) dx (x - b)+(x - b)(x-e)d x (x -a)

~ (x - a)(x - b) + (x - a)(x - e) + (x - b)(x - e)

~ x2 - (a + b)x + ab + x2 - (a + e)x + oc + x2 - (b + e)x + be

= 3x2 -2(a + b +e)x + ab + ae + be

IPROBLEMA 6.1 Hallar la derivada de la función

2. 2x _ 2x3 + 2a 2x+ 2x 3

(a 2 _x 2 ) 2

Solución

Aplicamos la regla del cociente

(0 2 _ x 2)~ (a2 +x 2) _ (a 2 + x2 )~ (a2 _x 2)
dy = <Ix dx
dx . (a 2 _ x 2) 2

= (a 2 _x 2)( 2x) _ (a 2 +x 2)( _2x)

(a 2 _x 2)2

II>RORLEMA 7.1 Hallar la parábola y = x2 + bx + e que tiene por tangente. la
recta y = x en el punto (2, 2).

,
en la parábola: y ~ x" - 3x + e

Solución

Sea f(x) = x2+ bx + e.
La pendiente de la recta y = x es m ~ J.
Por otro lado, la pendiente de la tangente a

la parábola en el punto (2, 2) es ['(2). En

consecuencia, debemos tener que ['(2) ~ 1.

Pero,

['(x) ~ 2x + b => [ '(2) = 2(2) + b ~ 4 + b.

Luego.

4 + b = I => b =-3 .

Reemplazando el valor b = - 3

x
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Ahora hallamos el valor de c. Para esto, usamos el hecho de que el punto (2, 2)
está en la parábola Y. por tanto, debesatisfacer su ecuación. Esto es,

2 ~ (2)2 - 3(2) + e ~ e = 4

En consecuencia , la parábola buscada es y = x2 - 3x + 4 .

IPROBLEM A 8.1Hallar la recta tangente al gráfico de la función siguiente
(Bru ja de Agnesi) en el punto donde x ~ 2a.

8a3
y ~

x2+4a 2 y

So lución

Encontremos la pendiente de la tangente
en el punto X = 2a.

i.Y H 8a
3

)
d x = dX\.x 2 + 4a2

(x 2 + 4a 2 )~ (8a3) _8a 3 ~_(x2 +4a 2) 2a X
dx dx

(x 2 +4a 2)2

~ (x 2+4a2 )(O) _8aJ (2 x) ~ -16a 3x

(x 2 +4a 2) 2 (x 2 +4a 2)2

'Ahora, la pendiente de la recta tangente en el punto donde x = 2a es:

i.Y1 - 16a3(2a) -32a 4
_ 1

dx x=2a «2a)2 +4a 2)2 64a 4 -- "2
Encontremos el punto de tangencia. Reemplazando x = 2a en la ecuación que

define la función tenemos:

8aJ
y = ----;:---:;-

(2a)2 + 4a2

Luego, el punto de tangencia es (2a, a).

Ahora, ya podemos hallar la tangen te buscada:
1

y -a ~- 2(x -2a) , osea x + 2y- 4a ~ O.

1PROBLEMA 9.1 Hallar los puntos del gráfico de la siguiente función en los cuales
la recta tangente pasa por el origen de coordenadas.

f(x) ~ 2x3 + lJi + 5x + 9
Solución
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x

,,,,,,,

pasa por el

o I ~,
,"

f(a) = af '(a ) -c>

L pasa por el origen <::>

Pero, f'(a) ~ 6a2 + 26a + 5. Luego,

[ f(a) - a f'(a) l = O <::> f(a) = a f'(a )

2a3 + 13a2 + 5a + 9 = a ( 6a2 + 26a + 5 )

<::> 4a3+ 13a2- 9 =0
Las raices de esta ecuación son -3, -1 , Y 3/4. Luego, los puntos buscados

son:
P, ~ (- 3, f(- 3» = (- 3, 57), P, = (-1, f(- I» = (-1,15) Y

P, ~ (3/4, f(3/4») = (3/4, 669/32)

Sea (a, f{a» un punto del gráfico tal que la recta rangente en (a, f{a»
origen. En general, la ecuaciónde la recta tangente es:

L: y - f(a) ~ f '(a) (x - a) => y

L: y ~ f '(a)x + [ f(a)- a f '(a)]

IPROBLEMA 10,IRegla del producto, Si f Y g son diferenciables en x, probar:

( fg )'(x) = f(x) g '(x) + g(x) f '(x) .

Solución

(fg )'(x) ~ Lim f(x +h)g(x + h) -f(x)g(x)
h-+O h

Restando y sumando f(x + h)g(x) al numerador tenemos:

(fg )'(x) = Lim [ f(x +h)g(x+h) - f{ x+h)g(x)] + [f(x+h)g(x) - f(x)g(x) ]
h ~O h

= Lim [f(X+h )g(X+h)-f(X+h)g(X)] + Lim [ f( X+ h)g(X) - f(X)g(X)]
h ~ O h h-+ O h

= Lim [f(X+ h) g(x + h)- g(X)] + Lim [g(X) f( x + h)- f (X)]
h ~O h h ~ O h

= [ Límf(x+h)][Lím g(X+h)-g(X)] + [Lím g(X' ] [ Lím f(X + h~ - f(X) ]
h~O h -e O h h ..... O b ..... O

= f(x) g '(x) + g(x) f' (x ) .
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IPROBLEMA 11.1 Si g es una función diferenciable en x y g(x) j O. probar que

( 1)' g '(x)
g(x) =- [ g(x)]2

Solución
I I g(x) - g(x + h)

( g(I
X

) ) ,

- -- - ~-
Lim g(x + h) g(x) Líro S(x +h )g(x)

h.... O h h .... O h

Lím g(x) -g(x+ h) Lím [ 1 g(X)-g(X+h) ]

h.... O g(x + h)g(x)h h .... O g(x +h)g(x) h

= [-
Lím
h .... O

I ][ Limg(X+ h) -g(X)]
g(x+ h)g(x) h .... O h

_ _ 1 g '(x )
g(x)g(x)

g'(x)

[ g(x) ]2

IPROBLEMA 12.1 Regla del cociente. Si f Y S son funciones diferenciables y
g(x) j O. probar que

Solución

Tenemos que :(:~
I

= f(x) g(x) .

g(x) f' (x) - f(x ) g '(x)

[g(x )]2

Ahora, aplicamos la regla del producto y el problema anterior :

( ! ) '(X) = ( f(X)_1 ) ' = f(X)( _1 ) ' + _ 1 f'(x)
g g(x) g(x) g(x)

= f(X)( g'(X») + _1_ f '(x)
[ g(x) j2 g(x)

.g(x)f '(x) - f(x)g '(x)

[ g(x) j2

_-...:f (:.-x:..:)Se.-' ' -'c(x-'-) + _f'_(x_)

[ g( x)]2 s(x)
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PROBLEl\lAS PROPUESTOS 3.2

En los problemas del 1 al 38, Itallar la derivada de la función Indicada. Las
letras Q. b, e J' d son constantes.

3. Y ~ 0,5x4 - 0,3x2 + 2,Sx

3
-5 1 - 2 .S. s ~ 21 + - - 0,31

3

5/6 - 2/37. f(x) ~ 3x - 4x - 10

2x6
9. Y = --

3a
( 3 _ bl l _ 3

11. z ~

6

3<' ¡
13. z > \, 1- VI

15. Y= (Sx4 - 4x5) ( 3x2 + 2x3)

17. v: ,f;.e'

19. y ~ (x - I )(x -2)(x -3)

21. z ~ .ft (1 4 _1)(( 6 -2)

23. u~2-1x (x 2 -,f;. +/5)

X x 6
2. y ~ \ - -+ -

3 6
3y8

4. u ~ ylO_ _ + 0,4y3 + 0,1
4

1 3
6. z~ 3 - - + 2

y y2

8. g(x) ~ ax5 _ bx-4 + ex3/l + d

x 3 x5
lO. z = - - + - - - x

a s-b a - b

12. y=4-Vx - _ 3_ + .J3
2x l

.J3 S
14. u ~ - - - -- + V3

2-1x 3l.Jx2

16. y= x3e'

18. y ~ X C + e'

20. y ~ .!.(2x 3 _1)(3x2 -2)(6x-S)
3

22. Y ~ ( -Ix - 1)( -Ix + 1)

24. Y~ (-Vx - 3)( ~ - 1)

x2 + I 2
34. y= -- - (x - I)(x - 1)

x 2 - 1

36. v> I--Ix 37. y = I-~
1+ 2-1x 1 + 3~

3
25. y ~ 

x-9

28. z ~ 1

1
2 + 1

31. y ~ ax
2

+bx +c
x

x
26. Y = - 

x-8

29. U = 21
3

+ I
1-1

32
= .x 2 +b x + e

. y -Ix

x +3
27. Y =

x -3

x3 -2x
30. y =

x 2 +x+ l

33. y = .xl
+ b

~a 1 +b l

1
35. Y= (x _ ()(x _ 3)
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En los problemas del 39 al 42, hallar la recta tangente al gráfico de la [unción
en el punto especificado.

39. y~x4-3x2+x- 2, (1,-3)

x2 -2 1
41. f(x) ~ -2-,(-1'2)

x -3

40. Y ~ x2(x - 5), (2, -12)

xl
42. g(x) ~ --, (a, a2 )

2a-x

43. Hallar el punto en la parábola y ~ 3x2 - 2x - 1 en el cual la recta tangente es
horizontal (paralela al eje X).

eX
44. Hallar la recta tangente horizontal a la curva y ~ -

x
eX

45. Hallar la recta tangente horizontal a la curva y = -
1+ x2

1 3 1 2 7
46. Hallar los puntos del gráfico de la función f(x) ~ - x + - x - 6x - - en los

3 2 2
cuales la recta tangente es horizontal (paralela al eje X).

47. Hallar la tangente al gráfico de f(x) = xl - 3x2 - 5 que es paralela a la recta
3x + y- 1=0.

48. Hallar la tangente al gráfico de g(x) ~¡;+ 2 que es perpendicular a la recta
2x + y+ 8 ~ o.

49. Hallar la parábola y ~ ax2 + bx que tenga a (2, -12) como punto más bajo.

50. Hallar la parábola y ~ ax2 + bx que tenga a (4,16) como punto más alto.

51. Hallar la parábola y ~ x2 + bx + e que es tangente a la recta 2x + y + 7 ~ Oen el
punto (-2, -3)

SECCION 3.3
DERIVADAS DE LAS FUNCIONES

TRIGONOMETRICAS

ITEOREMA 3.811. n, (sen x) = eos x 2. Dx ( eos x) = - sen x

3. n, (tan x ) = see2x 4. n, (eot x ) = - eosee2x

5. Dx ( see x ) = see x lan x 6. Dx ( eosee x ) =- cosec x col x

Demostración
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Lim sen (x+ h) -senx

h-> O h

Pero, usando la identidad del seno de una suma tenemos que

sen (x + h) - sen x = sen x cos h + C0 5 x sen h- sen x

~ sen x (cos h - 1) + cos x sen h
Luego,

D, ( sen x ) = Lim
h-> O

sen x (cos h - 1) +

h
Lim cos x sen h

h -> O h

= ( Lim sen x )( Lim cos h - 1) + (Lim cos x )( Lim sen h )
h-> O h-> O h h-> O h->O h

= (sen x)(O) + (cos x)( I) ~ cos x

2. Se procede como en (1). Ver el problema propuesto 12.

sen x
3. n, ( tan x ) = n, ( cos x )

cos x Dx(sen x) -sen x Dx ( cosx )

cos 2 x
(cos x)(cos x) - (sen xK- sen x )

C05
2 x

= eos2x+sen 2x l ( 1)2 __ 2
--- = - - sec x.

C05 2 x cos2 x cos x

4. Se prueba como (3). Ver el problema propuesto 13.

[
1 ] (cosx)D ,(l) - (I)Dx(cosx )

S. Dx(see x) = Dx cos x = . 2
COS x

senx =~
= tan x sec x.

C0 5 2 x cos x cos x

6. Se prueba como (5). Ver el problema propuesto 14.

0- (-senx)

C0 52 x

IEJ EMPLO 1.1 Hallar la derivada de

a. [(x) ~ xJsen x
Solu ción

b. h(O) = tan e - e

a. f '(x ) ~ ( x3 )'( sen x ) + (x3)( sen x )' = 3x2sen x + x3cos x

(Identidad Trig. 6)
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1EJEMPLO 2·1 Calcular la derivada de

I - tan 8
a. y ~ 1 + tan 8

Solución

b, Y
1 - eolX
cosee x

189

y' =

(I T tan 9 ) Da(1-tan 9 )-( l- tan 8) Do(1 + tan 8)

(1+lan8) 2

(l +tan8 )(-see 2 8) - ( l - tan 8 )( sec2 8)

(l+tau8)l

b. Método 1.

(cosee x)D x(l-eot x) - (l-cot x )D x(eosee x)
cosec 2x

2sec l8

(l+tan8)l

(eosee xl(0- ( - eosee2 x) l - (I-eot x )(-eoseex eot x )
cos ec2x

cosee 3 x + cos ce x cot x - cosee x CO(2 x

cosee 2x

cosec x (cosec 2 x + cotx cot2 x)

cosec 2 x

cosee x cosee x

1 + cot x

cosee x

Método 2

=
I

COS x
+-

sen x

sen x

senx + cos x

sen x
I

sen x

cos x sen x - cos x
1 - cot x

- - -
sen x sen x

y ~ senx - cos xcosec x I

sen x sen x
Luego ,

y' ~ Dx( sen x - cos x ) ~ Dx( sen x ) - Di cos x ) = cos x + sen x



190 Ca pí tu lo 3. La Derivada

PROBLEMAS PROPUESTOS 3.3

En los problemas del 1 al 9 hallar la derivada de la funci án dada... .

1. f{x)= 5sen x + 2eos x 2. g(El) ~ Bcot El 3. Y= tan a sen a

4. Y= tan x - eot x

7. g(x) ~ 1 - eosx
1 + cos x

5. h(t) ~ sen t
l+ eost

S. y ~ senl + eost
sent-cost

6. f{x) = tan x
x

tan x - 1
9. y= - - -

sec x

10. Si f{x) = see x - 2eos x, hallar:

a. La recta tangente al gráfico de fen el pnnto (ro3, 1)

b, La recta nonnal al gráfico de f en el punto (n/3, 1).

Ll , Si la recta tangente al gráfico de función f(x) = sen x en el punto (a, sen a) pasa
por el origen, probar que se cumple que tan a = a.

12. Probar que D; eos x = - sen x
213. Probar que Dx col x = - eosee x

14, Probar que D, eosee x = - eosee x col x

SECCION 3.4
DERIVADAS DE LAS FUNCIONES

EXPONENCIALES Y LOGARITMICAS
[EOREMA 3.sl Derivada de las funciones exponenciales y logarilmicas

1. Dda')=a'lna

1
2. Dx(lnx) = 

x

Demostración

1
3. Dx( log.x) = -

xlna

ax+h_ ax
1. D, ( .' ) = Lim

h -t 0

= aX Lim
h -tO

Lim

h h -tO

ah - I x
--~. In a

h
(Teorema 2.2, parte 4)

2. Basta probar 3, ya que 2 sigue de 3, tomando a = e.
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1

( ) h3. De aeuedo a1 teorema 2.22 parte 1, tenemos que Lim I + ah
h ->O

1
Además, por el corolario al teorema 1.3, sabemos que log . e ~

ln a
Ahora,

D ( I ) _ Lim log . (x +h)-log.X_Lim 1 I ( X+ h)
x og aX - - - oga --

h->O h h-> O h x

~ Lirn ..1..IOga(I+..1..h) ~ Lim IOg a ( I+..1..h) ~ = loga[ Lim (1 +..1.. h)~]
h -> O h x h->O x h~O x

~ loga (eIIX) = ..1..\oga e~ ..1.. _1_ = _ I_
x x lna x lna

1EJEMPLO 1. 1Hallar la derivada de y = x3 e ' + e 5x

Solución

D xY ~Dx(x3e'+e 5') ~ D x(x
3ex ) + D x(e5

x )

= x
3

Dx(eX)+ e X D x(x
3) + e D x(5

X)

IEJEMPLO 2.llIallar la derivada de

Inx1. y ~ -

X
Sol uci ón

- (lnx )(I)
x

xx D , (ln x) - In, D x (x)
1. D xy ~ 2 = ~"---:,.---

X

j PROBLEMA 3.1Hallar la recta normal al gráfico de

f(x) ~ ~ x In x,

en el punto donde x ~ e
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Solución

Tenemos que: !te) ~ e In e = e (1)= e

Por otro lado,

x

y

[ '(e) = 1 + In e = 1 + 1= 2

['(x) = x ( In x )' + ( In x )( x )'

I= x - + In x ~ 1+ In x =>
x

La pendiente de la recta normal en el punto (e, e) es:
1 1

m = - - - = - -
['(e) 2

Luego, la recta normal en el punto (e, e) es:
1

y - e = - - ( x - e ) =>2y + x - 3e=0
2

PROBLEMAS PROPUESTOS 3,4

El/ los problemas del 1 al 9, ltollar la derivada de lafuncl án dada.

1. v: ,[;.ex

5. Y = eXInx 6. y =2 x log2 x

9. Y= I + In x
1 - In x

log 2 x
8. y= - -

2 x

eX
10. Hallar la recta tangente horizontal a la curva y = --2-

1+ x

11. Hallar la recta tangente al gráfico de !tx) = x e- X en el punto donde x = - 1

4-x
12. Hallar la recta tangente al gráfico de g(x) = - - en el punto donde x =4.

In x

7. Y = Inx
eX
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SECCION 3.5
LA REGLA DE LA CADENA

193

Esta sección la dedicaremos a estudiar la diferenciación de funciones compuestas.
El resultado que expre sa la derivada de una función compuesta en términos de sus
funciones compo nentes se conoce con el nombre de regla de la cad ena .

Muchas de las funciones que encontramos con frecuencia se expresan como
y = {{g(x» . A f la llamaremos función externa ya g, función int erna.

ITEOREM A 3.9 1Regla de la cadena.
Si y = {{u) es diferenciable en u y u ~ g(x) es difercnciable en x,

entonces la función compuesta f o g es diferenciable en x y se
cumple que

( fa g )'(x) = f '(g(x)) g '(x)

En palabras. la derivada de una función compuesta es igual al
producto de la derivada de la función externa (de rivada externa)
por la derivada de la función interna (derivada interna).

La regla de la cadena, con las a iras notaciónes se expresa asi:
dy !!Y du

(fo g )' = (f 'og)g' , Dx)' =Du yDxu ó dx =dudx

Demostración

Ver el problema resuelto l \.

1EJ EMPLO \.1 Si Y= Jx 2 + 3x , hallar ~ .

Solueión

Si hacemos u = x2 + 3x, entonces y =~ x 2 +3x =..¡-;;_

Además, dy ~
dll

l

2.[;
du

y - ~ 2x + 3 .

dx

Luego. por la regla de la cadena,

dy dy du
-= - -~

dx du dx

1
--( 2x + 3 ) =
2.,Ju

2x +3

IEJEMPLO 2.1Si F(x) = .¡gc;.), gel) = 9 Y g '(I) = 18, hallar F'(I).

Solución

Sea f(u) ~ .[; . Se tiene que F(x) ~Jg(x) = f(g(x» ~ (f o g)(x)

Aplicando la regla de la cadena :
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F' (X) = (f o gj'(x) = f' (g(x)) g' (X)

Capitulo 3. La Derivada

(1)

Pero,
1

f'(u) = r y, por tanto, f' (g(x)) ~

2"11 u

Reemplazando (2) en (1)

(2)

1
F'(x) =~~ g'(x)

2~ g(x)

En particular, para x = 1 tenemos que
1 1 1

F' (l) = g' (I) ~ - ( 1 8 ) ~ - ( 18)=3
2M 2.[9 2(3)

TABLA DE DERIVADAS

La regla de la cadena combi nada con las derivadas ya enco ntradas nos da una lista
de der ivadas más generales. Si u = g{x) es una función dife renciab le de x, entonces

d (") "-1 du1. - u = nu -
dx dx

d ( ") u du2. - e = e dx
dx

d ( ) 1 du4, - lnu = --
dx u dx

d ( ) du6, - sen 1I = COS U -
dx dx

8. ~ ( tan u ) = see 2 u dd
u

dx x

Ó bien ~(gX»" )=n(g(X»n-t~(g(X»
dx dx

3. ~(aU) = a"lna dd
u

dx x

d ( ) 1 du5. - 10g B u = - - d
dx ulna x

d () du7. - tos u = - sen 11-d
dx x

d () 2 du9. - cot u = - cosec u -d
dx x

d () du10. - sec u = sec u tan u -d
dx x

11. ~( cosec u) = - eosee ucol u du
dx dx

La demostración de estas nuevas formulas es inmediata. Co mo muestra
proba remos la primera.

Consideremos la función f(u) ~ u", cuya derivada es ~ (f(u» = f '(u) ~ nun- I

du

Se tiene : (g(x))" = f(g(x» ~ (f o g )(x) .

Ahora, aplicando la regla de la cadena,

~ (g(x))n) = (f o gj'(x) = f '(g(x)) g '(x ) = n(g(x»" -)~ (g(x) ) .
dx dx
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1EJ EMPLO 3.1 Hallar la derivada de la función

Solución
dv 2 2 d ,d,: ~ 3(x + 5x - 6) dx (x- + 5x - 6) ; 3(x2 + 5x - 6 )2(2x + 5).
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1EJEMPLO 4.1 Hallar l. derivada de:

a. y = e tan x b. y = e.lx
Solución

a. ~( etanx) = clan x ~(tan x)= elan x (see 2 x) = see2 x etan x
dx dx

b. ~( e.lx ) ~ e .lx ~(h ) ~ e.lx (_1l e
E

dx dx 2h 2..Jx

IEJEMPLO 5. 1Hallar la derivada de a. g(x) = eos (x2 + 1)

b. u = see2" + cosec/u e. y = eot ( sen 3x).
Solución

a. g' (x) = - sen (x2 + ) )Dx{ x2 + I ) = - 2x sen (x2 + I )

b. D" u ~ 2( see u ) D" ( sec ct ) + 2( eosee u ) D" ( cosec ct )

~ 2( see " ) ( see u tan " ) + 2( eosee n )( - eosee n eot " )
= 2sec2a tan o. - 2cosec2a ca! u.

e. y' ~ - eosee2( sen 3x ) Dx ( sen 3x) = ( - eosee2( senax j ) ( eos 3x )( 3 )

= - 3eos 3x cosec/ (sen 3x ).

1EJEMPLO 6. 1 Hallar la recta tangente al gráfico de
donde x = 7</2.

Solución
Tenemos que f (7</2) = tan (7<14 ) = l. Por otro lado,

2 x x l 2x
f '(x) <sec ( - ) Dx(-) = -sce (- ) :::)

2 2 2 2

f'(7< /2) = ~see2(ttl4) = ~(f2 )2 = 1.
2 2

Luego, l. ecuación de la recta tangente es

y- f(7</2) = f' (7< /2)(-7< /2) :::)

y - I = I(x - 7</2) :::) y - x + 7</2 - 1=Q.

f(x) = tan (xl2) en el punto
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IEJ EMPLO 7.1 Hallar la derivada de y ~ 53x' - I

Solución

~~ ; d~ ( 53x' -1 ) ; ( 53X' - ' ln 5) d~ ( 3x 2 - 1) ~ (53X' - l ln5) ( 6x)

,
; 6 ( In 5 )x 53x - I

IEJEMPLO 8.1 a. Hallar la derivada de f(x) ~ e In In x + 4

b. Hallar la recta tangente y la recta normal al gráfico de la función
dada en el punto donde x ; e

Solución

a. í''(x) ~ D x ( e ln lnx+ 4) =e D x (Inln x )

I 1 1 e
~e - D x (lnx ) ; e - - ~ --

In x In x x x In x

b. Tenemos que:

f(e);e lnlne +4 ; eln 1 + 4 ~ e( O ) + 4 ; 4 )'

y

4

• x

r '(e) ~ _ e_ ~ _e_ ; 1. Luego,
. e ln e e(l)

Recta tangente: y-f(e); f'(e)(x - e )=> y - 4 ; I(x - e) => y-x ; 4 - e

Recta normal: y - f(e) ; ( - 1/f'(e) )(x - e) => y - 4 =-I(x - e) => y + x =4 + e

PROBLEMAS RESUELTOS 3.5

IPROBLEMA 1.1Hallarla derivada de y = ¿j x6 - 3x .

Solución

Se tiene que: v: ~x· - 3x ~ (x6 - 3x) 1/3 . Luego,

~ ~ ~ (x 6 _ 3x)1 13 ~ .!.(x6 _3x)"3 - 1~(x 6 -3x)
dx dx 3 dx

.!.(x6 _ 3x )-2 /3(6x5_3) = 6x
5

-3 2x
5-1

3 3(x 6 _ 3x )2 /3 (x 6 _ 3x)2 /3
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IPROBLEMA 2.1 Hallar la derivada de la función y ~ xJa 2 _x 2 "

Solución

197

[(a Z _ x 2) IIZJ Z

x U (a 2 _ x 2)-112 ~ (a Z _XZ)]

(a Z _ x Z) IIZ(l ) _ x[~ (a Z _ X2) - IIZ(_2X)]

a 2 _ x2

1PROBLEMA 3· 1Derivar la función u ~ Jt +,fl+l .

Solución

1 [d~]1+ - " 1+1 =2J 1+.Jt+\ dt
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IPROBLEMA 4.1 Hallar la derivada de

a. y~ --J l +2tanx

Capítu lo 3. La Derivada

Solución

a. y' = o, [(1 + 2 tan x )112] = .!-( 1+ 2 tan x )1/2 -1 o, ( 1 + 2 tan x )
2

2 2
= .!-(l+2tanx)-1/2(2see2x) ~ __se_e_x----:= see x

2 ( 1+2tanx)1/2 .J 1+ 2tanx

b. y' = n, (x ) - Dx( tan x ) + n, (.!-tan3x )
3

= 1 - sec/ x + 3(.!- tanZx jo, ( tan x ) = 1 - see2x + (tan2x)( sec/x )
3

~ - tan2x + ( tan2x)( 1 + tanzx) = - tan2x + tan2x + tan4x = tan4x.

IPROBLEMA 5.1 Hallar*si y = sen2( eos 3x ).

Solución

dy = Dx [sen2( eos 3x )] = 2sen (eos 3x ) Dx [sen (eos 3x )]
dx-

= ( 2sen ( eos 3x ) ) ( eos ( cos 3x ) jn, [ cos 3x ]

= ( 2sen ( cos 3x) ) (c os (cos 3x ) ) ( - sen 3x) n, [ 3x 1

= ( 2sen ( cos 3x ) ) ( cos ( cos 3x ) ) ( - sen 3x )( 3 )

= (-3sen 3x)[ 2sen ( eos 3x ) cos ( cos 3x) ]

= - 3sen 3x [sen ( 2eos 3x )]

IPROBLEMA 6.1 Hallar la deriv ada de

(Ident, Trig. 27)

Solución

y ' = D x ( 2
3X2 J = 2

3x2
(In 2) D x ( 3

x2
) = 2

3x2
(In 2) 3

x2
( In 3) D x (x

2
)

x2 2 2 x2

= 23 (In2)3x (In 3)(2x) =2( ln2)(\n3)x3 x 23
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1PROBLEMA 7.1 Hallar la derivada de

Solución

Se tiene que:

199

y v ln I ~ln( 1 )-ln(x+~) ~ -In(x+~).u»:
Luego,

x+~

l+Dx(~)

X+~

~+x

1+ 2x

2~

.u»:
~+x

~
X+~

(~)(x+~)

1PROBLEMA 8.1 •. Si O(x) ~ g(a + bx) + g(a - bx) y g es diferenciable en a,
hallar 0'(0).

b. Si F(x) ~ f(f([(x))) , [(O) = OY f'(O) ~ -2, hallar F'(O) ,

Solución

a, Sea flx) ~ a + bx y h(x) ~ a - bx. Se tiene que

f'(x) ~ b, h'(x) ~ - b Y O(x) ~ g([(x) + g(h(x).

Luego. aplicando la regla de la cadena,

G'(x) ~ [g(f(x)) + g(h(x))]' ~ [ g([(x) ]' + [g(h(x)]'

~ g'(f(x)) f'(x) + g'(h(x))h'(x)

En particular, para x = O

0'(0) = g'(f(O)) f'(O) + g'(h(O))h'(O) ~ g'(a)(b) + g'(a)(-b) ~ O

b. Sea g(x) ~ (r o 1)(x) ~ 1([(x) . Se tiene que F(x) = 1(1(f(x))) = 1(g(x)
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Aplicando la regla de la cadena a g y a F

Capitulo 3. La Denvada

g'(x) ~ [ '([ex)) ['(x) y

F' (x) = [ f(f( flx) )]' = [ f(g(x) ]' ~ f'(g(x» g'(x) = f '(f(flx) ) f '(flx) f '(x).

En particular, para x = O

F'(O) = f'(f(flO) f '( flO)) f' (O) = f'(flO)f'(O)f'(O) = f'(O) [ '(O)f'(O)

~ (-2)(-2)(-2) ~ -8.

IPROBLEMA 9. 1Hallar la recta tangente al gráfico de la siguiente función en el
punto que tiene por abscisa x = - 3.

I
[(x) =

V(4+x)2

Solución
I

Tenemos que [(-3) ~ I Y
V(4 -3)2

f ' ) d [ I ] d [ ( )-lIJ] - 2 (4 )-5 /3 d ((x = - =- 4+x ~ - +x -4+x)
. dx ~(4+ x)2 dx 3 dx

~ _ ~(4 +x)-5 /3( 1) = - 2
3 3(4 +x)513 y

En particular ,

Luego. la recta tangente buscada es

y - f(- 3) = f'(-3)(x - (- 3») ~

2
y - I= - -(x +3) ~ 3y+2x +3 =0.

3

f '(-3) ~ -2
3(4 _ 3)513

2 2- - =- -
3(1) 3

-3

--
2

....... o x

2IPROBLEMA 10.1 a. Hallar la derivada de la función f(x) = 4 x 2e- x 14

b. Hallar los puntos de la gráfica donde la recta tangente es
horizontal

Solución
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a. f'(x) ~ D,( 4x 2e-,2 /4) ~ ( 4x2) Dx ( e- x2 14) + (e-,2 /4 )Dx( 4X2)

~(4x2)( e-x2/4)DX( _x:) + (e-,2 14 )(8X)

= 2xe-x2/4(x2 -4)
b. La recta tangente es horizontal si su pendiente es O. Luego,

f'(x) =0 <::;> 2xe-,2 /4(x 2 -4) =0

<::;> x = O ó x2 - 4 ~ O
y

(-2,16/e) (2,16/e)
<::;> x = O, x = -2 ó x = 2

Pero,

2
f(0)~4(02)e-O 14 ~O,

. 2
1\-2)= 4(_2)2 e-(-2) 14~ ~ Y

e -2 2 x

Luego, los puntos buscados son: (O, O), (-2, 161e) y (2, 16/e)

IPROBLEMA 1l.1 Regla de la cadena.

Si f es diferenciable en u y u = g(x) es diferenciable en x,
probar que f o g es diferenciable en x y se cumple que

(r o g)' (x) = f'(g(x)) g'(x).

Solución

(r o g )' (x) = Lim
h ....O

(fog)(x+h)-(fog)(x) _ Lím f(g(x+h))-f(g(x))
h - h .... O h

Multiplicando el numerador y denominador por Llg = g(x + h) - g(x)
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(fog)' (x) ~ Lím
h-+O

[ f(g(x + h) )- f( g(x)) ][g(x +h) - g(x )]

h[g(x + h) -g(x)]

Lim

h-+ O

f( g(x + h) )- f( g(x») Lim

g(x + h) - g(x) h -+ O

g(x + h) -g(x)

h

Lím f (g(x) +t.g)-f(g(x )) Lím g(x+h)- g(x)
h -+ O t.g h -+ O h

El segundo límite de la expresión anterior es g'(x) . En el primer límite: Cuando

h tiende a O, por ser g continua (teorema 3.1), la expresión óg ~ g(x + h) - g(x)
también tiende a Oy, por lo tanto, este primer límite es f '(g(x)) . En consecuencia,

(f o g )' (x) = f '(g(x)) g '(x).

En la demostración anterior, al dividir entre óg = g(x + h) - g(x), hemos
supuesto implícitamente que óg *O. Para el caso en el que L1g = O se debe dar
una demostración aparte, que nosotros no haremos.

PROBLEMAS PROPUESTOS 3.5

En los problemas del 1 al 61 derivar la función indicada. Las letras a, b y e
denotan constantes,

lo Y= (x2 - 3x + 5)3

I
4. z

. (5x 5_x 4 ) 8

6. f(u) = 2u
2

3
+1

u -1
(

X - 1) 2
7. Y= x + 3

3. g(l) ~ (2¡3 - Ir 3

(
312 + 2) 2

8. g(l) ~ 2t3 _ I

9. y= "JI - 2x

16.z = 3/ 1
V1+ t

2

19. y = l-~
I+~

13. Y= ~3x 2 -1 {!2x +1
x

17. z = Vb+ ax3

12. g(x)~ ~

V x" +1

.C 2 1 +114. z = (1- 3x2)2('1 X + Ir 15.h(I)=--
~
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41. Y= cos ( cos x)

x
24. Y= 2eol-

2
27. Y= tan (x'') + tan"x

29. u = '¡cos x

32. y = cot V1+ x 2

3[ 1-,[,;]35. Y = sen ¡;;¡;

38. y~J 1 + cot lx + I/x)

21. y =~x+ -F

44. Y~ sen ( sen ( sen x ) )

46. Y ~ sen ( tan ,1 sen x )

49. y=2.Jx

3 sen2x
52. s> 2

55
_ In 1

. y--
e2l

1+ senx

I -senx

23. Y= tan-tx

26. v = cosJx

28. z ~ cos ,[,;

31. Y= ~ tan 3x

1
34. Y~ cosee -

x2
,..,----

37. y=

51. Y= 3C01( 1I1)

54. y~ ln (e: )
2

50. Y= x na-x

53. y = Jlog5 x

33. y= ,--
"1/ sec x

36. y~ tan x

Jsec2 x+l

39. y = cot (x/2)

Jl-cot2(. /2 )

42. y ~ sen (cos x2 ) 43. Y ~ sen2( cos 4x )

45. Y= cos2
( cos x ) + sen2( sen x )

47. Y= tan (serr'x ) 48. Y~ c- Jx
2

+ I

20. f{x) ~ J(x -a)(x - b)(x -c)

22. y = )x+Jx+ ."í,Z

25. U = cos (x3)

27. y = tan (x') + tan4x

30. y ~ Jcos ."í,Z

4

e 4x _ 1
56. s: In .::.-,--~

e
4x + 1

57. Y = eXln x
(

X + 1 )
58. Y= In ,Ix _2

x -I
61. y = ln cos - 

x
60. Y ~ ln( x \en x)(

1) 3/5
59. y =ln ~

x -f

62. Si G(x) = (g(x»)2/J. g(2) ~ 125 Y g'(2) = 150, hallar G'«2).

63. Si F(t) = [f{sen t) f , f{O) = - 3 Y f'(O) = 5, hallar F'(O).

1 J x - 1
64. Dadas f{u) = ¡ U - 3u + 5 y g(x) = x + I • hallar la derivada de f o g de

dos maneras:
a. Encontrando (ro g)(x) y derivando este resultado.
b. Aplicando la regla de la cadena.

En los ej ercicios del 65 al 69, hallar h'(x) si h(x) ~ (f o g)(x) = f(g(x)).

65. f{u) = u3 - 2u2- 5, g(x) ~ 2x - 1 66. f(v) = -rv , g(x) = 2x3 - 4
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67. flt) = t5• g(x) ~ 1 - 2-Vx
b-u

68. flu) ~ b + u ' g(x) = ex

dy
En lo.' ejercicios del 70 al 73 kallar dx'

70. Y= 3u3 - 4u4 - 1, u = x2 - l

4 ax-eb
72. y ~t, t= -

e

79. flx) = cot2x, a =¡

x - 2
76. [(x) = ~, a ~ 1

" 3x + 6

78. flx)= (x _ I)2 ,a=.!.
(3x - 2)2 2

En los ejercicios del 74 al 8/, hallar la recta tangente y la recta normal al
gráfico de la función dada en el punto (a, f(a)),para el valor especificado de a.

3
75. [(x) = 2 ' a ~ O

( 2_x 2)

77. flx) = ~ x-l , a~-7

80. flx) ';' 11- x3 1, a ~ 2 81. flx) ~ Isen 5x 1, a = lt
3

82. Hallar las rectas tangentes al gráfico de [(x) = (x - I)(x - 2)(x - 3) en los puntos
donde el gráfico corta al eje X.

83. Hallar los puntos en la gráfica de g(x) = x2(x - 4)2 en los cuales la recta tangente
es paralela al eje X.

x-4
84. Hallar las rectas tangentes al gráfico de f(x) = x _ 2 en los puntos donde este

gráfico corta a los ejes. ¿Qué particularidad tienen estas rectas?

x+ 4
85. Hallar las rectas tangen tes al gráfico de g(x) = x + 3 que pasan por el origen.

86. Hallar las rectas tangentes al gráfico de flx) = 3i - In x en el punto (1,3).

87. Hallar las rectas tangentes al gráfico de y ~ In ( 1+ ex ) en el punto (O, In 2).

l
88. Sean f y g dos funciones diferenciablcs tales que f '(u ) = - y flg(x)) = x.

u

Probar que g'(x) ~ g(x).
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Gottfried Wilhelm
Leibniz

(1.646 a 1.716)

Capitulo 4. Otras Técnicas de Derí vací ón

Gottfried IVi/helm Leibniz nació en Leipzig, Alemania. Se graduó y fue profesor en
la universidad de Altdort. Fue un genio polifac ético. Se desenvolvió con excelencia en
varios campos: Matem áticas, Filosofla, Lógica, Mec ánica, Geologia. Jurisprudencia.
Diplomacia. etc.

En 1.684 se publicaron sus investigaciones sobre lo que sería el C álculo Diferencial
e Integral. El. junio con Newton, son considerados cumo creadores del Cálculo. Sus
ideas sobre este tema f ueron más claras que las de Newton. La notación que usó para
designar la derivada todavía se usa hasta ahora (notación de Leibniz j .

Inventó una máquina de multiplicar. A temprana edad se graduó con la tesis De Arte
Combinatoria, que trata sobre un método de razonamiento. En es/e trabajo están. en
germen, las ideas iniciales de la l ógica Simbólica.

Duran/e algún tiempo del reinado de Luis XIV fu e embajador de su patria en París.
Aquí conoció a científicos, como Huygens, quienes ref orzaron su interés por /a
matemática.

En J.712 surgió una larga e inf ortunada querella entre Newton y sus seguidores. por
un lado. y Leibniz y sus seguidores. en afro lado. sobre quien de los dos matemáticos
realmente inventó el Cálculo. Se lanzaron acusaciones mutuas de plagio y
deshonestidad. Los historiadores zanj aron la disputa dundo mérito u cada uno. Dicen
que cada cual. Newron y Leinibz, lograron sus resultados independientemente.

A CONTECIMIENTOS IMPORTANTES
Durante la vida de Leibniz. en América y en el mundo hispano sucedieron los

siguientes hechos notables: La poetisa mejicana Sor Inés de la Cruz (1,651-1.695)
publica sus obras poéticas. obras que fuer on fuertemente influenciadas p or el
Gongor ismo. En f .664, los ingleses, bajo el mando del duque de York, toman Nueva
Amsterdam y le cambian el nombre a Nueva York. En 1.671 el pirata inglés Henry
Morgan saquea e incendia la ciudad de Panamá. En f .682 el cuáquero Willían Penn
f unda Pensilvania. Ese mismo año. el francés Roben Cavalier de la Salle llega a la
desembocadura del 1'[0 Mísísipí, toma posesión de la región y /0 nombra, en honor a su
rey. Luisiana.
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SECCION 4.1

207

DERIVACION IMPLlCITA y TEOREMA DE LA
FUNCION INVERSA

Consideremos la ecuación xy - 1 = O. En esta ecuación, fácilmente podemos

despejar la variable y: y ~ ..le. Esta nueva ecuación define a y como función de x.
x

Casos como el ejemplo anterior suceden con frecuencia. Es decir, una ecuación de la
forma g(x, y) ~ O puede dar lugar a una función y ~ f(x). Si esta situación ocurre
diremos que la ecuación g(x, y) ~ Odefine implícitamente a y como función de x.
En cambio, diremos que una ecuación de la forma y ~ f(x) define explícitamente a
y como función de x.

No toda ecuación g(x, y) ~ O determina implicitamente una función (real de
variable real). Tal es el caso de la ecuación x2 + r + 1 = 0, que no tiene soluciones
reales. Puede suceder también que una misma ecuación dé lugar a más de una

función. Así, la circunferencia x2 + y - 1 = Odetermina dos funciones

1. f¡(x) ~~ 2. f,(x) ~ -~

Sucede con frecuencia que en funciones definidas implícitamente es dificil
despejar la variable dependiente. Por este motivo, sería conveniente contar con una
técnica que nos permita encontrar la derivada de una función definida
implícitamente, sin la necesidad de contar con la expresión explícita de la función,
Esta técnica se llama diferenciación implícita y se resume en la siguiente regla.

Para derivar implícitamente, derivar la ecuación término a término,
considerando a la variable dependiente como función de la independiente.
Luego, despejar la derivada.

IEJEMP1QiJ Hallar ;¡.; SI xJy - y7x ~ 5.

Solución

Derivamos término a término.

d J d 7 d [ 3 dy d 3] [7 dx d 7]-(x y)--(y x) > -(5)=> x -+y-(x ) - y -+x-(y ) ~O
dx dx dx dx dx dx dx
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IEJEMPLO 2. 1Si ~ + ~ / ~ ~. hallar DxY·

Solución

IEJEMPLO 3.1Sí tan xy ~ .". , hallar D,y
y

Solución
x 2 y D x- x Dy

D,( tan xy ) ~ D; (y) => see xy Dx(xy) ~ x 2 x
y

2 ( y - xD,y 2 2
seexy xDxY +y) = y2 => xseexy Dxy+ysee xy =

=> ( -;- + x see2xy ) D, y =.!. - y sec/xy
y y

=> ~ (l + ysec2xy )DxY ~ ~ (I_ y 2 see 2 xy)
y2 y

=> x( 1 + ysee2xy)D,y = Y(1 - y see2xy)

D Y ~ Y(I _y 2 see2 xy)

x x(l + y2 see2 xy)

IEJEMPLO 4. 1Si In y + ~ = e, hallar DxY
y

1 x
- - - Dy
y y2 x

Solución

D,(lny + ~ )~ D, ( e ) => Dx(ln y) + Dx( ~ ) =O =>
y y

1 y D, (x) - x DxY - O 1 D 1 x D - O- DxY + - => - y + - - - y - =>
y y2 y ' Y / x
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(
y - x ) 1::;. - - D,y = - -
y2 Y

1 _y 2 z.,
::;. D,y~ - -

Y y - x x - y

IEJEMPL O 5. I lIallar las rectas tangentes a la siguiente circunferencia cn los
puntos que tienen abscisa x = 4.

Solución

Hallemos los puntos en la curva que tienen abscisa x = 4. Para esto, sustituimos
el valor x ~ 4 en la ecuación de la curva.

(4-1¡2 +(y+ 1)2 = 25 <::::> (y+ 1)2= 16 <::::> y=3 ó y= -5.

Hay dos puntos en la curva con abscisa x = 4: PI = (4. 3) y P2 = (4. -5).

!!YHallemos la derivad a d x

d 2 d 2 d Y
dx(x - l) +dx (y +l ) = d x (25)

::;. 2(x-\)+2(y + \ ) ~ ~O

dy x -l
::;. dx = -y+ I

Si m, es la pendiente de Lb la recta
tangente en el punto P I = (4.3), entonces

4-1 3 3
m¡=--=- - y L : y-3= - - (x-4)

3 + \ 4 1 4

Si m2 es la pendiente de L2.la recia tangente en el punto P2 = (4, - 5),
entonces

4 - \ 3 3
m2 ~ - - - = - y L2: y + 5 = -4 (x - 4) ::;. L2: 3x - 4y - 32 = O.

-5+ 1 4

IEJEMPLO 6·1 Hallar la recta tangente a la siguiente curva

ye 'Y ~ Z + x 2

en el punto donde x = O.
Solución

Hallamos la derivada y'

Derivandoambos miembros de la ecuación se tiene que:

x
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(yeXY )' = (2+ X2)' => y ' e XY + y ( e XY)' = 2x =>

y'e xy + y (e 'XY( y + Xy'))= 2x => y ' e xy + y2 exy + xyy' e xy = 2x

( )
2 2x_ y 2 e XY

=> y' eXY + xyexy = 2x _ y e XY => y.= =---'c.....::_
e XY( I+ xy)

Hallamos la recta tangente :

Reemplazando x = Oen la ecuaci ón de la curva

ye(O)y = 2 + 0 2 => y = 2

Luego, el punto de tange ncia es (0, 2),

La pendiente m de la tange nte en (O, 2) es
la derivada y ' en (0,2). Esto es,

m =
2(0) _2 2e(0)2

e(O)2( 1+ 0(2))

-4
= - 4

1

v

x

En consecuencia, la recta tangente a la curva en el punto donde x = Oes:

y - 2 = - 4 ( x - O), ó bien, y + 4x ~ 2

TEOREMA DE LA FUl'óCION INVERSA

En este parte trataremos rápidamente las condiciones que garantizan la existencia
y la diferenc iabilidad de la función inversa. La demostrac ión que presentamos es
parcial. El lector interesado puede hallar la prueba total en el problema resuelto 7.

1TEOREMA 4.1 1 Teorema de la [unción Inversa.
Si fes diferenciable en un interva lo abierto I en el cual f'

es continua y no se anula, entonces

a. f, en todo II tiene inversa r'.
b. r' es diferenciable y para cada x en f(1), se cump le que:

Este teorema, con la notación de Leibniz, nos dice que :

Demostración

dx IdV.b'- = 1 - ' o len,
dy dx

dy dx
- - =1
dx dy
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La demostración que aquí presentamos presupone que la inversa r : ' es
diferenciable, Derivando implí citamente, deducimos la fórmula enunciada.

Bien, por definici ón de función inversa tenemos :

y = [ -'(x) <:::> f[y) = x

Der ivando la segunda igualdad respecto a x se obtiene:

IEJEMPLO 7.1 Sea la [unción f[x) ~ xl + 3x - 2

a. Probar que ftiene inversa en todo su dominio que es R .

b.llallar (r:' )'(2)
c. Hall ar la recta tangente al gráfico de f en el punto ( 1, 2)
d , Hallar la recta tangente al gráfi co de e l en el punto ( 2, 1)

Solución

a. Tenemos que [ '(x) = 3i + 3 y ['(x ) .. 0, para todo x en R . Luego [tiene

inversa en todo R .

b. .Se tiene que: ['(1) = 3( 1 )2 + 3( 1 ) ~ 6. Además,

f(1) =( 1 )3 + 3( I ) - 2 = 2 y, por lo tanto, ( r: ' )( 2) = I
Luego ,

(e' )'(2)

c. y - 2 = [ '(I)(x - 1) ~

I

de t
(2) )

y-2=6(x-l )

I

[,( 1) 6

~ y-6x~4

I
d. y - I =(f-I )'(2)(x-2) ~ y- I ~ - (x - 2) ~ 6y- x =4

6

ANGULO ENTRE CURVAS

Sean C¡ y C2 dos curvas que se intersectan en un punto P y sean T I y T2 las

rectas tangentes a esta s curvas en el punto P. Llamaremos ángulos entre e l y e2 a

los ángu los suplementarios que forman TI y T2. Si m, Y m, son las pendientes de

TI y T2 respectivamente, entonces, de acuerdo a nuestro apéndice de Trigonometría,

uno de estos dos ángulos es el ángulo 8 que cumple:
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tan 6
9

Si tan e ~ O. el ángulo es agudo; en cambio,
SI tan 6 < O, el ángulo es obtuso.

Se dice que dos curvas se cortan
ortogonalmente si las rectas tangentes en el
punto de intersección son perpendiculares. O sea,
si las curvas se cortan formando un ángulo recto. o x

IEJE:l-IPLO s.1 Hallar los ángulos que forman las siguien tes circunferencias en el
los puntos de intersección.

2 2 . 2 2
C l : x +y + 2y -9 ~ 0, C2.X +y -4<-1 =0

Solución
Resolviendo el sistema formado por las ecuaciones de las circunferencias,

hallamos que ellas se interscctan en los puntos A = (1 , 2) Y TI = (3 , - 2)

a. En A = (1,2)

Hallamos la derivada y' para ambas ecuaciones:

2 2
x + y + 2y - 9 = O :=>

2x + Zyy' + 2y' = O :=> y' = _ _ x_
y + 1 y

x

1
:::::::>m¡ =-

3

En A = (l, 2),
, x 1 1

Y =-- ~-- ~ --

y+1 2+1 3

Por otro lado,

2 2
x + y - 4x - I = O :=>

I 2-x
2x + Zyy' - 4 ~ O :=> y = - 

y

En A=( 1,2l,
, 2- x 2- 1

y ~ --=-

Y 2

1
:=>

2

Ahora, si e, es uno de los áng ulos en A = (1, 2), entonces

1/2 - (-1 /3)

1 + (-1/3)(112)

11
Luego , el ángulo agudo es 81 = - y el obtuso, 6, = 11

4

11 311-- --
4 4



, 2-3 1
y=--=-=:>

-2 2

Capítulo 4. Otras Técnicas de Derivación

B. En B = (3, -2)
,_ x 3

y ---- =--- =3 =:>m,~3,

y+1 -2+1

Ahora, si ~, es uno de los ángulos en B ~ (3, -2), entonces

" m2 - m¡ _--=1.:...1=-2_-.:...3=-- = 1tan t-'1 = =
1+m¡m2 1+ (3)(1/2)

1C TI 31t
Luego, el ángulo agudo es ~ ¡ ~ ¡ y el obtuso, ~2 ~ 1t - ¡ = 4

1EJEMPLO 9.1 Probar que cada miembro de la familia (hipérbolas)
xy=k, k se O

corta ortogonahuente a cada miembro de la familia (hipérbolas).

2 2y-x=e,e",O

213

Solución

Tenemos que:

xy ~ k =:> xy' + y ~ O =:> y' = _ 'i..
x

Si P ~ (x, y) es un punto donde se
intresecta un miembro de la primera
familia con un miembro de la segunda
familia, entonces las pendientes en ese
punto son:

Por otro lado,

2 2
y-x~e=:>

, , x
2y y - 2x ~ O =:> y = 

y

y
xy=k

ml~-'i..
x

y
x

y

Luego, las curvas se cortan ortogonalmente.

PROBLEMAS RESUELTOS 4.1

1 PROBLEMA 1. 1 Hallar la recta tangente en el punto (3a12, 3al2) a la hoja de
Descartes:

3 3x + y =3axy
Solución
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Hallemos dy deriv ando implicitamente:
dx

J J 2 2 dy dy
x ·f y = 3axy => 3x + 3y - ~ 3ay + 3ax-

dx dx

=> 3(y2 _ ax) dY ~3(ay - x2) => dy =
dx dx

2ay-x

y2 -ax

. ( 3a 3a )Ahora , la pendiente en el punto - , - es:
2 2

Luego, la recta tangente en el punto dada es:

a(T)-(Tr
(3;r -a( 3;)

3a ( 3a)y- 2 = (- I ) x -
2

=> y + x - 3a = O

y

IPROBLEMA 2.1Probar que la recta tangen te en el punto ("<J. Yo) a la elipse

2
L = 1 es la recta
b 2

Hallemos la pendiente de la tangente. Para

esto, derivamos imp licitamcnte la igualdad (1):

x- a

Por ser (xo• Yo) un punto de la elipse:

b2(x,i + a2(Yo)2~ .z b
2

(2)

So lució n

Multiplicando la ecuación de la elipse por .z b
2:

b
2i +.zl = a

2
b

2
(1)

b2x
Luego. la pendiente en el punto ("<J, Yo) es m ~ 0_

a 2y o

En consec uencia, la recta tange nte en el punto (xo. Yo) es
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2 2 2 2
=:> a YoY + b XoX = a b

Finalmente. dividiendo entre a
2

b
2

:

x x v y
_ 0 _ + ~ = 1
a 2 b 2

(por(2) )

1PROB LEMA 3. 1El grá fico de la siguiente ecuación es una elipse rotada.

2 2x - xy + y ~4

Hallar las rectas tangentes a esta curva en los puntos donde ésta
corta al eje X. Mostrar queestasrectas son paralelas.

Solución

y=O =:> i-x(0) +(0)2 ~ 4 =:> x=±2

Luego. la curva corta al eje X en los puntos (-2, O) Y(2, O)

Derivando implícitamente la ecuación, tenemos:

2x - x y' - y + 2y y' = O =:>

2 ) ' 2 ,y- 2x(y -x y ~y- x =:>y ~--
2y - x

La pendiente de la tangente en (-2. O)

0 - 2(- 2)
mi = = 2, Ysu ecuación es

2(0) - (-2)

y- O=2(x - (-2» =:> y ~ 2x + 4

La pendiente de la tangente en (2, O)

0 -2(2) 2 . .
ml = = , y su ecuació n es

2(0) - 2

y -0 =2(x -2) =:> y~2x - 4

,,,,,

y

,,,,,

Obse rvar que las dos tangentes tienen la misma pendiente y, po r tan to, son
paralelas.
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IPROBLEMA 4.1Probar que el segmento de cua lquier recta tangente a la Astroide

2/3 2/3 213x + y = 3 ,

comprend ido entre los dos ejes coo rdenadas tiene longitud a.

(1)

Solución

Sea P ~ (h, k) un punto cua lquiera de la Astroide.

Se tiene, entonces:

h2l3 + k2 /3 = a2l3
y

a

Paso 1. Hallamos la ecuación de la tangente en
el punto P =[h, k). .

Hallemos la pend iente .

Deri vando implícitamente:

2/3 + 2/3 2/3 ~x y = a ~

~X -l l3 + ~y-l l3 dy ~ O~
3 3 dx

dy - t /3 tl 3 t l3
-=- x y = - -y-
dx xl/ 3

En particular, la derivada en el punto P = ( h, k), nos da la pendiente:

dyI k
t / 3

m > dx x e h = - hl / 3

Luego, la ecuación de la recta tangente , teniend o en cuenta (1), es

a X

k l / 3
y-k=--- (x-h) ~

hl/3

k t / 3
tl 3 213Y + - - x = k a

h l t3
(2)

Paso 2. Hall amos la intersección de la recta tangente con los ejes coordenados.

H . d O (2) ' kl /3 213acien O x = en se tiene: y = a

. 1/3 213
Luego, la recta tangente corta al eje Y en el punto A = (O, k a )

Haciendo y ~ Oen (2) se tiene:

tl 3 t / J
_k_ x = kl/J a2/) ~ x ~ _h_ (k lt3a2/) = hlt3 a2l3

ht / J k 1l 3

. 1/3 2IJ
Luego, la recta tang ente corta al eje X en el punto B = (h a , O)
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Paso 3. Hallamos la longitud del segmento de extremos A y B.

La longitud de este segmento es la distancia d(A, B), de A a B.

[d(A,B)j2 ~ (o _kl!3 a2l3)2 + (h l / 3a 2l3 _ 0)2

~k2/3 a4/3 + h213a4/3 ~ a4!3( k2!3 + h 2/3)

Luego, a longitud de este segmento de extremos A y B es d(A, B) ~ a.

217

1PROBLEMA 5.1 Dada la función [(x) ~ 2x + COS x, euyo dominio es IR.
a. Probar quetiene inversa

b. Hallar ( C l )'( 1)

c. Hallar la recta tangente al gráfico de C l en el punto (1, [-1 (1)).
Solución

a. Tenemos que

['(x) ~ 2 - sen x =:> ['(x) ;>: 2 - 1~ 1 =:> ['(x) > O, '1 x E IR.

Luego, por la parte a del teorema de la función inversa, f tiene inversa en todo R

b. Se tiene qne

f\.0)~2(0)+cos(0)~0+ l ~ 1 =:> Cl(1)~O

Luego, por la parte b. del teorema de la [unción inversa,

(ct)'(l)~ ~_l_~ 1 ~_l_~~
['(Cl(l)) ['(O) 2-sen(0) 2+0 2

c. La recta tangente a la gráfica de [-t en el punto (1, [-t (1)) ~ (1, O) es

y-O~(f-l)'(1)(x-l) =:> y~~(x-l) =:> 2y-x+l~0
2

1PROBLEMA 6.1 Probar que la familia de parábolas

v: ax 2 (1)
se cortan ortogonalmente con la familia de las elipses

x 2 + 2y2 ~e (2)

Solución

y ~ ax 2 =:> y' ~ 2ax
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mi = 2ax

x2 + 2y2 = c => 2x + 4y y' ~ O => y' ~ _~
2y

Sea P = (x, y) un punto donde se intersecta
un miembro de la primera familia con uno de
la segunda. Las pendientes en este punto son:

x
y m, = - 2y

Ahora. considerando que las coordenadas
del pnnto P = (x, y) satisface la ecuación (1),
tenem os,

m, m, = ( 2ax )( _ ~: ) ~ _ a:
2

~ _ ~ ~-I

Luego. las familias se cortan ortogonalmente.

v

x

1PROBLEMA 7.1 Probar el teorema de la función inversa: Si fes diferenciable en
un intervalo abierto 1 en el cual i ' es continua y no se anula,
entonces

a. f. en todo l. tiene inversa r".

b. f-1es diferenciable y para cada x en 1(1), se cumple que:

So lución

a. Si f I es continua y no se anula en 1,entonces
f'(z) > O, V Z E 1 ó f'(z) < O, V Z E l.

ya que f" . de tomar valores positivos y negativos, por el teorema del valor
intermedio. existiría un e en 1 tal que f'(e) = O. Pero esto contradice la hipótesis.

Por un resullado simple, que veremos más adelante (teorema 5.7). en el primer
caso. f es creciente en 1. En segundo caso, f es decreciente en 1. Sabemos que, en
cualquiera de los casos, f es inyeetiva y, por lo tanto, f tiene inversa en 1.

b. Sea y = f- ' (x). "o un elemento cualquiera de f( 1) y sea Yo = C /(xo ).

Se tiene que: x = f(y), "o ~ f(yo)
Ahora,

( f - I )'("0) = (1)
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Como fes diferenciable en 1, f es continua en I. Por 10 tanto, f -1 es continua.
Por otro lado, por ser, f-1 continua, se tiene que:

x ---;> x, <:::> y ---;> Yo

Regresando a (1), tenemos:

(el )'(xo) ~
Lim e l (x) - c 1(x o ) Lim Y-Yo

x~xo x-xo Y-->Yo f(y) - f(yo)

Lim 1 1

y-->Yo f(y)-f(yo) Lim f(y)-f(yo)_._----

Y-Yo y--> Yo Y-Yo

1 1
~---~

f' (Yo) f'(f-I(x o))

PROBLEMAS PROPUESTOS 4.1

En los problemas del 1 al 23, derivando implícitamente. hallar ~ . Las letras

3, b, e y r denotan constantes.

1. 3x2 - 4y ~ 1

4. 3xr - x2r ~ x + 1

7. (r - 2xy)2 ~ 4y - 3

x2 2
10. -+ L=1

a 2 b 2

13. ..Ix +,,¡y =b

16. tan y~ xy

19. Y= 1 + xeY

2. xy - x2 ~ 5
1

5. - +r ~2xx

8. ..:L - xl - 1 ~ O
x-y

14. fY+ JJy=x

17. cot (xy) = xy

Y x+1
20. ye = e

3. r~4px
1

6. xl + - ~ xy
Y

9. x2 + y2 =.-2

12. x2 - 2axy + r ~ O

15. a cos2(x + y) ~ b

18. cos (x - y) ~ y sen x.

21. 2x + 2Y ~ 2x+y

22.2ylny=x 23. lnx+ e-Y/ x =c

24. Sea f(x) = 5 - x - x
3

a. Probar que ftiene inversa en IR b. Hallar (f- I )'(3)

c. Hallar la recta tangente al gráfico de fen el punto (1,3)
d. Hallar la recta tangente al gráfico de el en el punto (3, 1)
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25. Sea g(x) = x
4

+ 3i - 2.

a. Probar que g tiene inversa en (O,+<xl) b. Hall ar (g -. )'(2)
e. Hall ar la rect a tangente al grá fico de g en el punto (1,2)
d . Hallar la rec ta tangente al gráfico de g - , en el pu nto (2, 1)

e 2x _ l
26. Sea h(x) = --=-2--

e x + 1

a. Probar que g tiene inversa en R b. Hallar (h - 1 )'(0)

e. Hallar la recta tangente al grá fico de h en el punto (O, O)
d . Hallar la recta tang ente al gráfi co de h - 1 en el punto (O, O)

En los problemas del 2 7 al 32, hallur la recta tangente a la curva en el punto
indicado.

27. 1 -4x-1 6 ~O; (- 3, 2)

29. x2 - x~ - 21 = 0;(-1, - 1)

x2 y2
28. 9 - 4= 1; (-5,-8/3)

30. l + 6xy~ 4x4 ; (- 1,2)

31.
x 2 2
- + L ~ 1; en los puntos donde x = 3.
25 3

32. (.; ro+ ( tro~ 2; en los puntos donde x ~ a.

33 . Hallar la recta tangente a la Lemniscata de Bernoulli Y

2(x2 + 1 ? = 25(x2 -1),

en el punto (3, 1).

x 2
34. Probar que la tangente a la hipé rbola ,

a"

y2
- -2 = 1 en un punto P = ("o, Yo)

b

. 1 . . .. xX o YYo 1tiene a siguiente ecuaclOn - - - - - =
a 2 b 2

35. Probar que el segmento de la tangente a la hipérbola xy ~ a2, limitado por los
ejes coo rde nados, tiene por punto medio el punto de tangencia.

36. Probar que la suma de las coordenadas de los puntos de intersección con Jos ejes
coordenados de una tangente cua lquiera a la curva x l12+ y ll2 = b l12 es igual a b.

En los problemas 37y 38 hallar el ángulo de intersecci án de las curvas dadas.
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39. Probar que la elipse

ortogonalmente.

2
L~
8

y la hipérbola x2 _ y2 5 se cortan

40. Probar que la Cisoide de Diodes, (2a - xl? ~ xl

y la circunferencia x2 -1- y2 = 8ax se cortan:

a, En el origen, ortogonalmente,

b. En los otros puntos, con un ángulo de 45".

SECCION 4.2

v

x

DERIVACION LOGARITMICA
Cuando una función tiene un aspecto complicado y está conformada por

productos, cocientes, potencias o radicales, el cálculo de su derivada se simplifica si
se utiliza el procedimiento llamado derivación logarítmica. Para esto, se siguen los
siguientes pasos:

1. Tomar logarilmos naturales en ambos miembros y usando las propiedades
logarítmicas transformar los productos, cocientes y exponentes en sumas, restas
y multiplicaciones, respectivamente.

2. Derivar implícitamente.

3. Despejar la derivada y simplificar.

1EJEMPLO 1.1 Mediante derivación logarilmica hallar la derivada de

(x+l?
y~

~x2 -2
Solución

Pasos 1: Aplicamos logaritmos y simplificamos:

In y ~ In (x + 1)2 ~ 2 In (x + 1) _ ~ In ( x 2 - 2 )
~ 2

Paso 2. Derivamos implicitamente

D x In y ~ 2DxIn (x + 1) - ±D x In(x 2 - 2) =>
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1 1 1 I 2
- D , y ~2--Dx(x + l) - - - -Dx( x - 2) ~
Y x+ 1 2 x 2_ 2

I 1 I I 2 x
-D xY ~ 2-(1) - - - -(2x) ~ - - -
y x + 1 2 x2 _2 x+1 x 2 _2

Pao 3. Despejamos la derivada y simplificamos:

DxY ~ y[ X: 1 - /-2] ~ y [(xx: ~)~X~~2 ) ] ~
_ ( x + l )2

Dx Y- ~
Vx· - 2

( x + 1)(x 2 - X - 4)
(

2 )3i2x -2

En la práctica, los 3 pasos dados se dan implícitamente, sin necesidad de
especificar los.

IEJEMPLO 2.1Hallar la derivada de y ~ (_1)'
1+1

Solución

In y ~ In ( _ 1 )'
1+ 1

Esto es,

~ 1 In(_1_) ~ I In I - I In ( 1 + t)
1+ 1

Iny < t In t - Iln( 1+1)

Derivando respecto a t:

i=l! + ln t - [ 1_ 1_ + In (l +I ) ] ~ 1 + ln t _ _ t_ -ln ( I+I ) ~
y I 1+ 1 1+ 1

Y '~y(I __1 + In- I
) ~ (_I)'( _t +In - I )

1+1 1+1 1+1 1+1 1+1

PROBLEMAS RESUELTOS 4.2

1PROBLEMA 1.1 Utilizando derivación logaritmi ca, hallar la derivada de

(x 2 _ 1)(x 3 +2 )
y~

~ x+l
Solución
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I
~ x- + In x ~ 1 + In x =:>

x

Ahora,

Dx ln y ~ D x In(x 2 - 1) + Dx (n(x l + 2) - D x .!.In(x+ 1 )
3

= _1_ Dx(x2 -1) + 1 Dx(x l + 2 ) _.!. -1_D x{x + 1) =>
x2 _ 1 xl+ 2 3 x +l

.!. D Y =~ + 3x 2 1
Y x x 2 _ 1 xJ+ 2 3(x + l)

(
2x 3x2 1 )D y=y - - + - - - - - .,-

x x 2 _ 1 xl + 2 3( x + 1)

IPROBLEI\I A 2.1 Mediante derivación logarítmica hallar la derivada de
x x

a. Z = x x , x > O b. Y~ (x ) x = X x • x> O

Solución

a. z = XX :::::> lnz =ln X X = x ln x => Inz= x ln x

Derivamos respecto a x:

~ = x (lnx )' + (x)'ln x
Z

z' =z (l+ lnx) =:> z ' ~x'( I + ln x)

x x
b, y ~ x x =:> In y ~ In x' ~ x ' In x. =:> In y ~ x x In x.

Derivamos respecto a x:

y' = (x, )' In x + x " ( In x )'
y

= [ x x ( 1 + In x ) ] In x + xx .!.
x

( por la parle a. )
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IPROBLEMA 3.1Si X Y= v". hallar D X Y

Soluci ón

Aplicarnos logaritmos y luego derivamos implícitamente:

y( x Iny - y )

x(y ln x- x)

y.!.- + lnx Dxy ~x .!.- DxY +lny => ( ln x - 2) D xY
X y Y

(Y ln: - X) D XY~ xIn:-
y

=> D x Y~

= lny _l. =>
x

PROB LEMAS PROPUESTOS 4.2

Utllitando la t écnica de la derivaci én logarítmica hallar la derivada de las
siguientes funciones:

x3 rx 3. y = xlnx . x > O
l. y ~ x 2. y = x , x > O

4. Y ~ ( In x ) In x

7. Y= x.,¡,¿

5. Y= 2
3x

(
2 ),en ,

8.y= X +1

6. )" = aXxa

9. y = ( senx ) COSX

12. y= 3
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SECCION 4.3

DERIVADAS DE LAS FUNCIONES
TRIGONOMETRICAS INVERSAS

ITEOREMA 4.2 I Si U =u(x) es una función difereueiable de x, entonces

225

-11. Dx seu u
- 1 1

2. »x cos u = - r = = := Dxu
~1_u2

- 1 1
4. Dx cot u ~ - - - »xu

1+u 2

Demostración

-16. n, cosec u
1

- - Dxu
u~

( i )

Es suficiente probar las fórmulas del teorema para el caso u ~ x. El caso geueral
se obtiene usando la regla de la cadena.

Sólo probaremos (1), (4) Y (5) . Las otras fórmulas se obtienen en forma análoga
(problema propuesto 18).

En vista de que cada función trigonométrica es diferenciable y su derivada es
continua, su correspondiente función inversa es diferenciable.

-1 n n
l . Sea y ~ sen x. Luego, sen y ~ x y - 2" s: y s: 2"

Derivando sen y = x respecto a x :

Dx sen y ~ Dx x =- cos y Dx Y ~ 1 =- Dx Y ~
eos y

Pero, cos y ~ ± ~ 1- sen 2y Y eos Y> Oen el intervalo - i

Reemplazando este valor en ( i ):

- 1J)xsen x ~ r~=:'"

-14. Sea y ~ cot x. Luego, COl y ~ x y O< y < n.

Derivando cot y = x respecto a x:
2Dx col y ~ Dx x=- - cosec y Dx Y = 1 =:o
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DxY
cos ec 2 y

1

1 + eot 2y = - 1 + x2

_ 1 it , 3ft
5. Sea sec x = y. Luego, see y ~ x, donde Os Y < - o n ,;; y < -

2 2
Derivando sec y = x respecto a x :

( ii )

Dx see y = Dx x ~ sec y tan y Dx Y= 1 =>
I

Dx Y = ----
see y tan y x lan y

Pero, tan y = ± J rs-e-'e1'"""y- _-1 ~ ± ~ xl - 1 . Además,

00 n . 3n L / 1 1tan y > en < y < - o en n <y < -. uego, lan y ="x -
2 2

Reemplazando este valor en ( ii ) :

1
DxY = =>

x~

IEJEMPLO 1. 1 Hallar la derivada de
-1 x 1a. y = sen ( "2 ) b. y ~ tan- ..[x - 1 3xe. y =eosee (e )

Solución

3

• • y' ~ Dx ( sen-1 (~ ») Dx ( ~ ) 2 ( 2. )~b -r x/2)1 .J4"7 2 .J4"7
b. y' = Dx ( tan-1 .Jx) I D.Jx = 1 ( I ) _ 1

1+( -Ix"j x x l + x 2-1x" - 2-1x"( I+x)

c. y' = Dx eosee- I( eJX ) = 1 Dx ( eJX )

e3xJ( eJx )2 - 1

1

IEJEMPLO 2.1 Probar que la siguiente función es eonslante.

f( ) -t(X-2) 2 -t(-Ix"Jx = sen - 2- - sen -2- ' O::; x S 4 .

Solución
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~O

Recordemos el teorema de la constante: Si f es continua en un intervalo 1, entonces

f'(x) ~ O, 'Ix en 1 <=:> f(x) ~ e, 'Ix en 1

De acuerdo a este teorema, para probar que f es constante es suficiente probar que

f'(x) ~ O, 'Ix, tal que O,; x z; 4.

Bien, tenemos que:

f '( ) -I( X-2) 2 -I( j";Jx = Dx sen -2- - Dx sen -2-

1 D (X-2) 2 1 D (j";J
~1-((x-2)/2)2 x -2- - ~1- (-ixl2f x -2-

_ 2 (.!-) -2 2 (.!- _1 )
- ~ 4-(x-2)2 2 ~ 2 2j";

1 1 1

) 4x-x 2 rut:': ) 4x-x 2

PROBLEMAS PROPUESTOS 4.3

En losproblemasdel 1 al 13 hallar la derivada de lasfunciones especificadas.

-1 ( x )1.y=sen "9 -12. Y= see ( x/3 )

-1 24. Y ~ tan (x + 1)3. Y ~ sen-1,,[x

5, Y = coC1( I+X)
l-x

7.y~~ +xcosec-1(lix)

-1[I(x -x)~9. y ~ tan "2 e - e J

11. Y = tan-Ix + coC 1x

13. y ~ 2 eos-1 ( 1 - ~ x) + ) 4x _ x 2

-L rr:':8. y = sen ,!sen x

-110. Y ~ eos (In x)

-112. Y = tan (eos x)

En losproblemas14 y 15 hallar la derivada y'.
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14. tan- 1( x+y)=x 15. xy > tan- I (x/y)

16. Hallar la recta tangente a la curva f(x) = tan-1 (3/x ) en el punto donde x = 3.

17. Hallar la ecuación de la recta tangente a la curva

y ~ cos - I[f2 (x - 1/2 ) j. en el punto donde x = O.

18. Probar las fórmulas (2) , (3) Y (6) del teorema 4.2.

19. Probar que la siguiente función es constante

( _1 _1 J"Y= cos x + sen x

20. Probar que la siguiente función es constante

f(x) ~2tan-t ~ - sen -1(X-I), donde x "O
x +1

SECCION 4.4
DE.RIVADAS DE ORDEN SUPERIOR, VELOCIDAD

Y ACELERACION
Al derivar una función f obtenemos la función derivada f ", cuyo dominio está

contenido en el dominio de f. A la derivada f ' podemos volver a derivarla
obteniendo otra nueva función (f ")" , cuyo dominio es el conjunto de todos los

puntos x del dominio de f " para los cuales f " es derivable en x; o sea todos lo,
puntos x del dominio de f " para los cuales existe el siguiente límite:

(f ')'(x)=lfm
h-->O

r '(x+h)-r'(x)

h

La f unción ( f ' )' se llama s egunda derivada de r ys e denota por r" . Si

f'(a) existe, diremos que f es do, veces diferenciable en a y que f '(a) es la

segunda derivada de f en a.

Con la, otras notaciones, la segunda derivada de y = f(x) se escribe asi:

2D , (y),

En vista de que f " es la segunda derivada de f, a f' la llamaremos primera
derivada de f.
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1
c. u =t" .

1EJEM PLO 1. 1

Solución

Hallar la primera y la segunda derivadas de cada una de las
siguientes funciones :

a. f(x) = x2 b. y = xl - 7x2 - 2x + 1.

a. f '(x) ~ 2x,

du 1
e, dt ~ - j2

f"( x) =2. b. :~ =3x2 - 14x - 2,

d2u = ~(_ t-2) ~ _(_2)Cl = ~
dt 1 dt t l

El proc eso de derivación de u na función f podemos continuarlo más allá de la
segunda deriva da . Así, si derivamos f " obtenemos la tercera derivad a de f, que se
denota por r " : Esto es,

t " = ( f'" )'

Nuevamente, si a f "" la volvemos a derivar, obtenemos la cuar ta de r ivada de r,
y así sucesivamente. A las derivadas de una función, a partir de la derivada segunda,
se les llama deri vad as de orden superior.

La notación anterior, cuando el orden de derivación va más allá de 4, es
incómoda. Para mayor facilidad, el orden de la derivada se abrevia mediante un
superindice encerrado entre paréntesis, del modo siguiente:

f(l ) = t' 1 f(2) = f" , [ (3) = t" , f (4) = ["", etc.

Estas derivadas, con las otras notaciones, se escriben así:

f' ~D (f)_.!f í " = ( 2) = D2(f) ~ d' f
x d x' x dx2'

d'ff " ~ (J) ~ D3 (f) = - ,
x dx'

IEJEM PLO 2,1 Hallar todas las derivadas de la función f(x) ~ x3

Solu ción

f '(x) ~ 3x2, f (2)(X) = 6x , f l' )(x) ~ 6, f l' )(x) ~ O Y f l')(x) = O, para n :::: 4.

1IEJEMPLO 3. 1Hallar las derivadas hasta de orden 4 de y ~ ;;

Solución
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V~;LOCIDAD

Vimos que para precisar el concepto de velocidad instantánea tuvimos que recurrir
a un límite de la velocidad promedio, el cual nos condujo a la derivada.
Formalicemos esta idea en la siguiente definición.

IDEFINICION. I Sea s ~ f(t) la función posición de un objeto que se mueve a lo
largo de una recta. La velocidad (instantánea) del objeto en el
instante t está dada por

v(t) = ds ~ f '( t)
dt

La velocidad es positiva o negativa según el objeto se desplaza en el sentido
positivo o negativo de la recta numérica. Si la velocidad es O, el objeto está en reposo.

IEJEMPLO 4. 1Un objeto se mueve sobre una recta de acuerdo a la ecuación

s ~3tJ -8t + 7,

donde s se mide en centímetros y t en segundos.

a. Hallar la velocidad del objeto cuando t ~ 1 Y cuando t ~ 5.

b. Hallar la velocidad promedio en el intervalo de tiempo [1, 5].

Solución
ds

a. Tenemos que v(t) = - = 6t - 8. Luego,
dt

v(l) =6(1) - 8 =- 2 cmlseg y v{5) = 6{5) - 8 ~ 22 cmlseg

b, La velocidad promedio en el intervalo [1, 5] es s{5) - s{l) = 42- 2 ~ 10 cmlseg
5-1 4



Capítulo 4. O tras Técnicas de Derivación

ACELERACION

231

De rivando la func ión posición de un objeto en movim iento rectilíneo obtuvimos la
velocidad . Ahora, tomando la función velocidad podemos calc ular la ace leración
promedio y la aceleración instantánea.

IDEFINICION·I Sea s = ret) la función posición de un objeto que se mueve a lo
largode una recta. La aceleración (instantánea) en el instante t es

IEJEMPLO 5.1Un objeto se mueve sobre una recta según la func ión posición

S = 13 -31+ l ,
donde s se mide en metros y t en segundos.

a. ¿Eu qué instante la velocidad es 07
b. ¿En qué instante la ace leración es 07
c. Halla r la aceleración en el instante en que la velocidad es O.
d. ¿Cuándo el objeto se mueve hacia delante (a la derecha)?
e. ¿Cuándo el objeto se mueve hacia atrás (a la izquierda)?

Solución

Tenemos que:

v(t) = ds = 3t2 _ 3
dI

Luego ,

y
dv

aít] = - = 6t
dI

• . v(t)~O <::> 3t 2- 3 = 0 <::> 3(t + l )(t - l ) ~0 <::> 1= - 1 ó 1= 1.

a. a(t) = O<::> 6t ~ O <::> t = O. Esto es. la aceleración es Osólo en el instante t ~ O

c.•(- 1) = 6(-1) ~ - 6 mlsel a(l ) = 6(1) = 6 mlseg2.

d. El movimiento es hacia adelante <::> v(t) > O

<::> 3t 2- 3 > 0<::> 3(t+1)(I - l»0 <::> tE (- "',- I)U(l, +o:l)

+ + + + + +
I

-1

++
I
1

+ + + +

e. El movimiento es hacia atrás <::> v(l) < O

<::> 312-3 < O <::> 3(t+ I)( I-l) <0 <::> t E (-1 , 1)
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El siguiente dibujo muestra, esquemáticamente, el movirruento del objeto.
Advertimos que el objeto se mueve sobrela recta y no sobre la curva superior.

e
)

-1

MOVIMIENTO DE CAlDA LIBRE

1
S
I
I

I
I

h
I
I

Un movimiento de caída libre es un movimiento de aceleración constante, donde la
aceleración es la ace leración de la gravedad. El valor de esta aceleración a la orilla
del mar es g ~ 9,8 mlseg

2
en el sistema métrico o g = 32 pies/sel en el sistema

inglés.

Supongamos que un cuerpo es lanzado verticalmente
desde una altura h metros sobre el nivel del suelo con una
velocidad inicial de Vo m/seg''. Si el sentido positivo es
hacia arriba y si despreciamo s la fricción del aire,
entonces después de t segundos el objclo se encuentra a
una altura de s metros sobre el suelo, donde

suelo

En el caso de que s y la altura h se den en pies y la velocidad Vo en pies! seg2
, la

fórmula correspondiente es
1 2 1 2 2

s = - -gt + vot + h ~- - (32)t + vot + h = -1 61 + vol + h
2 2

d2s
Observar que la aceleración es ~ - g

dl 2

IEJEMPLO 6.1 Una pelota es lanzada hacia arriba desde la azotea de un edific io de
58,8 m de altura y con una velocidad inicial de 19,6 rn/seg,

a. ¿Cuándo la pelota alcanza su máxima altura?
b. ¿Cuá l esta altura máxima (respec to al suelo)?
c. ¿Cuando la pelota llega al suelo?
d. ¿Con que velocidad llega al suelo?

Solución

Tenemos que h ~ 58,8 m. y Vo= 19,6 rn/seg. Luego,

s = - 4,912 + 19,6t + 58,8 y v(t) ~ - 9,81 + 19,6
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a. La pelota alcanza su máxima altura cuando:

v(l) ~ O<:::> - 9,8t + 19,6 = O <:::> t = 19,6 = 2. Esto es, después de 2 segundos.
9,8

b. La altura máxima es el valor de s cuando t = 2. Esto es,

s = - 4,9(2)2 + 19,6(2) + 58,8 = 78,4 metros

e. La pe lota llega al suelo cuando s ~ O. Luego,

_4,912+ 19,61 + 58,8 =0 => t2- 4t -1 2~ 0 (dividiendo entre - 4,9)

=> (t- 6)(t + 2) => t = 6 ó t ~ -2

La pelota llega al suelo después de 6 segundos. Desechamos -2 por negativo

d. La velocidad con que llega al suelo es la velocidad en el instante 6 seg. Esto es,

v(6) = -9,8(6) + 19,6 ~ -39,2 rn/seg.

PROBLEl\lAS RESUELTOS 4.4

IPROBLEMA 1.1Hallar las tres primeras derivadas de la función
l

y=--
ax+ b

Solución

dy d ( 1 ) d ()- I -2 d ( )-= - - -- = - ax s- b =- (ax +b) - ax-i b
dx dx ax-s b dx dx

= - (ax + bf2(a)= - a
(ax+ b)2

J
= -.!( -a ( ax + b )-2)

dx

2
-3 d ( ) ( -3 2a= (-2)(-a )(ax+b) - ax+b ~ 2a ax+b) (a) = ---"--~

~ ~+~3
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3
= - 3( 2a2)( ax + b r 4~( ax+ b ] = - 3( 2,2)( ax + b r 4(a) ~ _ 6a

dx (ax +b)4

1PROBLEMA 2.1 Probar que la función y = ( x
2

- 1 )2 satisface la ecuación

Solución

En primer lugar calculamos y(2). /J) .y(4)

(2) d J 2Y = -( 4x - 4x ) = 12x - 4
dx

(1)

(3) y(4) = 24y(2) y<J) = ~ ( 12x2 - 4 ) = 24x
dx

Reemplazando (1). (2) Y (3) en la ecuación dada;

(i - I )/4) + 2xy<J) - 6 y<2l = (x2- 1 )( 24 ) + 2x( 24x) - 6(12i - 4 )

2 2 2= 24 x - 24 + 48x - 72x + 24 ~ O

IPROBLEMA 3.1Si i + l = r
2
, Hallar: a. y' b. y' c. y.

Solución

D · do i 1" 2 2 2a. envan o imp ícitamente x + y = r :

2x+2y y ' =0 => y' =-~
y

b. Derivando implícitamente a 2x + 2y y' = O:

2 + 2( y. )2 + 2y y' = O =>

y" =
I + (y ,)2

y

1 + (- x l y)2

y
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c. Derivando implícitamente a 2 + 2( y,)2 + 2y y' ~ O:

4 y'y' + 2 y'y' + 2y y. ~ 0=>3 y'y' + y y. ~ O

235

y"'=_ 3iy" =_
y y

1PROBLEMA 4.1 Hallar la derivada de orden n de la función
y=senax

Solución

Usaremos la identidad trigonométrica: sen ( fl + .:: ) ~ cos fl
2

l) ~ (sen ax )' = ( cos ax )( ax]' ~ a sen ( ax + .:: )
2

P) ~ [a sen ( ax + .:: )]' ~ [a cos ( ax + .:: )] [ax + .:: ]'
2 2 2

= [a cos (ax+.::)] [a] ~.z cos (ax+ .::) ~ a2 sen ( (ax+'::) + .::)
2 2 2 2

= a
2sen(ax+

2'::)
2

y(3) ~ [a2sen(ax+2~ )]' = [a2cos(ax+2~ )][ax+2~]'

=a2cos(ax +2~ )[a] =a3cos(ax+2~ )~a\en(ax+3~).

Observando las tres primeras derivadas conjetnramos que se cumple la igualdad

1!
yn)~ ansen(ax+n Z)' (1)

Probemos la validez de esta fórmula por inducción. Sólo falta verificar que se
cumple para n + 1:

yln+l) ~ [yI -r ~ [a'sen [ax + n ~ )]' ~ [ancos (ax + n ~ )][ax + n'::]'
222

~ancos(ax+n~)[a] ~an+lcos(ax+n%)

= an
+1sen [(ax + n ~ ) + %] ~ a'+'sen (ax + (n + 1) ~ ).

Luego, (1) se cumple para todo n natural.



2[1+ xD -
x 1- x

(1)
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IPROBLEMA 5. , Hallar la derivada de orden n de la función
I+x

Y~I-x

Solnción

Dx[I +X ] (I -x)(1 + x)' - (I +x)(l- x)' _ (I-x)(I )-(I +x)(-I) 1
I -x (I- x)' - (I - x)' ~ 2 ( I _ x)'

] = Dx[ 2 (1 ~ x)' ] ~ 20.[(1 - xr
2
] ~ 2 (-2)(1 - xr

3(-
I)

_ 2 2 _ 2 2 !
- (I-x)'- (l _x)3

D~ e~ ~ ]= Dx[ 2 (1 ~ x)' ] = 2 D,[2(1 - xr
3

] ~ 2(2)(-3)(1 - xr
4
(-1 )

= 2 2(3) =2 3!
( l_x)4 ( l _x)4

D: C~ ~ ]= Ox[2 (/:3;)4 ] = 2 Dx[ 2(3)(l - x)-4] = 2(2)(3)(- 4)(I -xr
5
(- I )

=2 2(3)(4~ = 2 4 !
(1- x) (1- x)5

Observando las cuatro primeras derivadas conjeturamos que se cumple la igualdad

n [1 + x ] n!
O, I - x =2(I_x)n+ 1

Probemos esta fórmula por inducción. Sólo falta verificar que esta fórmula se
cumple para n + 1:

~2Dx [ n! (l_x)-{n+l l ] = 2n![-(n + 1»)(I _ x)-{n+ l1- ' (_I )

= 2( +1)'(1- )-(n+2) = 2 (n+I)!
n . x (1 _ x)" + ,

Luego. (1) se cumple para todo n natural.
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IPROBLEMA 6.1 Si Y= f(u) y u ~ g(x) lienen derivadas de segundo orden, probar
que:

Solución

A la igualdad de la regla de la cadena le volvemos aplicar la misma regla :

dy dy du d 2y d ( dy ) d ( dY du )
dx ~ du dx => dx 2 = dx dx = dx du dx

(
d dy J( du ) dy (d du J (d

2y
du Xdu J dy d

2
u

= dx du dx + du dx dx = du 2 dx dx + du dx 2

= d 2y ( du J 2 + dy d
2
u

du 2 dx du dx 2

IPROBLEMA 7.1Si Y= f(u) y u ~ g(x) tienen derivadas de tercer orden, prob ar
que:

d Jy = d Jy ( du J 3 + 3 d 2y d
2

u du + dy d
3u

dxJ du 3 dx du 2 dx 2 dx du dx 3

Solución

A la igualdad del problema anterior volvemos aplicar la regla de la cade na:
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PROBLEMAS PROPUESTOS 4.4

En los problema.' del I al6 hnllar y".

l. l' ~ J b 2 _ x 2 2. y e ln V I+x 2

4 r-?¡2 - 1 5. s> e,lx. l'~V¡-x · sen x

En los problemas del 7 0114 hallar las derivadas de segundo y tercer orden.

1 1 1
7. l' ~x5- 4x3 _2x + 2 8. z ~ 4 x8 _ 3 x6 - 2" x2 9. f(x)= (x-I )4

13. l' ~x sen x

11. s: ,[;.
14. Y~ x 3 c 2x

x
12. h(x) = 2 + x

En los problemas del 150120 ñotlar )'''.

15. xl' ~ 1

18. x2 ~ r
16. r =4ax

19. ,[;.+fY = ¡

21. Probar que la función y = x4 + x3 satisface la ecuación 2xy' - x2l''' = -4x4

22. Probar que la función y = ..!. (x 2 + 2x + 2) satisface la ecuación 2yy" - 2y' = x2
. 2

x4 a
23. Probar que la función y = - - - + b, donde a y b son constantes, satisface

4 x
la ecuación

"!'x4l'. _ x3 y' + 2x 2l'• = 5a
6

En los problemas del 24 0138 hallar la derivada de orden n de la fu nclén daJa.

24. r: x"

27. Y= ax"

1
30. y = -

x

33. y = cos ax

36. y= xe'

1
31.y= 

I- x

37. Y=x In x

26. l' ~ X ,,+1

29. Y= (ax + b)"

1
32. l' ~-

x-a

35. Y= ea<

38. y= ln ( l + x)

En los problemas del 39 0142 hallar y" para los valores indicados.

39. y =(2 - x2 )4; x = 1 40. y = x~; x=-l
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41. Y~ ~ + }-;:; X = 1 42. x2 + 2; ~ 6; X = 2. Y~ 1

En los p roblemos 4 3 )' 44 s e da la[uncí ón de p osici án; C 011 Ias unidades en
metros y segundos. Contestar las siguientes preguntas:

a. ¡,En qué instantes la velocidad es O? b. ¿Enqué instantes la aceleración es O?
c. ¿Cuándo el objeto se mueve a la derecha?
d. ¿Cuándo el objeto se mueve a la izquierda?

54
43.F ¡3- 3~ - 24t + 8 44. s = ~ +t

En los p roblemos 45Y 46 s e da 1afunci án de posición, c on l as u ntdades en
metro s y segundos: Hallar la aceleración en los puntos donde la velocidad es nula.

5 +t 2 rz: 1
45. s ~ -- 46. s ~ " 2t + ,-;;:

2+ t v 2t

47. Un objeto se mueve en línea recta de acuerdo a la función s = t3 - 3¡2 - 24t + 8.
Hallar su velocidad en los instantes donde la aceleraci ón es nula.

48. Una roca es lanzada hacia arriba desde la parte superior de una torre. La posición

de la roca después de t segundos es s = -1 6¡2 + 481+ 160 pies.
a. ¿Cuál es la altura de la torre? h. ¿Cuál es la velocidad inicial de la roca?
c. ¿Cuándo alcanza la altura máxima? d. ¿Cuándo alcanza el sue lo?
e. ¿A qué velocidad alcanza el suelo?

49'. Si un proyectil es disparado desde el suelo verticalmente hacia arr iba con una
velocidad inicial Va, la altura del proyectil. después de t segundos , está dada por

1 2s=- -gt +vot.
2

va
a. Probar que el proyectil alcanza su máxima altura cuando t = g .

2
Vob. Probar que la altura máxima es s = -
2g

50. ¿Con qué velocidad inicial Vo debe dispararse un proyectil desde el suelo

verticalme nte hacia arriba para que alcance una altura máx ima de 705,6 metros.
Sugerencia : Ver el problema 49.

51. Desde lo alto de un acantilado es lanzada una piedra verticalmente hacia abajo.
en dirección al mar, con una velocidad inicial Yo- Si el sentido positivo es hacia

abajo. la pos ición de la roca después de t segundos cs s = 4,9 t2 + Yo t metros .
La roca llega al agua después de 4 segundos y con una velocidad de 58,8 m'seg.
Hallar la altura del acantilado.

52. Desde 10 alto de un acantilado se dejan caer dos rocas (velocidad inicia l nula).
una tras otra con 3 segundos de diferencia. Probar que las rocas se separan con
una velocidad de 3g metros por segundo.
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SECCION 4.5

FUNCIONES HIPERBOLICAS y SUS INVERSAS
Las funciones hiperbólicas se definenen términos de las funciones y = eX . y = e- x .

Las funciones trigonom étricas están relacionadas con el círculo trigonométrico:
2 2x + y = 1,

razón por la cual a estas funciones se las conoce con el nombre de funciones circulares.

Las funciones hiperbólicas estánrelacionadas con la hipérbola:
2 2x - y = 1,

de donde derivan su nombre.

Las funciones hiperbólicas, al igual que las trigonométricas, son seis: seno hiperbó lico
(senh), eoseno hiperb ólico (cosh), tangente hiperbó lica (tanh), cotangente hiperbólica
(coth l, secante hiperb ólica (sech) y coseeante hiperbólica (eoseeh).

eX_e-x el+e-I
IDEFINICION·I 1. senh x = 2. cosh x = - --,---

2 2
senh x cosh x

3. tanh x ~ - -- 4. eoth x = - - -
cosh x senh x

I 1
5. sech x = - -- 6. eoseeh x = ---

cosh x senh x
Los dominios, rangos y gráficos de estas funciones son como sigue:
y ~ sen h x )' = cosh x

Dom. = IR , Rang. ~ IR Dom. =IR , Rang .> [1, +(0)

x

,.

-- --- ....--~- ,

, .., ............., :l'~" - i 4."- ·

/ I

=---,,..jL-- - - '-

y = ta nh x

Dom. = R, Rang. ~(-I , 1)

V

1--- --- - -

x-,

y = eoth x

Dom. = IR - {O }, Rang. ~R -[-I ,ll

.... .. ..~-\- ..

x
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y=sechx

Dom. = R. Rang. = (O. 11

y = cosech X

Dom. ~ IR - { O l , Rang. = IR - { O l

y

o x
x

Una de las aplicaciones más conocidas de las funciones hiperbólicas es la
descripción de la catenaria (de carena, palabra latina que significa cadena). La
catenaria es la curva que forma un cable flexible suspendido de dos puntos a la misma
altura. La ecuación de esta curva es y = a cosh (x/a).

El arco Gareway de San Luis, Missouri es una de las estructuras más notables y
elegantes de los Estados Unidos. Da la falsa impresión que es un arco de parábola y
que es más alto que ancho. En realidad es una catenaria al revés, hecha de acero
inoxidable hueco, que tiene 630 pies de alto y 630 pies de ancho. Fue terminado en
1.965. El arco es 75 pies más alto que el monumento a Washington y 175 pies más
alto que la Estatua de la Libertad. La ecuación de este arco es

y ~ 693,86 - (68,767) cosh (3 x/ 299)

y = a cosh (x/a)

o

La cat enar ia

xb

a

- h

y

Arco Gateway
San Luis, Missouri

Una catenar ia invertida

Las funciones hiperbólicas se comportande una manera muy similara las funciones
trigonométricas. Las siguientes identidades nos muestran parte de esta similitud.
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IDENTIDADES IUPERROLICAS

1TEOREMA 4.31 Se cumple:

5.

1. senh (-x) ~ - senh x

3. cosh 2x - scnh2x
= 1

1 - cothlx =- coscch2x

2. cosh (-x) ~ cosh x

4. 1 - tanhlx ~ sech2x

6.

7.

8.

9.

senh (1 + y ) ~ senh 1 cosh y + cosh 1 senh y

senh (2x) ~ 2senh 1 cosh x

cosh ( 1 + y ) ~ cosh x cosh y + senh 1 senh y

2 'cosh ( 21 ) = cosh x + senh-x

cosh 2x - 1

2
11. cosh'x

cosh 21 + 1

2

Demostración

Estas igualdades siguen inmediatamente de la defmición de las funciones
hiperbólicas. Aqui sólo probaremos 3, 4 Y 10. la igualdad 6 la probamos en el
problema resuelto 3. las otras, las dejamos como ejercicios al lector.

2 2 __ (eX+2e-X
) 2 _ (eX-2e-X)23. cosh x - senlt x

e2x + 2ex e- x + e- 2x

4

4
- = I
4

4. Si en 3 dividimos entre cosh2x , obtenemos:

cosh2 x senh2x 1 2
- => 1 - tanh x

cosh2 x cosh 2x - cosh2x

2
sech x

2

10. De la identidad 3 obtenemos : cosh2x ~ 1 + senh2 x. Reemplazando este valor de
coslr'x en 9 :

2 2 cosh 2x - 1
cosh ( 2x ) ~ 1 + 2senh x => senh x =

la identidad 3 nos permite comparar las funciones trigonométricas con las
hiperbólicas. Tomamos la circunferencia (circulo trigonométrico) x2 + i = 1, la

hipérbola / - ¡,2 = 1 Y un número real t > O.
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y
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y

, , ,
\

I

, O X,,

El punto P ~ (cos 1, sen t) se encuentra sobre el círculo trigonométrico, ya que
scn2t + cos2t = 1. En este caso, t puede interpretarse como la medida, en radianes,
del ángulo POX.

Por otro lado, el punto Po = (cosh t, senh t) está sobre la hipérbola, ya que de
acuerdo a la identidad 3, cosh2 t - senh2 t = 1. En este caso, t no representa
ningún ángulo. Sin embargo, existe una propiedad común para t en ambos casos: Se
prueba que el área del sector circular determinado por t en el círculo trigonométrico
es igual al área de la región sombreada en la figura de la hipérbola. Esta área común

es A =.!. . Este resultado lo probaremos en el próximo curso.
2

DERIVADAS DE LAS FUNCIONES H1PERBOLlCAS

ITEORE MA 4.41 Si u = u(x) es una función diferenciable de x, entonces

1, D, senh u = cosh u D , U

2
3. D, tanh u = sech u D, n

2. D , cosh u ~senhu D,u

24. D, coth u ~ - cosech u () , u

5, D ,sech u=-sechutanh u D,u 6. D,eosech u = - cosechu coth u D, u

Demostración

Probamos sólo 1 y 3. Las otras se prueban en forma análoga .

1. D senh x ~ D ( e
X

_ e-X ) ~ D xe
x

- D, e- '
x '2 2

cosh x D,senh x - senh x D, cosh x

cosh 2 x
3. D, tanh x

2

D senh x ~

x cosh x

cosh2 x - senh 2x

cosh 2x
= sech

2
x
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IEJEMPLO 1.1Si Y~ In tanh 2x, probar que D, y ~ 4 eoseeh 4x.

Solución

D, tanh 2x

tanh 2,

2see h 22x

tanh 2x

1

see h22x D,2x

tanh 2x

cosh 2x
~ 2-----

senh 2x senh 2x cosh 2x
2 I

eosh22,
2 sech22, 1

tanh 2x

D,y ~ D x (lntanh2x}~

2
1
- senh 4x
2

4

senh 4x

FUNCIONES HIPERBOLlCAS INVERSAS

Mirando las gráficas de las funciones hiperbólicas vemos que cuatro son
inyeetivas. Las no inyeetivas son y ~ eosh x e y ~ seeh x. De estas dos funciones,
restringimos sus dominio a [0, +00 } para lograr inyeetividad. De este modo,
conseguimos las funciones inversas de las seis funciones hiperbólicas. Aquí están las
gráficas de estas inversas.

cosh' : [1,+oo } -> [0, +oo }

y

x

o x

coth": (--<o,-I ) U ( 1, +oo) -> R

-\

y , y

..
,,,,,,,,,,

-1 : O
,

x , : 1 X, ,, ., ,, ,, ,, ,,,
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-1sech : ( O, JI --+ [ O, +00)

y

eoseeh- I : R - { O l --+R - { O}

o

245

o x

El siguiente teorema nos presenta a las funciones hiperbólicas inversas en
términos de la función logaritmo natural.

ITEOREMA 4. 5 I
1. senh- 1x = ln ( x + .[;2;i ) 2. eosh-1x =In(x+ J x2 - 1 ) , x ~l

3. tanh-Ix =.!. In I+x , Ixl < I
2 I -x

-1 1 x + 1 I I4. eoth x = - In --, x > 1
2 ,-1

-1 I I +~5. sech x ~ n , O< x ,; I
x

- 1 ( 1 ,JJ;;i
6. cosech x = In -; + Ixl

Demostración

Ver el problema resuelto 5.

DERIVADAS DE LAS FUI'CIONES HlPERBOLICAS INVERSAS

ITEOREMA 4. 61 Si u = u(.) es una función difercnciable de x, entonces

-1 1
2. - 1 I

1. D, senh u = [J;;! n,« D, eosh u = ~D,u
1+ u2 u 2 _ 1

3. -t 1
4.

-1 1
D, tanh u = - - ., D xu D,eoth u = - - D u

1- u " l-u 2 x

-1 I
6.

-1 1
S. Dxsech u =- D u D, cosech u

l u l[J;;!

D,u
u~ x
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Demostración

Probaremos sólo 1. las otras se dejan como ejercicio para el lector.

l. Lo haremos de 2 formas.

Método 1

- 1
Si Y= scnh x, entonces x = senh y .
Derivamos implícitamente respecto a x esta últimaigualdad:

1
D x x = D x senh y "" l <cosh y D x Y "" D x Y ~ --- =>

cosh y

- i 1
Dx senh x = cosh y (a)

Por otro lado, de la identidad cosh
2
y - senh

2y ~ l Y de cosh y ;>: O

obtenemos que:

cosh y ~ ~ l+ senh 2 y =~
Reemplazando este valor en (a) obtenemos lo deseado:

- i l
Dxsenh x = ~

V 1+x2
Método 2

De ac uerdo a la igualdad 1 del teorema 4.5:

D x senh-l x =D xln ( x+~ )~ ~ Dx(x+~ )
x + x 2 + 1

1 (1+ J±¡J.a»:
1

( ~+xJ I

x + ) x 2 +1 ) x 2 + I ~

IEJEMPLO 2. 1 Si y ~sech- I( eosx) , hallar D,y .

Solución
- \

D x y = D x sech (eos x) ~ - Dx eos x
cosx ~ l -cos2x

1
----i=== (- sen x ) = - - = see x
~ cosxcos x ,¡ sen"x
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PROBLEMAS RESUELTOS 4.5

1PROBLEMA 1.1 Hallar la derivada de:

247

. -1
a. y ~ tarih (tan x )

Solución

1 (2 ) -1 xb. y ~ - x - 1 coth x +
2 2

a. D x y sec 2 x ~ ----'-----,-- --- - ---0---'-----0--

1-tan2x 1- sen 2x cos 2 x cos2 x-sen2x

cos 2x

b. D x Y ~ ~(x2 _ 1) _1_ + xcoth-1x + 1
2 1_x2 2

1 -1 1 -t
=- - +xcoth x + - = xcoth x

2 2

cos2x
= sec 2x

1PROBLEMA 2.1 Una linea eléctrica se sostiene sobre dos postes que están a 30 m.
de distancia uno del otro. El cable toma la forma de la catenaria

f(x) ~ 25 cosh (x/25) -13
a. lIallar pendiente de la curva en el punto donde se encuentra

con el poste derecho.
b. Hallar el ángulo eque forma la linea eléctrica con el poste.

Solución

a. Se tiene que:

1
f'(x) = 25 senh (x/25) - ~ senh (x/25)

25

La pendiente en el punto indicado es:

m ~ f'(15) ~ senh (15/25)

e O•6 _e-O•6
~ senh (0,6) ~ ~ 0.6367

2

b. Si a es el ángulo de inclinación de la recta

tangente en el punto indicado, entonces

-15

y

°

12

15

O

x

-t d 180(a ~ tan (0,6367) ~ 0,567 ra . ~ - 0,567) ~ 32,48·
~ O

Luego, el ángulo que forma la curva con el poste es:

e~ 90· - 32,48° ~ 57,52"
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IPROBLEMA 3.1Probar las siguientes identidades:

a. cosh x + senhx= eX b. cos h x - scnh x = e-x

c. senh ( x + y) ~ senh x cosh y + cosh x senh y
Solución

a. cosh x
2e x
__ = eX

2
e X+ e - x eX _ e-x 2e- x _ - x

b. cosh x - senb x ~ - -- - e
2 2 2

e X + Y_ e - ( x + y) 1
c. senh ( x + y ) = ~ - [ e X e Y - e-x e - y ]

2 2
)

= "2 [( cosh x + senh x) (cosh y + senh y )

- ( cosh x - senh x ) (cosh y- senh y)]
1

= "2 [ 2senh x cosh y + 2cosh x senh y ]

= senh x cosh y + cosh x senh y

IPROBLEl'tlA 4.1Probar las igua ldades dada s en el teorema 4.5:

1. senb-Ix = In ( x + ,J;2;l )

- 1 I x+ I I I4. cot h x = - In -- , x > I
2 x - )

y =

- \ 1 1+ x I I3. tanh x ~ - In -- , x < I
2 l-x

-\ 1+..["k2
5. sech x = In . O< x < 1

x

6. coseeh- 1x =In(-xl + -,.J-cl,-+...;x,..l_ J.x"O
Ixl

Solució n

Probamos 1, 3 Y6. Las otras !Tes se resuelve n de manera análoga.
ex _ e- x

l. Sea y = senh x. Luego. y = . Despej amos x en términos de y:
2

x - xe - e

2
Resolvemos esta ecuación de segundo grado:
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~4/ +4

2

x 2y ±
e ~ --=-----'----=--

. ~ í2 ~ ~Como, 'IJ y- + 1> 'IJ r ~ y, tenemos y + 'IJ r + 1 > O, y - 'IJ r + I < O.

Como e" > O, escogemos la raízpositiva. Esto es, eX = y + 0.
Tomando logaritmo: x ~ In (y + 0 )
Cambiando de variables: y ~ In ( x + ¡;;:¡-;¡ ).

h
senh x (e" -e-x)/2

3. Sea y ~ tan x ~ --- ~ "------''-c-
coshx (e x+e-X)/2

Despejamns x en términos de y:

e 2x - 1 2x 2x 2x 2x
y~ => e -1~y(e +1) => e -1~ye +y =>

e2x + 1

2x ~ 1+ ye ---
1~ Y

Tomando logaritmo y luego, cambiando de variables:

1+ Y
2x~ln --

1- Y
6. Sea y ~ cosech x. Luego,

=> x > .!-In I+y
2 1-y

1 1+ x
=> y~ -In-

2 1- x

2e x

e2x _ 1

2I I
y~--~

senhx (e X_e-X)/2

Despejamos x en términos de y:

2e
x

2x x 2x xy => y(e -1 )~2e => ye -:le -y~O =>
e 2x - 1

x 2 ± ~r4-+-4-y-2 x I ±N
e ~ => e ~ --'---'--

2y Y

1±N
Como eX> O, debemos escoger el valor positivo de --'---'--. Para esto,

y

analizamos dos casos: y < O, y> O

S· O 1 . I±N ...Id'
1 Y< , e COCIente es pOSItIVO SI e numera or es negatrvo, y esto

y

sucede cuando tomamos como numerador a 1- N .Luego,
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eX l-P
Y

1= - -
y

1

Y

1

Y

Si Y> O,el cociente I ±~ es positivo si el numerador es positivo, y esto
y

sucede cuando tomamos como numerador a 1 +~ . Luego,

X I+P 1 P l Pc = =-+ = -+
y y y y Iyl

En cualquiera de los dos casos hemos conseguido que:

x l Pe ~ - + -'---;-;-
y Iyl

Toman do logaritmo y cambiando de variables, obtenemos que

PROBLEMAS PROPUESTOS 4.5

En los problemas dell al 10, hallar la derivada y' = D, Y de la función dada.

- 1 )1. Y= tan (cosh x

3. y ;:: x tanh x , X > O

5. Y= e ax cosh bx

7. Y~ (cosech'x )2

- 19. y ~ tanh (sec x )

2. Y~ e,<nh 2,

1 x 1 3 x
4. y = - tanh - + -tanh -

2 2 6 2

Y ~ 4 l +tanhx
6.

1-tanh x

, 2
- 1

8.y= senh a2

-1 t
10. y =tan x + tanh" x

11. Probar las siguientes identidades dadas en el teorema 4.3:

a. senh (- x) = - senh x b. cosh (-x) ~ cosh x c. 1 - coth2x = - cosechfx

d. cosh (x + y ) = cosh x coshy + senh x senh y
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12. Probar las identidades:
a. senh ( x - y ) ~ senh x eosh y - eosh x senh y
b. eosh ( x - y ) ~ cosh x cosh y - senh x senh y

. x+y x-y
c. eosh x + eosh y ~ 2eosh --eosh--

2 2
x+y x-y

d. senh x + senh y = 2senh --eosh --
2 2

x+y x-y
e. eosh x - cosh y ~ 2senh --senh--

2 2
f. senh 3x ~ 3 senh x + 4 senh\

13. Probar las igualdades 2. 3,4,5 Y6 del teorema 4.5.

SECCION 4.6

251

RAZON DE CAMBIO
Razón de cambio es otro nombre que se le da a la derivada cuando ésta es vista

como el límite de un cociente (razón) incremental. Por defmieión, si x, es un punto
del dominio de la función y ~ f(x), entonces

f'(x o ) = Lím
<lX ->0

I!.y
- , donde <ly~ flx, + Ax) - f(x,)
<lX

El incremento <ly= f(Xa + <lx) - f(Xa) mide el cambio experimentado por y ~ f(x)
cuando cambia de x, a x, + ~x. El cociente

<ly _ f(x o + .1x) - f(x o)
.1X .1x

es la razón de cambio promedio de y respecto a x, cuando x cambia de x, a x, + .1x.
El límite de este cambio promedio cuando .1x~ O es la razón de cambio instantáneo
de y respecto a x en x; Pero éste no es otra cosa que la derivada f'(x o)' En

reswnen:

Si Y= f(x), la razón de cambio (instantánea) de y respecto a x en x, es f'(x.),

Esta nueva interpretación de la derivada como una razón de cambio amplía el
panorama de sus aplicaciones. El mundo en que vivimos es un mundo dinámico y
cambiante. La población aumenta, los recursos naturales disminuyen, la inflación
baja o sube, la producción baja o sube, etc. De estos fenómenos, que pueden ser
cuantificados mediante una función, es importante conocer su correspondiente razón
de cambio. ASÍ, a un ingeniero le interesa saber la razón con que sale el agua de una
represa; a un demógrafo o biólogo le interesa s aber la tasa de e recimiento de una
población (humana o de insectos); etc. Conocemos ya dos razones de cambio: la
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veloc idad y la aceleración. La velocidad es la razón de cambio de la distanc ia
respecto al tiempo y la aceleración es la razón de cambio de la velocidad respecto al
tiempo.

IEJEMPLO 1. 1Sea V el volumen de un cubo de x cm. de aris ta, Esto es V = x3.
a, Hallar la razó n de cambio promedio de V cuando x cambia de

5 a 5, \
b. Hallar la razón de cambio de V cuando x = 5.

Solución

a, Tenemos que x, ~ 5, ó x = 5,\ - 5 = 0, 1. Luego ,

V(5 + 0,\) - V(5)

0,1
óV = V(x o +óx) - V(x o ) =

óx 1I.x

h, Nos piden V'(5). Bien,

V '(5) ~ 3x
2 => V'(5) = 3(5 ) 2 ~ 75 cm'

(5,1)3 _53

0,1
= 76, 5\ cm'

EnEconomía se usa el término marginal para referirse a la razónde cambio. Así,
el costo marginal es la razón de cambio (derivada) de la función costo.

IEJEMPLO 2. 1Una empresa estima que el costo de producir x articulos es

2
C(x) ~ O,5x + 6x + 2.000

a, Hallar la función costo marginal.
b, Hallar el costo marginal al nivel de producción de 100 articulos.

Solución

a, C'(x ) <x + 6 b. C'(IOO) = 100+ 6 = 106

RAZONES DE CAMBIO RELACIONADAS

son razones de cambio relacionadas. En esta

Supongamos que tenemos dos variables, digamos x e y, que ambas son funciones
del tiempo: x = f(t) e y = g(t ) Yque estas variables estén relacionadas mediante una
ecuación F(x, y) = O. Derivando implicitamente esta ecuación respecto al tiempo, se

b . .. l' l d bi dx dy Po tiene otra ecuacion que re aciona as razones e caro 10 - Y - . or este
dt dt

. di dx dymotivo Iremos que - y -
dI dt

situación, si se conoce una de ellas, es posible encontrar la otra.

ESTRATEGIA PARA RESOLVER PROBLEMAS DE
RAZONES DE CAMBIO RELACIONADAS

Se sugiere los siguientes pasos en la solución de un problema de razones de
cambio relacionadas. Estos pasos pueden tener variaciones ocasionales .



Capí tulo 4. Otras Técnicas de Derivación 253

Paso l . Constru ir una figura que ilustre el prob lema, indicando las con stantes y las
variables.

Paso 2. Identificar la información que se pid e. Además . escribir los datos que se
proporcionan.

Paso 3. Escribir las ecuaciones que relacionan a las variables y las constantes.

Paso 4. Derive (implícitamente ) la ecuación hallada en el paso 3.

Paso 5. Sustit úyasc, en la ecuación que resulta al derivar, todos Jos datos pertinentes
al momento parti cular para el que se pide la respuesta.

IEJEMPLO 3. I Una bailarina de ballet de 1,60 m. de estatura se encuentra
ens ayand o en una habitación que está alumbrada por un foco
co locad o en el cent ro a 4 m. de altura. Si en determi nado instante
la bailarina se aleja del centro a razón de 45 mlmin. ¿A razón de
cuántos metros porminuto crece su sombra en ese instante?

Solució n

Pas o 1. Construcción de una figura .

Paso 2. Identificar la información que se pide.
Sea t, el instante en el que la ba ilarina
se alejaa 45 m!min. o sea cuando

dx l 4 m1 '-d t _ ; S mm.
t - te

Se pide hallar dd St I _ ,donde s es la
t - Io

longitud de la som bra.

Pa so 3. Por semej anza de triángulos se tiene que
s 1,6 2

- - = - => s =- x ( I)s + x 4 3 '

d s 2 dx
Paso 4. Derivamos la ecuación (1): dI ; 3 di'

/

4

x

1.6

s

Pa so 5. En la ecua ción anteri or. tomando t = lo se tiene:

ds l 2 dxldt t = t. ; 3 di' I =to =>
dsj 2( ln.)dt I~lu =3 4S m/min. = 30 m1min.

Esto es, en el instante to la sombra crecea razón de 30 m/rnin.

En la práctica, los 5 pasos enunciados anteriormente, no se especifican,
quedando sobreentend idos.
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IEJEMPLO 4. ILos extremos de una escalera de 5 m de longitud están apoyados
sobre una pared vertical y sobre un piso horizontal. Si al empuja rla
por la base se logra que ésta se aleje de la pared a razón de 20
m/seg. ¡,Con que rapid ez baja el extremo superior de la escalera
cuando la base está a 3 m de la pared?

Solución

Sea x la distancia de la pared al extremo inferior de la escalera.

Sea h la altura desd e el suelo al extremo
superior de la escalera .

Nos piden hallar 1a rapidez con que b aja el
extremo superior de la escalera cuando la base
está a 3 m de la pared. En otros términos, nos
piden la razón de cambio de h respec to al tiempo
cuando x ~ 3. Es decir, nos piden:

dhl
dt x =3 x

-
3

Como dato nos dan la razón con que la base de la escale ra se aleja de la pared. Es
decirnos dan

dx
- ~ 20lseg
dt

Aplicando el teorema de Pitágoras tenemos:

h2 + i = 52 (1)

Derivamos implícitamente esta ecuación respecto a 1. En la ecuación resultante,
sustituimos los datos que son válidos para el momento en que x ~ 3.

2h dh
dt

dx
+ 2x- =0 =>

dt

dh x dx- :; - - -

dt h dt
(2)

Pero, dx = 20 mlseg. Además, cuando x = 3, de ( 1) se tiene que
dt

Reemplazando estos valores en (2):

dh \ 3- ~ --( 20 mlseg ) = - 15 mlseg.
dt x =3 4
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IEJEMPLO 5. 1 Un avión vuela horizontalmente a una altura constante de 4 Km. y
a una velocidad constante de 300 Km/h ora. La trayectoria pasa por
una estación de radar desde donde el operador observa al avión.
Hallar la velocidad con que cambia el ángulo de inclinación 9 de la
linea de observación en el instante en que la distancia horizontal
del avión a la estación de radar es de 3 Km.

4

x
-4 dx

16+x 2 dt
d8 -1 ( 1 ) dx
dt~ 1+ (x /4)2 '4 dt =

Derivando respecto a t:

cot 8 ~ ~, o bien 9 ~ coC' ( x/4 )
4

Solución

Sea x la distancia horizontal del avión al radar.

Se tiene que:

d
. dx

Nos Icen que -
dt

distancia x es decreciente.

- 300 Km/h, donde el signo negativo significa que la

Ahora, cuando x ~ 3:

~
9 - 4 ( ), ~ - - -300 = 48 radlh

dt x= , 16 + 32

PROBLEMAS RESUELTOS 4.6

IPROBLEM A 1. 1Un barco navega con dirección norte a razón de 12 Km./h. Otro
barco navega con dirección Este a 16 Km./h. El primero pasa
por la intersección de las trayectorias a las 3.30 P. M. Y el
segundo a las 4 P. M. ¿Cómo está cambiando la distancia entre
los barcos,

a. A las 3:30 P. M.? b. A las 5 P. M.?
Solución

Comenzamos a computar el tiempo desde el instante en que el segundo barco
pasa por la intersección de las trayectorias. Esto es. t = Oa las 4 PM. En este instante

el primer barco se encuentra a 12(1/2 ) = 6 Km. al norte de la intersección. Después
de transcurrir t horas el primer barco se encuentra a 6 + 12t Km. de la intersección,
)" el segundo a 16t Km.
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E

d(l )

O:'--y---J
1 161

•N ',

12t {

_~_J[. :~_o _

b. d'(I)ya. d'(- 112)

d2(t) ~ (6 + 12t)2 + ( 16t)2 =>

d2(t) =400t2 + 144t + 36

Derivando la última ecuación con respecto al tiempo t:

Por Pitágoras se tiene que:

Sea d(l) la d istancia entre los barcos t horas
después de las 4 P. M. Se tiene que a las 3:30 P. M,

1
t ~- 2 Y alas 5 P . M, t ~ 1.

Se pide hallar:

2d(t) d'(t) ~ SOOt + 144 => , 400t + 72
d (t) - r=.~~~=:=:

- ..,j400t2 + 144t + 36
1

a, Ahora, a las 3:30 PM. t =- 2 . Luego

d'(-I I2) = 400(-1/2)+72 ~ -16 Km./h.

~ 400(-11 2) 2 + 144(-112)+36

Esto es, a las 3:30 PM. la distancia entre los barcos está cambiando a razó n de -1 6
Km./h . (el signo negativo significa que en el instante dado la dis tancia está
decreciendo).

b. A las 5 P. M. t = 1. Luego,

d'(1) = --J 40~(l ) + 72 = 19,60 Km./h.
400(1) + 144(1) + 36

A las 5 P. M. la distancia entre los barcos estácambiando a razón de 19,16 Km./h.

IPROBLEMA 2. I Una piscina tiene 16 m. de largo, 12 m. de ancho y una
profundidad de 1 m. en un extremo y 5 m. en el otro, teniendo
como fondo un plano inclinado. Se vierte agua en la pisci na a

razón de 4 m3/min. ¿Con qué velocidad se eleva el nivel del
agua cuando éste es de 1 m. en el extremo más profu ndo?

Solución

Sea h el nivel del agua y sea x el largo de
la superficie del agua cuando está a nivel h.

Se pide encont rar

d h
dt

16

1 L6 _
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d h
4 = 48(1)

d t

Además, si V es el volumen del agua en la piscina, nos dicen que éste está
creciendo a razón de 4 m31min. Esto es, nos dicen que

dV 3 -
- = 4 m /rnin.
dt

Bien, porsemejanza de triángulos:
x h16 = 4 =:> x = 4h ( 1)

Por otro lado, el volumen del agua de la piscina es:

xh
V = - (12) = 6xh

2

Reemplazando (1) en esta igualdad: V = 24h2

D · d " dV 48h dhen van o esta ecuacion respecto a t: dt~ dt

Recordando que dV = 4 m3/min. y part icularizándola para h ~ 1, se tiene:
dt

dh 1
d t - 12

h = I h= I
El nivel del agua, cuando éste está a l m. de altura, crece a razón de 1/12 mlmin.

IPROBLEMA 3.1 Un ciclista está corr iendo en una pista circular a razón de 360
m/min. En el centro de la pista alumbra un foco el cual proyecta la
sombra del ciclista sobre una pared que es tangente a la pista en
un punto P, ¿Con qué velocidad se mueve la sombra en el instante
en que el cicl ista ha recorr ido 1/12 de la pista desde P?

Solución

Sean :
r ~ el rad io de la pista
s = la longitud del recorrido del cicl ista a partir del punto P.
S = la longitud del recorr ido de la sombra sobre la pared.

dS l . d dNos piden dt cuando s = 12 de la pista es e P,

y nos dicen que ~: ~ 360 mlmin.

Se tiene que:

s d' S ( s )8 =; ra tanes. S = r tanO =>= r tan -
r

Derivando la última ecuación respecto a t:
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dS
d t

= sec2(~)dS (1)
r dt

Pero , cuando s = -.!... de la pista desde P se tiene quc:
12

1 l s n
s = - ( 2nr) - - nr =:> - = -

12 6 r 6

Luego, cuando s = -.!... de la pista, de (1), se t iene:
12

~ ~ = sec2( ~ ) (360) = (2/13 J(360 m/m in ) = 480 m/m in.

IPROBLEMA 4.1 Un abrevadero tiene 10 pies de largo y tiene por extremos dos
trapecios de 4 pies de aitura y bases de 4 pies y 8 pies. Se vierte

agua al abrevadero a razón de 24 pies3/m in. ¿Con qué rapidez
crece el nivel del agua cuando el agua tiene 2 pies de
profundidad?

Solución

Sean :
h ~ altura del agua en el instante t (t en minutos)
b ~ el ancho de la superficie del agua al nivel h.
V ~ el volumen del agua cuando ésta tiene

nivel h.

d h
Nos piden d t

h~2
4

4

....2 ...¡.-·.. 4 ·......·.¡.-·2....

k h
- ~ - =:>

2 4

No s dicen que ~~ ~ 24 pies
3
/min.

Hallemos V. Sabemos que V ~ lOA, donde A es el área de una cara lateral.
Como esta cara es un trapecio, se tiene

A= l. ( b+4)h ( 1)
2

Saca mos apa rte el trapecio que conforma la cara
del frente, al cual lo hemos agrandado para obtener
una mejor visualización . Los dos triángu los
remarcados son semejantes. Luego,
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b- 4
Pero, es fácil ver que k = - - . Luego,

2
b- 4 h
-- ~- ~ b = h+ 4

2 2

Reemplazando este valor b en ( 1) tenemos:

En consecuencia. el volumen del agua es

I 1
A ~ -(h+ 4 +4)h = - (h +8)h

2 2

v ~ lOC ..1. ( h + 8)h ) ~ 5h2 + 40h
2

Derivando respecto a t
dV dh dh
- = (I Oh +40)- ~
d t d t dt

En particular, cuando h ~ 2

1 dV
IOh +40 dt

I d V
""'¡"""O(=2é-)+:-47::0 d t =_1 (24 piesJ I min) = 0,4pies3/min.

h =2 60

IPROBLEMA 5.1 Un tanque tiene la forma de un cono invertido de 8 m de radio y
24 m. de altura. Se vierte agua al tanque a razón de 40 mJlhora. y
a la vez se saca agua para regar. El nivel del agua está sub iendo a
razón de 4 mlhora cuando éste tiene 3 m. de altura. ¿Con qué
rapidez sale el agua en ese instante?

o
o

dh
Nos dicen que d t = 4 mlhora.

h = J

Es claro que :

dS
Nos piden hallar d t

h ~ J

Solución

Sean:

t = el tiempo medido en horas.

r = el radio en metros de la superficie del agua en el instante t.

h ~ la altura del nive l del agua.

V = el volumen del agua en el instante t.

S = la cantidad de agua que ha salido
hasta el instante t.
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Razón de cambio de V = Razón de entrada de l agua - Razón de salida

(1)

8
(2)

Esto es,

d V = 40 _ dS::::;. dS =40 _ dV ::::;. dS I = 40 _ dV I
d t dt dt dt dt h = 3 dt h = 3

Pero , el volumen del agua es
I 2

V =- nr h
3

Por semejanza de triángulos se tiene

r 8 I
h - 24 ::::;. r=3" h

Reemplazando (3) en (2) : V = 2\ nh3

Derivando respecto a t

d V _ .! h2 d h
d I - 9 n d t

En part icular, cuando h = 3, se tiene

dV I ¡ h2 dh Idlh =3 ="9 n
dt h=3 ~

Reemplazando este resultado en ( 1):

(3)

I 2 3"9 n( 3 ) (4 mIhora) = 4n m /ho ra

d S
dt

d V
=40 -

d t
h =)

~ 40 - 4n
h= )

IPROBLEMA 6.1 Se tiene un tanque semi esférico de 5 m. de radio, el cual está
lleno de agua . Se com ienza a vaciar el tanque abri endo una pluma
s ituad a en el fondo. Por la pluma salen 3.500 Iitroslhora. ¿Con qué
velocidad baja el nivel del agua cuando éste t iene 1,25 m. de
altura? Se sabe que el volumen de un casquete es férico de altura

h en una esfera de radio r es V = nrh2
- .!. "h3•

3
Solución

dh INos pide n hall ar
dt h = 1,25

Sabemos que 3.500 litros.1b= 3,5 m
3
/h

. d V
Nos dicen que dt es constante y que

d V _ 00 l' Ih-' 3/hdt - 3.5 uros --J,5 ID .



Capitulo 4. OtrasTécnicas de Derivación 261

El volumen de agua, tomando en cuenta que r = 5 m, es
2 1 3

V =5nh - -nh
3

Derivamos esta función respecto al tiempo I (t en horas)

dV dh z d hdi ~ IOnhdt -c nh dt dh
d I

I dV

nh(IO- h) dt

En esta última igualdad, partic ularizando para h = 1,25, tenemos:

dhl I ( )- = -35 ", -o 1019m/h.
dt h = 1,25 n( I,25)(l0 - 1,25)' ,

IPROBLEMA 7.1 Un bombillo alumbra desde el extremo superior de un poste de
48 pies de altura . Desde un punto situado a 64 pies de altura se
suelta una pelota de acero, cuya Irayectoria está a 15 pies de
distancia del bombillo. Hallar la velocidad con que se mueve la
sombra de la pelota en el instante en que ésta golpea el piso. La

posición de la pelota, después de t segundos, es s = 16t2.

Solución

,
I
I,
I
I
I,,

64 ',
I
I,,
I
I

S '•jQ!i

b

p

,.--...,...-----...,...,
16

15: !IlA :,,,
~,,,

h :
I
I
• X

..""""" ~~m!H~;:~~f*,.& ::m¡mj¡ml:~~

48

dx
dt

h
=:> x = 15 ¡;

x h
15 ~ ¡;

En consecuencia.

Pcro.h~64- s y b = s -16.

I~ 2
Los triángulos STP y BAP son semejantes.
Luego,

Nos piden hallar:

Sea T el punto donde la pelota golpea el piso. Sea x la distancia desde el punto T
a la sombra S.

La pelota golpea el suelo cuando

s= 64 =:> 1 612~ 64 =:>t2=4 =:> t ~2

O sea, la pelota golpea el suelo 2 seg.

después de soltarla.

64 - s
x =15 -s - 16

Derivando esta ecuación respecto al tiempo.
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dx
dt
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Ahora, para t = 2 se tiene

dx I
dt t = 2

~ - 20 pies/seg.

IPROBLEMA 8.1 Un cab le de 14 metros de longitud que pasa por una po lea P y
enlaza dos carritos. El punto O está en el suelo, directamente
debajo de la polea y a 3 metros de ésta. El carr ito A es halado
alejándolo del punto O a una velocidad de 40 mlmin. ¿Con que
velocidad se acerca el carrito B al punto O en el instante en que
el carrito A está a 4 metros de O.

~-o
Solución

Sean x y. z las distancias de los carritos A y B al punto O. respectivamente.

Nos dicen que dx = 40 mlmin y nos piden dzIm m x = 4

Los carritos A y B, el punto O y la polea P forman dos triángulos rectángulos
cuyas hipotenusas están cubiertas por el cabJe.

Las long itudes de las hipot enusas son ~ z2 + 32 y ~ x 2 + 32 . Luego.

Derivando respecto a t:

2z dz + 2x dx

2[;2;9 dt 2~ dt

Si x = 4, de (1) obtenemos:

dz
=o=:> - = 

dt

x [;.2;9 dx

z~dt
(2)
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[;2;9 + J4 2 +9 = 14 => ..[;.2;9+ 5 ~ 14 => Jz2 + 9 ~ 9 => z ~ 6/2

Luego, reemplazando x =4 e z ~ 5/2 en (2)

--:.,4~( 9~)_( 40 mlmin) =__4_8 = _24/2 =_33, 94
6/2(5) /2

m/min

El signo negativo de la velocidad anterior significa que distancia del carrito B al
punto O es decrecie nte.

PROBLEMAS PROPUESTOS 4.6

1. El consumo anual de gasolina de cierto país es C(t) ~ 32,8 + 0,3t + 0, 15t2 donde
C(t) es dado en millones de litros y t es dado en años computados al iniciarse el
año 2.004. Hallar la lasa de consumo anual al iniciarse el año 2.010.

2. Se ha determinado que dentro de t años la población de una comunidad será de
20 . .

P(t) ~ 12 - t + 3 nules de habitantes. Hallar:

a La tasa de crecimiento después de 7 años.
. rill

b. La tasa porcentual después de 7 años ( tasa porcentua l ~ lOO P{t) ).

3. Se arroj a una piedra a un estanque y produce olas circulares cuyos radios crecen a
razón de 0,5 mlseg. Hallar la razón con que aumenta el área del circulo encerrado
porunaola cuando el radio de ésta es de 3 m.

4. Un tanque de agua tiene la forma de un cono invertido de 15 m. de altura y 5m.

de radio. Si se le está llenando de agua a razón de 611 m3 por minuto. ¿Con qué
rapidez crece el nivel del agua cuando éste tenga 6 ID. de profundidad ?

5. Los extremos de una escalera de 20m. están apoyados sobre una pared vertical y
un piso horizontal. Si el extremo inferior de la escalera se aleja de la pared a una
velocidad de 6 mlmin. ¿A qué velocidad se mueve cl extremo superior cuando la
parle inferior está a 12 m. de la pared?

6. Un barco navega con dirección Norte a razón de 6 Km/h. Otro barco navega con
dirección Este a 8 Km.lh. A las 11 A. M. el segundo barco cruzó la ruta del
primero en un punto en el cual éste pasó 2 horas antes. ¿Cómo está cambiando la
distancia de los barcos a las 10 A. M.?

7, Desde la parte superior de un poste de 7,2 m. alumbra un bombillo. Un polic ía
de 1.80 m. de altura se aleja caminando desde el poste, a una velocidad de 48
m/min, ¿Con qué velocidad crece su sombra?
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8. Se estaciona un bote en el muelle halándolo con
una polea que está a 16 pies encima de la
cubierta del bote. Si la polca enrolla la cuerda a
razón de 48 pies/min, hallar la velocidad del
bote cuando quedan 20 pies de cuerda.

9. Una partícula se mueve sobre la parábola y ~ x2+ 6x. Hallar la posición de la
partícula cuando la razón de cambio de la coordenada y es 4 veces la razón de
cambio de la coordenada x.

10. Cada lado de un triángulo equilátero mide x cm. y aumenta a razón de 10
cm.lmin. ¿Con que rapidez aumenta el área del triángulo cuando x = 20 cm.?

11. Las dimensiones de un cilindro circular recto están variando. En un cierto
instante, el radio y la altura son 8 cm. y 20 cm., respectivamente. Si el volumen
permanec e constante y el radio aumenta a razón de 3 cm./seg., hallar la variación
de la altura en ese instante,

12. El gas de un globo esférico se escapa a razón de 360 pies3/min . Hallar:

a. La rapidez con que disminuye el radio en el instante en que éste es de 3 pies.

b. La rapidez con que disminuye el área de la superficie en el instante en que el

radio es de 3 pies. Se sabe que el área de la superficie esférica es S ~ 4",2.

13. Sean V, S Y r el volumen, el área de la superficie y el radio de una esfera
. dV r dS 4 1 ,

respecuvamente. Probar que:dt ~ '2 dt .Se sabe que: V ~ '3 "r y S ~ 4J1r.

14. En cada uno de los extremos de un cilindro circular recto de radio r y altura h se
coloca una semiesfera de radio r. El radio aumenta a razón de 0,5 m/min. Si el
volumen permanece constante, hallar la razón de variación de la altura en el
instante en que r ~ 4 m. y h ~ 6 m.

15. Un avión vuela hor izontalmente a una altura constante de 900 m. de altura y con
velocidad constante. La trayectoria pasa sobre una estación de radar desde donde
el operador observa el avión. Cuando el ángulo de inclinación de la línea de

observación es de JI/3 , este ángulo está cambiando a razón de ; 5 radlseg. Hallar

la velocidad del avión.

16. En una planta de materiales de construcción una cinta
transportadora deposita arena en el piso a razón de 3

m3/mi n. La arena forma un cono cuyo diámetro de la
base es 3 veces la altura. Hallar con que rapidez
camb ia la altura del cono cuando ésta es de 2 m.

C>

=
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J,5

50

p

22, Un avión se eleva con un ángulo de
inclinación de 30· y a una velocidad
constante de 600 Km.lhora. El avión pasa a
2 Km. por encima de un punto P en el suelo.
Hallar la razón de cambio de la distancia de
P al avión 1 minuto más tarde. Sugerencia:

ley de los cosenos, d2 = a2 + b2 - 2ab cos a .

17. Un tanque ticne 5 m. de largo. Su sección transversal es
un triángulo rectángulo isósceles. Se vierte agua al
tanque a razón de 15 m3/hora. ¿Con qué rapidez sube el
nivel del agua cuando éste tiene 0,5 m. de profundidad?
Sugerencia: En un triángulo rectángulo isósceles, la
altura correspondiente al ángulo recto es igual a la
mitad de la hipotenusa,

) 8. Una piscina tiene 50 m. de largo, 25 m. dc
ancho y su profundidad aumenta
uniformemente de 1,5 m. a 5,5 m. en una
distancia horizontal de 20 m., continuando 5,5
horizontalmente los 30 m. restantes. La I

piscina se está llenando a razón de 120 ~ - - - 30

m3/ho ra. ¿Con qué rapidez sube el nivel del
agua en el instante en que éste está a 3 m.
de la parte mas profunda?

19, Un tanque tiene la forma de un cono circular recto
truncado de 6 m. de altura, de 5 m. de radio mayor y 3
m. de radio menor. El tanque se está desaguando a

razón de l6,91t m3/hora. Hallar la rapidez con que baja
el nivel del agua cuando éste tiene 4 m. El volumen V
de un cono circular recto truncado de altura h radios r y

R en los extremos es V - ~ h( ¡2 + R2 + rR )

20, Un campo de béisbol es un cuadrado de 90 pies de
lado. Un jugador está corriendo de la primera base
a la segunda con una velocidad de 17 pies/seg.
Hallar la velocidad con que se acerca el jugad or a
la tercera base en el instante en que éste se
encuentra a 60 pies de la primera base.

2J, Un edificio de 60 m. proyecta su sombra sobre el piso horizontal. " . ,
El ángulo que forman los rayos solares con el piso disminuye a
razón de 15' por hora. En determinado instante del día la sombra
del edificio es de 80 m. Hallar la razón en que cambia la sombra en
ese instante.
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23. Una escalera de 13 m. de longitud está apoyada
sobre un talud inclinado a 60° respecto de la
hor izonta!. La base es emp ujada hacia el talud a
razón de 2,9 m/seg. Hallar la rapidez con que se
desplaza el extremo superior de la escalera cuando
la base está a 5 m. del talud. Sugerencia: Ver la ley
de los cosenos en el problema anterior. 24. Un faro está situado a 2 Km. de una playa recta y su luz g ira a razón de 2

revoluciones por minuto. Hallar la rapidez con que se mueve el rayo de luz a lo
largo de la playa en el momento en que éste pasa por un punto situado a 1 Km.
del punto frente al faro .

25 . Un bombillo alumbra desde el extremo superior de un poste de 60 pies de altura.
Desde un punto situado a la misma allura se suella una pelota de acero, cuya
trayectoria está a 20 pies de distancia del bombillo. Hallar la velocidad con que
se mueve la sombra 0,5 segundo después de soltarla. Recordar que la pos ición

de la pelota, después de t segundos, es s = 16¡2.

1 1 1
-~- +-

R R ¡ R 2

R, cambia a razó n de 0,5 ohms/seg y R, cambia a razón de 0,3 ohms/seg,
¿Có mo cambia R cuando R, =60 ohms y R, ~ 80 ohms?

28. Sabiendo que un trozo de hielo esférico Se derrite a una razón proporcional al
área de su superfi cie,

a. Probarque la razóncon que se contrae su radio es constante.
b. Si, además se sabe que después de una hora el hielo que queda es un 1/8 de

la cantidad inicial, hallar el tiempo que tardará en derre tirse
dr

completamente. Sugerencia: Si r. es el radio inicial y di ~ k, entonces

r = kt +r(l '

26. Un policia de 6 pies de altura está haciendo guardia
a 12 pies del punto P que está directamente debajo
de una lámpara que cuelga a 28 pies sobre el suelo.
La lámpara comienza a caerse por lo cua l la
sombra del policía comi enza a crece r. Se sabe que
la longitud de la trayectoria de la linterna es s =

16i' pies en t segundos. ¿Con qué velocidad crece
la sombra cuando t = I?

27, Dos resistencias, R, y R" están conectadas en
paralelo, como indica la figura. Se sabe que la
resistencia total R es tal que :

,,,
s ,,

~.
P 11 I
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SECCION 4.7

267

APROXIMACIONES LINEALES Y DIFERENCIALES
APROXIMACIO N LINEAL

Sea y = f(x) una función difereneiable en a. La recia tangente a la gráfica de f
en el punto (a, f(all tiene por ecuación:

L: y ~ f(a) + f'(a) (x - a)

Compa rando la gráfica de f y la recta tangente
observamos que, para los x cercanos a a, los
puntos (x, f(xll de la gráfica de f están próximos
a los puntos (x, f(a) + f '(a) (x - a)) de la recta

tangente. Por consiguiente, para los puntos x
próximos a a, se cumple que:

f(x) 'd(a) + f '(a)(x - a) (1)

r

x

A esta aproximación se te llama aproximació n lineal o aproximación
tangen cial de f en a y la función lineal

L(x) = fea) + f '(a) (x - a) (2)

es la Iincarizacióo de feo a.

1EJEMPLO 1.1 a. Hallar la linearización de la función f(x) = .r; eo x = 4

b. Usar la linearización encontrada para aproximar:

.J3,95 y ~ 4,02

Solución
a. Buscamos: L(x) ~ f(4) + f'(4) (x - 4) . Se tiene:

f(4) =.[4 =2 y f '(x)=_l_~ f'(4) =_1_ =~ir: 2.[4 4

1 x
Luego, la Iinearizaeión buscada es: L(x) ~ 2 + - (x - 4) = - + I

4 4

y

4 x
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b. La aproximació n lineal es ~ '" ~ + l. Luego,
4

~ 3,94 '" 3,94 + 1 = 0,985 + 1 = 1,985
4

~ 4,02 '" 4,02 + 1 = 1,005 + 1 = 2,005
4

Mi calculadora dice que .[3:94 = 1,984943324 Yque ~ 4,02 ~ 2,004993766

DIFERENCIALES

Sea y ~ f(x) una función diferenciable. Según la notación de Leibniz, el

símbolo ~ representa a la derivada de y respecto a x. Ahora introducimos el

concepto de diferencial que dará significado propio tanto a dx como a dy en tal

forma que ~ pueda ser vista como un cociente de dy sobre dx.

Si t>x es cualquier incremento de x, enlonces

t>y ~ f(x + t>x) - f(x) (3)

es el correspondiente incremento de y. Sabemos que

derivada f '(x). Este hecho lo expresamos así '" f '(x) . De aquí obtenemos:

Luego, sí t>x

Lim t>y = f'(x)
",x-+O Ax .

es pequeño. la razón incremental Ay es unaaproximación a la
t>x

t>y

t>x
t>y '" f '(x) t>x (4)

Esta expresión nos dice que cuando t>x es pequeño, la expreslon f' (x)t>x está

próximo al incremento de Lly. Por este motivo es conveniente fijar la atención en
esta expresión. A continuación le damos un nombre y nos ocupamos de ella.

IDEFINICION ,1Sea y = f(x) una función diferenciable y Ax un incremento de x.

Llamaremos:

3. Diferencial de x, denotada por dx, es el incremento Llx. Esto es,
dx = t>x

b. Diferencíal de y, denotada par dy o df, a

dy = f'(x)l>x ~ f' (x)dx

Notar que dy es función de dos variables , x y t>x.
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1EJEMPLO 2.1 Si Y= X
3 - zi + X + 3, hallar

a. dy b. Evaluar dy cuando x ~ 2 Y dx ~ 0,03

Solución
d 3 2 2a. dy = - (x - Zx + x + 3) dx ~ (3x - 4x + 1 )dx

dx
b. Cuando x ~ Z y dx ~ 0,03, se tiene

dy=[3(z/-4(Z)+1]0,03 = 0,15

269

1OBSERVACION·I Si en dy ~ f'(x) dx exigimos que dx -; 0, podemos dividir

ambos lados por dx para obtener dy ~ f'(x) .Esto nos dice
dx

que el símbolo dy, que es la derivada de y respecto a x,
dx

puede ser pensado como el cociente de la diferencial dy entre
la diferencial dx.

REPRESENTACION GEOMETRICA DE LA DIFERENCIAL

La. figura nos muestra una representación geométrica de la diferencial.

} dy

"Y

Y~ 1(,)
ex e dx ,R,,

x x+.1x X

La recta PS es la recta tangente al gráfico de y ~ f(x) en el punto P = (x, y). La
pendiente de esta tangente es f'(x). Por lo tanto,

RS = f'(x)dx = dy.

Por otro lado, G es el punto (x + !'Ix, f(x + Ax) y el segmento RG es igual a !'Iy.
Se ve que para dx = ~x pequeño se tiene nuevamente la expresión (4):

!'Iy '" dy ~ f'(x) dx (4)
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IE.JEM PLO 3.1 Sea y = f(x) = x
2 + 4x - 3. Hallar. "'Y, dy Y "'Y- dy

a. Para cualquier x y cualquier L1x

b. Para x ~ 2 Y dx ~ 0,0 1
Solució n

2 2
a. "'y = f(x + Ax) - f(x) ~ (x + "'x) + 4(x + "'x) - 3 - (x + 4x - 3)

2 2
2x"'x + 4"'x + ("'x) ~ 2(x + 2)"'x + (Ax)

dy = f '(x)dx = (2x + 4)dx =2(x + 2)dx

2
"'y- dy = ("'x)

b. Si x = 2, "'x ~ dx = 0,0 1, reemplazando en (a), tenemos

"'y = 2(2 + 2)(0,0 \) + (O,Od = 0,08 + 0,000 \ ~ 0,080 1

dy = 2(2 + 2)(0,0\) ~ 0,08

2
L\Y - dy ~ (0,0\ ) ~ 0,0001.

APROXIMACION Lll"EAL EN TERl\Il NOS DE LA DIFERENCIAL

Tenemos la aproximación lineal:

f(x) " r(a) + F'(a) (x - a) (1)

Ahora queremos expresar esta fórmula en términos de la diferencial. Para esto,
hacemos x ~ a + "'x , de m odo que !!x = x -a. Luego, reemplazando en (1)
obtenemos:

f(a + Ax) '" f(a) + f '(a)"'x, o bien f(a + "'x) " f(a) + dy

Por ultimo. cambiando a por x, se tiene:

f(x + !!x) " f(x) + dy (5)

Esta fórmula también se puede obtener fácilmente de las fórmulas (3) y (4) . Sin
embargo, preferimos la deducción que hemos hecho, porque ella nos indica que
ambas fórmulas . la (1) y la (5), expresan la misma aproximac ión y, por lo tanto, las
dos nos conducen al mismo resultado.

IE.JEMPLO 4.1 Usando diferenciales hallar un valor aproximado de V65 .
Solución

Considere mos la función y = f(x) = v-; .Su diferencial es:
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dy = f '(x)dx ~ _1- dx
3x 2/l

Reemplazando estos valores en la expresión (5) tenemos:

271

Vx+ l:>x " ~ + _ I_ dx
3x 2/3

El número entero más próximo a 65 que tiene raiz cúbica exacta es 64. Luego,
haciendo x = 64 Y I:>x = dx = 1 en la expresión anterior tenemos:

V65 = V64 + 1 '" V64 + 1
213

(1) =4 + 4
18

,,4,0208333
3(64) .

Se sabe que !J65, con 7 cifras decimales, es 4,0207258. La aproximación que
hemos encontrado es exacta hasta la tercera cifra decimal.

EST IMACION DE ERRORES

La diferencial tiene aplicación en la estimación de los efectos causados por los
errores cometidos al medir ciertas magnitudes. Sea x la variable cuyo valor es
estimado con cierto error posible. Sea y = f(x) otra variable que es función de x.
Al calcular y ~ f(x) a partir de x también se cometerá un error. Si el valor correcto
es x + dx, entonces el error de med ición es dx. Por otro lado, el valor correcto de
la variable y es f(x + dx), y el valor calculado con error es f(x). Luego, el error
cometido en la variable y, llamado el er ror de propagación, es

I:>y = f(x + dx) - f(x).

En consecuencia, si el error dx es pequeño, que es lo esperado, el error I:>y puede
ser aproximado por la diferencial dy = f'( x)dx. Esto es

Error de y = 1:» ' '" dy = r '(x) dx

No es igual cometer un error de 1 cm. al medir un metro que cometer el mismo
error al medir 10 metros. Para distinguir estas situaciones se define el error relativo
y el error porcentual.

IDEFINIC ION.I Si I:>y es el error de y, entonces

I:>y !!Y
I. El error relativo de)' es el cociente - -y - y

2. El error porcentual de y es 100 I:>y '" 100 !!Y
y y
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En general. el valor exacto del error cometido no es conoc ido, ya que de serlo,
seria muy fácil corregirlo. Lo común es que se conozca un margen del error; es decir,
un número E > O tal que

[dx ] Se

IEJEM PLO 5.1Se ha encontrado un tumor en forma esférica en el cuerp o de cierta
person a. Se calculó que el radio del tumor es de 2 cm. con un
margen de erro r de 0,05 cm.

a. Estimar el margen de error al calcula r el volumen de l tumor.
b. Estimar el margen de error relativo.
e. Est imar el margen de error porcentual.

Soluc ión

a, El volumen de una esfera de radio r está dado por

V ~ :!. ",3 Y. por tanto, dV = 4",ldr
3

El margen de error al medir el radio es 0,05 cm. Luego,

Idr I S 0,05 Y IAV I'" IdV I ~ I 4" ,ldr I S 4" (2)' (0,05) '" 2,51 cm'

Esto es, unaestimaci ón del margen de error al calcular el volumencon losdatos

dados es ~.51 cm' .

I~
31dr I < 3 0,05 = 0 075

r - 2 •

c. 1100~ 1'" 1 100 d: 1 S 100(0,075) = 7,5%

ITEO R EMA 4.71 Si u y v son funcione s diferenciables de x y e es una consta nte.
entonces

t. dc = O

3. d(u ± v) = du ± dv

2. d( cu) = e du

4. d( uv) = u dv + v du

Demostración

Cada una de estas igualdades viene de las correspondientes fórm ulas de
der ivación. Aquí probaremos (4) y (5) , dejando las otras como ejerci cio para el
lector.

4. Sabemos por definic ión que:

du = du dx
dx

y dv ~ dv dx
dx
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Por otro lado. por la regla de la derivada de un producto. sabemos que:
d dv du

- (uv)= u- + v-
dx dx dx
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Luego,
dv du

d( uv ) = ( u dx + v - )dx
x dx

dv du
= u - dx + v - dx ~ u dv + v du

dx dx

5. Por regla de la derivada de un cociente sabemos que:
du dv

~(~) = vd; - ud;
dx v v 2

Luego,
du dvv- - u-
dx dXdx ~

v 2

du dv
v-dx - u-dx

dx dx vdu - udv

v2

IEJEMPLO 6.1 Hallar dy si

Solución

dy ~
(x 2 + 1) d(e 2x) _ e2xd(x 2 + 1)

( x 2 + 1)2

( x 2 + 1)( 2e2xdx) _ e2X(2xdx )

(x2 + 1)2

(por 5 )

PROBLEMAS RESUELTOS 4.7

1PROBLEMA 1.1 Hallar dy si
3 3

Y + 3xy + x = 4

Solución

Aplicando las propied ades de la diferencial enunciadas en el teorema 4.7 tenemos:

3 2 2 2d(y ) + d(3xy) + d(x ) = d(4) =:> 3y dy + 3x dy + 3y dx + 3x dx ~ O~

2 2 d _ x 2 + y
3(y + x)dy ~ - 3(x + y)dx =:> Y - - --dx

y2 +x



274 Capítu lo d. Otras Técnicas de Derivación

IPROBLEMA 2.1Sea A el área de un cuadrado cuyo lado mide x. Esto es, A ~ x2

a. lI allar AA, dA Y AA- dA
b. Mostrar gráficamente a A, IiA, dA Y 6.A - dA

Solución
2 2 2a, 6.A = (x + dx) - x = 2x dx + (dx)

dA ~ 2x dx , 6.A - dA ~ (dx)2

b. Dibujemos los cuadrados de lados x y (x + dx).
Las áreas de los rectángulos formados son:

2R]= x dx , R2 = x dx y R3 = (dx)

Luego,

AA =2x dx+ (dx)2 = Rl +R2 +R3

dA = 2x dx=x dx+xdx = Rl + R2

6.A - dA = R3 x dx

IPROBLEMA 3.[ Aproximar el valor de sen 2 ( ¡ + 0,08) mediante:

a. Aproximación lineal b. Aproximación con la diferencial.
Solución

Sea f(x) ~ sen2x. Se tiene que:

f(1tI4 ) ~ sen2( 1tI4 ) ~ ( .[2/ 2)2 = 112

f'(x) = 2 sen x cos x ~ sen 2x =:> f'(n 14) = sen ( 21t14 ) = sen ( n/2 ) = 1

a. Sabemos que: f(x)" f(a) + f'(a ) (x - a). Tomando a = 2: se tiene:
4

1
f(x)" f(n14 ) + f'(n 14)( x -nI4) ~- + l (x -1tI4 )

2

Luego, la aproximación lineal de f(x) ~ sen2x en a ~ 2: es:
4

2 1 n
sen x~x+--

2 4

n 1
= - +°08 =°5082 ' ,

I

2 4

Ahora, para x = 2: + 0.08, se tiene:
4

sen 2 ( ¡ + 0,08)" (¡ + 0,08) +
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b. Sabemos que: f(x + "'x) '" f(x) + dy = f(x) + f '(x)dx.

11
Luego, para x = "4 y dx ~ ill< ~ 0,08 se tiene:

1(0,08 ) =>1
=-+

2

sen 2
( ¡ +0,08) '" t+1(0,08) = 0,508

f(7t/4 + Ax) '" f(7t/4 ) + f'(7t /4) dx

IPROBLEMA 4.1Se quiere calcular el volumen de un cubo a part ir de su arista en
tal forma que el margen de error sea de 6 %. Estimar el margen de
error porcentual con que debe medirse la arista.

Solución

Si V es volumen del cubo y x es la arista, entonces

dV = 3i dx
dV

y V

Luego,

1100 ~ 1,; 6 => 1100(3 ~)1 s 6 => 1 100 d: 1 '; 2

Por tanto, el margen de error porcentual de la arista debe ser de 2 %

IPROBLEMA 5. 1El periodo de un péndulo es el tiempo que demora para dar una
oscilación completa y este viene dado por

T=27tff

donde L es la longitud del péndulo, g es la aceleración de la
gravedad y T se mide en segundos. El péndulo de un reloj , debido
al calor, se ha dilatado y su longitud ha aumentado O, 4 %.

a. Calcular el porcentaje aproximado del cambio del periodo.
b. Calcular el error aproximado del reloj en un día.

Solución

dL
•. Nos dicen que: 100 - = 0,4. Además:

L

T =21l~ ~ [gIL => dT = [g(2~d = ¡/~
Luego,
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dT _ ndLj ¡gJL
100 - - 100 ~ ' C

T 27t -v L'/-vg
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100~ ~~(1 00 dL ) ~ ~(04) =02 %
2L 2 L 2 ' ,

b. En cada segundo, el reloj tiene un error aproximado del 0,2 %, o sea, de 0,002
segundos. Luego, en un día, el error aproximado es de:

24(60(60)(0,002) = 172,8 segundos ~ 2,88 minutos

PROBLEMAS PROl'UESTOS 4.7

En los problemas del 1 013 ltallar: a. Ay,
2 x

I. y ~ x - I 2. Y~ e

b. dy c. Ay - dy

3. Y= In x

El/ los problema.• del 4 y J calcular: a, A)' b. dy c. Ay - dy, para los valores
de x y dx dados.

2 x4. y <x - 4x, x =-l , dx ~ 0 ,03 5. y = 10, x > 1, dx~ -O ,OI

En los problemas del 6 al 9 se proporcionan aproximaciones llneates de la
funciones dadas en a = O. Verificar que estas aproximaciones SOI1 correctas.

-¡-;; r: .J3
6. v x +3 :::::-.J 3 +-x 7. sen x s x

6

8. tan x e x

El/lo.' problemas del la al15 hullar dy

10. y ~e-3X2 u, y =~

9. eX ~ I + x

1 2 . y ~ ~ X-I
x + 1

15· y=H-H
16. Probar que para valores pequeños de j l1x I se cumple que

'-i/x +t.x ,, ~ + 0
n n-In x

El/ los problemas del 16 al 21 ltallar un valor aproximado de la expresión
indicada.

17. .J8O

20. h + V 8,2

18. rn 19. V2 18

22. In 1,07
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23. Aproximar el valor de cos 4 (n/4 + o.oi)

24. Aproximar el valor de sen ( 60" l' J. Sugerencia: 60" l' = ~ + 6
10

( 1;0 )

25. Un cubo de metal tiene 12 cm. de arista. La arista aumenta en 0,2 cm.
a. Aproximar con la diferencial el incremento del volumen.
b. Hallar el valor exacto del incremento.
c. Aproximar con la diferencial el incremento del área total.
d. Hallar el incremento exacto del área total.

26. Se tiene un tubo de hierro de 8 m. de largo, 6 cm. de radio y 0,4 cm. de espesor.
Usando la diferencial aproximar el volumen de hierro del tubo. El volumen de un

cilindro circular recto es V ~ nih, donde r es el radio y h la altura.

27. Se quiere calcular el área A de una esfera a partir del radio r mediante la fórmula
A ~ 4m2 yen tal forma que el margen de error sea de 5 %. Estimar el margen
de error porcentual con que debe medirse el radio.

28. Al medir el radio de una esfera se obtiene 4m. Esta medida es segura basta 0,01 m.
a. Estimar el margen de error al calcular el volumen de la esfera.
b. Estimar el margen de error porcentual.

29. Al medir una circunferencia mayor de una esfera se obtiene 72 cm. con un margen
de error de 0.5 cm.

a. Estimar el margen de error al calcular el área de la esfera. A ~ 4ni
b. Estimar el margen de error relativo al calcular el área.

c. Estimar el margen de error al calcular el volumen de la esfera. V = (4/3 )n?
d. Estimar el margen de error relativo al calcular el volumen.

Sugerencia: C = 2nr y dC ~ 2ndr

30. Un cateto de un triángulo rectángulo mide exactamente 30 cm. Al medir el ángulo
opuesto a este cateto se obtiene 60°, con un margen de error de 0,5 0.

a. Estimar el margen de error al calcular la hipotenusa.
b. Estimar el margen de errorporcentual al calcular la hipotenusa.

31. Se estima que el próximo mes, se venderán 8.000 unidades de cierto producto.
Esta estimación tiene un margen de errorde 3%. La función ganancia es

G(x) = 5x - 0,0002 x 2 dólares.

donde x es el número de unidades vendidas por mes.

a. Calcular la ganancia que dejarán los 8.000 artículos
b, Estimar el margen de error de la ganancia con el cálculo anterior.
c. Estimar el margen de CITor relativo.
d. Estimar el margen de error porcentual.
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BREVE HISTORIA DE LA FAMILIA BERNOULLI

La familia Bernoulli es caso extraordinario y lÍnico ell la Historia de la
Matenuítica. El/a aportó a la ciencia alrededor de l/na docena de brillantes
matemáticos de primera linea, 11 10 largo de tres geueracio"es. LA disnatia se levantó
sobre dos columnas, configuradas por los hermanos [acob y [ohann, quienes fueron
(os más distingu iiío« seguidores de Ligslliz en la línea de CálClllo. Son hijos de
N icoiaus Bernoulli, 1l1l comercian te de Basilea, Su iza.

[acob tuvo la cátedra de Matemáticasy Física en la Universidad de Basilea, desde
1.687 hast« su muerte. [ohann aprendió Matemáticas guiado por Jacob, quien era
12 años mayor. En 1.695, a louann le ofrecieron y aceptó ta cátedra de Matemáticas
en la universidad de Groningen (Holanda), dondeestuvo hasta el arlo 1.705. Regresó
a Basilea y ocupó la cátedra que quedó vacante a la muerte de ¡acob. Su hijos
Nicol ás y Daniel fueron amigos de Leonardo Euler, COIl quien, cuando jóvenes,
recibian clases de matemáticas de [ohann.

El apel/ido Bemoul/i aparece, confrecuencia, ligado a mue/los resuUados claves de
las Matemáticas. Así, e ll el estudio de las curvas ellcontramos la Le/lluiscata de
Bemoulli; ell las ecuaciollesdiferenciales, la eCllación de Bemoulli; en la teoría de
series, Los n úmeros de Bcmoutli, etc. Estos y otros resultados 110 son
contribuciones de Ull solo hombre, silla de varios miembros de lafamilia Bernoulli,

ARBOL GENEALOGICO (Matemático) DE LA FAMILIA BERNOULLl

Nicolaus Sinior
(1.623-J.70S)

I
Jacob 11

(1.759- 1.789)

I
Johann 11

(1.716-1 .790)

I
I

Daniel 11
(1.751-1.834)

I
Daniel I

(1.700- 1.782)

I
Johann III

(1.746-1.807)

I
Johann 1

(I.6S4-1.705)

I
1

Nicclaus III
(1.695-1.726)

I
Nícctaus I

(1.623-1 .708)

.L 11
(1.687- 1.7S9)

I
Jacob 1

(1.654-1 .705 )

Jacob r
(1.654-1.705)

Jobann 1
(1.667-1.748)

Daniel r
(1.700- r.782)

Jobann 11I
(1,746-1 .807)
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G.F.A.

MARQ UES DE L'HÓPITAL

(1.661 - 1.70 4)

Capitulo 5. Aplicaciones de la Derivada

Gui llainne Francois Aalltoielle Marqués de L'Hópi tal nació en París el
año 1.661, dentro de unafamilia noble y acomodada. Cuandojoom pretendió hacer
Hna carrera militar. Debido a Sil corla visión tuvo que abandonar su pretensum,
para dedicarsea laMatemática. f ue discípuloy amigo de un famoso matemáticode
aquella época, el suizo Iohann Berllou"i (1.667- 1.748). En 1.692 publicó el primer
libro de cálculo de la historia: "AIlalyse des l nfiniinent petit" (Auálisis de los
injinimmeníe peoueños), En este texto aparece 1m método pam calcu larel límite de
un cociente donde ambos limites. numerador y denominador, SO/l nulos. Este
método lo ha hecho famoso gracias a que le dieron el nombre de "Regla de
L'Hspito!", J. Bernoulli sostuvo que él fue el creador de esta famosa regla. La
veracidad de esta afirmación recién fue comprobada en 1.922, cuando en la
biblioteca de Bema seencontró el texto del curso de Cálculo que dictaba Bernoulli,
en el cual aparece la regla.

ACONTECU.fIENTOS IMPORTANTES

Durante la vida de L'Hópital, en América yet! el mlmdo hispano sucedieron los
siguientes hechos notables: La poetisa mejicana Sor Inés de la Cruz (1.651-1.695)
publica sus obras poéticas, obras que fueron fuertemeute influenciadas por el
Gongorismo. En 1.664, los ingteses, bajo el mando del duque de York, toman Nueva
Amsterdam y le cambian el nombre a Nueva York. En 1.671 el pirata inglés Henri]
Margan saquea e incendia la ciudad de Pmlamá. En 1.682 el cuáquero Willian Penn
funda Pensiiuania. Ese mismo allO, el francés Robert Cavalier de la Salle llega a la
desembocadura del río Misisipi, tomó posesión de la región y la nombró Luisiana, en
honor a su rey, Luis XIV .
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SECCION 5.1
MAXIMOS y MINIMOS

281

Las distintas actividades a que se dedica el hombre le plantean continuamente
problemas de optimiza ción. El comerciante busca maximizar sus ganancias; el
industrial busca minimi zar sus costo s de producción, un conductor cualquiera, casi
siempre, busca la distancia o el tiempo mínimo de recorrido, etc. Al gunos de estos
problemas se reducen a encontrar el valor máximo o el valor mínimo de una
función. Tales problemas son llamados problemas de optimización.

EXTRE MOS ABSOLUTO S

IDEFINICION. I Sea e un punto del dominio de la función f. Diremos que:
a. f(e) es el valor máximo de f. el máximo absoluto de f o.

simplemente, el máximo de f. si
f(e) ;:: f(x), Vx E Dom(l).

b, f(e) es el valor mínimo de f, el minimo absoluto de f o,
simplemente. el mínimode f. si

f(e) ::: f(x), Vx E Dom(l).

e. f(e) es un valor extremo de f si [(c) es un máximo o un
mínimo.

IEJEMPLO 1J
a. El máximo [(x) = cos x es l y el minimo es - 1. Estos valores son alcanzados

infinitas veces. En efecto: eos 2m, ~ I Ycos (2n + I )n = - 1para todo entero n.
y

.., x

b, El minímo de g(x) ~ h que es g(O)= ,fO~ O; pero g no tiene máximo.

e. El máximo de h(x) ~

.. [( 1d. La funci ón x) ~ ;¡
1- x2 es h(O) = 1; pero h no tiene mínimo.

no tienemáximo ni mínimo .

g(.) _ ro
Max - no tiene, Mio '"O

b(x)= l_xJ

!\tu · l . Mln= 110 ueee

I
r(I ) - ~

/\.t u - DO tiene. ~lIn - 110 tiene
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Los ejemplos anteriores nos muestran que algunas funciones tienen los dos
valores extremos. otras sólo uno y otras. ninguno. Necesitamos algunos criterios
que nos aseguren la existencia de extremos. Aquí tenemos uno de los más
simple s, conocido con el nombre de teorema del valor extremo. La demo stración
de éste no está al alcance de nuestro texto , por lo cual la omitimos.

¡TEOREMA 5.1 1Teorema del valor extremo,
Si f es una función continua en un intervalo cerrado (a. b],

entonces f tiene máximo y mínimo en [a. b]; es decir existen
dos puntos e y d en e l intervalo [a, b] ta les que f{c) es el valor
máximo y f{d) es el valor mínímo de f.

IEJEM PLO 2. I El siguiente gráfico es el de una función cont inua f en el
intervalo cerrado [a, b). Determinar su máximo y su mínimo.

y

A f(b)

f(c,)

d, c, b x
Solución

El punto más alto del gráfico es el punto F y el más bajo es el punto C. Luego, el
máximo de fes f{b) Yel mínimo es f{c.) .

x42o

f(x)

Solución

1EJEMPLO 3 .1 Hallar una función, con dominio un intervalo cerrado, que no

tenga máximo. y \l,

{
~,Si O $ X :;; 2

si 2 < x s 4
x-2

Dom(t) ~ [0, 41 fno tiene máximo. Observar que
f no cu mple la hipótesis del teorema del valor
extremo, ya f es discontinua en 2.
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EXTREMOS RELATIVOS
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En gr áfico del ejemplo 2, los puntos B y D son tales que, aunque no son los más
altos del gráfico, son los más altos comparados con los puntos vecinos.
Análogamente, los puntos e y E son los más bajos de su vecin dario. Esta
observación nos lleva al concepto de extremos locales o extremos relativos.

1DEFINICION, 1 Sea e un punto del dominio de la función f. Diremos que:
a. f(e) es un máximo local o un máximo relativo de f, si existe

un intervalo abierto [que contiene a e y se cumple que
f(c) ~ f(x), 'Ix E I.

b. f(e) es un mínimo local o un mínimo relativo de f, si existe
un intervalo abierto 1que contiene a e y se cumple que:

f(e) :s f(x), 'Ix E I.

e. f(e) es un extremo local o un extremo relativo de f si f(c) es
unmáximo local o un mínimo local.

Observar que. de acuerdo a esta definición , e es un punto interior del intervalo
[a, b], o sea, si a < e < b. Observar también que si f(e) es un extremo absoluto en
un intervalo [a, b] y si a < e < b. entonces f(e) también es un extremo local. Esto
no sucede si f(a) o fl b) es un extremo absoluto.

Observando los puntos B, e, D, y E la gráfica del ejemplo 2, que corresponden
a extremos local es, se puede conjeturar que las rectas tangentes en estos puntos son
horizontales (pendiente nula) o que no tienen rectas tangentes (la derivada no
existe). A continuación formalizamos y demostramos esta conjetura.

IJ)EFINICION·I Un número eritieo de una función f es un número e en el
dominio de ftal que f'(e)~ O o f'(e) no existe.
En este caso, el punto (e, f(e)) es un punto crítico.

1TEOREMA 5. 21 Teorema de Fermat
Si f tiene un extremo local en e, entonces e es un número

crítico .

Demostración

Si f ' (e) no existe, el teorema se cumple. Supongamos que f' (e) existe. Debemos
probar que f'(e ) ~ O

Caso 1. f(c) es máximo local

Como existe f' (e) , debemos tener que:

f'(e) _ Lim f(e+h) - f( c) ~

h....O+ h

Lim f(c+h) - f (c)
h....O- h (1)

Por ser f(e) un máximo local, existe un intervalo abierto 1que contiene a e
tal que para los e+ h que están en el intervalo 1,se cumple:
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f(e + h) :S f(e) y , por tanto, f(e + h) - f(e) :S O (2)

Luego, para h > Ose tiene:

tIc + h) - f(e)
h :S O => Lhn f(e+h) - f (e) :5 O

11--+ 0+ h

Ahora, para h < O, tomando en cuenta ( 2 ), se tiene

fl'e + h) - f(e) > O => Lim f(e +h) - f(e) " O
h - 11--+0- h

De (1), (3) Y(4) obtenem os que f'(e) ~ O.

Caso 2. fl'e) es minimo local.

Sea g(x) = - f(x) . Como fl'e) es un valor minimo de f, entonces g(e) ~ - f(e)
es máximo de g. Por el caso 1, g'(c) ~ O. Por tanto, f'(e) = - g '(e) ~ - O= O.

IOBSERVACION. ¡ La proposición recíproca al teorema de Teorema de Fermat
no es cierta. En efecto, los siguientes dos ejemplos son
contraejemplos.

IEJEMPLO 4.1 Sea la función: f(x) =,' .Demostrar que Oes número crItico .
Observar que feO) ~ O no es un extremo local.

Sol ución

í''(x) =3i => f'(O) ~ O

Luego Oes número crít ico de f.

Mirand o el gráfico se ve que fno tiene un extremo local en O.

I EJEM P LO 5. 1Hallar los números críticos de la función

Solución

Ha llemos la derivada de f:

f(x) = 3 Vx2 - 2x => f(x) ~ 3(x' - 2x)' 13 =>

F'(x ) = .!. (x2 _ 2xr2l3(2x _ 2) = 3. x - 1
3 3 (x(x _ 2))2/3

Ahora,

f '(x) = O -:::> x - 1 ~ O => x ~ 1

y

o 2 X
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Además, vemos que [I(X) no está definida en x = O ni en x = 2. Luego, los
números criticas de f son 1, O Y 2.

Observar en el gráfico que f(1) ~ 1 es un mínimo local (y absoluto). Sin
embargo, ni f(O) ~ O ni f(2) ~ Oson extremos locales.

ESTRATEGIA PARA HALLAR LOS VALORES EXTREMOS EN
INTERVALOS CERRADOS FINITOS

De los dos teoremas anteriores obtenemos la siguiente estrategia para hallar los
valores extremos de una función continua fen un intervalo cerrado la, b],

Paso 1, Hallar los puntos críticos de f en el intervalo [a, b].

Paso 2. Evaluar f en a, en b y en los puntos críticos.

El mayor de los valores del paso 2 es el máximo; y el menor, es el mínimo.

IEJEMPLO 6. I Hallar los extremos absolutos de la siguiente función en el
intervalo [1, 9]

Solución

Paso 1, Hallar los puntos críticos de f en el intervalo [1, 9]:

f' (x) ~ x2 - 8x + 12 = (x - 2)(x - 6)

f' (x) ~ O <=> (x - 2)(x - 6) ~ O <=> x ~ 2 ó x ~ 6

Por tanto, los puntos críticos de f son 2 y 6 Yambos están en [1, 9]

Paso 2. Evalnamos f en la frontera de
[1, 9] y en los puntos críticos.

13 34
f(l) ~ 3- 4(1)2 + 12(1) + 3 ~ 3'

93

f(9) ~3 - 4(9)2 + 12(9) + 3 ~ 30
,

2~ 41
f(2) ~ 3 - 4(2)2 + 12(2) + 3 ~ 3'

63
f(6)~ -- 4(6)2+ 12(6)+3~3

3
Luego, el máximo es f(9) ~ 30 Y el
mínimo, f(6) ~ 3.

y

30

,]4/,]

3

(2,41/3)

J 2

(9,3(J)

• 9 X
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IEJEMPLO 7. 1Hallar los extremos de la siguiente función en el intervalo [O, 4]

g(x) =3- V(x -3)2

Solución

Paso 1. Hallemos los puntos cr íticos de g en el intervalo [0,4] :

g(x) ~ 3 - (x - 3)213 => g'(x) ~ - ~ (x - 3) - IIJ =>

g' no está definida en x = 3 Y no se

anula en ningún punto. Luego. g tiene
un único punto critico que es 3 y éste
está en el intervalo [O, 4].

y

3

0,92

Paso 2. Evaluamos g en la frontera de [O, 4]
Yen los puntos críticos:

o 3 4 x

g(O)= 3- V (0 - 3 )2 ~ 3- V9 '" 0,9199

g(4) = 3 - V (4-3 )2 = 3 - I = 2

g(3) = 3- V(3-3)2 = 3

Luego, el máximo es g (3) = 3 Yel rninimo, g(O) = 3 - V9 '" 0,9199.

PROBLEMAS PROPUESTOS 5.1

En los problemas del 1 al 8 graficar la funci án y, solamente observando el
grdfico, determinar el máximo y mínimo absolutos. Para graflcar, usar las
técnicas de traslación y refiex íán, explicadas en la sección 1.1.

2. g(x) = I2 - x I- I

I I
4. f\x) ~ -x3- 2 5.g(x) = - ,en (l , 3) 6.g(x)= -,en[4/3, 3]

x - I x - I

{
2 -x,six < 1 { eX six<l

7. h(x) = . ' en [-4, 4] 8. f\x) ~ , , en [- 1, 2]
In x, si x z l 4- x2,six :?; 1

En los problemas del 9 al14 hallar los núm eros críticos de la función dada
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9. f(x) ~ x2(3x - 8)2/3

12. f(x) ~ [xl

10. g(x) ~ x + sen x

214. g(x) ~ sen x + cos x, en [-1, 21t)

En los problemas del 15 al 22 determinar el máximo y el minimo absolutos de
la func íán en el intervalo cerrado indicado.

x
15. f(x)~-¡:¡:-;; en [1,3 ]

1t 1t
17. f(x) ~tan x - x en [-4 ' 4]

[ 1t 1t]19. f(x) ~ sen x + cos x en - "2 '"2
- x21. g(x) ~ e sen x en [O, 21t ]

23. Probar que la función cuadrática

f(x) = ax2+ bx + e, a '" O,

X
16. f(x) =-1--' en [-2, 3]+ x

1 8. f{x) ~ 1_ (x_ 3)2J3 en [-5, 4]

20. f{x) = cos2x + sen x en [O,1t]

22 . f(x) ~ ln
2
x en[1,e]

x

tiene exactamente un número crítico en IR.

24. Probar que la función cúbica

f(x) = ax3+ bi + cx + d, a '" O,

puede tener dos, uno o ningún número crítico en R . Sugerencia: ¿Cuántas
raíces puedetener una ecuación de segundo grado?

25. Probar que un polinomio de grado n puede tener a lo más n - 1 números
críticos en R.

SECCION 5.2
TEORMA DEL VALOR MEDIO

IDEFI NICI ON. I Sea f una función. Diremos que:

a. f es diferenciable en un Intervalo abierto (a, b) si f es
diferenciable en todo punto de (a, b). Esto es,

3 f '(x), 'V x E (a , b)
b. f es diferenciable en un interva lo cerrado la, b] si f es

diferenciable en el intervalo abierto (a, b) y tiene derivada por
la derecha en a y por la izquierda en b.
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Por supuesto, también se tiene diferenciabilidad en un intervalo sem iabierto, la
cual se defi ne de manera obvia.

Es fácil ver , que si fes difereneiable en un intervalo 1, fes cont inua en 1.

ITEOREMA 5.3 1 Teorema de Rolle.
Si f es una función que cump le:

l. fes continua en el intervalo cerrado [a, b].

2. f es difereneiab le en el intervalo abierto (a, b) .

3. rea) ~ f(b)

Entonces 3 c e (a, b) tal que f '(e) ~ O.

Demostración • <, b X

Sea rea) ~ reb) ~ k

Caso 1. fes la función co nstante rex) ~ rea) ~ flb) = k, 'I x e [a, b].
En este caso, tenemos que f'(x ) = O, 'Ix e (a, b). Por tanto, cua lquier

número e e (a, b) cumple con ['(e) ~ O.

Caso 2. f no es constante. Luego , existe Xo e [a, b] tal que rexo) t k.
Como [es continua en el intervalo cerrado [a, b], por el teorema del

valor extremo , f tiene máximo y minimo cn [a, b].

Si rexo) > k y I(e, ) es el máximo de f en [a. bl, ento nces f' (c, ) ~ O Y

ree) 2': re'o) > O. Luego, c, 1- a y e¡ 1- b y, por tanto, e, e (a, b).

Si re'o) < Oy ree,) es el mínimo de f en [a. b], entonces f ' (e2) ~ O Y

ree,) :s f('o) < O. Luego, e2t a Y e, t b y, por tanto, e, e (a, b).

Miclrel Rolle (1.651-1.719). Matemático fra ncés. Inicialmente, trabaj ó en Paris
en un modesto empleo de escribano de notarías. En J.699 fue electo como
miembro de la Real Academia de Ciencias. Hizo contribuciones al Álgebra yola
Geometría. Pero es más conocido por el teorema que ahora lleva su nombre, el
cual apareció en su libro Tralté d 'algébra p ublicado en 1.690.
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1TEOREMA 5.41 Teorema del Valor Medio (de Lagrange)

Sea f una función tal que:

1. fes continua en el intervalo cerrado [a. b].

2. fes diferenciable en el intervalo abierto (a. b)

Entonces 3 e E (a, b) tal que:

f(b)-f(a) ~f'(e)(b-a) obien f'(e)= f(b)-f(a)
b-a

Geométricamente, este teorema nosdice 10 siguiente:
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La recta secante que pasa por los puntos P¡ ~ (a, f(a)) y P2 ~ (b, f(b)) tiene por

[(b) - f(a) .
pendiente m = b Y la pendiente de la recta tangente en el punto-a
(e, f(c)) es f'(c).

Luego, el teorema dice que, si el gráfico de una función continua tiene una
tangente en cada punto entre a y b, entonces existe por lo menos un e entre a y b,
tal que la recta tangente en el punto (e, f(c)) es paralela a la recta secante.

y

(b, f(b»

Demostración

a e b X

La recta que pasa por PI ~ (a, [(a) y P2~ (b, f(b)) tiene por ecuación

y ~ f(a) + f(b~ - f!a) (x _ a)
-a

Introducirnos la nueva función
f(b) - f(a)

g(x) ~ f(x) - [(a) - b _ a (x - a),

quees la diferencia entre la función fy larecta anterior.

Veamos que g satisface las hipótesis del teorema de Rolle:

l. La función g es continua en [a. b], ya que g es la suma de dos funciones
continuas en [a, b], que son f y el polinomio

f!b) - f(a)
p(x) = - [(a) - (x - a) .

b-a



290 Capítulo 5. Aplicaciones de la Derivada

2, La función g es difereneiable en (a, b), ya que f y el polinomio p(x) tamb ién lo
son. Además,

g'(x) ~ f'(x) _ tIb) - tIa)
b -a

f!b) - f!a)
3, g(a) = tta) - tta) - b (a - a) ~ O-a

( 1)

g(b) = tIb ) - f(a) - f(b) - f(a) (b - a) = O
b- a

Las hipótesis del teorema de Rolle se han cumplido, luego, 3 e e (a, b) tal que

g'( c) = O (2)

Si en (1) tomamos x = e, obtenemos

g'(c) = f'(e) f{b) - f!b) (3)
b - a

De (2) Y (3) se tiene

f '(e) - f!b) - f!a) ~ O ~ Ilb) - tta ) = f '(e)( b - a)
b -a

Josepk Loui.. Lagrange (1.736- 1,813) Nació en Turin
(Italia), pero de ascendencia fr ancesa. Es uno de los
dos matemáticos más notables del siglo XVIII. El otro
es Leonardo Euler. A los 19 años creo el Cálculo de
Variaciones.. Sucedió a Euler en la dirección de la
Academia de Ciencias de Berlín. En París fu e
nombrado prof esor de las recién fundadas
instituciones: Escuela Normal y de la Escuela
Politécnica. Fue miembro de la comisión que creó el
Sistema Métrico Decimal; En 1,778 publico una de las
más importantes de sus obras: Mecánica Analítica.

IEJEMPLO t. I Hallar todos los números e que satisfacen la conclusión del

teorema del valor medio para la función f(x) = I + x + x2 - 2x3

en el intervalo [-1 , 1).
Solución

En primer lugar vemos que la función f, por ser un polinomio, es continua y

difercnciablc en todo R y, en particular, en el intervalo [-1, 1) .
Nos piden encontrar los e E (- 1, 1) tales que:

f'{c) =
f(1) - f (- 1)

1- (-1 )
(1)
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Pero,

Luego, reemplazando estos valores en (1):

((-1) ~ 3, f( l ) = 1 Y f '(x) ~ 1 + 2x - 6x2

~ 2 + 2c - 6c2 = O~ 3c2 - e - 1 = O ~

1+ffi
6 ;:: 0,768c,

2 1- 3
1 + 2e - 6c =- 2

f (I)-f(-I)
~

1-(-1)

l-m
Cl ~ '" - O434

6 '

f'(e)

Vemos que ambas raíces están en el intervalo (-1, 1).

En términos de velocidades, el teorema del valor medio dice que la velocidad
promedio, en algún instante, coincide con la velocidad instantánea. El siguiente
ejemplo ilustra es ta situación.

IEJEMPLO 2. I Dos casetas policiales A y B distan entre sí 147 Km. Un
automóvil pasa por la caseta A a las 2 P. M. Y por la caseta B
a las 3:30 P. M. Un oficial de tránsito de la caseta B, que sabía
Cálculo, I e d ijo al conductor: ..Ciudadano, U d. s abe que en
esta carretera la máxima velocidad permitida es 90 Km/h Y
Ud. se excedió. Tengo que levantarl e una infracción"
Demuestre que el oficial tenia razón:

Solución

Sea S ~ ((t) la función de desplazamiento del conductor, donde el tiempo lo
medimos en horas a part ir de las 12 M. Suponemos que esta f es di ferenciable,
Sabemos que la derivada f '(t) es la velocidad instantánea en el instante t.

La velocidad promedio del automóvil en el recorrido comprendido entre las dos
casetas es:

f (3.5) - f(2)

3.5 - 2
147 = 98 KmIh
1.5

Pero, por el teorema del valor medio, existe un instante lo, entre las 2 P. M. Y las
3:30 P. M. tal que:

f (3.5) - f(2) ~ f'(lo) ~ f' (lo) ~ 98 KmIh
3.5 - 2

Luego, en el instante lo el conductor excedió la velocidad máxima permitida.
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Una aplicación importante, del teorema del valor medio es el siguiente
resultado, en el cual hablamos de un intervalo 1. Este intervalo puede ser de
cualquier tipo: abierto, cerrado, semiabierto, infinito, etc.

IT~;OREMA S.s j Teorema de la Constante.

Sea f una función continua en un intervalo I.

['(x) =O, '7 x e 1 ~ [(x) =e, v X e J,

donde e es unaconstante.
Demostración

Una parte del teorema ya no es novedad. En efecto, ya sabemos que si f es una
función constante. entonces su derivada f' es la funci ón constante O. Por tanto.
aboquémonos a probar la parte recíproca.

Sean x, y x, dos puntos cualesquiera del intervalo I tales que XI < x, .
Por hipótesis ['(x) ~ O para todo X e 1. En particular, f'( x) = O para todo X

en [x., x,] . Luego, f es diferenciahle en [x" x, ] y por el teorema 5.1, f también
es continua en [x" x, ). Se han satisfecho las hipótesis del teorema del valor
medio, luego existe e e (xj, x,) tal que

f(x,) - f(x,) ~ ['(C)(XI - x, )

Pero, ['(e) = O. Luego, f(x,) - f(x,) ~ O => f(x,) = f'{x ,)

Como XI Y X2 son dos puntos cualesquiera de J, entonces f es constante en L

IEJEMPLO 4.1Demuestre que senlx + cos'x

Solución

Sea f(x) = sen-Ix + cos"!«. Se tiene:

1t

2

O

Luego, por el teorema anterior, existe una constante e tal que f(x) = C.

Hallamos esta constante: Tomando x ~ Ose tiene:

C = f(O) ~ sen-l0 + cos-'O = ,,/2 + O ~ Tt!2

Luego. sen-Ix + coslx = nJ2
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ITEOREMA 5.6 1Teorema de la diferencia constante.

Sean f y g dos funciones diferenciables en un intervalo I.

f '(x) = g'(x), \t . E 1, => f(x) = g(x) +e, \t x E 1,
donde e es una constante.

Demostración

Sea h(x) ~ fl.x) - g(x).

La función h es diferenciable en 1, ya que f y g lo son. Además,
h'(x) = f '(x) - g'(x) ~ O, \t x E I.

Luego, por el teorema anterior, existeuna constante e tal que

htx) ~ e, \t x E l => f(x) - g(x) ~ e, \t x El=> fl.x) = g(x) + e, \t x E l .

293

En la linea del teorema de Rolle y del teorema del valor medio contamos con el
siguiente teorema. quegeneraliza los dos anteriores.

ITEOREl'tIA 5.7 1Teorema del valor medio de Cauehy,

Sea f y g dos funciones tal que:

l. f y g son continuas en el intervalo cerrado [a, b],

2. f y g son diferenciables en el intervalo abierto (a, b)

Entonces 3 e E (a, b) tal que:

( f(b) - f(a) ) g'(c) = ( g(b) - g(a) ) f '(e)

Si g(a) '" g(b), entonces la igualdad anterior puede escribirse así:
f'(e) f(b)-f(a)

g'(e) g(b )-g(a)

Demostración

Ver el problema resuelto 9.

El teorema del valor medio es un caso parricular del teorema de Cauchy. En
efecto, si en este último teorema tomamos g(x) = x, tenemos que

g(b) - g(a) = b - a y g'(c) = I

Estas igualdades reemplazadas en la igualdad anterior nos da la igualdad del
teorema del valor medio.

IEJEMPLO 3·1
Solución

Hallar un e E (O, 1) que satisface el teorema de Cauchy para
las funciones f(x) ~ i y g(x) = xl en el intervalo [O, 1].
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Es evidente que f y g son continuas en [0, 1] Ydifereuciables en (0,1). Ahora,

(f{2)-f( I»)g'(c):(g(2)-g(I»)f '(e) ::::) (22_ 12)(3c2) :(23_ 13)(2c)

::::) 9c
2 = 14c::::) e (9c - 14 ) ~ ° ::::) c ~° ó e = 14/9 ::::)

e = 14/9 (°~ (O, 1) )

PROBLEMAS RESUELTOS 5.2

1PROBLEMA 1.1 Probar que la ecuación x3 + 3x - 2 = ° tiene exactamente
una raíz real.

Solución

Sea f{x) ~ x3 + 3x - 2. Esta función, por ser un polinomio, es diferenciable (y,
por tanto. continua) en todo R. Además,

f{0) = -2 y f{ 1) = 2

Por el teorema del valor intermedio, existe un a en el intervalo [0, 1] tal que

Ra) ~°::::) a3 + 3a - 2 = O ::::) a es una raíz de la ecuación x3+ 3x - 2 = O

Ahora probamos que a es la única raíz. Procedemos por reducción al absurdo.
Supongamos que b es otra raíz de la ecuación. Debemos tener que f{b) ~ O.

Supongamos que a < b. La función f satisface las hipótesis del teorema de
Rolle en el intervalo [a, b]. Luego, existe unc en (a, b) tal que :

F'{c] = O ::::) 3c2 + 3 = O ::::) 3c2 = - 3 ::::) c2~ - 1

Pero 1a ú ltima igua ldad e s imposible, ya q ue e 2 > O. E sto d emuestra que no

existe tal b.

IPROBLEMA 2.1Usando el teorema de Rolle probar que un polinomio de grado 2

P(x) ~ ax2 + bx + e, a fe °
tiene a 10 más dos raíces reales.

Solución

Procedemos por reducción al absurdo. Supongamos que P(x) tiene tres raíces

distintas. Sean éstas XI' x, y Xl ' Es decir, P(x,) = 0, P(x, ) = O y P(X3)= O.
El polinomio satisface las hipótesis del teorema de Rolle en cada uno de.los

intervalos [x" x, ) y [x" Xl)' Por tanto,
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3 Cl E (X¡, X,) y 3 c, E (x, X3) tales que P'(c,) ~ OY P'(c,) ~ O.

Esto significa que el polinomio pl(x) = 2ax + b tiene dos raíces. Pero esto es

imposible, ya que P'(x) es un polinomio de primer grado y tiene una única raíz,
-b

que es x = 2a '

IPROBLEMA 3.1 Si a > O, probar que el siguiente polinomio tiene, a lo más, una
raíz real.

2n+1P(x)=x +ax+b
Solución

Supongamos que P(x) tiene 2 dos raiees reales. Sean estas, Xl y X, Yque XI < x,.

a
. Esta ecuación,

2(n + 1)

Se tiene que P(x,) ~ O Y P(x¡) = O. Por el teorema de Rolle. existe e E (X¡, X,)
tal P'(e) = O. Pero,

P'(x) = (2n + l)x, n + a y P'(x) = O, =:> x'n =

por ser a > O, no tiene raíces reales y por tanto, pl(e) = O es imposible. En

consecuencia, P(x) = x2n
+

1 + ax + b no puede tener dos raíces reales.

1PROBLEMA 4.1 Si fes diferenciable, f(2) = - 3 Y 1 < f'(x)< 8 si 2 < X < 7,

probar que 2 < f(7) < 37

Solución

Aplicando el teorema del valor medio a f en el intervalo [2, 7]: Existe e E (2, 7)
tal que:

f(7) - f(2) = f'(e) =:> f(7) - (-3) = f'(e)
7 - 2 5

Pero, 1 < f'(e) < 8 =:> 5 < 5 ['(e) < 40

=:> 2 < - 3 + 5 f'(e) < 37

=:> 2 < f(7) < 37

=:> f(5) = -3 + 5 f'(e)

(multiplicando por 5)

(sumando -3)

(de(I»

(1)

(PROBLEMA 5.1 Usando el teorema del valor medio probar que

Solución

Caso 1. X = O
Para este caso, la desigualdad se cumple trivialmente: O= sen 0:<:O.
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Caso 2. x > O.

La función f{x) = sen x - x es diferenciabl e en todo R y, por tanto, es
diferenciable en el intervalo [O, x], Por el teorema del valor medio , existe
un e en el intervalo (O, x) tal que:

f(x) - f(O) ~ f'(e ) (x - O) (1)

Pero,
f(x) ~ sen x - x, f(0) ~ sen O- O= O Y f '(e) = ces e - l

Además,
cos e - I~O (2)

Reemplazando los valores de f(x), f{0) y f '(e) en ( 1) Yconsiderando (Z):

sen x - x - O=(cos e - l )x ~ Ox :::::> sen x - x :s O:::::> sen x ~ x

IPROBLEMA 6.1 Probar que:

a. Itan y - tan xI ~ Iy - x l , V x, Vy en (-nlZ, :tIZ)

b. [tan y + tan x] ~ Iy + xl , 'I x. Vy en (-nlZ.nIZ)

Solución

. a. Si" ~ y, la desigualdad se cumple trivialmente.

Supongamos que x < y. (Se procede en forma similar si y < x)

La función f{O) ~ tan O es difereneiable en (-nIZ, nIZ). Luego, para x e yen
este intervalo, por el teorema del valor medio, existe e E (x, y) tal que:

f{ y) - f(x) ~ f '(e) (y - x) :::::> tan y - tan x ~ seéc (y - x] :::::>

Itan y - tan x] =Isee2 e 11 y - xI ~ Iy - xl,

b, Si x está en (- nlZ, nlZ), -x también lo está. Luego, por la parte a. reemplazando
x por -x y tomando en cuenta que función tangente es impar. se tiene:

Itan y - tan (- x) I ~ Iy - (-x) I :::::> Itan y + tan x I ~ Iy + xl

1PROBLEMA 7.1 Sean a y b números reales tales que O< a < b. Probar que :

b - a b b-a
- - ';;ln - ,;; --

b a a
Solución



Capitu lo 5. Aplicaciones de la Derivada

Aplicando el teorema del valor medio a f(x) = lo x en [a, b], tenernos:
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In b - In a 1.::.:..:,-....:;;.::;. ~ - , donde a < c < b
b- a e

Pero,

(1)

O<a <c < b => .!.. <.!.. <.!.. =>
b e a

I In b - Ina 1
- < < -
b b - a a

(de( l»

b -a b -a=> - - < Inb - Ina < - -
b a

=> b - a < ln ~ < b - a
b a a

IPROBLEMA 8.1 Probar que:

3 cos- 'x - cos-'(3x - 4/) ~ 1t , si IIxl $ 
2

Solución

Derivamos la función: f(x) ~ 3 cos- 'x - cos- '(3x - 4x2
):

(1)

Se verifica fácilmente que 1 y -1 son raíces de 1 - 9x
2

+ 24x
4

- 16x
6

. Usando
este resultado logramos la factorización:

2 4 6 2 4 2 22
1 - 9x +24x - 16x = - (x - l )(x + I)(1 - 8x +16x) =(I -x )( 1 - 4x )

Luego, regresando a ( 1):

=> 11- 4x21 =1 - 4i

Ahora, regresando a (2):

3( 1 - 4x2)

( 1 - 4x2 ) ~ l_x 2

En consecuencia, existe una constante e tal que f(x) ~ C. Pero
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e ~ f(0) = 3 eos-'O - eos- 'O ~ 3'::
2

Luego,
3 cos!x - cos-I(3x - 4x2

) ~ "

"- - =n
2

1PROBLEMA 9.1 Teorema del valor medio de Cauehy

Sean f y g dos funciones tal que:

1. f Yg son continuas en el intervalo cerrado [a, b].

2. f Yg son difereneiables en el intervalo abierto (a. b)

Entonces 3 e E (a, b) tal que:

(f(b) - f(a» g'(e) ~ (g(b) - g(a» f '(e )

Solución

Construimos una fuueión que satisfaga las hipótesis del teorema del valor
medio. Esta función es:

h(x) = (f(b) - f(a) ) g(x) - (g(b) - g(a) )f(x) (1)

Como f Y g san e ontinuas e n [a, b ] Y d ifereneiables e n (a, b ), I a fun ción h
también cumple estas propiedades. Luego, por el teorema del valor medio, existe
Un e e (a, b) tal que:

Pero,

h(b) - h(a) ~ h'(e)(b - a) (2)

h(b) ~ ( f(b) - f(al )g(b) - (g(b) - g(a) )f(b) ~ - f(a)g(b) +g(a)f(b)

h(a) ~ ( f(b) - f(a) )g(a) - (g(b) - g(a) )f(a) ~ f(b)g(a) - g(b)f(a)

h'(x) ~ ( f(b) - f(a) jg'(x) - (g(b) - g(a) )f'(x) (3)

Vemos que h(b) =h(a) y ,por tanto, de ( l ) y(3 ) obtenemos:

h'(e)(b - a) =0 => h'(e) = 0

=> (f(b) - f(a) jg'(c) - (g(b) - g(a) )f'(e) = O

=> ( f(b) - f(a) )g'(e) = (g(b) - g(a) )f '(e)
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PROBLEMAS PROPUESTOS 5.2
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En los problema s del 1 al 4. verificar que la función dada satisf ace las
hipótesis del teorema de Rolle en el intervalo indicado. l/al/ar todos los plintos e
que satisf acen la conctusion del teorema.
l. f(x) = x3 - 4x . [0, 2] 2. g(x) = sen x + cos x - 1, [0, 2x]

3. h(x ) = 8x213 - x5/3, [0,8] 4. f(x) = ]..x - -h . [0,4]
2

En los problemas del 5 al 10. verlflcar que la función dada satisf ace las
hipótesis del teorema del valor medio en el intervalo indicado. Hallar todos los
puntos e que satisfacen la conclusl án del teorema.

5. f(x) = J I-x 2 , [- 1,0] 6. g(x) = ..!.+ x ,[ l , 2]
x

7, h(x) =2+~ , [1, 9] 8. f(x) =lx ( l + x2), [0, 1]

9, h(x) = In cos x, [O, x/3] 10. g(x) = tan- Ix , [-1 ,1]

11. Proba r que la ecuación x5 + 10x + 4 ~ O tiene exactamente una ra íz real

12. Si a > 0, probar que la ecuación x3 + ax - I = O tiene exactamen te una raíz
real.

13, Prob ar que x4 + 4x + b ~ O tiene , a 10 más, dos raíces reales.

. Sugerencia: Si f(x)= x4 + 4x + b. ¿Cuántas raices tiene f '(x) ~ O'?

14. Si a y b son constantes y n un natural, probar que la ecuación

x2n+1 + ax + b = O
tiene, a lo más, tres raíces reales.

Sugerencia : Sea f(x) ~ x2n+1+ ax + b. "Cnántas raíces reales tiene f '(x) ~ O'?

15. Si a y b son constantes y TI un natural , probar que la ecuación

x2n+ ax + b = O
tiene. a lo más, dos raíces reales.

Sugerencia: Sea f(x) ~ x2n+ ax + b. "Cuántas raíces rea les tiene f '( x) ~ O?

16. Probar qne la ecuación J tan x + i ~ 2 tiene exactamente una raíz en [O, ,,/4).

17. Si P(x ) = (x - 1)(x - 2)(x - 3)(x - 4), probar que la ecuación p'(x) = Otiene
tres raíces reales.

18. Probar que un polinomio de grado 3 tiene a lo más 3 raíces reales. Sugerencia:
Suponga que tiene 4 raíce s y razone como en el problema resucito 2.
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19. Probar que un polinomio de grado n tiene a lo más n raíces rea les. Sugerenc ia:
Suponga que tiene n + 1 raíces y razone como en el problema resuelto 3. No
olvides usar inducción.

20. Si gel ) ~ 8 Y g'(x) " 3 para todo x, ¿cuál es el me nor valor posible que puede
tener g(S)?

21. Sean a y b reales y n un natural tales que O< a < b y n > 1. Probar que :

n-I n n 0-1
na (b - a) < b - a < nb (b - a)

22.

Sugerencia: Aplicar el teorema del valor medi o a f(x) = x" en

x
Probar que e > I + x, 'ó x > O

[a, b]

29. Proba r que :

23. a. Probar que para cualquier x > 1 existe c E (1, x) lal que

~ -1 1
x - I =2J7

b. Usar la parte a. para probar que:

r: J x d 1
~ x < 2' + 4" ' para to o x >

Sugerencia: Apli car el teorema del valor med io a f(x) = ~ en [1, x].

24. Sea g es impar y di ferenc íable en R. Demostrar que para todo real a > O,

existe C E (- a, a) tal que g'(c) ~ g(a)
. a

25. Usando el teorema del valor medio, probar que Isen x - sen y I:5 1x - y l.
26. Usando el teorema del valor medio, probar que I tan-l x - tan- l y I:5 1x - y l.

27. Probar que: tan- Ix + coC'x = ~
2

28. Probar que : 2 sen-Ix ~ cos'( 1 - 2x
2

}, para X" O.

Sugerencia : Sea f(x} = 2 sen-Ix - cos- I( 1 - 2x2 ) y probar que f es constante:

f(x) = C. Luego, mostrar que e ~ O

2 -1 -t( 2X ) {-n,si x $ - Itan x + sen - - =
1+x2 n:. s i x ~1

En los problemas del 30 al 32, verificar que la función dada satisface las
hipótesis del teorema del valor medio de Cauchy CII el intervalo indicado. Hallar
los puntos e que satisface" la conclus ián del teorema.
30. f(x}~ sen x, g(x) = cos x, en [0, n/2] ,

31. f(x) ~ In x, g(x) = ~, en [1, e] 32 . f(x}~ e', g(x} ~ e- ' , en [O, 1]
x
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SECCION 5.3
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MONOTONIA, CONCAVIDAD Y CRITERIOS
PARA EXTREMOS LOCALES

Sea f una función y 1un intervalo. Recordemos que:

1. r es creciente en el intervalo 1 si para cualquier par de puntos x., x2 de 1 se
cumple que

XI < X, ~ f(x ,) < f(x,)

2. r es decreciente en el intervalo I si para cualquier par de puntos x., x, de I se
cumple que

X, < x, ~ f(x,) > f(x,)

3. f es monótona en el intervalo 1si fes creciente o decreciente en 1.

Contamos con un criterio que nos permitirá saber si una función es creciente o
decreciente, conociendo el signo de la derivada.

ITEOREMA 5.7 1Criterio de Monotonía,

Sea f una función continua en un intervalo I y difereuciable
en lodo punto interior de l.

1. Si I'(x) > O en todo punto interior de 1, entonces f es
creciente en I.

2. Si f'(x) < O en todo punto interior de 1, entonces f es
decreciente en I.

Demostración

l . Seau XI y x, dos puntos cualesquiera de I. Supongamos que XI < x, . Como

[x., x,] está contenido eu el intervalo 1, f es continua en [x¡, x,] y es
diferenciable en (x¡ x,) . Por el teorema del valor medio, existe e en (x¿ x,)
tal que:

f(x,) - f{x¡) = f'(e) (x, - XI ) .

Pero f '(c) > O y x, - x, > O~ f{x,) - f{x,) > O~ f{ xl ) < f{x, )

Como x, y x, son dos puntos cualesquiera de 1, se concluye que fes
creciente en 1

2. Se procede como en J.
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IEJEMPLO I. I Probar que la función f(x) = ~ es creciente en todo su
dominio.

Solución

x

y
El domin io de f es el intervalo [O, +00), en el

cual f es continua. Además fes diferenciable en
el interva lo (O, +00) Yse cumple que

I
f'(x) = r > O, v x E (O, +ro).

2"x

Luego, por la parte 1 del teorema anterior, concluimos que f(x) ~ j";. es
creciente en lodo su dom inio, [O, +00).

La mayor parte de las funciones con las que trabajamos son crec ientes en
algunos intervalos y decrecien tes en otros. A estos intervalos los llamaremos
intervalos de crecim iento y decrecimiento. respectivamente. De acuerdo al
teorema anterior, estos intervalos están comprendidos entre los puntos donde la
derivada se anula o no está definida, o sea, los puntos criticas de r.

1EJEMPLO 2.1 Ilallar los intervalos de crecimiento y de decre cimiento de la
función

Solución

Hallemos los puntos críticos de f:

f'( x) = 6x2 - 6x - 12 = 6(x + 1)(x - 2)

f '(x) = O <=:> 6(x + í)(x - 2) ~ O

v

<=:> x = - I ó x= 2 ., x

Abara analizamos el signo de la derivada en
cada uno de los intervalos:

(-00. - 1), (-1,2) Y (2,+ro):

X E (-ro, - 1) ee x < -) ~ x + 1 < O y x - 2 < O~

f'( x} = 6(x + I)(x - 2) > O~ f es creciente en el intervalo (-00, - 1].

Este resultado. así como los correspondientes a los otros intervalos, los
sintetizamos en la siguiente tabla.

Aqui , la flecha JI indica que f es creciente y la flecba '" indica que f es
decreciente.
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2-
f '(x) =6(-)(-) ~ + f' (x) ~ 6(+)(-) ~ - f '(x) ~ 6(+X+) =+

Jf '" Jf

La tabla dice fes: Creciente en (-00 , - 1] yen [2, +00). Decreciente en [-1, 2]

CRITERIO DE LA PRIMERA DERIVADA PARA EXTREMOS LOCALES

El teorema anterior nos permite determinar, fácilmente, cuando un número
critico da lugar a un mínimo local, un máximo local o a ninguno de los dos casos.
En el ejemplo anterior, examinemos el número critico -1. El gráfico muestra que

antes de -1 , en el intervalo (- <X>, -1 ), f es creciente y después de 1, en el intervalo
(-1, 2), f es decreciente. En consecuencia, f\-l) ~ 12 es un máximo local. Los
términos creciente y decreciente, de acuerdo al teorema anterior, podemos

sustituirlos por f'(x) > Oen (-00, -1) Y por f'(x) < Oen (-1, 2).

En t érminos precisos, tenemo s el siguiente teorema.

ITEOREMA s.s l Criterio de la Primera Derivada para Extremos Loca les,

Sea f una función continua en un intervalo (a, b) y sea

e e (a, b) un punto critico de f.
1. Si f''{x) O para x e (a. e) y f'(x) < O para x e (e, b), entonces f(c) es un

máximo local,

2. Si f' (x)< Opara x e (a, e) y f' (x)> Opara x e (e, b), entonces f{e) es mlni mo
local.

3. Si f'(x) tiene el mismo signo en (a, e) y en (e, b), entonces f{c) no es un
extremo local.

y

r'(x»u f'(s) <O

-r - X

y

v
['(1) <0: ['(1»0

-c - X

y

~,
r(x» o : r'(x»o

_ c:.- x

Máximo Loca l Mínimo Loca l No hay Extremo Local

De mostración
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Las conclusiones de este teorema siguen inmediatamente del criterio de
monotonía (Teorema 5.7).

IEJEMPLO 3. 1Hallar los extremos locales de la función f(x) = x(5 - x) 213

Solución

Paso 1. Hallam os los punto s críticos:

Paso 2. Aplicamos el criterio de la primera
derivada. Para esto, analizamos el signo de la
derivada en los intervalos

f' (x ) ~ x (~ )(5 - XfI/3(- I) + (5 _ x)213

f" (x) = O~ 5(3 - x) :=> x = 3.

Además, ( ' (xl no existe en x =5.

Luego, los puntos críticos de f son 3 y 5.

(-00, 3), (3, 5) Y (5, -+«l).

5(3 - x)

3{J5 - x

,.
(J,Jfi )

x

Los resultados los sintet izamos en la siguiente tabla:

-00 3 S +00

, i!1
f'(x) = ~~- f'(x) = 8 = +f (x)= (+) = + (-)

» '>t l'

El criterio de la primera derivada nos dice que f(3) = 3V-i es un máximo
local y f(5) = Oes un mínimo local.

CONCAVIDA» V PUNTOS DE INFLEXION

Las figuras siguientes, a pesar de ser los gráficos de funciones crecientes en el
intervalo [a, b], tienen una diferencia resaltante: Ellas se "dob lan" en direcciones
opuestas. La primera es cóncava hacia a r riba y la segunda es cónc ava hacia
ahajo. Para defin ir esto s térm inos con precisión observemos sus correspondientes
rectas tangentes. La gráfica que es cóncava hacia arriba siempre se mantiene
encima de cualquiera de sus rectas tangentes. En cambio, la gráfica cóncava hacia
abajo siempre se mantiene por debajo de cualquiera de sus tangentes. Ahora, si en
lugar de las tangentes nos concentramos en sus pendientes. vemos que en las
gráficas cóncavas hacia arriba, las pendientes van creciendo, mientras que en las
cóncavas hacia abajo las pendientes van decreciendo. Como la pendiente está dada
por la derivada, entonces concavidad hacia arriba significa derivada creciente y
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concavidad hacia abajo significa derivada decreciente. Este último resultado será
nuestra definición de concavidad.

IDEFINICION.¡ Sea funa función diferenciable en un intervalo abierto I.

1. El gráfico de f es cóncavo hacia arriba en I si f I es creciente en 1.

2. El gráfico de f es cóncavo hacia abajo en I si f' es decreciente en I.

y

f' creciente (::) f">O

Cóncava hacia arriba

x

y

f t decreciente <=> f" < O

Cóncava hacia abajo
x

El criterio de monotonía aplicado a la función derivada nos proporciona un
criterio de concavidad. La frase: uf es dos veces diferenciable en un intervalo lit

significa que existe r'(x), en todo punto x de I.

ITEOREMA 5.91 Criterio de concavidad.

Sea funa función dos veces diferenciable en un intervalo
abierto I.

1. Si f "(x) > Opara todo punto x interior de 1, entonces el
gráfico de f es cóncavo hacia arriba en I.

2. Si f "(x) < Opara todo punto x interior de 1,entonces el
gráfico de f es cóncavo hacia abajo en I.

Demostración

Simplemente se aplica el criterio de monotonía a la función derivada f' .

IEJEMPLO 4.1 Hallar los intervalos de concavidad de la siguiente función f, es
decir, hallar los intervalos donde f es cóncava hacia arriba o
cóncava hacia abajo.

f(x) ~ x3 - 3x2 + 4
Solución
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Según el criterio de concavidad, debemos
hallar los intervalos donde f "(x) > O y
donde f " (x) < O.

Tenemos que:

f'(x) ~3x2 _6x y f "(x) ~ 6x -6~6(x - l)

Luego,

f "(x) ~ O~ x ~ 1,

f "{xl < O ~x < I y f" (x) > O<=:> x> 1.

Para resumir tenemos la siguiente tabla.
--00

f " (x ) = 6( - ) = - f "(x) = 6( +) ~ +

í'I U

- 1

y

•

2 x

Los símbolos U y í'I significan cóncava hacia arriba y cóncava hacia abajo,
respectivamente.

Luego, el gráfico de f es cóncavo hacia abajo en el intervalo (-<Xl, 1), Y es

cóncavo hacia arriba en el intervalo (1, +0:» .

PUNTOS DE INFL EXION y NUMERaS CRITICaS DE
SEGUNDO ORDEN

En el gráfico del ejemplo anterior el punto (1, 2) es un punto muy especial para
la concavidad . Precisamente, en este punto el gráfico cambia de cóncavo hacia
abajo a cóncavo hacia arriba. Por esta razón a este punto se le llama punto de

inflexión. Observar que para el punto de inflexión (1, 2) se cumple que t"( l ) = O.

IDEFINIerON, I Sea funa función continua en c. Diremos que el punto (e, I'(c))
es un punto de inflexión del gráfico de f si éste es cóncavo
hacia arriba a un lado de e y cóncavo hacia abajo en el otro
lado.

Si (e, f(c)) es un punto de inflexi ón de la función y ~ f(x), para los x cercanos
a e debe cumplirse que los signos de f "(x ) antes de e y después de e deben ser
distintos. En el mismo punto e la derivada f " (e) puede o no existir, pero si
existe, debe cumplirse que f " (e) = O. Luego, los candidatos a ser puntos de
inflexión son los puntos donde f"{ e) ~ OO f"{cl no existe, o sea los núm eros
críticos de la función deriva da I" , a los que llamaremos números crit icos de de
segundo orden de f.
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IEJEMPLO 5.1 Hallar los intervalos de concavidad y los puntos de inflexión del
gráfico de la función

flx) = - x4 + 6x2 - I
Solución

Paso 1. Números cr íticos de f ';

f'(x)= -4x3+ 12x :::>

f "(x) ~ -12x2 + 12 ~ - 12(x + I)(x - 1)

f"(x ) ~ O <=:> - 1 2(x + I)(x- I) ~O

<=:> x =-I ó x > I

Los puntos criticos de r: son - 1 y 1.

Pas02. Signo de f" en (--<lO,-I), (- I , l )y (1,+00).

Tenemos la siguiente tabla:

v

(1,4)

x

-00 -1 1

f"(x) =-(-){-) =- f"(x) =-(+)(-) = + f"(x) ~ - (+)(+) = -

n U n

Luego, el gráfico de f es cóncavo hacia abajo en los intervalos (-<Xl - 1) Y

(1, -co), Y es cóncavo hacia arriba en (-1, 1).

La tabla, además, nos indica que hay cambios de concavidad al pasar por -1 y
por l. En consecuencia, tenemos dos puntos de inflexión:

(- 1, fl-l))~(- I ,4) y (1, fll )) = (l , 4).

IEJEMPLO 6. 1 Dada la función g(x) = Vx - 2 + l . Hallar:

a. Los números críticos de g', o sea los números criticos de
segundo orden de g.

b, Los intervalos de concavidad.
c. Los puntos de inflexión.

Solución

3. Puntos críticos de gl:
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g(x) = (x _2)JI3.¡. I => g'(x}> .!-(x_ 2r ZIJ => g"(x)= 2
3 cN(x _2)'

g" (x) no se anula en ningún punto; sin embargo g"(x) no existe en 2.

Luego, g' tiene un so(o número crítico, que es 2.

b. Signos de g" en los intervalos

" Zg (x) =-- = -
(+)

-00

" Zg (x) = - -= +
(-)

u

2

(-co, 2) Y(2, -t-cc]

-!<lO

El gráfico es cóncavo hacia arriba en (--<Xl, 2) Y hacia abajo en (2, +ctJ).

c. De acuerdo al resultado anterior, (2, f(2» = (2, 1) es un punto de inflexión.

El siguiente ejemplo nos presenta los conceptos de concavidad y de punto de
inflexión presentes en la vida real.

IEJEMPLO 7. 1Se vierte agua a razón constante (un volumen fijo por unidad de
tiempo) en el frasco mostrado en la figura. Construir un gráfico
de la altura del agua en el frasco como función del tiempo:
h = f(t) .

Solución

Sin duda que la funci ón h = f(t) es creciente. Aún más la velocidad con que
crece la altura h del agua es variable. Al inicio, debido a la forma del frasco. la
velocidad v(t) con que sube el agua crece hasta llegar al cuello del frasco (cuando
h = f(t,». A partir de este punto, la velocidad es decreciente. En resumen:

l. v(t) es creciente en [O, Id y, por tanto, v'(t) > O en (O, t, )

2. v(t) es decreciente en [t" t, l y, por tanto, v'(t) < O en (t" t,)

It h • e(l)

O t, T
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Pero, v(t) ~ ['(t) y, por tanto, v'(t) ~ [" (t). Luego, de (1) Y(2):

309

(3) ["(t»O en (O, t,) y (4) ["(t)<O en It¡ t,),

de donde concluimos que el gráfico de h ~ [(t) es cóncavo hacia arriba en (O, t,),
es cóncavo hacia abajo en (t" t,) y que (t" f(t,)) es un punto de inflexión.

CRITERIO DE LA SEGUNDA DERIVADA PARA EXTREMOS LOCALES

La segunda derivada nos proporciona otro método simple para determinar la
naturaleza de un número crítico.

ITEOREMA 5.10 I Criterio de la segunda derivada para extremos locales.
Supongamos que ['(e) ~ O Y que [" es continua en un

intervalo abierto que contiene a c.

1. ["(e) >0 => [(e) es un mínimo local.

2. ["(e) < O => [(e) es un máximo local.
Demostración

Como f '(e) = 0, e es número crítico.

1. Como ["(e) > O y f" es continua en e, existe un intervalo abierto 1 tal que

["(x) >0, 'ó x E I.
Esto significa, por el criterio de concavidad, que el gráfico de f es cóncavo
hacia arriba en el intervalo L En consecuencia, f(c) es un mínimo local.

2. Como ["(e) < O y f" es continua en e, existe un intervalo abierto 1 tal que

["(x) < O, 'ó x E I.

Esto significa, por el criterio de concavidad, que el gráfico de f es cóncavo
hacia abajo en el intervalo I. En consecuencia, [(c) es un máximo local.

Hallamos los puntos críticos:

f"(x) = - x2 + 2x + 3 ~ -(x + 1)(x - 3)

IEJEMPLO 8.

Solución

I Determinar, aplicando el criterio de la
segunda derivada, los extremos locales de

x3

f(x) ~ -"3 + x2 + 3x - 4 .

y

x

['(x) ~O ~-(x+ 1)(x-3)=0 => x=-I ó x=3
(-1, -17/3)
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Los puntos críticos de f son -l y 3.

Aplicamos el criterio de la segunda derivada.

["(x) = - 2x + 2 = - 2(x - 1)

Como [ " (-1) = - 2(- I - I) = 4 > 0, entol1ceS f(- I) = _ 1
3
7 es un mínimo local.

Como [ " (3) = -2(3 -1) = - 4 < O, entonces f(3) = 5 es un máximo local.

EXTREMO LOCAL UNICO EN UN INTERVALO ARBITRAIUO

El teorema del valor extremo (teorema 5.1) garantiza la existencia de valores
extremos de una función continua en un intervalo cerrado [a. b].
Desafortunadamente. no tenemos un teorema de ese calibre para intervalos que no
son cerrados. Sin embargo. algo podemos conseguir si sabemos que una función
continua tiene un único extremo local en un intervalo cualquiera I. El intervalo 1
no tiene ninguna restricción. Este puede ser abierto. cerrado, semicerrado, finito o
infinito.

ITEOREMA 5.111 Un extremo local único es un extremo absoluto.
Sea f una función con tinua en un intervalo 1. Si f(c) es un

extremo local único en 1, entones f(e) es un extremo
absoluto. En términos más precisos:
a. Si f(c) es un máximo local en 1, entonces f(c) es un máximo

absoluto de f en 1.
b, Si f(c) es un mínimo local en 1, enlonces f(c) es un mínimo

absoluto de f en 1.
Demost ración

Ver el problema resuelto 3.

IEJEMPLO 9.1 lI allar los extremos absolutos de f(x) = x + .!., en el intervalo
x

abierto (O, +00).
Soluci ón

Números criticos:

\ x2 _ \
f'(x) = 1-- = --

x 2 x2

f'( x) ~ O => x = lo x =-I

Desechamos a -1 por no estar en (O,+00).

,

x
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Apliquemos el critico de la segunda derivada al:

¡"(x)~ 2- => ¡"(I) ~ 3.. ~ 2 > 0
x3 ,3

Luego, f(1) ~ 1 + ! = 2 es W1 mínimo local.
I
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Como f(1) = 2 es el único número extremo local en (O, +co), entonces f(1) ~ 2
es mínimo absoluto de ¡ en el intervalo (O, -rco].

Si e 1intervalo 1 del te orema anterior e s s emíabierto: [a, b ), (a, b ], [ a, +(0) o
(-00, b], es posible que f tenga los dos extremos absolutos. Es claro que, de ser así,
el segundo extremo debe el valor de la función en el extre mo cerrado. El síguiente
ejemplo nos ilustra esta situación.

IEJEMPLO 10. 1 Si es posible, hallar los extremos absolutos de la función
f(x) = 9xe-x,

en el intervalo [O, +(0)
Solución

Hallemos los números criticos:

f tiene un único número critico, que es x :::: 1,
en el intervalo [O, +00).

Apliquemos el criterio de la segunda derivada:

-x( ) -x -x( )¡"(x) =ge x-I - ge ~ge x-2

y

l,J

¡ " (t) =ge- '(1-2)= - 2. < O
e

Luego, f(1) = 9(1)e-1 = 2. '" 3,3 es un máximo local, el cual, por ser el único
e

extremo local, f(1) = 2. '" 3,3 es el máximo absoluto en el intervalo [O,+00),
e

Por otro lado, como O< {(x) para x > O y {(O) = O, concluimos que ((O) = Oes
el mínimo absoluto de f en [O, +(0).
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PRPOBLEMAS RESUELTOS 5.3

IPROBLEMA t . I E 1 gráfico adjunto es el gráfico de la derivada f' de una
función continua f. Determinar:

3 . Los intervalos de monotonía de f.

b, Los n úmeros críticos de f y decid ir la clase de
extremo local a que dan lugar.

c. Los intervalos de co ncavidad de f.

d. Los números criticos de segundo orden de f y
los puntos de inflex ión.

c. Esbozar el gráfico de sabiendo que f(0) = 3

Solución.

v

,5 o x

.... ...:. . .......... j":::;:)::::

a. Vemos que f '(x»O enlos intervalos (0. 1),(Z:3), (5,+00) y que f ' (x) < Oen

los interval os (1 , 2) Y(3, 5). Luego, f es crecie nte en [O, 1], [2, 3], [S, +00) y es
decreciente en [1,2] Y[3,5] .

b, Son número s crít icos: 1,2, 3, Y5, En efecto:

f' (I) = f' (3) = C(S) = O Yno existe f '(2) .

La P arte a y el c riterio de l a p rimera derivada n os d icen que f( l) y f(3) s on
máximos locales y que f(Z) y f(5) son un mínimos locales .

c. f'(x)es decreciente en (O, Z) y en(2, 4). f'(x )es creciente en (4+00). Luego,

f es cóncava hacia abajo en (O, 2) Y en (2, 4), Y es cóncava hacia arriba en
(4, - cc},

y = r(x)

d. La gráfica nos muestra que f ' tiene un
mínimo local en x = 4 y, por tanto,
f " (2) = O. Por otro lado. como f' es

discontinua en x = 2, no existe f 1'(2) .

Luego, tenemos dos números críticos de
segundo o rden, 2 y 4 , S in embargo, 1a
parte e anterior nos dice que sólo
(4, f(4» es un punto de inflexión.

e. La gráfica que esbozamos sólo nos
muestra la forma de ella, sin mucha
precisión e n c uanto a l as ordenadas d e
los puntos notables, ya que estas
ordenadas son desconocidas.

y

2 3 4 5 6 X



b. Jos intervalos de monotonía.

Capítulo 5. Aplicaciones de la Derivada

IPRO BLEM A 2-1Dada la función I\x)- x 4e- x , hallar:

3 . Los números críticos.

c. Los extremos locales.

d. Los números críticos de segundo orden.
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e. Los intervalos de concavidad. I, Los puntos de inflexión.

Solución

3. Números Críticos e Intervalos de monotonía.

f'(x) ~ 4x 3e- x _ x 4e- x ~ x3(4-x)e- X

f '(x) ~O~ x3(4_x)e-X~0 ~ x=O ó x~4

Los puntos críticos son O y 4.

b. Intervalos de monot onía:

-00 o 4 +00

f'(x) ~(-)(+)(+)=- f' (x) ~ (+)(+)( +) = + f'(x) =(+)(- )(+) = -

\ /' \

.La función f es decreciente en (-00, O] yen [4, +(0) Yes creciente en [O, 4].

c. Extremos r ela tivos,

El cuadro anteríor y el criter io de la primera derivada nos dicen que :

1(0) = O es un nún imo local y 1(4) = 4 4e_4 ~ 2~6 '" 4,7 es un máximo local.
e

d. Intervalos de concavidad y puntos de inflexión

f"(x) = 12x 2e - x_ 4x3e- X_(4x 3e-x_x4e- X) = x2(i - 8x + 12)e- '~

f"(x) =i(x -2 )(x-6)e- ', f"(x) =O ~ x=O, x~2 ó x e é

Los números críticos de segundo orden soo: O, 2 Y6.

e, Intervalos de concavidad :

-00 o 2 6

f''(x) ~ ¡"(x) = I"(x) = f''{x) e,

(+)(-)(-)(+) ~ + (+)(-)(-)(+) ~ + (+)(+)(-)(+) = - (+)(+)(+)(+) = +

U U f1 U
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La tabla nos dice que la gráfica de f es
cóncava hacia arriba en (- 00, O), (O, 2) Yen

(6. +00); Yes cóncava hacia abajo (2,6).

Los puntos de inflexión son:

(2, f(2» = (2. 16e-') '" (2, 2,2)

Y

(6, f(6» ~ (6, 1296e' 6
) '" (6, 3,2)

v

- t x

IPROBLEMA 3. I Probar el teorcma 5.11.
Sea f una función continua en un intervalo 1. S¡ f tiene un

extremo local único en l. entonces ese extremo local es un
extrem o absoluto. Aún más,

a. Si f(e) es un m áximo /ocal en I, entonces f(c) es un
máximo absoluto de f en I.

b. Si f(c) es un minim o local en 1, entonces f(c) es un
mln imo absoluto de f en 1.

Solución

Probamos sólo la parte a. Para b se procede en forma similar.

a. Sea f(c) un máximo local y es el único extremo local que ft iene en el intervalo
1. Por definición, e es un punto interior de I.

Procedemos por reducción al absurdo. Si f(e) no es máximo absoluto, existe

un d en 1tal que f(c) < f(d). Supongamos que e < d. Por ser f(c) un máximo

local, existen números x., entre e y d. tal que

f(x, ) < f(c) < f(d¡ (1)

Pero, por el teorema el valor intermedio,
existe un número e en el intervalo cerrado
[e, d] tal que f(e) es el mlnimo de fen [c, d],

Se debe tener que f(e) S; f(x, ) y, por (1),
f(e) < f(c) < fld). Luego, e < e < d y lle) es
un mínimo localdistinto de f(c). Esto contradice
la unicidad de f(c).

y

x
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PROBLEMAS PROPUESTOS 5.3

1. Bosquejar el gráfico de una función f que cump le:

f(2) ~ - 2. f '(2) = O. f"(x) > O, '1 x E R

v

o

- 1

4. El dibujo adjunto es el gráfico de la segunda

derivada f" de una funci6n f.
Determinar:

a. Los números criticos de segundo orden.
b, Los interva los de concavidad.
c. Los números críticos de segundo orden

que corre spo ndan a puntos de inflexión

2. Bosquejar el gráfico de una funci6n f que cump le:

f(2) ~ 2, No existe f' (2) , f "(x) > Osi x < 2. f"lx) < Osi x > 2

3. El dibujo adjunto es el gráfico de una la
derivada f' de una funci6n continua f.
Determinar:

a. Los números críticos de f
b. Los intervalos de monoto nia.
c. Los números críticos que correspondan

a máximos o mínimos locales

En los problemas del 5 al 18, hallar:
a. Los números crtttcos. b. Intervalos de monotonia.
e. Los extremos locales d. Los números criticos de segundo orden
e. Intervalos de concavidad f. Puntos de inflexión.

5. f(x) ~ _2x2_ 8x + 3

7. f(x) = x3 + Jx2 - 9x + 12

9. h(x) ~ x4 + 2x3 - 3x2 - 4x + I

11. f(x) ~ (x - 6)-.[x

13. g(x) ~ x [ x ]

6. f(x) = xJ - 3x + 1

8. g(x) ~ x4 - 2x2+ 4

x
IO. g(x) ~ -

x-2

12. f(x) ~ 2x 1/3 + x2IJ

14. h(x) = x - In x

_ .2
15. f(x) - x e

17.g(x) = cos'x - 2 sen x, en [O, 21t]

16. ((x) ~ x - 2 sen x , en [O, 21t]

18. h(x) ~ 2x - sen'?x, en [-1 , II
En los problemas 19 y 20, bosquejar el gráflco de la función continua f que

satlsfa ce las condiciones dadas.

19. f'(x» Osi x <O 6 0 <x<3, f'(x) < Osi x > 3
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f' (O) ~ O, 1'(0) ~ 1, f'(3) ~ O, 1'(3) ~ 4

f "( x) < Osi x < O Ó 2 < X < 5, f " (x) > Osi O< X < 2 ó X > 5

20. f''{ x) Osi X < 2, f '(x) < Osi 2 < X < 5, f' ( x ) ~ I si X > 5.

1'(0) ~ 1'(4) ~ O, 1'(2) =2. No existen f'(2) y (' (5) .

f " (x) <O six <O Ó 4 <x <5, f "(x» O si 0 <x <2 Ó 2 <x <4

EII los problemas 21 y 22, se dan las gráficas de la derivada f' de .1110
funci án continua f. Determinar:

a. Los números críticos def.
b. Los intervalos de monotonia de f.

c. Los números críticos que da" lugar a extremos locales.

d. Los números crtticos de segundo orden def.

e. Los intervalos de concavidad def.

J. Los números criticos de segundo orden que dan lugar a puntos de lnflexl án.

g. Esbozar el gráfico.

21. y

o 4

/ 1\
I

\ 1/

22.

24.23.

EII los problemas 23 y 14 se tiene jarrones en los cuales se vierte agua a una
raZóll constante. En cada caso, esbozar la gráfica de la función altura del agua
como funci án del tiempo, h = f(t). Mostrar lu concavidad y los puntos de
inflexion.

EII los problemas del 21 al 26, hallar los extremos absolutos de la función
dada e1I el intervalo lndlcado.

25. h(x) ~ 4x3 - 3x
4,

(-00, +00) 24. g(x) = 4 - 2(x - 1)213 en [O,+00)
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27. g(x) = X In X, (O, e) 28. h(x) = (x + l)e-x (-00, +00)

29. Probar que una función cúbica f(x) ~ axl + bx2 + ex + d tiene uno y sólo un
punto de inflexión.

30. Si la función cúbica f(x) ~ ax] + bx2 + ex + d tiene por raíces a rl, r, YrJ,
1

probar que la abscisa del punto de inflexión es x ~"3 (rl + r, + rJ)

Sugerencia: f(x) = a(x - rl)(X - r,)(x - rJ)'

31. Si f Y g son cóncavas hacia arriba en el intervalo 1, probar que f + g es
cóncava hacia arriba en 1.

32. Si f es positiva y cóncava hacia arriba en un intervalo 1, probar que la función
g(x) = [f(x)]2 es cóncava hacia arriba.

33. Sean f y g positivas y cóncavas hacia arriba en el intervalo 1, probar:

a. Si fy g son crecientes, entonces fg es cóncava hacia arriba en 1.

b. Si fy g son decrecientes, entonces fg es cóncava hacia arriba en 1.

SECCION 5.4

FORMAS INDETERMINADAS. REGLA DE
L'HÓPITAL

Un limite de una función F(x) toma una forma indeterminada en X ~ a si al
evaluar Lim F(x) mediante las leyes de los limites, (ley de la suma, del cociente,

x-e a

etc.), se obtiene una de las siguientes expresiones:

~ 00 0'00, 00-00, 00 00° 1'"O' 00' , ,

Estas expresiones se llaman formas indeterminadas.
Así,

1. Lim sen x tiene la forma indeterminada ~ en x = O.
x->o x O

x

2. Lirn -=- tiene la forma indeterminada
x -)-+00 x

00
---, en x = +00.
00

3. Lirn (! -_1_) tiene la forma indeterminada 00 - 00 en x = O.
x--+o X senx

4. Lim (1 + x )eOl x tiene la forma indeterminada 100 enx = O.
x --)0+
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A con tinuaci ón estudiaremos cada una de estas formas ind eterminadas, Las
O 00

fundamentales son dos ~ - y
O 00

A la indeterminada O/O ya la hemos encontrado en el capítulo 3. y la hemos
resuelto recurriendo a procedimientos algebraicos. En esta parte presentamos otra
técnica, conocida como la regla de L'Hópita!. la cual nos ayuda a resolver todas
las antes mencionadas.

ffEOREMA 5.61Regla de L'Hópita!. Indeterminadas ~ y ao
O 00

Si

1. f Y g son funciones diferenciables y g' (x) ~ Ocerca
de a, excepto posiblemente en a.

2. L ím f(x) = O Y Lim g(x) = O
I-+1I x ..... a

ó

L ím f(x) ~ ± ao
, --> a

y Llm g(X) =± ao, --> ,

3. Existe 11m
x -+ a

Entonces

( finito o infinito)

. f(x) . r' (x)
hm -- = hm
.-->. g(x) x-e a g'(x)

El teorema también es válido para limites laterales o infinitos. Es decir, se

puede reemplazar x~ a por x~ a", x -+ a- ,X -+ +00, x -+-00

La form a ~ es una manera abreviada para resumir cuatro casos:
00

+ 00 - 00
y

- 00

Demostración

Ver el problema resuelto 11 para el caso O/O. Omitimos el caso 00/00.

IEJEMPLO 1.1Hallar Lim
.->1

x3 _x2+2._2

ln x + x - l

Soluclón

Verifiquemos que se cumplen las hipótesis de la regla de L' H ópital,
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1. Las funciones f(x) = x3 - x
2

+ 2x - 2 Y g(x) ~ In x + x - 1 son diferenciables
en una vecindad de I (cerc a de 1) y

g'(x) = .!.. + I y, por tanto, g'(x) " O cerca de 1.
x

2. Lim ( x3-x2+ 2x-2 ) = I- I+2-2 =0. Lim (Inx +x- I)= lnl +l- I ~ O
x-e l X-4l

Luego. el limite dado es una indeterminada del tipo ~
O

3. Lim
, --+\

D , (x J _ x 2 + 2x - 2)

D,( lnx +x -l)
Lim ..:3"".,.2;--..:2:::X,:,+..:2::...
, --+ 1 l/x + 1

3(1)2 - 2(1)+ 2

1/ 1+ I

3 - 2 + 2 3
.::....-,-.::....-,-.=. = -

I + I 2
La regla de regla de L 'Hópital nos dice que:

D , ( x 3 _x 2 +2x - 2 )

n, (lnx +x -1)

- ro

INOTA.I En el ejemplo anterior hemos sido minuciosos: Hemos verificado todas
las hipóte sis de la regla de L'Hópital, En los ejemplos y prob lemas que
siguen, con el animo de simplificar la exposición, sólo nos ocuparemos
de la hipótesis 2, para reconocer el tipo de indete rminada. La
verificación de las otras hipótes is queda a cargo del lector.

I I tan x
EJEMPLO 2. Hallar Lim

'--+('/2) - cot2x

Solución

Tenemos que:
+00Lim tan x = +00 Y Lim cot 2x = - co, Este límite es W1 caso

'--+ (' /2) - ,--+ (lt/2)-

Aplicando la regla de regla de L'H ópital:

tan x L' Dxtan xLim - - - 1m
,--+(. /2¡- cot 2x x--+(./2¡- Dxcot 2x - 2 cosec2 2x

, 2
I.i I/cos x
.un ' 2

'''' (';2)- -2/ sen 2x

4 , cn2x co,tx

- 2cos2 x

Lirn (- 2 , . n2x ) = - 2 (sen (1rf2»)2~-2 ( 1 )2 ~_2
x ... (';2¡-



320 Capítulo .5. Aplicaciones de la Derivada

IEJEMPLO 3. 1 Probar que:
In x

Lim - - = O, donde p > O
x-t +<Xl x P

Este resultado muestra que cualquier potencia positiva xP de x,
domina a la función logarítmica y = In x. En otras palabras, la
función y = In x tiende a +::0 más lentamente que cualquier
potencia positiva xP de x.

Solución

Tenemos que:

Lim In x ...: +<:O, Lim xP = +oo. Este límite es un caso
x -7 + 00 X --) +00 + oc

Aplicando la regla de regla de L'Hópital:

L
. In x
1m --

X-++«l xP
= Lim

:re -+ +cc
= Lim .ss: = Lim

x-++oo px p- I
X -+ + «J

1 . I 1 ( 1 ) I= - Lim - = - - = -(0 )=0
p x-++oo xP P + 00 P

L'Hópital más de una vez. En

Um
x -4- +00

En algunos casos es necesario aplicar la regla de
el siguiente ejemplo la aplicamos 2 veces:

ln( l+ ex )

2x
IEJEMPLO 3· llIallar

Solución

Lim In (1 + eX) = + oc,
x --++00

Lim 2x ~ + oc. Este límite es un caso
x -++OJ +00

Aplicando la regla de regla de L'Hópital:

Lim _ln--:..(I_+_e_
X",

) = Lim Dx In (l+ex)
x--+ +x: 2x :<. -+ +«1 Dx(2x)

e X

2(\ + e x
)

El último límite también es del tipo oo¡",. Volviendo a aplicar la regla de
L'Hópital:

Um
x --+ +:P

In( l +ex )

2x
= Lim

x -+ +«>

e X

2(I +e x)
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IEJEMPLO 4·1Probar que:
eX

Lim - =: +00, donde n es un entero posltb..o.
I-4+a:l xD

Este resultado los muestr a que la función exponenc ial y ~ e'
domina a cualquier potencia positiva x

n
de x. En otras palabras.

la función exponencial tiende a +ce más rápidamente que
cualquier potencia x

n
de x.

Solución

Tenemos que:

Lim eX = +00 Y Lim xn = +00 . Este límite es un caso
x -» + 00 X -+ +00

Aplicando la regla de regla de L'Hospital n veces:

+00

+ 00

X

Lim ~= Lim
X-) "¡"::Q x n x --+ +«:

Lim
x -+ +<o

D. ( eX)

Dx(n,n-I )

Lim
x--+ +<O

eX

n(n _ I)xn 2
Lim

X-+ -t-'Xl

e'
on(n- 1)(n - 2). . . l x

eX
= Lim = Lim eX

X-4 +a:l n! n! X-+ 1-oo

I
- (+oo )~ +oo
n i

IPRECAUCION, I Antes de aplicar la regla de L'Hopita l se debe tener la
precaución de verificar que las hipótesis de ésta se cumplen.
Los dos siguiente ejemplos nos muestran como se llega a
resultados errados cuando no se tiene tal precaución,

IEJEMPLO 5.1 Halla r

Solución

L
. sen 2x
.m---

X-)- O x +x 2

Es un caso ~ . Aplicando la regla de L'H óspital dos veces se tiene:
O

L
. sen 2x . 2cos 2, .
1m - - - = l.irn ~ Lim

x --+o x+x 2 X-40 1+2x x -+O

-4 sen 2, ~ O
2

Este resultad o es incorrecto. Esto se debe a que el segundo limite no es una
forma indeterminada. En efecto, Lim 2cos 2x = 2 '" O.

x --+O

El resultado correcto es como sigue:
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L
. sen 2x .
un --- = Lim

x ....... 0 x +x 2 x ~ O

IEJEMPLO 6.1 Hall ar

2cos2x
1+ 2x

Lim
x ....... .s.cc

Capitulo 5. Aplicaciones de la Derivada

Lím 2cos 2x
. ....0
Lim(1 +2<)

. ....0

x+ sen x
x - cosx

Solución

Es un caso ~ . Ap licando la regla de L'H ópital se tiene:
O

Lim x+ sen x = Lim 1+ cosx
x-+ +oo x - cosx x-++ oo l+ sen x

El últ imo límit e no existe, En efecto, para x ~ 2n" y para x ~ (2n+ 1)", co n n
cualquier entero, se tiene:

1+ eos2n" 1+1 2 Y 1+ eos (20 +1 )n ..!..::..!... = O.
1+ se0 2nn 1+0 l+ seo (2n +l )n 1+ 0

Esta oscilac ión nos prueba que tal límite no existe y, por tanto, no se cumple la

hipótesis 2 del teorema, la cual pide la existencia de Lim f:(X)
x-+ +oo g(x)

Pero, tengamos cuidado. Esto no implica que tampoco exista el límite inicia l.
Lo único que nos dice es que si el límite inicial exis te, esto no puede halla rse
usando la reg la de L' Hopital y, por tanto, se debe buscar otro método . Así
procedemos a continuación:

X( I+se
:

x
)

1 sen x
+~-

1+0
Lim

x+senx Um Lim x ~ I
X( I _ eo;X)

= - -
. x --+ +00 x - cos x x ....... -ecc x --+ +0:> l _ cOS X 1-0

x

PRODUCTO INDETERMINADO. Indeterminada 0 '00

Se busca Lím f(x) I:(x), si se cumple que Um f(x) =O Y Lim g(x) =± ee
x-+ a x-.a x-+a

La indeterminación ü-eo se transforma en 0/0 ó OCJ/oo cambiando el producto
en cociente:

f(x) g(x) = f Ó

gel)

IEJEM PLO 7.[ Hall ar Lim xln x
x ....... 0+

Solución

f(x) g(x) = g;X)

f( x)
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Lim X = O Y Lim In x = -00 , Luego, es el caso 0'00 , Bien,
x -Joo+ x -+0+

Lirn x Inx
x-+O+

. In x= Llm
x-+O+ I

x

(co/co)

= Lim
x --+0+

~ Lirn (- x) =O
x--+0+

DIFERENCIA INDETERMINADA. Indeterminada co - co

Se busca Lirn [f(x) - g(x)]. Se cumple: Lirn f(x) = 00 y Lim g(x) = co
X-+a :I-+a X-+&

La indeterminación co - ce se convierte en otra de la forma O/O ó co/co,
transformando la diferencia fl:x) - g(x) en un cociente de funciones.

IEJEMPLO 8.1 Hallar . [1 1]Lirn - ---
x--+0+ x sen x

Solución

L' [11m -
o x---J>O+ X

L
o sen,,-x

= 1m
x -Joo+ x sen x

(O/O)

cosx - 1
= Lirn -'--'--'--'--

x-)oo+ xcosx + sen x
(O/O)

O
= - =0

2

-senx
Lim------

x-+o+ -xsen x+ 2eos x

POTENCIAS INDETERMINADAS. Indeterminadas 0° , ocP , 1'"

Se busca
Lim [f(x)]g('l . (1),-..

Son posibles las siguientes formas indeterminadas:

1. Lim f(x) = O Y Lim g(x)= O, indeterminada 0°
X -~& I-ta

2. Lirn f(x) = 00 y Lim g(x)= O, indeterminada ",0
x -+a x-Joa

3. Lirnf(x) = 1 y Limg(x)= too, indeterminada 1'"
X-+2 .1-+&
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Si hacemos y = [ ((x) 1g(x) y tomamo s logaritmo tenemos:

ln y = g(x) ln ({xl (2)

De este modo hemos transformado a cualquiera de las tres indeterminadas

anteriores en la ya conocida indeterminada O-oo, )a cual, como ya sabemos, es
transformada en 010 ó 00/00.

Si Lim In y = Lim g(x) In f(x) = L, (3)
x -ea x -ea

entonces, la continu idad de la función logaritmo nos permite meter el límite
dentro de In y. En consecuencia , de (3):

L=Lim Iny = In( Lim y)= In( Lim[f(X)) S(X)) =:>
x-+a x ~a x-+ a

Lim [ ({x ) ] s(x) = e L
x -ea

y el problema queda resuelto .

En resumen, se procede en tres pasos:

1. Se toma logaritmo y se simplifica: y ~ [ ((x)] s(x) => ln y ~ g(x) In f(x)

2. Se halla Lim g(x) In f(x) = L
x -e a

3. Lim [f(x) Jg(x) = e l
x->.

IEJEMPLO 9.1 Hallar

2
Lim x J..¡. !nx

X -) 0-+

Solución

Tenemos que Lim x = O
x-.o+

1
. 2

Y . tm - - 
x -+ O+ 1+ ln x

= O. Este es un caso 0°

Ahora,

2(1) = 2

lnx
Iny=2-- =>

1+ In x

(00/00)

~ 2 Lim (l )
x-+O+

J.!...
l/x

2
=> Iny = --- In x =>

1+ In x
In x

1+ln x
Lim ln y = 2 Lim

x 4 0+ x-+O+

2
Y= X 1 + ln x

= 2 Lim
x -+0-+

2

Luego, Lim x I + In x = Lim y =e2
x -+ 0+ x -+ O+
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I EJEMPLO 10,1 Usando la regla de L'Hopital probar que

Lim (1 + ~)nx ~ en,
x-e-reo X

Solución

Este límite es una indeterminada de la forma 100. Bien,

y ~ (1 + ~)nx => lny < nx In(1 +~) < n In(1 + a/x)
x x l/x

L' I L" ln( 1 + a/x)rm ny=n un
x-++m x-++m Vx

=>
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Luego,

[

I 2 ]-alx
• I 1 + a/x

~n Lim ,
x-++oo -1/ x2

Lim (1 + ~)nx ~ en,
x-++oo x

=n Lim
x-e-seo

a
= na

1 + a/x

"IEJEMPLOIl.1 Hallar el valor de a tal que Lim (x+a)X 9
x-++m x-a

Solución

En primer lugar, hallamos Lim (x +a) x
x-++oo x-a

Además,si z = x - a entonces x = z + a

Tenemos que:

( )

x

L
' x-i-a
1m --

x-++ro x-a

x-i-a 2a
--~1 +
x-a x-a

y' x~ + 00 <:::> z~ + 00 • Luego,

( 2a)X (2)z+aLim 1 + -- Lim 1 +~
x~+:D x-a z~+oo z

( la)'( la)' (la)' (la)'Lim 1+ - 1+ - Lim 1+ - Lim 1+-
z-++ro Z Z z-++oo Z z-eeco Z

~ ( 1+ O)a Lim (1+ 2a)' ~ Lim (1+ 2a)' ~ e2a (problema 10)
z-e-eco Z z-++m Z

Por último,
2, 2e ~ 9 => 2a ~ In 9 ~ In 3 ~ 2 In 3 => a ~ In3
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IEJEMPLO 12.[ (
I ) Sen X

Hallar Lim 
)(-+ 0+ x

Solución

Este limite es unaindeterminada de la forma 00 O• Bien,

In x

cosee x

(co/co)

lnx = -InU)=-senx

Lim
x-+ 0+ cosee x

(

1 ) sen x
y = -; ~ lny= sen x

In x

~ _ Lim 1/x = Lirn
x --. 0+ - cosec x cot x x -i'o+

sen 2x

x cos x

Lim (~) (tanx)= (1)(0) = O
x -.O+ x

«rLuego, Lim - ~ eO = 1.
x-+O+ X

PROBLEMAS RESUELTOS 5.4

¡PROBLEMA 1.1 Hallar
. eX_e-x_ 2x

Lim -'-----~

)(-..0 X - sen x

Solución

Este limite es una indeterminada de la forma ~. Bien,
O

. e'tl._ e-x_2x
L im -'-------='-----=:::
)(-+ 0 x-senx

(O/O)

x - x
Lim e - e
x ......o sen x

(010)

x - x

L ' _e_+....;e_= 1m
x-+O cos x

2
- ~ 2

1
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IPROBLEMA 2.1Hallar Lim [~ __1_]
x-e ü x xtan x

Solución

Este límite es una indeterminada de la forma co - co, Bien.

- [1Lirn "2
ll-tO x

= Lim
, ->0

tan x - x

x2 tan x
(O/O)

= Lim
, -> 0 x 2 sec 2 x + Zx tan x

lim
, -->0

I
---
co s 2 x

x 2 2x sen x
--- +

co s 2 x cos x

= Lim ---o;:-'I:..:---'-CO",?---'-,__ ~ Lim -c;:-'- - - -

x -tO x2 + 2x sen x cos x x-eü
(O/O)

(O/O)
2sen x cos x

+ 2xcos 2x + sen 2x
= Lim -----'-'------'---'---

x-.O 2x

1

3

2

2-0 +2+2

- 2sen2x + 2 eoo?x

2 - 4xsen 2x + 2eos 2x + 2eos 2x
Lim - - - - - - - - --- - -
, ->0

IPROBLEMA 3.1 Hallar
1f

Lim x" sen - donde n ~ 1
x-t+oo X

Solución

Este límite es una indeterminada de la forma 00·0 =0'00. Bien.

1f
sen -

Lim x"sen~ = Lim __x_
1'-++ 00 X x-.+:o x- n

(O/O)

( - !'...) eos ~
. x2 x= Lim ~~-'---'--:::-.

X -)+ Xl -nx n 1

n
it cos -. { n. Si n =lLim _ _x_ =
TI X-)+:IO _ 1_ + 00. si n > 1

xn- 1
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1 1
tan x

PROBLEM A 4. Hallar Lim
x.... (:t/2)- tan 5x

Solución
o> "Este límite es una indeterminada de la forma -" BIen,
o>

tan x
Lim

x-e (:t/2)- tan5x

-lOcos 5x sen 5x

- IOeosx sen x

sen lOx
= Lim

x....(:t/2)- sen 2x

(O/O)

(O/O)

10eoslOx ~ 10(- 1)

2eo s 2x 2(- 1)
= 5.

IPROBLEMA 5. 1Probar que Lim XX = I
X40+

Solución

Tenemos que Lim x = 0 . Luego, este es un caso 0°.
;(-)00+

Ahora,
In x

y= XX :::) ln y ~ xlnx =--
l /x

L" 1 L" In xlD1 ny = lm-
x-+O+ X40+ l /x

l/x= Lim -• 2
x --+ O+ - l/ x

Luego,

= Lim (-X) = O
x --+O~

( 00/00 )

Lim In y = O :::) Lim y =eO= I :::)
x--+o· x.....,.o+

Lim XX = I
x ---J>O"'-

1PROBLEMA 6.1 Hallar Lim (2 - x ) tan ( nx/2)
X~ l"

Solución

Este límite es una indeterminada de la forma 100. Bien,

y = (2 _ x ) tan (""/2 ) => In y = tan 1tX 10(2 -x ) = 1n(2 - x ) :::)
2 nx

eot 
2
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(010 )
~x

eot
2

x-->l
L· 1 ~ Lim In (2 - x )im ny

x-->l

x -+}- _ ~cosec2 7tX

2 2

Luego, Lim (2 _x) tan (~2) = e2/'
x ---+ I"

Lim
-1/(2-x) -1/(2-x)

_ ':(1)2
2

2

1PROBLEMA 7.1 Hallar Lim (aIlX+ bI/X)X
x ---++00

Solución

Este limite es una indeterminada de la forma 100.

s> (a1lx + b1lX)X =>lny~xln( a1/x + bl / X) ~

Luego,

In(a l /x + bl /x)

I Ix

Lim lny ~ Lim
x ---+ +00 x ---+ +00

Lim
x ---+ +00

al/x lna + bl/xlnb

at /x + b1/x
aOlna + bOln5

aO+ bO

Ina + InbIt ~
--'---'-'- = -( In a + Inb )=-In ab = In" ab

1+ I 2 2
En consecuencia,

Lim (aI/X+ bI/X)X=eln.Jab =.Jab
x ---++00

IPROBLEMA 8.1 El marqués de L'Hópital en su libro Analyse de Infiniment
petits (el primer libro de Cálculo, publicado en 1.696), para
ilustrar la regla que ahora lleva su nombre. usó el siguiente
limite, el cual pedimos calcular.

~ 3 4 312
L · 2a x - x - a'J ax d d °

im ar-:;' on ea> .
x-ta a-~ax3

Solución
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Este limite es una indeterminada de la forma ~ . Bien,
O
I I

Lim -,-~_2--,a--,3x-,----,x-,-4=-.;a..:V--,a--,2.:c.x = Lim (2a
3
x - x

4
) "2 - a

l
( a

2
x ) 3

x-e a a- ~ ax3 X-l- 8 ( 3) -
a- ax 4

IPROBLEMA 9.1 Hallar Lim sen-Ix cosec x
x -+O+

Solución

Este limite es una indeterminada de la forma 0 '00. Bien,

Lim sen-Ix cosee x Lim
sen-Ix

(O/O).=
x -+O+ X40+ sen x

1
1

.[17 -

= Lim = _1 =1.
x:~o+ cos x 1

IPROBLEMA 10.1 Se tiene un sector circular correspondiente a un ángulo central
O en un círculo de radio r. Sea SeO) el área del segmento
círcular formado por la cuerda PM y el arco PM. Sea T(O) el
área del triángulo rectángulo PQM . Hallar

L
. S(9)
1m - 

6--.0+ T(S)
Solución
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P

= .!.. r2 O _.!.. ( OM )( OP )
2 2

= .!.. r2 O - .!.. ( r)( r sen O)
2 2

= .!.. r20 _ .!.r2sen O = .!.r 2(o - senO ) O Q 1\1
2 2 2
1- - 1 - -- I

T(O) = - ( QM )( QP ) ~ - ( OM - OQ )( QP ) = - ( r - r eos O)( r sen O)
2 2 2

= .!.r 2 ( l- cos O )( sen O )~ '!'r 2 ( sen O- sen 8 eos O)
2 2
1 2 11 "= - r (sen O- - sen 20) ~ - r " (2sen O- sen 20 )
2 2 4

Ahora,

5(0) = Area sector ü PM - Area triángulo üPM

(0/0)

(010)

(010)

2 I = .!..
-2 + 8 3

.!..,.2( e- sene) O O
= Lim -,-----"2~____ ~ 2 Lim - sen

0->0+ .!..,.2 (2 sen e _ sen 28) 0->0" 2sen O- sen 20
4

2 L
· __ -,-I_-_e:..:o-,-s-.:.O__= 1m

e ->o+ 2 eos 0 - 2eos 20

=2 Lim sen O
e->o+ - 2sen O + 4sen 20

2 L
· e_o_s_O__= 1m

e->o+ -2eos O+ Seos 20

L
. 5(8).m

9->0+ T(8)

¡PROBLEMA 11.1Probar la reglade L'Hópital parael caso O/O. Si

1. f y g son diferenciables y g'(x)., Ocerca de a, excepto
posiblemente en a.

2. Lim f(x) =O Y Lim g(x) = O
x-.a x -e a

3. Existe Iim
x-> a

(finito ° infinito).

Entonces

L
· f(x ) L' r' (x)
Im- = tm

x-e- a g(x) , -> . g ' (x)

Demostraci ón
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f ' (x ) y de g'(x) en un

La demostración está basada en el Teorema del Valor Medio de Cauehy.

Consideramos que e l límite es finito.

Procedemos para el caso x ......" a+ , El caso x ---). a- es similar y si los dos se
cumplen, entonces se cumple para x --+ a.

. . d L' r'(x) . li I . . dLa ex istencia e im - .- imp tea a existenc ia e
x .....+ g (x)

interva lo (a, b] en el cua l g'(x) __ O.

Se tiene que g(b) __ O, ya que si g(b) ~ O, por el teorema de Rolle, existe e E (a, b)
tal que:

g(b) - g(a) =g'(c) (b - a) =:> O...O=g'(e)(b ... a) g'(c) « O,

Jo cual contradice el hecho el que g '(x) __ Oen (a, b]

Como Lim f(x) = O Y Lim g(x) = O, redefinimos f y g, si es necesario,
x -i>a+ x -+ a+

haciendo f(a) ~ O Y g(a) ~ O. De este modo, f y g son continuas en [a, b] y son
difereneia bles en (a, b), Luego, por el teorema del valor medio de Cauchy, existe
e e(a, b) tal que:

f(b) - f(a) ... f'(e) f(b )-O ... f '(e) f(b) ... f ' (e)
--- => - - - => - - - - -

g(b) - g(a) g'(e) g(b) -O g '(e) grb) g '(e)

Ahora, si hacemos b.... a+ , y como a < e < b, esto obliga a que e --> a + . Se
tiene, entonces

f(b) ~ Lim r' (e)

g(b) c-+a+ s'(e) .

lo que es equivalente a la igualdad de límites de la tesis.

PROBLEMAS PROPUESTOS 5.4

En lo. problema. del 1 0143 hallar el limit e indicado.

3. Lim sen x
X --,lo X X-7[

L
. x+ l-e'

2. Im-~;-

x~o x2

I + eos x
4. Lim

X --" 1'I: tan2x
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eot (1tXI2)

6.5.

7.

Lim
X-+ 7: / 4

Lírn
X~ O-

scc? x - 2100 x
l+cos 4x

trlx

L
. col X
un -

x-+ O- cot 2x

- 1
8. Lim -,x:..ta=n_x,,

x-e O I- cos x

9 L
' In x

. im ,¡
x-++ootx

10. L ím In sen nx
x~ o In sen x

24. Lim ( 1 - x )tan 1tX
x-+ 1 2

12. Lim InIn x
x ~+co ...r-;.

L . tan'::::..x:.:-- --:'-se"n:.:-x14. im «

x -e ü seJx

L
. x2+ 2eosx - 2

16. irn 4
x-+ o X

18. um[ _I- - 2.... ]
x--> I In x In x

26. Lim xVx
x -> _

28. Lirn xl/(I-x)
x -e -l

30. Lim ( I+X2t x

x-tO+

2
32. Lim (sen x] x

x--> O

34. Lim (COI x ) l/In x
X-+ 0+

- 1 2
36. Lirn tan x

X~O tan l3x

38. Lim (l+senh x)2/x
x--> O

Lim (l-cos x )cotx
X-+ 0+

Lirn [_1 _ _1 ]
x--> o seJx x2

22.

20.

29. Lim (1- 2x ) 11x
x~ 0+

27. Lim X senx
X --)- 0+

31. Lim (sen x) sen x
x--)oo+

33. Lirn (sen x ) tan x
x -+ 0+

11. Lim
IOx _5x

x ~o x2

2
13. L' (x-x)1m - --

x .-. 11 sen2 x

15. Lim
eX+ e-"-x2 - 2

x--> o sen2 x _ x2

17. Lim
seeJ x - 2 tan x

x 1 + eos 4.x--> -
4

19. ' [x 1]Llm--- -
x-e l x-l ln x

21. ' [1 I ]Lirn --- --
X4 0 x sen x xl

23. Lim (1- tan x)see 2x
•x--> -
4

25. Lirn (x 2 _ a2 ) tan 1tX
X-io a 2a

35. Lim cosh x- 1
x -e O 1- cosx

37. Lim (x-ln(x2+1 )) .Sugerencia: lnex =x
X-->+OO
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40. Lim ( ex _ x) Ilx
x~ +00

L. .::tan",---=13-=X_-~3t.::an.::-_lx.::42. un
X -+ () x3

(Inx)n
41. Lim ---. Sugerencia: z = In x

x - ti-ro X

43. Lim ~ Sugerencia:z = r¡-;
x -') +OO ~

44. Si f ' es continua. probar:

Lim f(x+h) - f(x- h) = f'(xl
h-> O 2h

Sugerenc ia: Usar regla de L'H ópital derivando respecto a h.

. (1 1 )39. Lim - ---
11. --)00+ X eX_l

45. Si f" es continua, probar:

Lim f(x+ h) - 2[(x)+ f(x- h) = f "(x)
h-> o h2

Sugerencia: Usar regla de L'H ópita l derivando 2 veces respecto a h.

SECCION 5.5
TRAZADO CUIDADOSO DEL GRAFICO DE UNA

FUNCION
A estas alturas de nuestro curso ya estamos en condiciones de esbozar con

mucha precisión el gráfico de una función y = f(x). La técnica puede resumirse en
los siguientes pasos:

A. Dominio. Se determina el dominio de la función

B. Simetría y periodicidad
Determinar sí se tiene simetría respecto al eje Y o respecto al origen. En

caso afirma tivo, el trabajo se reduce a la mitad: Sólo es necesario graficar los

puntos con abscisa x ~ O.
Si la función viene expresada en t érminos de las funciones trigonométricas.

determina r la periodicidad, Si esta es p, entonces sólo construye el gráfico en un
interva lo de longitud p, que puede ser [O, p] o [-p/2, p/2l . Luego esta parte del
gráfico se traslada a los otros intervalos.

Recordar que:
8. Una función es periódica si existe unaconstantepositivap tal que

f(X+ p) = í(x) , ':/ x E Dom(f)

Se llama periodo al menor p que satisface la condición anterior.
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b, La grá fica de fes simétrica respecto al eje Y <=:>
f es par: f(-x) ~ f( x), V X E Dom(t) .

t. La gráfica de f es simétrica respecto al origen ee
f es impar: f(-x) ~-f(x), V x E Dom(t).

e. Intersecciones con lo, Ejes,
La intersección con el eje Y se encuentra haciendo x = O. La intersección

con el eje X se encuentra reso lviendo la ecuación f(x) = O. Si la ecuación es
dificil de resolver, se recomienda no insistir.

D. Continuidad )' as íntotas.
Determinar las discontinuidades y los intervalos de continuidad. Calcular

los límites unilaterales en los extremos de estos intervalos de continuidad .
Estos limites nos proporcionan las asíntotas verticales y horizontales.

E. Estudio de r ', Intervalos de monotonía. Má xhno s ymínimos.
Hallar los puntos críticos, los intervalos de crecimiento y decrecimiento, los

extremos locales.

F. Estudio de I ", Concavidad ). puntos de ínñ exl én.
Halla r los intervalos de concavidad y los puntos de inflexi ón.

G. Esbozar el gr áñco.
Esbozar el gráfico de f con la informaci ón encontrada en los pasos

anteri ores . Si es necesario, calcula r algunos puntos extras .

1EJEMPLO 1.1 Graficar la función racional

Solución

A. Dominio. Doro(t) ~ Dom(t) ~ R - {-2.2} .

B. Simetría y periodicidad. No es periódica.

E f . . E s: f() (-x)'sta uncton es par. n etecto: -x ~ (-x)' _ 4
x'

- - - ~f(x).
- x' - 4

Luego, el gráfico de f es simétrica respeclo al eje y , En consecuencia, es
suficiente construir la parte del gráfico que está a la derecha del eje Y; es decir

la parte que correspo nde al intervalo [O, +00) , La otra parte se obtiene
reflejando en el eje Y la parte construida.

C. Intersecciones con los Ejes.

x = O => f(0) ~ O. Luego. la gráfica de fintersecta al eje Y en el punt o (O, O).
x'

Por otro lado. f(x) ~ O => '------4 ~ O => x' ~ O => x = O. Luego,
x -

la grá fica de f intersecta al eje X en el punto (O, O) .
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D. Continuidad y as íntotas.

La función fes discontinua en -2 y 2. Los interva los de continuidad son:

(- 00, - 2), (-2, 2) Y(2, -too).

Asíntotas Verticales

• x2
a. Lim = +00

x--> 2+ x 2_4

Luego, la recta x = 2 es un asíntota vertical. Por simetría, la recta x = - 2
también es una asíntota vertical.

Asíntotas horizontales.

Lím L =Lím = 1
X~ +OO x 2 -4 x-+ +oo 1 - 41 x2

Luego. la recta y = 1 es una asíntota horizontal.

E. Estudio de f ' (' l . Intervalos de Monotonía. M áximos}' mini ma s,
- 8x

f" (x) = (x' _ 4)'

Puntos Criticas.

f '(x) = O=> x = O. Adem ás. f" no está definida en x = - 2 Y x ~ 2, pero

estos puntos tampoco están en el dominio. Luego, f tiene un único punto
crítico que es O.

Intervalos de monotonía.

-00 - 2 o 2 +00

f '(x) ~ - (-) = + ' - (-) , - (+) , - (+)
f (x) ~- ~ + f (x) = -~ - f (x) = - =-

(+) (+) (+) (+)

;t » \ \
Mirando la tabla deducimos que 1'(0) = O es un máximo local.

F. Estudio de f " (.). Concavidad y Puntos de inflexi én,

8(3x' + 4)
¡"(x) (x' _ 4)3

¡"(x) no se anula en ning ún punto y no está definida en - 2 y 2. Pero
estos puntos no están en el dominio de f. En consecuencia, la gráfica no tiene
puntos de inflexión.
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In tervalos de Concavidad.

-00 - 2 2

í" - !:t.:l , !:t.:l r' _!:t.:l(x) - (+) = + r (x) = =- (x) - (+) ~ +
(- )

U n U

G. Esbozo del gráfico.

x,
ll .l .,,,,,,

~i ' , :L
-- ----- -r--- -- -~-- - ----, ,

o
I
3

9
5
4
3

f(x)

4

x

o

3

IEJEMPLO 2. 1Grafi car la función

Solución

f(x) =2sen x - sen 2x

A. Dominio. Dom( !) = IR.

B. Simetría y periodicidad.

i, f es periódica con periodo 21t. Esto es. f(x + 21t) = f(x), V X E R

En consecuencia. solamente precisamos graficar la función en un
intervalo de longitud 21t. Escogemos el intervalo [O, 21t]. Para obtener el
gráfico completo, trasladamos esta porción al resto de intervalos.

ii . La función f es impar Y. por tanto. su gráfica es simétrica respecto al origen.

f(-x) = 2sen (- x) - sen 2(- x) ~ - 2sen x - (-sen 2x )

= - (2 sen x - sen 2x) = - f(x)

En consecuencia, solamente precisamos grafiear la función a la derecha
del origen, o sea, en el intervalo [O, n]. Sin embargo, por razones didácticas,
persistimos en tomar el intervalo[O, 21tj .

e. Intersecciones con los ejes..

x ~ O =:o f(0) ~ 2 sen O - sen 2(0) = 2(0) - O~ O.
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Luego, la gráfica de fintersecta al eje Y en (O, O) .

Por otro lado,

f(x) ~ O<=:> 2sen x - sen 2x ~ O<=> 2sen x - 2sen x cos x ~ O

<=:> 2sen x ( 1- cos x ) ~ O =:> sen x ~ O Ó cos x ~ I

=:> x ~ O, x ~ 21T Y x ~ 1T

Luego, la gráfica de f intersecta al eje X en (O. O), (x, O) y (2x, O)

D. Continuidad y asíntotas.

f es cont inua en [0, 21t) Y no tiene asíntotas.

E. Estudio de r ' (x). Intervalos de monotonía. Máximos y Mínimos

Puntos Crít icos :

f ' (x) ~ 2 cos x - 2 cos 2x = 2 cos x - 2 (2cos 'x - 1) ::::>

,
f ' (x ) ~ -2( 2cos x - cosx- 1)

,
f'(x) ~ O<=:> 2cos x - cos X - 1 ~ O =:> cos x ~

1±,j 1- 4(2)(-1)

4

I ± 3
~ --

4

=:>cosx~ 1 ó cos x = -1/2

=:> ( x ~ O Ó x = 2x ) ó (2x /3 ó 4x /3 )
Los puntos críticos son: ( O Ó 21T) Ó ( 2x /3 ó 4x /3 )

Intervalos de monotonía:

o 2x /3 4x /3 2x

f ' (x) = -2(-) ~+ f ' (x) = - 2(+) =- f ' (x) =-2(-) ~+

» \ »

La tabla nos dice que f tiene un máximo relativo en x = 21T /3 Ytiene un
mínimo relativo en x = 4n /3, cuyos valores son:

f(2x/3) ~ 2sen (2x/3) - sen 2(2x/3) = 2( ../3/2) - (- ../3/2) ~ 3../3/2'" 2,6

f(2x/3) ~ 2sen (4lt!3) - sen 2(4lt!3) ~ 2(- ../3/ 2) - ( ../3/2) = - 3../3/2 '" - 2,6

Sin embargo, para x = OY x ~ 2x, la tabla nos da información incompleta,
ya que no nos dice como es f a la izquierda de O a la derecha de 2lt. Pero,
debido a la periodicidad, concluimos que tanto a la izquierda de O como a la
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derecha de 2n, la función es creciente, Luego, x ~ O Y x ~ 2n no dan lugar a
extremos relativos .

F. Estudio de f "(x), Concavidad y puntos de inflexión

f ' (x) ~ -2( 2cos ' x -cosx -1) =>

f "(x) ~ -2(-4 cos x sen x + sen x) ~ - 2sen x ( 1 - 4cos x )

f"(x) ~ O<=:> -2sen x ( 1 - 4cos x) ~ O:::;. sen x ~ O, Ó cos x = .!.
4

:::;. ( x = O ó n ) ó (x = el" 1,32 o x = 8, ,, 4,97 )

Intervalos de concavidad:

° 8,,, I,3Z n 8,,, 4,97 Zn

f"(x) =-{+}(-)~+ f"(x)~(+}(+)~ - f "(x) =--(-)(+)=+ f"(x}=+)(-}~ -

U n
U n

La tabla nos dice que son puntos de inflexión:

(8 " fl8,») = ( 1,32, fl l,32») " (1,32, 1,45) , (n, fl:r)) ~ (:r, O) y

(8" flO,») = (4,97, fl4,97»)" (4,97, 1,45)

De la periodicidad de f obtenemos que (O, flO)) ~ (O, O) Y (2n, fl2n}) ~ (2n, O)
también son puntos de inflexión.

G. Esbozo de la gráfica.

f en [0, Zn]

I en Ro

y

y

x
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IEJEMPLO 3.1 Graficar la siguiente [unción [(x) ~ e_, 2/2

Solución

A. Dominio. Dom(!) =R.

B. Simetrías y períodícídad. No es periódica.

[es par. En efecto: f{-x) = e- (-,)2 / 2 = e-,2/ 2 = [(x).
En consecuencia. el gráfico de f es simétrica respecto al eje Y.

C. Intersección con los ejes.

Con el eje Y: [(O) = e-O = 1
Luego. el gráfico corta al eje Y en el punto (O, 1).

Con el eje X: e- , 2/ 2 = Ono tiene solución. Luego, el gráfico no corta al eje X.

D. Continuidad y asíntotas.

La función [(x) = e- ,2/2 es continua en todo R y, por tanto, no hay
asíntota s verticales.

Asíntotas horizontales.

Um
_, 2/2

= Lim l
e

,2/2
= O Y

x-++oo x-->t'" e

Liro
_ '¡{2 / 2 Lim

le . = = O
x-)o -co x---t-oo

, 2/ 2e

Luego, y ~ O, el eje X, es una asintota horizontal.

E. Estudio de f ' . Intervalos de monotonía. Máximos y mínimos

f' (x)=e- x2/z Dx(-x2/2 ) =_x e- x2/ 2

f' (x) = 0 <:::} _xe- x2/ 2 = 0 => x=O

Luego , f tiene un sol o punto critico , que es x = O.

Intervalos de monotonía:

o-OOr--------T--------'-'-1
[ '(x) = - (-)(+) =+

»
['(x ) = - (+)(+) =-

\
f es creciente en el intervalo ( -00 , O] Yes decreciente en [O, +00). Además

f tiene un máximo en x = O, que vale [(O) = 1.
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F. Estudio de r ", Concavidad. Puntos de ¡nnexión
2 i 2 ' 2 '

f'(x)~ -xe-x 1 2 :::) f"(x) ~ _x e- x /2 D , (-x2/2 ) _e- x / 2 :::)

2 ¡

f "(x) ~(x2 - 1Je - X 12

Ahora.

( ' J 2 / 2f"(x) ~Oc> x" - I e- x , = O<=>

lntervalos de concavidad:

- 00 - \ 1 + 00

y

f"(x) = ( + ) ( + ) = + f"(x) ~ (- )( + ) =- f"(x) = ( + ) ( + ) ~ +

U (J U

La tabla nos dice que el gráfico de f es cóncavo hacia arriba en los
intervalos ( _ , -1) Y [ 1, +00 ), Y que es cóncava hacia abajo en el

intervalo [-1 ,1).

Luego. (- I,f(- I» ~ (-1 ,e - O.5 ) y (1,f( I» = ( 1, e- 0.5)

son puntos de inflexión.

G. Esbozo del gráfico

x f(x)

o 1
I e-05

'" 0,606
2 e-2

'" 0,135
- 2 - 1 o 2 x

IOBSERVACION. I En la Estadistica y en la Teoria de las Probabilidades
aparecen con frecuencia la siguiente función. llamada
función de densidad norma]:

I _ <x _ ,, )2/ ( 2 ,, 2)
f(x) ~ ~e " ,

20" 2a
donde l' y a con constantes, llamadas media y desviación
estándar. respectivamente.

La gráfica de esta función se obtiene fácilmente de la gráfica
del ejemplo anterior, mediante las técnicas de traslación y
estiramiento.



342 Capítulo 5. Aplicaciones de laDerivada

GRAFICAS CON ASINTOTAS OBLICUAS
2

IEJEMPLO 4·1 Graficar la función f(x) ~ iG
x - - 1

Solución

A. Dominio.

xsOomtf) ... i >1 ... 1, 1>1 ... x <- l ó x > 1 ...

Dom(!) ~ (- 00,-1) U (l, -he)

B. Simetrías. No es periódica.

La función fes par. En efecto:

2
f(-x)~ (- x )

J(_x)2 _ l

Luego, la gráfi ca de f es simétrica respecto al eje Y y só lo debemos

concentramos de graficar f en el interval o (l . +<Xl),

C.lntersecciones con los ejes.

El gráfico de f no corta al eje Y, ya que x ~ Ono está en el dominio de f.

x 2
'{(x) = O=> O=> x ~ O. Pero Ono está en el dominio de f. Luego,t>;

el gráfico de f no corta al eje X.

D. Continuidad y asíntotas.

fes continua en todo su dominio ~ (-<Xl,-l) U (1, +<Xl).

Asíntotas Verticales:

Um x
2

+<Xl

-ro:
Luego, x = 1es una asíntota vertical.

Asíntotas Horizontales:

Lím x 2 Lím x -í-co

X -t +O)~ x~ +oo / , = - = +<Xl
v x" -l 'il- l / x - 1

Luego, no hay asíntotas horizontales.

Asíntotas Oblicuas:
De acuerdo al ejemplo 2 se la sección 2.8, las recta y = x , y =- x son
as íntotas oblicuas .
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E. Est udio de f '(x) , Inter valos de Monotonía. M áximos y Mínimos.

~ (2x) - x
2

( 2X/z~) x 3 - 2x
f' (x) = =-------,=~

x
2

- 1 ( x 2 _ I)~

x 3 - 2x x(x 2 - 2 ) x (x-.[2 )(x+.[2)
= = ----',-----~-

( x 2 _ 1) 312 ( x 2 _l)3/2 (x 2_l)312

f'(x ) = x(x - .[2 )(x + .[2 ) =O ~ x = O, x~.[2 , x = - .[2
( x 2 _ 1)312

Sólo x = .[2 es punlo critico en el intervalo (1, +00).

Intervalos de mono tonía en el intervalo (1, +(0).

f' (x) = (+)(- )(+)
(+)

\

f' (x) = (+)(+)( +)
(+ )

»
=+

f tiene un mínimo relativo en x ~ .[2 y su valor es 1t.[2) ~ 2

v,, v, ,, ,, ,, ,
: ,/~

: " ..
"", ,

y

, , , ,
J. " • 2:. , '

'.,. " I

",
"

F. Esbozo de la gráfica.

F. Es tudio de f "(x), Intervalos de Concavidad. Puntos de Inflexión.

x 3 -2x
f'( x) = 2 31 ~

(x - 1) 2

" ( x 2 _ l)3/2( 3x 2 -2) _ (x 3 -2x)(3/2)(x 2 _ 1) 112 (2x)
f (x) = 2 3

( x -1)

( x 2 _1 )1/2 [( x 2 _ 1)( 3x 2 - 2) - 3x (x3 - 2x) ]

(x 2_l)3

Como x
2

+ 2 ~ Ono tiene soluciones reales y
f "(x) > O 'i x en (1, +.,) conclu imos que la
gráfica no tiene puntos de inflexión en (1, +00)
Y que en este interva lo, la gráfica es cóncava
hacia arriba.

- .ti - 1 1 .[1 x
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IEJEMPLO 5.1 Graficar la función f\x) ~ xel /
'

Solución

A. Dominio. Dom(f) ~ R - { O 1~ (- 00 , O) U (0,_)

B. Simetrías y periodicidad. Ninguna simetría y no es periódica .

C. Intersección con los ejes

Como X =Ono esrá en dominio de f, el gráfico de f no corta al eje y ,
Por otro lado,

f\x) = O e> xel /
' - O => x ~ O, Pero x = Ono está en el dominio de f.

Luego, el gráfica de f no corta al eje X.

D, Continu idad r asíntotas .

f es continua en todo su dominio ~ (--<Xl, O) U (0,_)

Asíntotas verllcales:

Los limites siguientes son indetermina ciones del tipo O, 00, por lo que
aplicamos la regla de L'Ilospita1.

el / x
Lim x e 1/ x = Lim - - =
x-+ O+ X-l>O+ l/ x

1/,( 1/ 2)e - x I x +00
Lim = Lim e ( = e = +00

X----l>o+ _l/ x2
X----l>O+

Lim xe1/ x

,-+ 0

= Lim el/x = e- oo = 0
x-+O-

Luego, la recta x = Oes una asintota vertical (sólo hacia arrib a).

Asíntotas Ho rizontales:

Lim x e1l' = (+oo)eo= (+00) ( l ) = +00
' -++0>

Lim x e1l' = (-oo)e"= (--oo)( I ) ~ --oo
x--»- 3';

Luego, la gráfica de f no tiene asintotas horizontales.

Asíntotas Oblicuas:

m =
11'

L ' xe L ' 1/ ,1Dl - - = un e
X-+ -see X '(-+ + <X)

= eO
= l

el / x _
b= Lim (xe l" - x ) ~ Lim x( e ll ' - 1) = Lim

X-+ -kO X-++~ X-+ . C() l /x
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Lim
X-+ +00

l /xC / 2)
e - 1 x = Lim c 1/ x = eO = 1

_ 1/x2 x -e e -co

En forma enteramente análoga. obtenemos que:
11x

m= Lim ~=I y b = Lim (xel / x-x)~1
x-+ - :::c X x -+ -oo

Luego, la recta y = x + 1 es asíntota oblicua, a la derecha y a la izquierda.

E, Estudio de f '(x). Intervalo s de Monotonía. Máximos y Mínimos,

f'(x) = xe
l / X(

- xl2 ) + e
l / x ~ e" x

- ;el/ X ~ ( 1 _ ; ) e l/x

Puntos Crílieos:

f ' ( ) ( 1) l lx 1x ~O C) 1-- e = O=:> I- - = O =:> x w l
x x

Se tiene un solo punto critico: x = 1. Observar que no existe f '(0), pero x ~ O
no es punto crítico porque x = Ono está en el dominio de f.

Interv alos de Mon otonía:
-co o +00

F'{x] ~ (+)(+) = + f '(x) = (-)(+) ~ - f'(x) ~(+)(+)~ +

» \ /'

f tiene un mínimo relativo en x ~ l Ysu valor es f(1) = e '" 2,72

'.V
,,,

O

Intervalos de concavidad :

F. Estudio de f " (x). Intervalo s de Concavidad. Puntos de Inflexión

f '(x) ~ e l /x _ .!.. e t/ x =:>
x

f"(x) = e Il X( __1_ ) _ '!"eI/ X( _ _1_ ) _ ( __1_)el /X ~ _1 el / x
x 2 x x 2 x 2 x 3

f " () O 1 l/ x 1x = C)-e ~OC)-=O,

x3 x3

No hay solución.

No hay puntos de inflexión.

F, Esbozo de la grá fica.

f "(x) = (-)(+) = 

n
f "(x) = (+)(+) ~ +

U

x
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PROBLEMAS PROPUESTOS 5.5

Graficar las funciones sigu ientes:

1. f(x) ~ x3 - 6x2 + 9x + 1 2. f(x) ~ x· - 2x2 + I 3. f(x) = 2x + 5x215

8x x x 2
4. f(x) ~ - - 5. f(x) = 6. [(x) = - -

x 2 + 1 (x _ I) 113 x 2+ 1

7. f(x) = sen x + ,f3 cos x en el intervalo [-11,11] ( [ es per iód ica con periodo 2n).

Grajicar las fun ciones siguientes: Ellas tienen asíntotas oblicuas.

8 . f(x)~ x
2

- 3x + 6 9. f(x) = (x_ 1)3
x-2 x 2

10. f(x) ~ x2 / 3(6_x) 1/3 11. f(x) = x e1/ x2

SECCION 5.6

PROBLEMAS DE OPTIMIZACION
El resto de esta sección lo dedicaremos a resolver problemas de optimización

en la Economía, en la Física, en el comercio y, en general. en la vida real. Estos
problemas están planteados en términos del lenguaj e diario. Nuestra primera
labor, la que requiere ingenio, consi ste en traducir el problema al lenguaje
matemáti co, quedando expresado mediante una función. La segunda labor es
rutinaria. sólo se tiene que calcular el máximo o el mínimo de la función
encontrada, Dividimos estos problemas en dos grupos,según el intervalo donde se
optimiza la función sea cerrado o no.

PROBLEMAS DE OPTIMIZACION EN INTERVALOS
CERRA DOS y HNITOS

En este grupo de problemas el resultado clave que usaremos nos da el teorema
5,1. que afirma que toda [unc ión continua en un inter valo cerrado [a. b] tiene
máximo y mínimo, y estos son alcanzados en los números críticos o en los
extremos a o b.

1PR OBLEMA 1.1 De un tronco de madera . que tiene una sección circular de
3 dm. de radio, se quiere obtener un tablón de sección
rectangular. ¿Qué dimensiones debe tener el rectángulo si se
desea que éste tenga área máxima?

Solución
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Sean x, h y A la base, la altura y el área del rectángulo, respectivamente .
Tenemos que:

A = xh (1)

Expresemos la altura en términos de la base. Para
esto, observamos que el diámetro , la base y la altura,
forman un triángulo rectángulo de hipotenusa 6 dm.
Luego, usando el teorema de Pitágoras, tenemos que

h > ~ 6' - x' (2)

Reemplazando (2) en (1):

A ~ x ~36 -x'

Esta función, que expresa el área del rectángulo en términos de la base, es la
que debemos maximizar. ¿En qué intervalo? Como la longitud de la base no puede
ser negativa ni exceder la longitud del diámetro, debemos tener: OS x S 6.

Enresumen, buscamos el máximode la función

A(x) = x ~36 - x ' en el intervalo [O, 6].

Hallemos los puntos críticos:

_ 2(18 - x')

- 'l)36-x'

, - 2x . r:;-;--;
A (x) = x . r:;;--; + '136 - x·

2'13 6 - x·

2(18-x')
A'(x) = O <=:>

~ 36-x 2

2(18-x2)
Además, A'(x) ~ no está definida en 6.

~ 36-x'

Luego, los puntos criticas de A(x) son - 3-{2 , 3-{2 Y 6. Como -3-{2 no

está en el intervalo [0, 6] lo desechamos y nos quedamos con 3-{2 y 6

Comparemos los valores A(O), A(6) y A(3-{2 ) :

A(O) = (ON36 - O' ~ O, A(6) = 6'.}36 - 6' = O,

A(3-{2 )~3 J2b6-( 3J2 )2 = 18

Luego, el máximo de A(x) es A(3-{2) ~ 18 Yes alcanzado en x = 3-{2 .
Las dimensiones del rectángulo de área máxima son:

Base = x =3-{2 y altura > h> ~ 62 _( 3J2)2 = 3-{2

Notar que el rectángulo es un cuadrado.
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IPROBLEMA 2.1Un fabricante de envases construye cajas sin tapa, utilizando
láminas de cartón rectangulares de 80 cm. de largo por 50 cm.
de ancho. r ara formar la caja, de las cuatro esquinas de cada
lámina se recorta un pequeño cuadrado y luego se doblan las
alelas, como indica la figura . ¿Cuál debe ser la longitud del
lado de los cuadrados cortados si se quiere que la caja tenga el
mayor volumen posible?

: x

Solución
Sea x la longitud del lado de los cuadrados cortados.

Sabemos que:

Volumen de la caja ~ (área de la base)(altura)

La altura de la caja es x y su base es un
rectángulo de 80 - 2x de largo por 50 - 2x de
ancho. Luego, si V denota el volumen de la caja
tenemos que,

V~ (80- 2x)(50- 2x)(x) ~4x3_ 260x2 + 4000x x L..~r:~~ .....
x

La longitud x no puede ser negativa ni puede exceder la mitad del ancho de)a
lámina inicial. Luego, O::s x :s 25.

Debemos hallar el máximo de la función volumen

V(x) ~ 4x3 - 260x2 + 4000x,

en el intervalo [O, 25].

Hallemos sus puntos críticos:

voo ~ 12x2 - 520x + 4000

~ 4(x - 1 0)(3 x - I OO)

100
Los puntos eritieos de V(x) son 10 y 3 .

100 di' I [Desechamos - , por estar fuera e mterva o 0,25]. Nos quedamos con 10.
3

Ahora, comparemos los valores V(O) , V(25) y V(IO) :

V(O) = (80 - 2(0»)(50 - 2(0»(0) ~ O

V(25) = (80 - 2(25»(50 - 2(25»(25) = O

V(l O) ~ (80 - 2(10» (50 - 2(10»( 10) ~ 18.000

Luego, el máximo de V(x) es V(lO) = 18.000 cm3 y es alcanzado en x ~ 10. En
consecuencia, la longitud del lado de los cuadrados cortados debe ser de 10 cm.
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IPROBLEMA 3.1 Se desea construir una pista de carrera de 400 m. de perímetro.
La pista debe estar formada por un rectángulo con dos
semicirculas localizados en dos lados opuestos del rectángulo.
¿Cuáles deben ser las dimensiones del rectángulo si se quiere
queel área de éste sea máxima?

(2)
n

400 - 2x
b

Despejamos b:

A = bx (1)
b

El radio de los semicirculas es "2 y, por tanto, la

longitud de las dos semicircunferencias es:
b

2(]["2 ) = nb,

Como el perímetro de la pista es de 400 m, tenemos:

2x + nb ~ 400,

Solución

Sean b y x las longitudes de los lados del rectángulo.
Su área es:

Reemplazando (2) en (1):

A = 400 - 2x x ~ ~ (200X _ x 2)
][ ][

La longitud x es no negativa y no puede exceder la mitad del perímetro.

Esto es, O:S x :S 200.

Debemos hallar el máximo de la función:

A(x) = ~ (200X - x2 ) en el intervalo [0,200].
][

Hallemos sus puntos críticos:
2 4

A'(x)=;(200-2x) ~ ;(lOO-x)

A'(x)=O ce 100-x~0 <=> x > 100

Sólo existe unpunto crítico, quees 100.

Comparemos los valores A(O), A(200) y A(lOO):

A(O) ~ ~ (200(0) - O') ~ O,

A(200) = ~ (200(200) - 200') = O

A(JOO)~ ~(200(lOO)-(100)') ~20~00



350 Capítulo 5. Aplicaciones de la Derivada

. () 20.000Luego, el máximo es A 100 = -n- y lo alcanza en x ~ 100.

En consecuencia, las dimensiones del rectángulo de área máxima son:

x = 100,
b = 400 - 2(100) 200

rr rr

IPROBLEMA 4·1 Una isla se encuentra a 800 m. de una playa recta. En la
playa, a 2.000 m. de distancia del punto F que está frente a la
isla, funciona una planta eléctrica. Para dotar de luz a la isla
se tiende un cable desde la planta hasta un punto P de la playa
y de allí hasta la isla. El costo del tendido de un metro de

cable en tierra es ~ del costo de un metro del tendido en

agua. ¿Dónde debe estar localizado el punto P para que el
costo del tendido sea mínimo?

Solución
Sea k el costo de tender un metro de cable en el agua.
Sea x la distancia del punto P al punto F.

La distancia de P a la planta es 2.000 - x.

El costo del tendido del cable en tierra es
3:5 k(2.000 - x]

La distancia de P a la isla, por el teorema de
Pitágoras, es

y el costo del tendido de cable en el agua es

k ~ x2 +640.000

Luego, el costo total del tendido es:

,
I

800:
I
I

C(x) ~ ~k (2 .000 - x) + k~ x2 + 640.000
5

Además, x no debe ser negativa ni exceder 2.000, esto es

Oes x es 2.000

En resumen, debemos hallar el minimo de la función

C(x) ~ ~ k(2 .000 - x) + k~ x 2 + 640.000 en el intervalo [0,2.000].
5
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Hallemos los puntos críticos:
, 3 kx

C (x) ~- -k +
5 1/x2 + 640.000

C'(x) ~O <=:> - ~k+ I/x2+':0.000 ~O <=:> 3k~ x
2

+640.000 ~ 5kx

=> 3~ x 2 + 640,000 ~ 5x => 9(x2 + 640 .000) ~ 25x2 => x = ± 600

Sólo nos quedamos con 600, ya que -600 no está en el intervalo [O, 2.000].

Ahora, comparamos los valores C(O), C(600) y C(2.000) :

C(O)~ ~ k(2.000) + lc\f640.oo0 ~ 2.000k
5

C(600) ~ ~ k( 1.400) + kl/360.000 + 640.000 ~ 1840k
5

C(2.000) ~ ~k(O) + k.J 4.000.000+640.000 ~ 400 ../29 k :::: 2.154 k
5

El costo mínimo es 1.840k y es alcanzado en el punto x ~ 600. Luego, el punto
P debe localizarse entrc la planta y el punto F a 600 ID. de éste.

IPROBLEMA 5. I Un hote l tiene 71 habitaciones. El gerente ha observado que
cuando la tarifa por habitación es $ . 50, todas las habitaciones
son alquiladas y, por cada $.2 de aumento en la tarifa, se
desocupa una habitación. Si el mantenimiento (limpieza,
lavado, etc .) de cada habitación ocupada es de $.4 .
a. ¿Qué tarifa debe cobrar el gerente para obtener máxima

ganancia?
b. ¿Cuántas habitaciones se ocupan con esta tarifa que da

máxima ganancia:
Solución

Sea G la ganancia del hotel . Se tiene que:

G ~ (hab itaciones ocupada s)( tarifa por habitación.) - 4(habitaciones ocupadas)

Sea x el numero de habitaciones desocupadas. Se debe cump lir que O:S x :571.
Además:

El n úmero de habitaciones ocupadas cs 71 - x.
El incremento en la tarifa por habitación es 2x.
La tarifa por habitación es 50 + 2x

Reemplazando estos valores en la igualdad inicial, tenemos:
G(x) ~ (71 - x)(50 + 2x) - 4(7 1 - x) => G(x) ~ 3.266 + 96x - 2x2
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Debemos hallar el máximo de

G(x) = 3.266 + 96x - 2x2 en el intervalo [O, 71].

Hallemos los puntos críticos :

G'(x ) = 96 - 4x y G'(x) = O:::::> 96 - 4x = O:::::> x ~ 24

G(x) tiene como único punto crítico a 24, que está en el intervalo [O, 71].

Ahora, comparamos los valores G(O), G(24) y G(7 1):

G(O) = 3.266 + 96(0) - 2(Or ~ 3.266

G(24) = 3.266 + 96(24) - 2(24)2= 4.418

G(7 1) = 3.266 + 96(7 1) - 2(71)2 ~ O

La gana ncia máxima es G(24) = 4.418, la cual es alcanzada cuando x = 24.
En consecuencia,

a. La tar ifa que da máxima ganancia es 50 + 2(24) = 98 dólares.

b. Con esta tarifa de 98 dólares se alquilan 71 - 24 = 47 hab itaciones.

IPROBLEMA 6. I De una lámina metá lica circular se quiere cortar un sector
circular para construir una copa cónica. Hallar la medida del
ángulo central Oque proporcione la copa de capacidad
máxima.

R
r = 2n e (2)

Por otro lado, se tíene que

De donde

Solución

Sea R el radio del circulo metálico, h la altura
de la copa y r el radio de su base.

El volumen de la copa, por ser un cono. es

V = ~ 1tr' h (1)
3

La longitud de la circ unferencia de la base de
la copa debe ser igual a la longitud del arco
determinado por el ángulo e. Esto es,

21tr~ RO

h ~ ~ R 2 _ r 2 ~ ~ R2 - (R8/27t ?
Reemplazand o (2) y (3) en ( l)

(3)
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v = V(O) ~ ~ n( ~0 )2 ( ~) 4n 2 _0 2 ) =:>
3 2n 2n

353

(4)

Para nuestro problema los valores de Oque tienen significado están entre Oy 2n

radianes, es decir O:s O:s 2lT.
3

Hallamos el máximo de V(O) ~ ~ 02) 4n 2 _ 0 2 • en el intervalo [O, 2lT].
24n

Hallemos los punt os críticos:

dV = ~[02 -o + 20) 4¡¡2 _02] = ~[_ o(30

2

_ 8n

2

) I
dO 24¡¡2 )4¡¡2 _ 02 24n2 ~41t2 _ 02 _

~~ = O <:::> 0(302- 8,,2 ) ~ O <:::> O= O Ó 302 - 8lT2 = O

<:::> O= O Ó O~ 2lT -{2i3

Ahora, comparemos los valores V(O), V(2lT) y V(2rr-{2i3) :

V(O) = R 3
2

(0)2) 4n 2 _ 02 = O
24n

R' I
V(2lT) = 24lT' (2n )2 '14n2 _ (2n)2 ~ O

V(2rr-{2i3) - ~ ( 2nf2i3 )2 ~ 4n 2 _ ( 2nf2i3 )2 _ 2../3n R3
24n 2 27

El máximo de V(O) es V(2lT -{2i3 ) = 2,/3 n R3 y es alcanzado en O~ 2n,fij3
27

Luego. el ángulo central buscado es O~ 2n-{2i3 ;:: 2.565 rad. ;:: 146,7°

1PROB LEMA 7.1 Hallar las dimensiones del rectángulo con lados para lelos a los
ejes y de área máxima que puede inscribirse en la elip se

x' ..;
- + &...;;" = 1a' b-

Solución

Consideremos un rectángulo cualquiera, inscríto en la elipse y con lados
paralelo s a los ejes .
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x•

b

y

y ~ !!. -Va2- x2
a

Reemplazando este valor en la ecuación anterior se tiene el área del rectángulo:

A(x) = 4 ~ x -va2- x2
a

Sea (x, y) el vértice del rectángulo en el
primer cuadran te. El área de este rectángulo es:

A ~4xy

Si despej amos y en la ecuación de la
elipse se tiene:

Es claro que O:s x :s a.

Debemos hallar el máximo de A(x) ~ 4 ~ x -Va2- x2 en el intervalo [O, al.
a

Hallemos los puntos críticos:

. b -x
A (x) = 4 - x . ("T"""";

a "a2 _ x2

.fi a a.fi
~x=± - - ~ ± --

2 2

De~echamos a - a.fi por no estar en el intervalo [O, a].
2

Comparemos los valores A(O), A(a) y A(a/2 / 2 )

A(a)=4 ~( a)~a 2 _ a 2 ~ O
a

y

A(a/2 /2) = 4 H a~ ) a2_(a~r=2ab

l.uego, el máximo de A(x) es A( a/2 12 ) ~ 2ab y es alcanzado en

x ~ aji . El valor de y correspondiente a este valor de x es:
2

y = ~J a 2 - (a/2 I2 )2 ~ b.fi .
a 2

En consecuencia, las dimensiones del rectángulo buscado son

2F a.fi y 2y ~ b.fi .
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Qp

T =t l + t2 (1)

El tiempo ti es igual a la distancia de PaR dividida
entre la velocidad del pescador remando. Esto es,

d(P, R)
ti = 4

Considerando que el ángulo PRQ es recto (todo ángulo inscrito en una
semicircunferencia es recto), se tiene que:

IPROBLEMA 8. 1En un lago circular de 4 Km. de radio se tienen dos puntos P y
Q, localizados en la orilla y diametralmente opuestos. Un
pescador se encuentra en el punto P y quiere llegar, en el
menor tiempo, al punto Q. El pescador puede remar a razón de
4 Km. por hora y puede caminar a razón de 8 Km. por hora.
¿Con qué ángulo Odebe remar para alcanzar el punto R para
luego caminar hacia Q?

Solución R

Sea t, el tiempo utilizado remando, t2 el tiempo
utilizado caminando y T el tiempo total. Se tiene que:

d(P, R) = Seos O y, por tanto, ti = 2cos 9 (2)

Por otro lado, el tiempo t¡ es igual a la longitud del arco RQ dividida entre la
velocidad del pescador caminando. Esto es,

longitud del arco RQ
t2 = 8

Pero ,
l.ongitud del arco RQ ~ 4(ángulo central) ~ 4(20) = 89 y, por tanto,

12 ~ 9 (3)

Reemplazando (2) Y(3) en (1) conseguimos: T ~ 2cos O + 9
11:

Es claro que O:s O:s 2 .Luego,

Debemos hallar el mínimo de T(9) = 2cos 9 + O en el intervalo [O, n/2].
Hallemos los puntos criticas:

T'(O) ~ - 2sen O + 1 y

1,57 horas.
n

'"- 2

1 n
T'(9) = O <=:o - 2sen O + 1 ~ O <=:o sen 9 ~ "2 <=:o 0 = "6 rad.

Comparemos T(O), T(n/2) y T(n/6):

T(O) = 2cos 0 = 2 horas
n n n

T(nl2) ~ 2cos (2 )+ 2 = 2(0) + 2
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7t 7t -13 7t .t; 7t
T(1Ú6) =2cos ( 6" ) + 6" ~ 2T + 6" ~ = ,,3 + 6" :::: 2,25 horas

Luego, el mlnimo es T(1!I2) :::: 1,57 horas y es alcanzado en ~ _ En

consecuencia, el pescador debe salir con unángulo de ~ . Esto significa que le

conviene más olvidarse de la lancha y bordear el lago caminando.

IPROBLEMA 9. I El alcance de una pelota arrojada por un bei sbolista está
gobernado por la función:

y 2•A(O) = g sen 20 ,

donde, Bes el ángulo de inclinac ión al lanzar la pelota, g es la
aceleración de la gravedad y v. es la velocidad inicial con que la
pelota es lanzada.
lIallar el ángulo que proporcione el máximo alcance.

Solución

y 2
...2.. sen x = 0
g

Debemos hallar el máximo de
y 2

A(O)~ ~ sen 20 en [O, 7[/2].

Hallemos los puntos crít icos:
v2

A'(O) = 2 ~ cos 20

2,vo 11:
A (O) ~ O <:::> 2- cos 29 = O <::::> cos 20 = O ::::} 0 =-g 4

Comparemos los valores A( O), A(1!I2) YA(7t/4 ):
y 2

A( O) ~ ...!!.. sen 2( O) = O
g

2vo 7t
A(1!I2) = - sen 2( - )

g 2

2 2 2
Vo n Vo 1t v,

A(7t/4 ) ~ - sen 2( - ) = - sen - ...!!..
g 4 g 2 g '

v; 7[

El máximo es A(7t/4 ) ~ -;;- , que es alcanzado en 4" .
'"

Luego, para lograr el máximo alcance, la pelota debe lanzarse con un ángu lo de

inclinación de¡ Rad.
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IPROBLEMA 10.1 Hallar las dimensiones del cilindro circular rec to de volumen
máximo inscrito en una esferade radio R.

Solución

27tr(2R 2 _3r 2)

~ R2 _r 2

Sea r el rad io del cilindro, h su altura y V su volumen.
Sabemos que:

V = (área de la base Xaltura) = 7t~h (1)

Por Pitágoras se tiene:

( ~ )2 = R2 _ ~ => h =2 ~ R 2 _ r 2

=> V = 27t~~ R2 _ r 2

Es claro que O::S r ::s R.

Debemos hallar el máximo de

V(r) = 27tr' ~ R 2 - r2 en [O, R].

Hallemos los puntos crít icos:

. V'(r) = 27t~ -r + 47tr ~ R 2 _r2

. ~ R 2 _r2

27tr(2 R 2 _3r 2)
V'(r) = O <=> O => 27tr(2R2 - 3~) = O

~ R 2 _ r 2

<=> r =O ó 2R2_3~ = 0 => r =O 6 r = RJ6
3

Además, V'(r) no está defin ida en r = R.

Luego, los puntos crlticos de Ver) en [O. R] son: O, R,f6
3

Comparemos V(O) , V(R) y V( R..f613 ):

y R.

y

V( R..f613 ) = 27t( R~ ) 2 ~ R 2 _ ( R..f6 13)2 = 7t 4f R3

. r7/ 4../3 R,f6Luego, el máximo es Vf Rv 6 3) = 7t __ R3 y es alcanzado en r=--
9 3

Por otro lado, sabemos que h = 2 ~rR-:2-_-r72 . Luego,
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2R.[3

3

Por tanto, las dimensiones del cilindro buscado son:

radio ~ RJ6 ~ 0,8 17 R Y altura =
3

2R.[3", 1,155 R
3

IPROBLEMA 11. 1 Probar que el volumen del mayor cono circular recto inscrito
4

en otro cono circular recto es 27 del vo lumen del cono

grande.
Solución

Sean r, h y V el radio, la altura y el volumen del
cono pequeño. Sean R, H Y V, el rad io, la altura y el
volum en del cono grande.

Sabemos que:
7t , 7t 2

(1) V ="3 rh (2) VI = "3 R H

Como los triángulos ABD y ACE son semejantes ,

I
H

1

R

t:

R - r
H

h ~ R<R - r) (3)

V(r) = 7tH ? (R - r) en [O, R].
3R

Hallemos los puntos criticas:

V'(r) ~ 7tH [? (-I ) + 2(R- r)r] = 7tH [2rR- 3r2] = 7tH r [2 R _3r]
3R 3R 3R

vro ~ O=:> r =O Ó 2R - 3r = O =:> r ~ O ó r = ~ R
3

Vemos que O:s: r:S: R.

Buscamos el máx imo de

Reemplazando (3) en (1):

7t , H a H ,
V = "3 r 1<R - r) = 3R r (R - r)

2
Comparemos V( O), V( R) Y V( - R):

3

V( O) = 7tH ( O)2 (R _ (O) ) ~ O V( R ) ~ aH R2 (R - R) = O
3R ' 3R
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V(~R)~ llH (~R )2 (R _ ~ R )~ ~ llR2H
3 3R 3 3 81

Luego, el máximo es V( ~ R) ~ ~ llR2H. Ahora, teniendo en cuenta (2),
3 81

v( ~ R) ~ ~ rrR2H : ~ [ 2: R2H ] ~ ~ VI
3 81 27 3 27

4
Esto es, el volumen del cono pequeño es 27 del volumen del cono grande.

1PROBLEM A 12. 1 Se quiere hacer el marco de un papagayo (ca mela) con seis
piezas de madera. Las cuatro piezas exteriores ya han sido
cortadas con las longitudes que indica la figura. ¿Qué longitud
deben tener las piezas diagonales si se quiere que el área del
papagayo sea máxima?

Solución

La diagonal más larga divide al papagayo
en dos triángulos simétricos. Esto imp lica
que las dos diagonales dividen al papagayo
en cuatro triángulos rectángulos.

. Si h es la mitad de la longitud de la
diagonal menor. se tiene que:

0 ,; h ,; 2

1 l I 2 2Area de T , ~ - d.h ~ - v 4 - h h
2 2

1 1 I 2 2
Area de Ty > -d,h : - V 2 - h h

2 2

El área A del papagayo es igual a dos veces el área de de T , más dos veces el
área de de T,. Luego,

A~ ~16- h2 h + f4=h2 h~ (~ 16- h2 +f4=h2) h

Opti mizamos:

A(h) ~ (~ 1 6- h 2 +¡:¡-:::¡;T )h enelimervalo [0, 2]

Derivando respecto a h:

A'(h) = (~16-h2 +¡:¡-:::¡;T ) + ( - h +6)hJ16 - h 2 4 _ h 2
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= (J 16-h 2 +J 4_h2 )_ (..[4"":h2 + J16-h
2

J h 2

JI 6-h2~

=(JI6-h2+~{ 1 - h
2

)
{ J16-h 2 J4_h2

= ( J¡ 6-h
2

+~ J( Jl6-h 2 J4_ h 2 - h 2 )
J 16-h 2~

A'(h) = 0 =:> J1 6 - h 2~~ h2 =:> ( 16 _h2) ( 4 _ h2) = h4

=:> 128 - 20h2 ~ O =:>

Ahora,

A(O) =O A(2)~ (J¡ 6-2 2 - O )< 2 ) ~ 2 .J12 <4.[3 '" 6,93

A( 4/J5) ~( ~ 16 - (4/,J5 )2 + ~ 4 - ( 4/,J5r )(l-s )
=( Js+]s )(l-s )~ ( ~)( l-s )= 8

Luego, A( 4/J5) ~ 8 es el máximo absoluto.

En consecuencia, las longitudes de las diagonales buscadas son:

Diagonal menor = 2h = 2~ = _8_ "' 3 58
J5 15 '

IPROBLEMA 13. 1 Se va a colocar un poste c on un faro l e n e 1centro de una
plazoleta circular de 20 m de radio. ¿Qué altura debe estar el
farol para que ilumine lo mejor posible la vereda que rodea la
plazoleta'

Se sabe que la iluminación 1 de la plazoleta es
directamente proporcional al coseno del ángulo O de
incidencia de los rayos luminosos e inversamente proporcional
al cuadrado de la distancia d del farol a la plazoleta.

Solución
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Nos dicen que:
cos O

1(0) = k--
2

- , donde k es una constante
d

De acuerdo a la figura,
20 20

senO = - => d ~--
d sen O

Reemplazando este valor de d en la ecuación de iluminación;
cos O k 2

1(0) = k 1 ~ - cos O sen O
( 20!sen O) 400

Debemos optimizar;

1(0) =~ cos O sen 20 en el intervalo [O, n/2]:
400

k 1
1'(0) = - [ cos O( 2 sen Ocos O)+ sen O(- sen O) 1

400

k 2 2
= - sen O[ 2cos 0 - sen O]

400

1'(0) =0 => senO=O ó 2cos2 0= sen20 => 0 =0 Ó sen
2

0 =2
cos2 O

=> O= O ó tanlO = 2 => O= O Ó O, = tan -1 12 ~ 0,9553
Pero,

1(0) = O, l(n/2) = OY1(0,9553) =~cos (0,9553) sen2(0,9553) ~ O,00096k
400

Luego, 1(0, ) = 1(0,9553) = 0,00096k es el máximo.
Por otro lado, se tiene:

20 20
tan O = - => h~ --

h tan O

En particular, tomando O ~ O, Ysabiendo que tan O, = 12 se tiene;

20 20
h = -- ~-~14 14m

tan O¡ 12 '
Esto es, la máxima iluminación en el corredor se obtiene al colocar el farol a

14,14 m de altura.

PROBLEMAS DE EXTREMOS EN INTERVALOS ABIERTOS O
SEMICERRADOS

Apliquemos este teorema para resolver problemas prácticos que se expresan
mediante funciones cuyos dominios son intervalos abiertos o cerrados. El resullado
clave que usaremos es dado en el teorema 5,11, que afirma que un extremo local
único es un extremo absoluto.
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IPROBLEMA 14. 1 Una fábrica, para envasar alimentos, necesita potes de estaño
con tapa que tengan la forma de un cilindro circular recto y un
volumen de 250n cm', lI allar las dimensiones que debe tener
el pote si se quiere usar la mínima cantidad de estaño en su
construcción.

Solución

Sea r el radio de la base. h la altura y A el área toral de las paredes del pote. El
área es la suma de las áreas de las dos bases, que es 2lt,l, más el área de la
superficie lateral, que es 2ltrh. Luego,

A ~ 27rr' + 2mh (1)

Por otro lado, el volumen del cil indro circular recto es
V = lt,lh .

En nuestrocaso, como V = 250rr. tenemos que

m1h ~ 250n => ¡l h = 250 => h ~ 2~0

Reempl azando este valor de h en (1):

250
A = 2nc2 + 2nr-, =>

r
Vemos que la función A no está definida para r ~ O. Además. como el radio no

puede ser negativo. debemos tener que r > O. En consecuencia. el problema
cons iste cn hallar el mlnimo de la función área:

250
A(r) ~ 2rr(,-2 + -r-) en el intervalo abierto (O, +00).

Hallemos los puntos criticas:

, 250 rJ_ 125
A (r) ~2rr (2r-7 ) = 4n(-,:>- )

A' (r) ~ O => ¡-!- 125 = O => ¡-!= 125 => r = 5

A' (r) no está definida en O, pero Ono está en (O, +ro) .

Luego, 5 es el único punto critico de A(r) en el intervalo (O, -eo) .
Apliquemos a 5 el criterio de la segunda derivada :

500 500
A"(r) ~2n(2 +7 ) => A"(5) ~2n(2 +5" ) = 12lt > O

Luego, A(5) = 150n es un mínimo local. Como éste es el único extremo

local de la función A(r) en (O, +co) , se concluye que A(5) = 150n es el minimo
absoluto.

En consecuencia, las dimensiones buscadas del pote son:
250

radio =r ~5cm . y altura s h> 5' = 10 cm.
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IPROBLEM A 15. 1Un local tiene dos corredores de 6 y S metros de ancho, que
forman una esquina como indica la figura. Hallar el largo del
tubo de mayor longitud posible que pueda pasar
horizontalmente porla esquina.

Solución

..... 8 ·...·

(4)L(O) ~ 8 sec O+ 6 cosec O

L(O) no está definida en Oni en i

(3) y = 6 coscc O

Reempl azando (2) y (3) en (1) obtenemos
la función:

Tracemos l os segmentos que, pasando por e 1vért ice interior, to can l os lados
exteriores de a mbos e orredores. Estos segmentos tienen d istintas longitudes. La
longitud del tubo que buscamos corresponde a la longitud mínima de los
segmentos antes mencionados.

Tomemos uno de l os segmentos . La e squina d ivide a e ste s egmento e n dos
partes cuyas longitudes las denotamos por x e y, respectivamente. Si L es la
longitud del segmento, tenemos que:

(1) L = x + y (2) x ~ S sec O

1[

Esto es, O< O< 2"

Nuestra tarea es encontrar el mínimo absoluto
de la función

L(O) = S sec O+ 6 cosec O

6

en el intervalo abierto (O, ~).
2

Hallemos los puntos críticos :

L'(O) ~ 8 sec II tan O- 6 eosee Ocot B (5)

L'(O) ~ O~ Ssec Atan O ~ 6 cosec O cot O

8 _ 1_ senO = 6 _1_ cos O
cos O cos O sen a sen O

=:o

senJO 6 3
-- ~ - ~ taoJO ~ 
cosJO S 4

lan O= J.13 /4 =:o O= lan- I(-Y3í4 )
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~ 4U~+ 321l 3w

0,

411>

L(e ) tiene un único punto crítico en el interva lo abieno (O, 1t12), que es

e. =tan~I (~ ) "' 0,7376 rad. '" 42°15' 25"
Analicemos la naturaleza del punto critico:

L" (O) = 8 [sec e tan2e + see3e] + 6[eosee o e02e + cosec's]

Como eo está en el intervalo (O, 2: ) y aquí todas la funciones trigonométricas
2

son positivas, tenemos que L"( e. ) > O. Por tanlo, L(e. ) es un mínimo local.
1t

Además, por ser éste el único extremo local en (O, 2")' conc luimos tambi én que es

mlnimo absoluto. Considerando que

V3 31/ 3
tan e. = ~3 / 4 ~ - = - -,

V4 4 1/ 3

construimos el triángulo adjunto y tenemos:

L(e.)~8seee.+ 6 cosec B¿

( 4 213 + 32 13 )1/2 ( 4 213 + 32 /3 )112
~ 8 + 6 -'------;':-:--'---

4
1/ 3

3 113

~ 2( 4 )2/3 (4213 + 3213 ) 112 + 2( 3 )2/3 ( 42/3 + 32/3 )112

~ 2(42/3 + 32/3 )( 42/3 + 3213 )112 = 2(4213+ 32/3 )312

=2[V16 + Wfl2:::: 9,87 m.

sen a = VI

sen P "'2

1A

IPROBLEMA 16.1 Refracción de la luz.

El principio de Fermat de óptica dice que la luz va de un punt o a otro por el
camino querequiere la menor cantidad de tiempo,

Se tiene un punto A que está a a m. arriba
de la superfi cie de una piscina y un punto B que
está dentro del agua a b m. de profundidad.
Desde A pane un rayo, toca la superficie del
agua en un punto O, cambia de dirección y pasa
por el punto B. El ángul o a es el ángulo de
incidencia y Pes el de refracción.

Si la luz se propaga en el aire a una velocidad
vio Y en el agua a una velocidad V2, usando el
principio de Fermat, probar que

Solución
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Sean x la distancia de e a O, d la distancia de e a O y T ~ T(x) el tiempo
que toma el rayo de luz para llegar desde A hasta B pasando por el punto O. Sean
ti y t2 los tiempos que toma el rayo de luz para llegar de A a O y de O a B.

respectivamente. Tenemos:

Longitud de DA =-Ja' + x'

Luego,

t=1&
I VI

Pero

y

y Longitud de OB ~ ~ b2 + (d_x)2

T(x) ~tl + t2

Luego.

:[;[+X2 ~ b 2 + (d - x)2
T(x) = +

VI v2

Si el camino escogid o es el que da tiempo mínimo , se debe cumplir: T'(x) ~ O.
Pero,

T'(x)
x d-x

vl J a2 + x 2 v 2 ~b 2 +(d _ x)2

Luego,
x d- x

T'(x) ~ O ~
ytJa

2+ x 2
V2~ b2 + (d_x)2

(1)

Pero,

y
d - x

~ sen II

Reemplazando estos valores en ( 1) se tiene:

sen a
VI

= senp ~
v,

sen a = VI

sen II v,

IPROBLEMA 17.1 Un aviso comercial de 9 m. de altura está pintado sobre una
pared vertical. La base del aviso está a 16 m. sobre el nivel
del ojo de un observador. ¿A qué distancia de la pared debe
colocarse el observador para que el ángulo formado por el ojo
y los extremos superior e inferior del aviso sea máximo?

Solución

Sea x la distancia del observador a la pared y sea eel ángulo formado por el ojo
del observador y los extremos del aviso. Se tiene que.

e~ a - ll. donde
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16

" 1

- 1 X -1 x
a = cot 2; y Il = col 16
Luego, 9

-1 x _1 x
O = cot 25 - cot 16

Debemos hallar un valor de x en el intervalo
(O, -eo) en el cual la función anterior nos dé un
máximo absoluto.

Derivamos la función respecto a x: ~ .

dO~_ 1 ( 1)+ 1 ( ' )
dx 1+( x125)2 25 1+( xlI6)2 16

25 16
+ -,=-- 7

252 +x 2 lé + x2

Ahora hallamos los puntos críticos:

+ 16

~ 25( 162 + x2) ~ 16(25 2 + x2) ~ 9x2 ~3 .600 => x =20

Aplicando el criterio de la primera o de la segunda se verifica que el punto
críticox ~ 20 corresponde a un máximo relativo. Además, como x = 20 es el

único extremo relativo en el intervalo (O, -t-co}, estamos frente al máximo
absoluto. Por tanto, para obtener un ángulo máximo, el observador debe colocarse
a 20 m. de la pared.

IPROBLEMA 18. 1 Se tiene una hoja larga de papel de 24 cm. de ancho. Una
esquina de la hoja es doblada hasta tocar el lado opuesto.
¿En que parte debe doblarse la hoja para que la longitud del
dob lez sea mínima? En otras palabras, hallar el valor de x
que minimiza a L.

Solución

24-x
- - ~ cos a = cos ( 11 - 28) = COS (11 + (-28»

x
= - cos (- 28 )

= - cos 29

= - ( 2cos29 - 1)

Tenemos que:

cos 8 = x/L ( 1)

( Iden!. Trig. 20)

(Ident. Trig. 28)

24

,,,,,,,,,,,,
9 'L :

2" - J. : x
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= 1 - 2cos20 = I _2(xIL)2

L 2 _ 2x 2

L'

(por ( 1))

367

Luego,

24 -x
- - =

x

2 2 2 2 xl
=> L (24 - x) = x(L - 2x ) => L = - 

x - 12

X
l / 2

=> L ~ --;===
~

Por otro lado, para la esquina doblada alcance el lado opue sto en un punt o qne
no sea 1a o tro esquina inferior, debemos tener quc 1 2 < x. E TI e onsecuencia la
función a minimizares:

3; 2
L(x) ~ Q en el intervalo (12, +00)

x- 12
Bien,

_~~ xll2 ) _ xll2 ._ . 1
L'(x) = "' A - ' ~~ 2 2~ = => L'(x)~ xl /2 (x - 1 8)

x - 12 (x _ 12)3/2

Vemos que L(x) tiene tres números cr íticos: 0,1 2 Y 18. Pero, sólo 18 está en el

intervalo (12, +00). Además, el criterio de la primera derivada nos asegura que

L(i 8) es un mínimo local y, por ser este el único extremo local en (12, +00), L(18)
es mínimo absoluto. Luego, x = 18 es el número buscado.

IPROBLEMA 19. I Hallar la dimensiones de l cono circular recto de volumen
mínimo que se puede circunscribir en una esfera de radio r.

Solución

Sean
R = radio del cono
h = altura del cono.

x = la longitud de OV

Los triángulos rectángulos VeR y VTO,
por tener un ángulo agudo común, son
semejantes. Luego,

R

r

v

B
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(x + r)(x - 3r)

(x - r)2

x-r

R2 = r2(x + r)2 r 2(x +r)2

x 2 _r 2 (x+r)(x -r)

El volumen del cono es:

2 2( )2
V = ~R2h ~ ~ r (x+r) (x+r)~ ~ r x+r

3 3 x-r 3 x -r
Para tener un cono se debe tener que x > r. Luego, debemos optimizar:

II r 2(x +r)2
V = - en el intervalo (r,-Kú)

3 x - r
Derivando:

v'oo = m 2 (x - r)(2)(x +r) - (x +r)2 m 2

3 (x _ r)2 3

V'(x) = O::::;. x + r ~ O Ó x - 3r ~ O ::::;. x ~ - r ~ O Ó x = 3r

Los números eritieos son: - r, 3r y r. Pero en (r, +<>J) sólo está 3r.
El criterio de la primera derivada nos dice V(3r) es un mínimo. Luego, las

dimensiones del cono buscado son:

h ~ x + r = 3r + r ~ 4r

r(3r +r)

~ (3r)2 _ r 2

IPROBLEMA 20. I Un bañista se encuentra en un punto O de una playa,
observado dos veleros A y B, que se encuentra en un punto
P. Este punto P está a I Km de distancia y exacta mente
frente al observador. Los veleros comienzan a navegar
siguiendo una trayectoria para lela a la playa. El velero 13 es
3 veces más rápido que el velero A. lIallar el máximo valor
del ángulo de observación eentre los dos veleros.

Solución

Si Jl el ángulo POB y a el
ángulo POA, entonces

8 = Jl - a

Sea x la distancia de P al velero A.
Luego, 3x es la distanc ia del punto P al
velero B. Aún más, tenemos que:

tan a = x y tan Jl = 3x

De acuerdo al identidad trigonométrica 25 se tiene:
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tan S = tan (p _ u) = tan j3 - tan u
l + tan j3 tan u

S -l( 2x )= tan - - -
1+ 3x 2

3x - x

l + (3x)(x)

2x
- - -::::;.
1+ 3x 2

Optimizamos:

O= tan -t (~) en el intervalo [O, +00)
1+3x 2

(1)

Derivando:

2(1 -3x 2)

1+ ( 2X/l + 3X 2)2 ( 1+ 3x
2

)2

Esto es,

(2)

1
x = - -

,f3
x ~ -I- Ó.[3

S' ~ 2(1 - .,[3 x) (1 + .,[3 x)

1+ ( 2x/l +3x2) 2 ( 1+3x
2

)2

O' ~ O ::::;. 2(1-.,[3 x)(I+.,[3 x) = 0 ::::;.

(1+ 3x2)2

Desechamos - 1/ J3 por estar fuera de [O, +00).

El criterio de la primera derivada aplicado en (2) nos dice que O tiene un

máximo loca l en 1/ ..[j }', por ser extremo único, éste es un máximo absoluto.
Luego. el ángulo buscado es:

S = tan- I( 2(1./ .,[3) )~ tan - t( 2(1/.[3») ~ tan -I ( _ I )=.':
1+ 3(i1.J3 )2 1+1 .[3 6

PROBLEMAS PROPUE STOS 5.6

I. (Area Máxim a). Hallar las dimensiones de un rectángulo de 72 m. de perímetro
que encierra un áreamáxima.

2. (Arca M áxima). Probar que entre todos los rectángulos de perí metro fijo. el
que encierra un área máxima es el cuadrado.
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3. (Arca Máxima). Se quiere cercar un terreno rectangular que está a las orillas
de un río. SI se cercan sólo tres lados del terreno y se cuenta con 400 m. de
alambrada. ¿Qué dímensiones debe tener el terreno si se quiere que tenga
área máxima?

...L :....

4. (Constru cción de envases). Se construye cajas sin tapa utilizando láminas de
cartón cuadrado de 96 cm. de lado, a las cuales se recorta un pequeño
cuadrado en cada esquina. ¿Cuál debe ser la longitud del lado del cuadrado
cortado si se quiere que lacaja tenga volumen máximo?

S. (Construcción de envases), Se construyen cajas sin tapa utilizando láminas de
cartón rectangulares de 21 cm. por 16 cm., a las cuales se recorta un pequeño
cuadrado en cada esquina. ¿Cuál debe ser la longitud del lado del cuadrado sí
se quiere que la caja tenga máximo volumen?

6. (Const rucción de en vases). Se construyen cajas
con tapa utilizando láminas de cartón
rectangulares de 8 drn. por 5 dm, a ias cuales se
les recortan los cuadrados y los rectángulos
marcados en la figura adjunta. ¿Cuál debe ser la
longitud de l lado del cuadrado si se quiere que
la caja tenga máximo volumen?

7. (Construcción de envases), Se construyen caj as
con tapa, las cuales también tienen caras 't"'~===

:~,;1,:'~~~U
laterales. Para esto, se usan láminas de cartón i-¡;;:;';;;;;;;:~,..-f':;=ai*:i

rectangulares de 9 dm. por 6 drn., a las cuales se
les recorta los 6 cuadrados indicados en la
figura adjun ta. ¿Cuál debe ser la longitud del
lado del cuadrado si se quiere que la caja tenga
máximo vol umen?

8. (Volumen máxim o).EI reglamento del correo
exige que la suma de las longitudes (largo,
ancho y altura) de un paquete no debe exceder
120 cm. Hallar las dimensiones de la caja con
base cuadrada, que cumpla las regulaciones del
correo y que tengamáximo volumen.

9. (Pista de carreras). Se desea construir una pista de carreras de 560 m. de
longitud. La pista debe encerrar un terreno que tenga la forma de un
rectángulo con un semicirculo adjunto a cada uno de los lados opuestos del
rectángu lo. El rectángulo debe tener área máxima. Hallar las dimensiones del
rectángulo.

10. (Pista de carreras). Se desea construir una pista de carreras de 400 m. de
longitud. La pista debe encerrar un terreno que tenga la forma de un
rectángulo con un semicírculo adjunto a cada uno de los lados opuestos del
rectángulo. ¿Cuál es la máxima área que puede tener el terreno encerrado?
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11. (Máxima claridad). Se desea construir una ventana de 7
m. de perimetro y que tenga la forma de un rectángulo
coronado por un semicírculo. ¿Qué dimensiones debe tener
si se quiere que ella deje pasar la máxima claridad?
Sugerencia: A mayor área, mayor claridad.

12. (Máxima claridad). Una ventana de 18 pies de perimetro
está conformada por un rectángulo coronada por un
triángulo equilátero. El vidrio que cubre el rectángulo es
más claro que el que cubre el triángulo. Por pie cuadrado,
el vidrio del rectángulo deja pasar el doble de luz del que
cubre el triángulo. Hallar las dimensiones de la ventana
que dejan pasar la máxima claridad.

13. (Costo mínimo). Dos puntos A y B están opuestos uno
al otro en las riberas de un rio de 3 Km. de ancho. Un
tercer punto e está en la misma ribera que B pero a 7
Km. río abajo. Una compañía de teléfonos desea unir
telefónicamente los puntos A y C. Para esto, se debe
tender dos cables: Uno de A a un punto P, en la ribera
opuesta, y el otro cable de P a C. Si el tendido del cable
en el agua cuesta $ 17.000 el Km. y en tierra cuesta
$ 8.000 el Km. ¿Dónde debe estar localizado el punto P
para queel costo sea mínimo?

-14. (Costo mínimo). En el problema anterior, si cl tendido de cable en el agua
cuesta $ 13.000 el Km. y en tierra $ 12.000. ¿Dónde debe estar localizado
el punto P?

Bodega
I

p

Isla
15. (Tiempo mínimo). Una isla se encuentra a

4.8 Km. de una playa recta. En la playa, a 6
Km. del punto F que está trente la isla,
funciona una bodega. Un hombre que está
en la isla quiere ir a la bodega. Se sabe que
el hombre rema a 3 Km.lh. y camina a 5
Km.lh. ¿Qué camino debe seguir para llegar
a la bodega en el menor tiempo posible?

16. (Tiempo mínimo). Si en el problema anterior el hombre rema a razón de 4
Km.lh y camina a razón de 5 Km.lh. ¿Qué camino debe seguir?

17. (HoteJería). Un hotel tiene 100 habitaciones. El gerente sabe que cuando el
precio por habitación es de $ 45 todas las habitaciones son alquiladas; pero
por cada dólar de aumento, una habitación se desocupa. Si el precio de
mantenimiento de una habitación ocupada es de $ 5. ¿Cuántas habitaciones
deben alquilarse para obtener máxima ganancia? ¿Cuál debe ser el precio por
habitación?

18. (Agricultura). Una finca está sembrada de mangos a razón de 80 plantas por
hectárea. Cada planta produce un promedio de 960 mangos. Por cada planta
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adiciona l que se siembre, el promed io de producción por planta se reduce en
10 mangos, ¿Cuántas plantas se deben sembrar por hcetárea para obtener la
máx ima producción?

19, (Area Máxima).Hallar las dimensiones del
rectángulo de área máxima que puede inscribirse
en un semicírculo de radio r.

20, (Volumen máximo), Se planea construir un canal de
concreto para transportar agua a una finca. La sección
transversal del canal es como se indica la figura,
teniendo la base y las paredes laterales una misma
longitud b. Hallar el ángulo eque permite que el canal
trans porte el mayor volumen de agua.

Sugerencia : Exprese el área del Irapeeio
en términos de 8 y maximice.

b

y

y= '101/6 - 2

\
21. (Area M áxima). Hallar las dimen siones del

rectángulo de área máxima, de lados paralelos a
los ejes y que puede inscribirse en (a región
acotada por las parábo las

x2 x2

y = 4- 3 ' y = 6 - 2 2

22, (Resistencia Má xima ). De un tronco circular de radio 3 dm. se quiere cortar
una viga rectangular de máxima resistencia. Hallar las dimensiones del
rectángu lo. Se sabe que la resistencia de una viga rectangular es directamente
proporcional a su ancho y al cuadrado de su altura. Es decir, R ~ kalr' , donde
R es la resisten cia, k cs una constante de proporcionalidad, a es el ancho del
rectángulo y h su altura .

23. (Area M ínlma), Un trozo de alambre de
12 m. se corta en dos partes. Una parte se
doblará para formar una circunferencia y
la otra se dob lará para formar un cuadrado.
¿Dónde se hará el corte si : a. La suma de
las áreas es mínima. b. La suma de las
áreas es máxima?

i-- - -I2- - - - ---j

24, (Area M áxima) . Hallar las dimen siones del
rectángulo de área máxim a que puede inscribirse
en un triángulo equilátero de 12 cm. de lado, de
tal modo que un lado de l rectángulo desca nse
sobre un lado del triángulo.

25, (A rea Máx ima) . Probar que de todos los triángulos isósce les de perímetro
fijo, e l que tiene áreamáxima es untriángu lo equilátero.

26. (Area Máxima) . Probar que de todos los triángulos isósce les inscritos en una
circunferencia, el que tieneárea máxima es un triángulo equilátero.
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27. (Area Máxima) . Se inscribe un trapecio en un
semicírculo de radio 2, en tal forma que un lado
del trapecio coincide con el diámetro. Hallar
máxima posible área del trapecio.

28. (Area lateral máxim a). Hallar las dimensiones del cilindro circular recto de
área lateral máxima inscrito en una esfera de radio r.

29. (Volumen máximo). Hallar las dimensiones del
cono circular recto de volumen máximo inscrito en
una esfera de radio r.

Sugerencia: V = Volumen del cono = .!.1tx2h.
3

Pero, por semejanza de triángulos: x2 = h(2r - h).

Luego. V = ~ nh2(2r - h).,
30. (Arca lateral máxima). Hallar las dimensiones del cono circular recto de

área lateral máxima inscrito en una esfera de radio r. Ver la figura del
problema anterior.
Sugerenci a: A = Area lateral del cono =nxg.

31. (Volumen máximo). Probar que el volumen del
mayor cilindro circular recto inscritoen un cono

circular recto es ~ del volumen del cono.

32. (Area máx ima). Se construyen figuras
conformadas por un triángulo isósceles de 10
cm. de lado al que se le adjunta un semicírc ulo,
como indica el dibujo adjunto. Hallar:

a . El ángulo O correspond iente a la figura de
área máxima.

b. El área máxima.
Sugerencia: Ver el problema resuelto 5 de la sección 1.1.

33. (Ce rco mínimo). Se quiere construir un conuco
rectangular de 7.200 m' de área a la orilla de un no.
Si sólo se deben cercar los tres lados que indica la
figura, ¿cuáles ¡leben ser las longitudes de estos
lados si se quiere la menor cantidad posible de
cerco?

34. (Cerco mlnimo). Se quiere cerrar un terreno
rectangular y luego dividirlo en dos partes iguales
mediante una cerca como indica la figura. El área de
terreno encerrado debe ser de 864 m2. Si se desea
utilizar la mínima cantidad de cerca, ¿qué
dimensiones debe tener el rectángulo?

.J.--. Rjo

-"':"- . - :?" .
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35. (Arca mínima). Se quiere construir una caja cerrada de madera de 72 dm3 de
volumen. La base debe ser un rectángulo cuyo largo sea el doble de su ancho.

a. ¿Qué dimensiones debe tener la caja si se quiere usar la mínima cantidad
de madera?

b. ¿Qué dimensiones debe tener la caja si no tiene tapa?

36. (Area mín ima). Se quiere imprimir un libro, en el cua l
cada página tenga 3 cm. de márgenessuperior e inferior y 2
cm. de margen a cada lado. El texto escrito debe ocupar un
área de 294 cm2. Si se busca economizar pape l, ¿qué
dimensiones de la página son las más convenientes?

37. (Arca máxima). Se tiene un terreno rectangular de 480 m2. de área, sobre el
cual se va a construir una casa que tendrá. también forma rectangular. Para
jardines se dejaran 5 m de frente, 5 m. atrás y 4 m. a los costados. ¿Qué
dimensiones debe tenerel terreno para que el área de la casa sea máxima?

38. (Arca mínima). Para envasar sus productos una compañ ia necesita potes
cillnd ríco s de hojalata de 2n litros de capacidad y con tapa. Si se busca usar
la mínima cantidad de hoj alata, ¿qué dimensiones debe tener cada pote?

39. (Area min ima ). Resolver el problema anterior para el caso en que el pote no
tenga tapa superior.

40. (Volumen máximo). Se quiere construir vasos (cilíndricos sín lapa) de vidr io
quc tengan 10Sn cm2. de mater ial. ¿Qué dimensiones debe tener el vaso si se
quiere que conten ga la mayor cant idad de liquido ?

41. (Velocidad más econ ómica ). Un bus debe hacer un viaje de 500 Km. a una
velocidad constante x Km.lh. La gasolina cuesta $ 0,5 por litro, el bus

x 2
consume 2 + - - litros por hora, y el conductor cobra $ 15 por hora. ¿cuál

200
es la velocidad más económica?

42. (Ley de reflex ión], Usando el princip io de
Fermat (la luz viaja de un punto a otro a través
de la trayectoria que minimiza el tiempo) probar
que si la luz parte de A se refleja en un espejo y
pasa por el punto B, entonces el ángulo de
incidencia i es igual al ánguWde reflexión r.

43. (Arcas op timas). Se tiene una hoja larga de papel de 24
cm. de ancho Una esquina de es doblada en tal forma
que el vértice doblado toque el lado opuesto, como se
indica en la figura. Hallar el valor de x para el cua l:

a. El triángulo A tenga área máxima.
b. El triángulo B tenga área mínima.

~Orln2 1
o,,,,
, r

"

B
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44. (Volumen mínimo). Hallar las d imensiones de un
cono circular recto de volumen mínimo que
se puede circunscribir en un hemisferio
(semiesfera) de radio 8 cm.

45. Frente a un edificio, y a 27 pies de
distancia. se tiene una pared de 8 pies de
altura. Hallar la longitud de la escalera
más corta que pueda apoyarse en el suelo.
la pared y el ed ificio

46, (Altura mínim a), Hallar la altura mínima

h = OP que debe tener una puerta de una
torre para que a través de ella pueda

pasar un tubo AH de longitud 6..,f6 m.

El ancho de la torre es 2'1/2 m.

SECCION 5.7
METODO DE NEWTON-RAPHSON

Resolver una ecuación, no siempre es simple o factible. Aún más. la situación
se complica cuando en la ecuación intervienen funciones trascendentes. As í, no
existen fórmulas para resolver ecuaciones tan simples como cos x = x.

Para ayudarnos en la larca de hallar raíces de ecuaciones complicad as, viene a
nuestro auxilio el método de Newto-Raphso n. Este método, mediante un simple
proceso de iteración, podemos aproximar, con la exactitud deseada, una raíz real r
de una ecuación f(x) = O.

Este métod o fuc presentado por Isaac Newton (1.642- 1.727) en su obra Metltod
of Fluxions escrita cl año 1.67 1 y publicada, muchos años después, en 1.736. Para
ilustrar su método, Newt on, como ejemplo, encuentra aproximaciones a la raíz de

la ecuac ión x J - 2x - 5 = O(ver el ejemplo 2, más abajo) .

Joseplt Raphson (1.648- 1.715) fue un matemático inglés egresado de la
Universidad de Cambrige y amigo de Newton. Estuvo involucrado, a fav or de
Newton, en la reyerta con Leibniz sobre los orígenes del Cálculo. Raphson, a
quien Newton le p ermitía acceso a sus trabajos. publicó el año 1.690, mucho antes
que aparec iera el Method DIFuxíón, su obra Analisys Aequationum Universales.
En esta obra ap arece, por primera vez, el método que ahora se /lama de New ton
Raphson.

Veamos lo que dice este métod o. Sea f una función continua en el intervalo
cerrado [a. b] y derivab le en el intervalo abierto (a. b), Si f{a) y f{b) tiene signos
distintos, entonces , e l teorema del valor intermedio nos asegura que existe un
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número real a < r < b tal que ({r) - O. Esto es, r es una raíz de f que esta entre a y b.
Haciendoun esbozo rápido de la gráfica de r, elegimos una primeraaproximación X I '

El método de Newton se basa en la hipótes is de que la recta tangente al gráfico en el
punto (x" ({x,)) corta al ej e X un punto x, cercano a r. Veamos como hallar x, .

La recta tangente L en el punto (x" ((x ,)) tiene por ecuación:

(x, ' r(x,»

x

b

x,

y

a

o= ({XI) - f '(x j) (x, - x.)
De donde ,

f(xl) "
x, = XI - - - , SI f (x,) " O

f'(xl )

y = ((x,) - f '(x,) (x - x,)

Si esta recia corta al eje X en X2, tenemos

Reiniciamos el proceso tomando X2

en lugar de xI y logramos la tercera
aproximación x" dado por

f (x2 )
XJ =X2 - ---

f ' (x 2)

Continuando el proceso. conseguimos una sucesión de aproximacio nes

X) •. . • Xn. Xn+1 . . . , donde
_ f(x ")

XII-+ ! = Xn
f ' (x " )

Cada aproximación sucesiva Xn se llama una iteración.

Diremos que esta sucesión de aproximaciones converge a r si x, se acercamás y
más a medida que n crece; es decir cuando:

Lím Xn = T

n -4 +tú

En resumen, tenemos:

IMET ODO DE :-lEWTO="-RAPSON.1 Sea ((r) = O, donde f es derivable en un
intervalo abiertoque contiene a r. Para aproximar a la raízr seguir los siguientes
pasos:

1. Tomar una estimación inicial x, cercana a r. Ayudars e con el gráfico de f.

2. A partir d e x h hallar n Ue\'3S e stimaciones Xl , X 3, •• • , X n , Xn+h

mediante:
f( x" )

Xn... I = Xn - - - - , donde f '(X I) *" O
f ' (x" )

3. La aproximación buscada es Xn"'l si se cumple que Xn... I = Xn, con el
grado de aproximación buscada.
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IEJEMPLO 1.1Comenzando con XI = 1, calcular las aproximaciones xl, X], '4
Yx, de la raíz positiva de la ecuación:

x2-3=0

Solución

La raíz positíva de X2- 3 ~ O es J3. Luego, nos están pidiendo cuatro

aproximaciones de .J3 .

Bien, la función f es diferenciablc en todo R y, en particular, en todo intervalo

abierto que contiene a J3.Además, f '(xl = 2x
Luego,

f(x n )
xn+ 1 = Xn - [ '(x

n
> xn-

Ahora, x, = 1, entonces

X¡ = .!.( xl +~ ) = .!. ( 1+~ ) = 2
2 x I 2 1

X] =.!.( X2 + ~ ) =.!..( 2+ ~ ) =7... ~ 1,75
2 x2 2 2 4

1 ( 3) l ( 3) 6,0625'4= - xl + - =- 1,75+ - ~-- =1,732142857
2 xl 2 1,75 3,5

X =.!..( 1732142857 + 3 ) ~ ~ 6,000318877 ~ 1 73205081
s 2 ' 1,732142857 3,464285714 '

Una calculadora nos da que J3 ~ 1,732050808. Vemos que este valor y el de
x, coincidenen 6 cifras decimales.

IOBSERVAClDN.1 El grado de aproximacíón se expresa dando el números de
cifras decimales deseados para la raíz. Así, sí se pide una aproximaciónde 3 cifras
decimales, se calculan las aproximaciones hasta que Xn+I y X n coincidan en, por
lo menos, las tres primeras cifras decimales. Otra manera de expresar este
requerimiento se hace pidiendo que las aproximaciones sucesivas XII " ) y Xn

difieran en menos de 0,001 = 10-3. En general, decir que una aproxímación x.. I
es de k cifras decimales es equivalente a decir que Xn... I y Xtl difieran en menos
de lO-k.

A continuación aproximamos la raíz de la ecuación x3- 2x - 5 = O. mostrada
por Newton en su obra ::\l ethod of Fluxions.
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1EJEM PLO 2.1 Hallar una aproximación, con 6 cifras decimales, las raíces de

x3-2x-5 = 0
Solución

y

"

x

J,
o

23,522 = 2 094568121
11,23 '

Sea f(x) ~ x3 _ 2x - 5. El gráfico de fnos muestra
que la ecuación dada tiene una única raíz real que se
encuentra en el intervalo [2, 3]. Esta afirmación
también lo comprobamos viendo que f(2) = - 1 es
negativo y f(3) ~ 16 es positivo.

Tenemos que frx) > 3x2 - 2 y

f(x") x~ - 2x " -5 2x~ + 5
Xn+l =Xn-f ,(x

n)
:::; Xn - 3x~ - 2 = 3x~ -2

El gráfico nos sugiere tomar como aproximación inicial a XI = 2.
Ahora,

2xf + 5 2(2)3 + 5 21
x,= =-~21

3x[ - 2 3(2)2 -2 10 '

2x ~ + 5 2(2,1)3 + 5x,
3 x~ -2 3(2,1)2 - 2

23,37864393
x... = 11,1 6164684 2,094551482

23,37820594
x, = 11 ,16143773 2,094551482

Vemos que x, y X4 coinciden en las seis primeras cifras decimales (en realidad,
en 9 ei fras). Luego, la aproximación b uscada es x 5 ~ ~ 2 ,094551482, Ó , con 6
cifras decimales,

X5 = = 2,094551

1EJEMPLO 3, I Usando el método dc Ncwton-Raphson determinar, con 8 cifras
decimales, la coordenada x del punto en el primer cuadrante
donde se intersentan las curvas

y = 2 cos x, y = x'
Solución

Aproximar la coordenada x del punto de intersección de las curvas y = 2 cos x e
y = x2 equivale a aproximar la raíz de la ecuación 2eos x = x2

, 0 , equivalentemente,
la raíz de la ecuación 2C05 x - x2

::::: O. En consecuencia, aplicamos la regla de
Ne wton-Raphson a la ecuación f(x) ~ O, donde f(x) = 2cos x - x2

Tenemos que f' (x) = - 2sen x - 2x ~ - 2(scn x + x). Luego,
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1,021689954

f (x n) 2cosx n _(x n ) 2
Xn+1 = Xn - Xn - :::::>

f ' (x n) -2(senx n + x n)

(x n) 2 + 2(x n senx n + cos x n)
XliII =

2( sen x n + x n)
La gráfica nos sugiere que tomemos

como aproximac ión inicial a x, "" 1.
Luego,

12 +2({I)sen (I)+ cos(I ))

2(sen(l) + 1)

3,76354658 1 = 1 02188593
3,68294 197 '

3,83129541 = 1 021689964
3,74995 8935 '

3,830685977
x, = 3,749362477

x = 3,830685945 = 1 02 1689954
, 3,749362446 '

x

Vemos que x, y x, coinciden en 8 (en realidad, en 9) cifras decimales. Luego
la aproximación buscada es x, =1,02 1689954, o, redondeando a 8 cifras decimales,
x, = 1,02168995.

El sistema algebraico de computación Der ive nos da, como solución
aprox imada a esta ecuaci ón, el valor 1.021689954, él cual coincide con x, .

DIFI C ULTADES EN LA RE GLA DE NEWTON-RAPHSON

Algunas veces la sucesión de aproximaciones XI. X2, X], . • • Xn, . .. dadas por el
método de New ton-Raphson, correspondientes a una ecuación dada f(x) = O, con
aproximación inicia l x¡ , no converge. Esto se puede deber a dos razones :

1. Exis te una aproximación Xl tal que f' (x,) = O, o sea cuando la recta tangente en

el punto (Xk, f(x,) es horizontal. En tal situación no podemos calcular X"h ya
éste requiere dividir entre f '(x,) ~ O.

Puede suceder también que f '(x,), sin ser O, esté muy cercana a O. En este
caso , la aproximación Xk+1 se aleje del la raíz inicial y se pong a próxima a otra
raiz de la ecuación.

Esta primera dific ultada se salva fácilmente eligiendo la aproximación inicia l
con más cuidado.
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2. Exis ten ecuaciones f(x) = O para las cuales, definitivamente, la regla de
Newton-Raphson no funciona . Veremos en el problema resuelto 3, que la

ecuación f(x) = O, donde f(x) = v;.,cae dentro de este caso . Aquí la situación
es insalvable Y. entonces la so lución se busca por otros métodos distintos al
Ncwton-Raphson.

Para ayudamos parcialmente, contamos con el siguiente resultado, que se
encuentraen algunos textos de Análisis Numérico::

Sea r es una raíz de f(x) = O. Si existe un intervalo abierto 1 que con tiene a
r y alli se cumple que:

f(x) f "(x)

(r '(x) f
< 1, V x E 1, (1)

entonces la sucesió n de aproximaciones XI. X2. X3•.. . x,• . "' dadas por el
método de Newton-Raphson, converge a r, para cualquier aproximación inicial
x¡ tomada en el intervalo 1.

Decimos que este resultado nos da una ayuda parcial debido a que el reciproco
de ella no se cumple. Es decir, existen sucesiones que convergen Y. sin embargo
la desigua ldad dada no se cumple.

1EJ EMPLO 4. 1Median le la condición (1) anterior, comproba r que la sucesión de
de aproximaciones encontrada en ejemplo 2 convergen.

Solución

f(x) ~ x 3-2x - 5, f' (x) = h l -2 , f "(x)=6x

Ahora, en el intervalo (2, 3), donde 2 < x < 3, tenemos que :

f(x)f " (x)

(r '(x) jl

6

9

[ x ]

<

2
= -

3

Luego, la sucesión encontrada converge.
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PROBLEMAS RESUELTO S 5.7

1PROBLEMA 1.1Aproximar, con 5 cifras decimales, las raices de

x· - 6x 2 + 8x + 8 = O

Solución

Sea I\x) = x4 _ 6x 2 + 8x + 8. Se tiene:
y

381

f'{x) = 4, 3- 12x + 8 = 4 (x + 2)(x _1)2.

f '(-2)~0 y f '(1) = O

El gráfico de f nos dice que la ecuación dada tiene
dos raices: una. r" en el intervalo [-3. -2] Yla otra,
r" en el intervalo [-1, -O] .

En vista de que f '(-2) = O, no se puede tomar x,~ - 2
como aproximación inicial para ninguna de las dos
raíces. Pero, nueva mente el gr áfico, nos dice que para
aproximar r l se debe escoger XI < -2. y para aproximar
{l. se debe escoge r X I > - 2. Más precisamente, el
mismo gráfico nos sugiere que para r¡ tomemos XI =-3
Y para r2. XI = - 1. Es así como procedemos a
continuación :

Tenemos que:

- 4 - J - 1 - 1

."

x

f(x n )

Xn l ] = Xn - f ' (x
n

) =

2. Aproxi mación de r ,:
x ¡ ~-3 .

3(_3)4 _ 6{-3)2 - 8
X2 =

4 « - 3)3 -3(-3) +2 )

XJ ~ -2,800151689

4 2x n - 6x n + 8x n +8

4 (x~ - 3x n +2)

181
~ - - = - 2 8228125

4(- 16) ,

X4 = - 2,799446153

4 23x n -6x n - 8

4 ( x ~- 3x n+ 2 )

Xg = - 2,79944571

Luego, r, = Xg ~ -2,79944571, Ó, con cinco cifras decimales," = - 2,79945

2. Aproximación de r,:

x, ~- I,

4 23(- 1) -6(-1 ) - 8

4 « _1)3 -3(-1) + 2 )

11
= - - = - 0 6875

4(4) ,
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x, = - 0,679972769 x, ~ -0,67996066 x, = - 0,67996066

Luego, r2 =-0,67996066 ó, con cinco cifras decimales, r2 =-0,67996

1PROBLEI\IA 2·1 a. Hallar el punto Po en la gráfica de la función y ~ eX que
esta más cercano al origen.

b. Hallar la distancia de este punto al origen .

Dar las respuestas con tres decimales de aproximación.
Solución

x

X

y= e'

y = eX al

o

-1

- 1

a. La distancia de un punto P ~ (x, e x ) cualquiera del gráfico de
origen está dada por la función:

d - ~ X2 + (e x ) 2 = ~ X2 + e 2x

Bien, ~(d2) = 2x + 2e2x =°=> x + e 2x = °
dx

Resolvemos la ecuación: x + e 2x ~°

El punlo que buscamos es el punto
cuyas coordenadas minimizan esta
distancia, 0 , equivalentemente.
minimizan el cuadrado de esta
distancia:

d 2 = x2 + e 2x

En consec uencia, debernos hallar los
puntoscr íti cos de

d 2 =x2+e2x

Sea f(x) ~ x + e2x . Se tiene que

f '(x) = I + 2e2x y

f (x o )
x,,+, = x" - f ' ( x

o
)

(2x o _ 1)e2xo

1+ 2e 2xo

2x o - 1

c - 2xn +2

El gráfico de f nos dice la ecuac ión dada tiene una única ra iz y que está en el
intervalo [-1 , O].

Sea Xl = 0,5. Enton ces:

2 Xl -1
X2 =

e-2x, +2

2(--0,5) - 1

e - 2(-{) .5) + 2
- 2 = - 0,4238831 15

4,718281 828
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x ~ -1,84776623 = _ 0,426300053
J 4,334426452

. ~ -1 ,852600108 = _ O426302751
x, 4,345738097 '

383

Luego, la aproximación con tres cifras decimales es x ~ - 0,426 Y el punto

del grafico de y = e x más cercano al origen es

Po ~ (- 0,426, e-<l.426) = ( - 0,426, 0,653 )

b. La distan cia de Po~ (- 0,426,0,653) al origen es

d ~ ~ x 2 + e 2x ~ ~ (-D,426)2 + e 2(-O,426) = ~ 0,60803695 ~ 0,780

IPROBLEMA 3. I a. Sea a un número positivo y k un entero mayor que 1.
Deducir, mediante el método de Newton- Raphson, la

siguiente iteraci ón para aproximar V;.

X. +I ~ i((k -l)x n + x;-t J
b. Usando esta iteración, hallar V17 con una precisión de 6

cifras decimales.
La iteración anterior, para k = 2, dice:

x._1 = ~( x n + --.':-) .
2 Xn

Esta fórmula fue conocida en la antigua Babilonia para

computar la raíz cuadrada ¡; .
Solución

a, v;. es la raíz de la ecuaci ón f(x) ~ X k_a. Luego, de acuerdo a Newton

Raphson,

f( x n ) x ~ - a kx~ - ( x~ - a)
Xn+1 = xn - [ '(x ) = x n - --¡z:¡- = k-t

n kXn kXn

(k - I )x ~ +a I( a J
k

k- l = k (k-l ) xn + k-=T
X n X n

b. Tomamos como aproximación inicial XI ~ 1,5.
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~; ) = H4(1,5)+~) ~ 1,871604938
(1,5)

x, = 1,774374802

Xs ~ 1,762340377

'4 = 1,762502488

x, ~ 1,762340348

y

Luego, Vl7 ~ 1,762340, 6 cifras decimales.

1PROULEMA 4.1 Mostrar que el método de Newton-Raphson no funciona para
aproximar la raíz de la ecuación

V; ~O

Soluelón

La raíz de esta ecuación es r = O. Veamos que este valor no puede ser
aproximado por ninguna sucesión X I. xz, xr, . . . Xn, • • • de aproximaciones, donde
Xl es cualquier valorno nulo. Enefecto:

1
f'(x) = -- y

3x 21J
Tenemos: f(x) ~ x l / 3 y

. f(x n)
Xn+1 = Xn - f ' ( X

n
) = Xn -

(X
n)1I3

1/3(x n )213
x

Luego, la sucesión de aproximaciones es: Xl , - 2XI I 4x¡, -8xI ' . . Estas
"aproximaciones", para cualquier XI *" O. se aleja de Oa medida que n crece. Es
decir, la sucesión no converge.

PROBLEMAS PROPUESTOS 5,7

En los problemas del J al 6, mediante IIn esbozo de la funci án
correspondiente, deducir que las ecuaciones dadas tienen una únlc« raíz.
Mediante el método de Newton-Raphson, hallar lino aproximación a esta raiz
COII seis cifras decimales .
1. x3 - 4x1 + 2 =0 2. x3 - 6x2 + 9x + 1 = O 3. cos x = x

4. cos (x') ~ x 6,xlnx =1
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- ~ a=-3 y b =- 22 •

EII tos problemas del 7 al 11, muestre que 1(:') = O tiene una raíz en eJ
intervalo [a,b] verificando que j(a) J' j(b) tienen sigilos diferentes: Luego,
mediante el método de Newton-Rapbson, hallar una aproximación a esa raiz;
con seis cifras decimales .

7. f(x) ~ sen 2x - x+ 1, a = 1 Yb ~ 2 8. f(x) = sen x - e-x . a = 2 Y b = 4

9. f(x) -tanx -r x , a = 2 y b ~ 3 10. f(x) = tan- I x

11. f(x) ~ sen- Ix - (x - 1)2, a ~ 0, y b ~ 1

En los problemas del 12 J' 13, bullar el valor del radical dado con 6 cifras de
aproximacíán.

12. V19 13.lf2
En Josproblemas 14 J' 15 , usando el m étodo de Newton-Raphson, determinar,

con 6 cJl ras decimales, la coordenada x del punto donde se intersentan las
Cllrl·U.''1 dadas.

14. y = In x, y = 4x, y = 4x - x 2 15. • Y~ tan - 1 x • y ~ 2 - x

16. a. Hallar el punt o Po en la gráfica de la parábola y ~ x 2que está más cerca
del punto (2, O)

b, Hallar la distancia de este punto al punto (2, O).
Dar las respuestas con tres decimales de aproximación.

17~ Hallar el máximo abso luto de la función g(x) ~ cos x + 5x - x 2. Dar la
respuesta con 3 cifras decimales de aproximación.

J8. La ecuación f(x) =°tiene una raiz en a, donde fes la función

f(x) ~ {~' si x z a
-~. six :::;;a

Probar que el método de Newt on-Raphson falla para aproximar la raiz a.
Para esto, probar que .para cualquier número positivo h, si XI = a + h.
entonces X2 = a - h ; Ysi XI = a - h. entonces Xz = a + h.
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RESPUESTAS A LOS
PROBLEMAS PROPUESTOS

CAPITULO 1

d. h
(a +l )( a+ h +l )

SECCION 1.1
h

c. ----"'--
3(h + 3)

h 2 +2ah
c.

4

b l+.fi
. 2+.fi

3
1. a. 

4

1
b. - a2 + a + 2

4

3. Dom(f) ~ [9, +w), Rang(f) ~ [O. +w)

4. Dom(g) ~ [-4, 4] , Rang(g) ~ [0, 4/3]

5. Dom(h) ~ (--<lO. - 2] U [2, +00), Rang(h) =[ 0, +00)

2. a. 2

6. Dom(n) = Rang(u ) = R 7. Dom(f) ~ R - {O}. Rang(f) ~ R

8. Dom(y) ~ (-00, O] U [2, +00) , Rang(y) ~ [O, +00) . 9. Dom(g) ~ (-00, 9] - {S}

10. Dom(y) ~ (-00, - 2] U [2, +<Xl) - { - 2.fi , 2.fi }

11. Dom(y) ~ (-<Xl, O) U [ ~ , -tco] 12. Dom(y) ~ (-<Xl, 1]- {-15 }
4

13. Dom(y) ~[-I . 2) 14. Dom(y) ~ (-"" - S] U (3, +<Xl)

15. y 16. \'

x
x

Dom(y) = R, Ran(y) ~ [O, 1] Dom(y) ~ R, Ran(y) ~ [O, ce]

18. f(x - I) = (x - S)2

1 2 1 219. f(x) ~ - x + - x 20. U(x) ~ 226 .000x - 5.000x
2 2

{
4.000X. si O,; x ,; 1.000

2 1 .G(x)~

4.000.000 + (x -1.000)(l4.000- 10x), si x > 1.000
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27. V(x) ~ 4x(40 - x) (25 - x)

[ 8 O 8 ]29. prO) ~ 20 cos -2 + cos - sen -
2 2

31. y - x + 4'./2 = O

22. p(x) ~ 1.760x - 10x2 23. V(x) ;x2( 150 - 2x), 24. A(r) ~,,¡2 + .!.(6_ nr)2
4

25. A(x) ~ 6(18 - x~ 26. A(x) = '::'(28 - 4x - 1tX)
8

1
28. A(x) = X(x + 4)(252 + 6x)

30. V(O) ~ ~;; 82 )4,,2 _e2

1. a. y = x' - 3
SECCION 1.2

J J
b.y~(x-l) c. y ~-x +1

P 'tv' ~"o x. p :" ."" x

1
2. a. y = - - 2

x
1

b. y ~-

x-2

1
c. y =-

x
1

d. y = - - + 5
x-2

3. a. sr >[x l

,

b. v: [2x]
y

c. b. y ~.!. [x]
2

y ,

- 2 - 1 In

- 2 _1 o
- 1

- 2

I ,

......-o
, x - 112 111 1 J!1 1 Y

- r

o - 111 I

~ -1

-,

, 3 x

4. y ~ l-sen(x -2: )
2

y

5. a.

_.

b iod 2" ". peno 0 = - ~ -

4 2



Dom(~) ~ (-2,2) - {O}.
g

11. Dom(g) ~ [-2, 3)

Respuestas

6. Dom(f + g) ~ Dom(f - g) ~ Dom(fg) ~ (-00, 1) U (1, 2],

Dom( ~) ~ (-00, I)U(I, 2)
g

7. Dorn(f + g) ~ Dom(f - g) ~ Dom(fg) ~ [-4, -2] U [2,4],

Dom(~) ~ [-4, -2) U (2,4]
g

8. Dom(f+ g) ~ Dom(f - g) ~ Dom(fg) ~ (-2,2),

9. Dom(1) ~ [l. 4] 10. Dom(1) ~ (-2, O]

12. (fo g)(x) ~ X- 1, Dom(fo g) ~ [O,+00)

(g o I)(x) ~ ~X 2 -1 , Dom(g o 1)~ (-00, -1] U [1, +00)

(fol)(x)~ x 4 - 2x 2 , Domífo ñ v R

(g o g)(x) ~ ~, Dom(go g) ~ [O.+00).

13. (fog)(x)~x-4, Dom(fog)~[4,+oo)

(g o I)(x) ~ -}x2 - 4 , Dom(g o 1)~(-oo, -2] U [2, +00)

(fo I)(x) ~ x ", Dorn(fo 1)~IR

(gog)(x)~ ~.Jx-4-4, Dom(gog)~[20,+oo).

1 I
14. (fog)(x)= -2 - -, Dom(fog)~IR-{O}

X X

I
(go I)(x) ~ -2-, Dom(go 1)~ IR-{O,I}

X -X

(foI)(X)= X4_ 2x 3 +x, Domíf'o fj v R

(g o g)(X) = X, Dom(go g) ~IR-{O}

1
15. (f o g)(x) ~-----v=' Dom(fo g) = IR-{ I}

l-h
I

(g o I)(x) = t' ' Dom(go 1)~ IR -{I}
l-x

x-I ?r::
(fol)(x)~-x-' Dorn(fol)~IR-{O,l}. (gog)(x)~'1x

16. (fo g)(x) ~~ , Dom(fo g) ~ (-00, O]

A75

, Dom(g o g) ~ IR.
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(go I)(x) = ~ I-~ , Dom(g o 1)~ [- h , - \] u [1, h ]

(fo I)(x) = ..[;2:2 , Dom(f o 1)= (-00, -h ] U [ h ,+00)

(g o g)(x) = J1-~ , Dom(g o g) = [o, 1]

Respuestas

17, (fo g oh)(x) = I 2
1

~ x - 1

19. (fo fo I)(x) = x, Dom(f o fo f) ~ R - {O,I }

21. f(x) = X - 3, g(x) = "IÍX

23. f(x) = 2., g(x) = JX 2 - X +1
X

25. f(x) = lIx,g(x) = X + 1, h(x) ~ x2 + [x ]

26, f(x) = ~, g(x) = X - 1, h(x) = ,Jx

m2 - X
IS. (f o g o h)(x) = 3

x2 -x+1
1

20. f(x) = X ' g(x) = 1 + x.

22. f(x) = lIx,g(x) = (2x _1)2

1 1 2
24. f(x) =-, g(x) = X' h(x) = X

x+ 1

27, g(x) = X 2 - 2x + 1

,
y t,,
, '

t'

x,,
- 1 14, k (x)= -

x + 1
, y,,,,,

x

1
2S. g(x)= 

x + 1

SECCION 1.3

y , ',,
•, e'-, •

, , x

2
5. f -I(x)= 8 - ~

2

.'

y hl ..,..
I •

I ~

2 I

X

6 - I( ) -7 x- 15, g X =
3x-5
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SECCION 1.4

1.~
5

3.n 4. ~~ 5. 3n 6. 7n 7. a. ~.fi b. ~.fi2. -n
3 4 3 4 6 3 4

c. i Ji d. ~.fi e. 3 8. a. ~Fs b. ~J5 1
d.2 e. Fsc. -

4 5 5 2

3
b• ..1-JiO 1

d. JiO JiO 1O.~ 11. -~J59. a. -TO>f\O c. - - e.--
lO 3 3 2 2

12.
3

13. -~.J7 14. 2: 15. 2: 16.
2Fs JiO 17. ~.fi-- ----

S 7 3 3 5 30 9

18.13 19. 2.-126 X x I~
20.~ 21.~ 22. - 4-x

26 l+x 2 I -x 2

23. ~ 1:x 24. x ~ Zsen (-0.5) '" -0,958851077

26. x" 0,8673 Ó X" -1 ,4728682

25. X ~12 - 1

1. 3 2. 16

'8 -4 1• e =-
e4

SECCION 1.S

3. 125 4, _1_ 5, 4 6.
4

7. lOO
125 3../3

9. ..1- 10. ~ 11. 214 12• ..1- 13.2
81 5 32

23. Y~ e-x + 2

19. - 1 Ó 3
1

3

22. Y = e-x

y

18.

(-1,,)

7

8

x
-1(- 2, 1

5
14.2 15. -4 16. 17.

3

20. y= e X+2 21. y~-2eX + 1

y

-2 X x x

26.y~ r X+ 2

9 ~ y l,'

~
29. 125/81 30. -1. 590 ft

-2 X

-114

(l, .4)



A78 Respuestas

SECCION 1.6

1. - 6 2.4 3. - 4 4. - -!. 5. 3 6. 9 7. {3
2

8• .l!.
9

9. 625

10. 8, -2 11. 5 12.

16. In (14 /3) '" - 1 2837
-1 ,2 '

19. 8 '" 1,498
(4 10g 23- 1)

e - a/3 13. e - 1+ k/20

3
17. I + In 3 '" 3,73

-4
15. e'

6
18. '" 1,3086

(3+ 10g 2 3)

20. Y= In ( x - 2 ) 21. Y= In ( - x ) 22. Y= In ( x + 3 )

L:=. =+'I"{' x - ' ,

v

23. y= 4- In x 24. Y=4 - In ( x + 3 ) 25. Y= 2 - In Ix l

- -~i-~'

~

v
(- Z,4

- l - X

y

x

26. Y= 3 + log x
y

y = J - - - - - ,

x

27. Y= 3 + log (x+3)
y

I,
---:- - -- y - J

I,

I
29. -log b - 2 lcg a - 3 log e

2
I

31. - ( 2In .-lnb-4 lne )
5

4fJ 3

34. In VJi
e 3

28. 2 log a + log b - log e

3 1
30. -In a + -In e - -In b

2 2

3 .2b
32. In ~ 33. log

z 2 (zx )3

35. • . Y= 5 . (0,5In3)' b. y = 6.(ln ( I,04)),



Respuestas

SECCION 1.7

1. a. 127.020 b. 5,127 % 2. a. $.15.809,88 b. 22.12 %

3. a. 18 millones b, 24,3 millones e. 2,02 % 4.108.000 5. 6,75 millones

A79

6. 6.351 gr 7. 280,93 gr 8. 64.000 millones 9.1.476,28 Iibras/pie2

10. a. 81,87 % b. 67,03 % e. 14,84 % 11. a. 12 mil b.1 5.841 12. b. 980 mil

e. $.485.889,27 14. 3.924 años 15.2,32 horas 16. 4 años

17. 29,54 meses

20.29,5 años

18.2,554 libros 19. 81.666,666 millones

21. 11.460 años 22. a. 11.700.000 b. 12.288,000

e.12.886.396 d.1 3.130,043 e.1 3,130,043 23. a. 1.140.967,37

b. 1.123,322,4 24. 3.173.350.575 dólares 25. a. 4,792 años

b. 4,621 años 26. a. 7,595 años b, 7,324 años

1.10

CAPITULO 2

SECCION 2. 1
2 1

3.0 4' 3 5.6 6. -10 7'4 8.12 9. 27 10.12
7

11. - 
2

13. 6 14.32 15. 8 16. ~ 17. 108 18.2-../2
1

20. ~12. - 1 19. ,[3
3 2 3 4

1 1
25. l 1

28. ~ 29. l21. 4 22. O 23. - 56 24.3 26.12 27' 3
2 3 2

4
32. '~

1 3a2 (a - b)-Yc+d
30. 3 31. 3 33'2 34'--1 35. r.Jii+b 38. 0 39. Oa- (e - d a + b
40. 1 41. 2 42.-3 43.-2 44. 2 45. 1 46.0 47.12 48.1 3 49. 3

50. 3 51. 1 52. 0 53. .f2 54. J.. r¡;¡
1+ ,[3 2

55. a. 5, b. 5, e. 5 56. a. 8, b. 8, e. 8 57. a. -4 , b, no existe

58. f{x) ={:en ~SiSi x: : O

x x
59. a f{x) ~!xl ' g(x) = -!xl en a = O b Las mismas de (a)



ASO Respu estas

SECCION 2.3
2 1

8. ~ 9. ~1. - 1 2. "3 3. 2 4. O 5. O 6. O 7.
2 2

10. - .fj 11. ji 12. ji 13. " 14. ~ 15. ~ 16. 0
3 2 8 4 2

17. I 18.
2cosa

20. cos-a
1

22. 319. - 2sen a 21. - -
cos(a / 2) 3

SECCION 2.4

2. 1/2 4. O, esencial 5. -2. esencial 6. 2 Y- 2, esenciales 7. 5 esencial

8. 3 Y- 8, ese nciales 9. 2, esencia l 10. 3, esencial 11. I esencial 12. 3 YS

13, 4 14. 2 15. - i , 2 16. a > I y b s- e- I 17. a > 12/" y b~ -7/2

20, { n + ~ , n unentero}18. a ~ -\ Yb ~ I 19. a ~ b, b cualequiera.

21. {4 n, n un entero} 22, [0,1) U ~

26. 1,5 27. - 1,9 28. 0,7

23. {O} 24. z 25. IR

1. en 2: +00, -«:J

5.en 5: +00, - 00

SECCION 2.5

2. en 2: +00, +00 3. en - } : +m. +00 4. en 4 : +00, - 00

6. en O: +:0, - 00; en - 2: - 00; +00

7. en 3: +00, -00 ; en - 1: +00, -00 8. en - 2: - 00; +00, ; en 2: +00, - 00

9 en O: - 00; +00 10. O 11. +00 12. +00 13. -00 14. - 00 15. +00

16. -00 17.+00 18. - 00 19. - 00 20. +00 21.

26. O 27. -0025. 2

31. x ~ 1, x ~- I

28. +00 29. x ~ O

32. x~ l . x ~ - 1

SECCION2.6

I
22. - - 23. - 00 24. O

2
1 I

30. x > "2' x > -"2

l. O, O 2. O, O 3. 1, I 4. +00. -00 S. 1/2, 112

6. +00, - XJ 7. -xl, -00 8. 1, I 9. +00, +00 10. +00 11. +00 12. I

13. O, 14. -í-co 15. - 2 16. O 17. -í-cc 18. 5/2 19. O 20. 2



38. y = 2. y =-2

Respuestas

21. -2

28. I

37. Y=0

22. 1/2

29. O

23. O

30.0

24. 112

31. O

25. O 26.

35. Y=0

A81

27. -1

36. Y= O

39. y =I , y =-1 40. No tiene 41. y=O 42. x = - 4, x =4, y= - 2

43. x v l , y~2. y= -2 44. x- -./2, x=./2, y= l,y= -1.

SECCION2.7

1. a 2. ~
a

1
3.

e
4. e 5. a - b 6. 1

SECCION 2.8
1

1. Y= x + 1 2. Y= x 3. y = - x - 1 4. Y= 2x + 2 5. Y= x, y = - x
2

6. Y= x, y=- x 7. y~ 2x - 2 , y= - 2 (horizontal) 8. y = - x + 2

CAPITULO 3
SECCION 3.1

1. ['(1) =0 2. g '(3) = 1 3. h'(2) = 3 4. [ '(2) [ =4 5. g '(-l) = -4

6.h '(-2) = -¡ 7. ['(-1) =-6 8, g '(2)=¡ 9.h'(-I)~3 12 , a =~,b=~

13. [ '(x) = O 14. g'(x) = 1 15. h'(x) = 3 16. [ '(x) = 4; 17. g '(x) = 4x

18. h'(x) =-~ 19. f''(x) = 6x 20. g'(x) = 1 - -.!..-2 21. h '(x) = 3x2

x2 x

22.a. ['(1) =5 b. 5x- y - 3 = 0 c. x + 5y -1l =0 23. a, g '(J2) = ~
6

b. x- 6y +6 = 0 c. 6x + y- 75 = 0 24.a, h'(x) = x- 1 b. (4,1 1)

, 1
c. 3x - y - 1 = O 25. a. f '(x) =,f2X+i b, 2x - 4y + 5 = O

SECCION 3.2
, 1 1 ,3

2. Y = - 3 + x 3. y ~ 2x - O,6x + 2,5



A82

7. í '(x) =~ x-J I' + ~ x- S13

Respuestas

, 2 3
l2. y = -+-

.Jx x3

, 3x 2 5x4
10.z=----- -1

a--b a-b

13.z,=_I_+-l_ 14. u' =- f3 + 10 15. y'~-64x7_14x6+90xS
3W 31V! 4x.Jx 9x if;!

, 3 2 ) x , (r 1 J x 18' e-! x16. y = (x + 3x e 17. Y = ..¡ x + 2f; e . y = ex + e

19. y' = 3x2 - 12x + I1 20. 72xs - 5üx4 - 32x3 + 2x2 + IOx '" 4

21. z' = 2~ (2lt IO _13t 6 -181 4 +2) 22. y' = 1 23. u' = 5x.Jx + '1-2

, -1 1 6 3 - S
24. Y = --- --+ - 2S. y'=- 26.y' = ---'-=-

2.,Jx x.Jx x 2 (x-9)2 (x-8)2

2 3 6 2
27. y' = -6 2 28. z' = 1-1 29. u' = 41 - 1 -1

(x-3) (12 + 1)2 (1_1)2

4 32 2 3 2 b
30. y' = x ... 2x + 5x -2 3I.y' =~ 32.y' = ax + x-e

(x 2 + x +l)2 x2 2x.Jx

33. y' = 2ax 34. y' = ;4X 2 _ 3x' +2x + 1 35. y' = -2(x - 2)
~a 2 +b 2 (x - 1) (x _ I)2(x _ 3)2

36.y' = -3
2.,Jx(1"'2.Jx)2

39. x + y + 2 = 0

42. - 4ax + y + 3i = O

e
45. y =

2

48. -x + 2y - 5 = O

51. y=x2+2x-3 .

37. y' = -4
3if;!(l +3l.Íx)2

40. Sx + y - 4 = O

1 4 )
43.( ) .- 3"

65 )46. (2, - "6 , (- 3, 10)

49. Y= 3x2- 12x

38. y' = 2e
x

(eX + 1)2

41. x -2y +2=0

44. y = e

47.3x +y+4 =O

250. y = -x + 8x



Respu estas A83

SECCION 3.3

9. y' = sen x + cos x

3. y' = sen" (1 + see2" )

6. [ '(x) = x- senx~os x

x 2 cos x

8. s> - 2
(senl- cos I)2

./3 ./3b. y +-x--,,-I= O
9 27

2sen x
7. g'( x)

(l +eosx) 2

l. ff x) = 5eos x - 2sen x 2. g '(8) = col e- oeosee2e

4. y' ~ see'x + cosec/x 5. h '(t) = 1
I +cosl

lO •. y - 3./3 x +./3" -1 =0

SECCION 3.4

2
9. y' = ---;:-

x(l -In x)2

2. y' = - 2 -x In 2

5.y' = (~ + ln x)e x 6. y' = ( _ 1_ + 102 10&2 X)2 X

x xlnx

, I- (ln 2)2 x log2 x
8. Y = -'--'----=-=---

(In 2)x2 x
7

' ¡ -x lnx
• y =

xe x

1. y' =(r: + 2~ )ex
4. y' = t-x2 + 2x )e-x

e
10. Y= 

2
11. y -2ex - e =O 12. (2102) y + x - 4 = O

SECCION 3.5

1. !!y
d
d

= 3(x2 - 3x + 5)2 (2x - 3) 2. [ '(x) = - 32(15 - 8x)3x

7. dy= 8(x- 1)

dx (x+ 3 )3

1-41 -241 2

2~ 1+ 1-212 _ 81 3

12. g '(x ) 2 1 3/ 2
(x +1)

dz (5 4)-9( 4 3)4. dx =-8 5x - x 25x - 4x

18x (3x2 _ 8)2 (-4x2 + 1)4

- 1 I
9. y'~ 10. u

1- 2x

2x 5 ~
11. h '(x) = + 2xv x ' - I

,[;G

3. g'(I) = -1 812 (213 - If 4

!!Y 23 235. dx = -32x (3x - 8) (- 4x + 1) +

6. f'(u) = 2u(u
3

- 3u- l)
(u 2 _ 1) 2

-121(312 + 2)(13 + 21+ 1)
8. g '( I)

(213 _ 1)3



A84 Respuestas

2 I 3x 2 -1
1 3 . y' ~ _ iv= = =

3V (2x + 1)2

3 - 1
15. h '(t ) ~ 3/2

2(1-1 )

+3x~

hx2 - 1
14. z' =

,
12x ( I-3x' )

(~+¡)2

23. y' = 4see24x

26. v' = -3sen x cos2x

,Ir.:
28. z =- 2,[x sen 'I x

2
31 1 = sec 3x

.y 213
(tan 3x)

, 2 1 1
34.y = -cosec -eol-

x 3 x 2 xl

2see2 x
36· Y 1

(see2x+I)32

( 1- x 2) eos ee 2(X+ ~)
38. y' ~ X

sen,Jx

l -sen x

l -r sen x

30. y' =

I 2X
24. Y ~ - eosee 

2

, 3 2( 4) 3 227. y =4x see X + 4 tan x sec x

29 u' = _ sen x
. 2,/ eos X

37. y' = eos x
( l-senx)2

32. y' ~

35. y'

43. y' ~ - 4sen 4x sen (2eos 4x)

-..(a - b) sen 2x
40. y'

42. y' ~ - 2x sen x2 eos (eos x2)

44. v> eos X eos (sen x) eos (sen (sen xj)

2 x-cosec ...
2

)

312

2( l - eol
21

41. y' = sen X sen (cos x)

39 . y'



Resp uestas A85

45. y'= sen x sen (2eos x) + cos x sen (2sen x)

46. y' = ~see2 .J sen x eos (tan .Jsen x )
2 sen x

48. Y'= - 6xe -3" +I 49 . y' ~ In}- 2rx 50. y' = xn- I. - x2{ n _ 2x2In.)
z-r«

In 3 1 , 2 acn2x
51. y' = -cosee' (l/t)3cot() t) 52. y =o(ln 2)(ln 3)sen2x 3scn ' 23

t '

, 1
54. y = - -1

x
53. y'

56. y'

2(1n 5) xJ log j x

8e4x
57. y' = eXIn , ( 1+ In x )

e 8' - 1

55. y' = 1- 2t In t
te'1

58. y' = x -5
2(x + I)(x - 2)

, 6
59. Y - ( )

5 x' - I

, 3
60. y ~ - + col x

x
, 1 x- l

61. y =- - tan - -
x2 x

64. (fO gj'(x)63. F'(O)= -3062. G'(2) = 20
3(3x' + 10x+3)

2(x + I )4

65. h '(x) = [3u' - 4u] (2) ~ 6(2x - 1)' - 8(2x - 1) ~ 24x' - 40x + 14

66. h' (x) = _ '_ ( 6x 2) ~ 3x' 67.h'(x) ~ 514(- _ 1_ ) = -5(1-2.Jx) 4
2../v J 2x 3 - 4 '¡;.Jx

68. h'(x) = - 2bc 69. h'(x) - (__1 ) ( -.x J= x
(b +cx)' y' lJ.' -x' .(. '_x,)3/2

70. ;¡; = ( 9u' - 16u3)( 2x)= 18x(x' - 1)2 - 32x (x' _ 1)3

71. ;¡; - 5v4(2b) = 10b( 3. + 2bx)4 72. ;¡; = 4e(':: ) = 4.(.x + b)J
e c4

73.~ - ---=.!.- (6x) = -3x
dx 2y3/2 (3x ' _ 1)3/2

74. 12x + y + 11 = O, x - 12y + 13 ~ O

76. 7x - 18y - 13 = 0, 54x + 2 I y - 47 ~ 0

78. 8x - y - 3 = O, 2x + 16y - 17~ O

80. Y- 12x + 17 = O, 12y + x - 86 ~ O

3
75.)'= - , x = 0

4

77. x- 12y - 17 = O, 12x +y +86~ 0

79. y + 4x - 1--1t = O, 16y -4x + 11 -1 6 = O



A86 Respuestas

81. 6y+ 15x -51t+ 3./3 ~0, 30y- 12x+41t+ 15V3 ~O

82. En (1,0) : y - 2x + 2 ~ O. En (2,0): y + x - 2 = O. En (3,0): y - 2x + 6 = O

83. (O, O), (4. O)Y(2, 16)

85. Y+ x ~ O. 9y + x = O

84. 2y - x- 4 =O, 2y - x+ 4 =O. Son paralelas.

86. y - 5x + 2 = O 87. 2y - x - 21n 2 = O

dv y 2
8. it' ~;¡- + 3x(x - y)

6
~ ~ (3x 2 _ y)y2

' dx 2I+xy

3. dy ~ 2p
dx Y

Ex. fY13. dx = - ,
,¡x

CAPITULO 4
SECCION 4.1

2. dy ~ 2x -y
dx x

12. Ex. ~ x - ay
dx ax -y

1. dy ~ ~x
dx 2

5 dy ~ 1+ 2x
2

. dx 2x 2y

CX +1 _ 1 x- y -t I
20. y'= - - -e

e l' + ye Y l+y

1
22. y' = --'--

2(1+lny)

Y y cos2 Y
16. y' = - ."...:---

sec2y-x l- xcos2y

I e Y e Y
19. y ~ -- = - -

¡ - xeY 2 - y

y
21. y' = 2 x - y~

1_ 2 '

7 ' y1 . y =--
x

18. y' = sen(x -y)+ycos x
sen (x - y) - sen x

23. y' = e y / x + r
x

c. y-IOx ~-8 d. I Oy - x ~ 8

38. 0' en (0.0) y 9·2'en(l . 1).

27. x - y + 5 =O

30. 14x + 13y - 12 = O

33. 9x + 13y - 40 ~ O

c. y=x d. y = x

24. b. (f-I )'(3) =_.!.
4

25. b. (g - I)'(2)~ 1~

26. b, (h - I )'(0) ~ 1

28. 5x - 6y + 9 ~ O 29. Y- x ~ O

3 1. 9x + 20 ..f, y -75 = 0. - 9x + 20 ..f, y+75 =0
x y x y

32. - + b =2 en (a , b) y - - b =2 en (a, -b)
a a

37.45 ' en (I .2)yen(3.-2)



Respu estas A87

SECCION 4.2

1. y' = x x
3

+ 2 ( 1 + 3 In x ) 2. y' = ~X,lx - 1/2(2 + In x )
2

I J , 1 Inx (3. y' = 2 In x • x n x- 4. Y = - (ln x ) 1 + In (In x) )x
5. y' = (In 2 )( In 3 ) 3x23

x
6. y' = axXa(~ + Ina)

7. y, = x,¡; ( I - ln x) 8. y'= (x 2+ d s<n x( 2\ SenX + cos x In( x2 +1) )
x2 x + 1

. ( leosx( cos
2
x )9. Y = sen x . - - - sen x Insen x

sen x

10. yl=( ¡ + ..!.. ) X(In x+1__1_ )
x x x + 1

11. y'= x(x2-1)( ..!.. +~ _ _ x_ )
~ x x 2 _ 1 x 2 + 1

,1 X( X
2 _ 1) ( 1 2x 2 )

12·
y

= 3
3

( x +I )2 ~ + x 2_I- x +1

1
1. y'= r~~é'

hl- x 2

2x
4. y' = ---,--=-~-

x ' +2x 2 + 2
, -1 I

7. Y = cosec 
x

SECCION 4.3
3

2. y'= -~====
x,f;C9

, 1
5. Y = --

I+ x 2

3 ' 1y=. 2../x~

6. Y'=2~

lO. y'= 11. y' = O

14. y' = (x + y ¡z
.r:»:

13. y' = !-,j 4x-x 2
x

16.12y +2x- 6-3:< =0

• I 2( - 1 )12. Y = - ~ sec cos x
V l_x 2

15.y'= d:::~:~~)
17.4y + 8x - 3:< =0



A88

SECCfON 4.4

4. y" = _ _ x_ _ ----:= ---.:.:_
I _ xl (l -xl )3/2

2 + 2xsen- 1x
6. y"= - -

I_x
l

(I _x l t 2

8. z" = 14x6
- 10x4 - 1, z'" = 84x5

- 40xl

9. f "(x) = 12(x- I)2, f "(x) =24(x-l )

10. g"(x) = 6(x2 + 1)2 + 24x2(x2 + 1), g"'(x) = 120x3 + 72x

Respuestas

11. yl'= ~, y'" = _3_
4x312 8x5/ 2

12. h"(x) = -4 . h"'(x) = 12
(2+x)3 (2+x)4

13. y" = - X sen x + 2 cos X. y'" = - x cos x - 3 sen x

14. y" = ( 4X3+ 12xl+6x)e2X, Y"'= (8X3 +36x 2 +36x +6 )e2X

. 2 4 2 2 4 + 2 3 2x
15. y" = _ 16. y" =~= -a 17.y"= x xy

xl yl xy y5 y5

2x l 2 1 _ b4
18 y" = ---- = --- 19. y" =-- 20. y" = - -

• 5 4 / 3 3/2 2 39y 9x 2x a y

24. yen) = n! 25. yen) = O 26. in) = (n + I)!x 27. yen) = n!a

28. i n) = n!an 29. yen) = n!a" 3o . i") = (-I )"~ 31. y(") = n!
x"+1 (\_x) n+1

33. yen) = a"cos(ax + n ~ )

3
42. y"(2) = - '2

d. (-2, 4)

34. y(n) = 2"- lsen [2x +(n -I~ ] 35. ye") = a"e" 36. in) = (x i nje"

37. 1n) = (_ I)n (n - 2)! , n ~ 2 38. y(n) = (-I)n-I (n -I)! 39. y"( I) =40
xn- t ( I + x) n

11 1
40. y"(-I ) = -8 41. y"(\) ='2

43. 0.en 1=-2 y 1=4 b. en t > l c. (-oc>. - 2) U (4.+co)



Respuestas A89

44. a. en t ~ 3 b. en t ~ - 3 lf2" e. (3, +C(») d. (-C(), O)U (O, 3)

2 2 2 2
45. al- S) ~ -:; m/seg . a( l) = :; m/seg

47. v(l ) ~ -27 m/seg 48. a. 160 pies

d. t = S seg. e. v(S) = -11 2 pies/ seg,

46. a( 1/2) = 2 m/seg2

b. 48 pies/seg e. t ~ I,S seg.

50. vo~ 11 7,6 m/seg. 51. IS6,8 m.

SECCION 4.5
1. yl = - cosech x

3. y' = x 'anhx ( lanh X + sec h2x In x ]
x

2. y' =2eosh2x esenh2x

4 ' I h4 X• Y = - see -
4 2

5. y ' = eax [ a eosh bx + b senh bx ]

, _1 4 1+ tanh x 1
6. Y ~ -

2 I - tanh x 2,J cosh x + senh x

8. y '
2x

9. y ' ~- cosec x

7
' -2eoseeh-lx

y =
. Ixl~

2
lO. y'=--

1- x4

SECCION 4.6
1. 2.100.000 litros/año 2. a. 200 habitantes por afio b. 2%

4. I,S m/min 5. - 4,S m/min 6. -2,8 Km/h

8. 80 pies/min 9. (- I, - S) la. 100{3 em2/min

12. - I~ pies/min, -240 pies2/seg 14. - ~ m/min

3. 3" m
2
/seg

7. 16 m/min

11. - IS crn/seg

80
15. 3' m/seg

8
18. 7S m./h 19. -0,9 m/h

S" '" 0,44 mIh 22. _ 6.600 '" -592,7 Km/h
36 .JI24

24. 1DaKm/min 25. -1.200 pies/seg
143
-' '" 0,292 ohms/seg 28. b. 2 horas.
49

26. 64 pies/seg 27.

16. 3
1
• m/min 17. 3 m./hora

20. - ~ '" -5,38 pies/seg 21.
,,10

23. 2,33 m/seg

SECCION 4.7

l. a. t:.y~ 2x dx + (dx)2 b. dy ~ 2x dx e. (dx)2



4. a. -0,179 1
5. a. -0,2276278

A90

2. a. t>y= e X(e'" - 1) h . dy > c f dx e. eX(et.x -I- dx)

L'1x dx L'1x dx
3. a. t>y =ln( 1 + - ) bvdy > - e.ln( 1 + - ) --

x x x x
b. - 0,18 e.O,0009

b. -0,2302585 e. 0,0026307

Respuestas

- J x' x dx
10. dy = - 6x e dx 11. dy ~ - r--:>

vI-x'

x 2x+Jyjx
13 dy=-- dx 14. dy ~ dx

. y 2y - Jxjy

12 dy = 2dx dx
. 3(x + 1)4/3{ x _ 1)2/J

1ff(1 1)15. dy = - - - +- dx
2 x a x

11
17. 8.9444 18. 3,009259 2 19. 6.0185 20. 2,005 21. - + 0,04 " 0,8254

4

22. 0,07 23. 0,24 24. 0,866 18 25. a. 86.4 cm b. 87,848 cm3

e. 28,8 cm' d. 29,04 cm' 26.3.840 x "" 12063,71cm
J

27.2.5 %

'8. a. O,M x m 3 b. 0,75 % '9. a. i u« ~ 22,92 cm' h, 1/72 ~ 0.01389

e.1 296/x' " 131,3 12 d.I /48 "' 0,0208 30. a.x/ 18"O,174533 b. 0,504 %

31. a..$ 27.200 b. S 432 c. O,0159 d. 1,59 %

CAPITULO 5

SECCION 5,1
1. máx. ~ f(O) = 4, mín. ~ no tiene 2. máx. = no tiene, mín. ~ g(2) ~ -I

3. máx. = no tiene, mín. = h(2) ~ h(- 2) ~° 4. máx. = no tiene, mín. = no tiene

5. máx. = no tiene, rnin, = no tiene 6. máx. = g(413) = 3, rnín, = g(3) ~ 112

7. máx. = h(-4) = 6, min.wln I ~ O 8. máx. = I( I)= 3, mín.~1(2)~0

8
9.0, 2, 3 10. x + 2nx, n e Z 11. 0, 2 12. Todos los rea les.

11 511 3 1
13. 1 14, O, 3' 11. 3 1 5. máx. ~ 1(3 ) ~ 4 ' mín. =I(I)~"2

16. máx. = f(1) = .!. , mn.=f(-I)~_ .!. 17, máx. = f(1!I4) =I - -
4
" ,

2 2

mín.« tt - n/4)= ;f - 1 18. máx, ~ f(3) = 1 , mín, = f(-5) = -3

19. m:ix.= f(1!I4) = -t2, mín, = tt-1l/2) ~ - 1 20. máx. = f(n/6) = = 1(51l16) ~ 514



Respuestas A9 1

mino~ feO) = f("'6) = I 21. rn áx. ~ re¡)= e~4 '" 0.6447865

5n .fi 112 I
mln.~ re- )~--- ",- 0,22489 22. máx.v ffe ) ~ -"'0,1 84

4 e5' / 4 2e
mín. = f(1) = O

SECCION 5.2

20. g(5) = 20

32. e = 1/2

2
1. e = 13 2.

8
7. e= I +~

e, = .:'., c, = 5n 3. e = 3,2 4. e = 1 5. e = - J2 6. e = J2
4 4 2

1 -~ I -ln2 2 1
8. e = '" 0,4028 9, e = tan- ( (2 In 2)/n) e 0,5847

In2

10. c, = - ~4-n '" - 0,5227, c, = ~4-n '" 0,5227
~ ~

e
31. c= - = 1,58198

<- 1
30. e = n/4

l. .\11 <
~

SECCION 5.3
2.

3, a, - 1, O, 2, 4 b. Decreciente: (-00,-1 ], [O, 2] Y[2, 4]. Creciente: [- 1, O] Y
(4, +(0) c. Mínimos locales en -1 y 4. Máximo local en O

4. a. 1. 2 Y3 b. Cóncava hacia arriba en (-00, 1) Y(3,+00). Cóncava hacia abajo
en( I,2)y(2.3) c. 1 y3 .

5. a. - 2 b. Creciente en (-00.-2]. decreciente en [- 2. +00) c. f(-2) ~ 11 es

máximo local. d. No tiene e. Cóncava hacia abajo en (-00,+00) f. No tiene.
6. a. - 1. 1 b. Creciente en (-00, -1 ] yen [1. +(0), decreciente en [-1 , 1]

c. f(- 1) = 3 es máximo local y f(l ) = -1 es mínimo local d. O e. Cóncava hacia
abajo en (e-co, O) Ycóncava hacia arriba en (O. +(0) f. (O, f(0)) = (O, 1)

7. a. - 3,1 b. Crecíente en (-00, -3] y en [ l . +(0), decrecíente en [-3,1] c. f(- 3)
= 39 es máximo local y f( 1) = 7 es mínimo local. d. - 1 e. Cóncava hacia arriba
en(-oo, -1), cóncavahaciaabajo en (- 1,+00) f. (-I , f(-I)) =(- I,23)

8. a. - 1, 0,1 b. Creciente en [- 1, O] Yen [1, +(0), decreciendo en (-00,-1] y en
[O, 1] c. f(-1) = 3 Yf(1)~ 3 son mínimos Jocales, feO) = 4 máximo 10caJ

d. - 1313 , 1313 e. Cóncava hacia arriba en (-00,- 1313) y en (13 /3 ,+00),

Cóncava hacia abajo en (-13 13 .13/3) f. ( -1313 , 31/9) Y (.{313 , 31/9)
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9. a. -2, -112, I b. Creciente en [-2, -1 12] y en [1, +00), decreciente en (- 00,-2) y
en [- 112, 1] e. f(- 2); -3 Y f(1) ; -3 son mínimos locales, f(-I m ~ 33/16

máximo local d. - 112 -.[3/2 , -1 /2 + .[312 e. Cóncava hacia arriba en

(-00,-112-.[3/2 ) y en (- 112 + .[3/2 , +00), cóncaba hacia abajo en

(- 112 -.[312,-112 + .[3/2)

r. (- 112-.[312, f(-II2-.[3I2) '" (-112-.[312, - 0,73) Y

(-1/2 + .[3/2 , f(-1 /2 + .[312) '" (- 1/2 + .[3/ 2 , - 0,73)

x· 1

o

y

·8

lO. a. No tiene b. Decreciente en (-00 ,2) y en (2, +(0) e. No tiene d. No tiene

e. Cóncava hacia abajo en (-00 ,2) y cóncava hacia arriba en (2, +(0) r. No tiene

11. a. 2 b. Creciente en [2, +00) Ydecreciente en [O, 2] e. f(2) = -4 ,J2 mínimo

local d. No tiene e. Cóncava hacia arriba en (O, +00) r. No tiene

12. a. - 1, O b. Creciente [-1, +00) c.
f(- \) ~ -1 es mínimo local d. O,-S

e. Cóncava hacia abajo en (--<Xl, - S) Y

en (O, +00), cóncava hacia arriba en

(-S, O)

r. (-S, f(-S» ~ (-S, O) Y (O, f(0» ~ (O, O)

13. a. O b. Creciente en (-00 , +00) e. No tiene d. O e. Cóncava hacia abajo en

(-00, O), cóncava hacia arriba en (O, +00) f. (O, O)

14. a. I b. Decreciente en (O, 1] Ycreciente en [1, +(0) e. h( l) = I es mínimo

local d. No tiene e. Cóncava hacia arriba en (O, +00) r.No tiene

15. a. No tiene b. Creciente en (-00, +00) C. No tíene d. O e. Cóncava hacia

abajo en «-<Xl,O)y cóncava hacia arriba en (O, +00) f. (O, O).

16, a. 7tl3, 57t13 b. Decreciente en [O, 7tl3] Yen
[57t13, 2n], decreciente en [n/3, 57t13 ]

c. f(7tl3) = 7tl3 -.[3 " - 0,7 es mínimo local,

f(57t13) ~ 5n/3 + .[3 " 7 es máximo local

d. n e. Cóeava hacia arriba en (O, x),
Cóncava hacia abajo en (rr, 2n)

f. (n, f(n» ~ (n,n).

y

7

•
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17.•. 1t/2, 31t/2 b. Decreciente en [0, 1t12] yen
[31t/2, 21t] c. g(1t/2) = - 2 es mlnimo
local, g(31t/2) ~ 2 es máximo local d.
1t/6, 51t/6, 31t/2 c. Cóncava hacia abajo
en (O, 1t/6), (51t/6, 31t12) Y en (31t12, 21t),
cóncava hacia arriba en (1t/6, 5n:J6)
f. (1t/6, g(1t/6) = (1t/6, -1/4),

(51t/6, g(51t/6) ~ (1t/6, -1/4),

18. a. -13 12, 1312 b. Decreciente en [-1, -1312] y

en [1312, 1), creciente en [-1312, 1312)

c. h( - 1312 ) ~ - 0,68 es mínimo local,

h( 1312 ) = 0,68 es máximo local,

d. ° e. Cóncavo hacia arriba en (-1, O) Ycóncavo
hacia abajo en (O, 1) f. (O, O).

y

-z

A93

y

x

19. V

3

01234~X

20.
y

21. a. °y 4
b. Decreciente en (-00, O) Yen [0,4]

Creciente en [4, +(0)
c. Mínimo local en 4.
d. Oy3
e. Cóncava hacia arriba en (-00, O)Y(3, +(0)

Cóncava hacia abajo en (0,3)
f. OY3

22. a. -2, O, 1 Y3
b. Decreciente en (-00, -2), [-2, O] Y [1,3]

Creciente en [O, 1] Y[3, +(0)
c. Minimo local en Oy 3. Máximo local en I
d. Oy 3
e. Cóncava hacia arriba en (-00, -2) Y(2, +(0)

Cóncava hacia abajo en (-2, O)Y(O, 2)
f. -2 Y2

x

y

-20123 X
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23.

Hl h~

oh

24.
H

•

b - f[I}

T

Respuestas

25. Max: f(l ) ~ 1. Min: No tiene

27. Max : f(e) = e. Min : f(l/e) ~ l/e
v

o I'~

26. Max : f(l) = 4. Min: No tiene

y

•

x

28. Ma x: f(1) ~ 4. Min: No

o x

SECCION 5.4

29. e-2 30.

37. +00 38. e2

17. .!.. 18. - 1 19.
1

20.-
2 2

2
28. .!..25. -~ 26. 27. 1

" e

33. 1 34. 35. 1 36.
2-

e 3
41. O 42. - 8 43. 0

1. O

10. )

I
2. - - 3.-)

2

In2 1O-ln2 5
11.

2

4• .!.. 5. 1
2 2

12. O 13.

1

3

6. 2 7.

14.

1
21.

6

,, 2
8. 2 9. O

2 .'

1 1
16.

1
- 15. - - -
2 4 12

22. O 23. 24.
2

11

31. 1 32. 1

39. .!.. 40 2. e
2

SECCION 5.5 v
1. A. R B. Ninguna

C. Eje Y: (0,1). Eje X: aprimadomente (0,104, O)
D. No asmtotas E. rnax local = f(1) ~ 5, min local = f(3) = 1

F. Conc. abajo en (- 00, 2], Conc . arriba en [2, +00)

P. inflexión: (2 , 3)
I 1: J X
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2. A. R B. Ninguna C. (0.1). (-1. O). (1. O)

D. No asintotas E. max local ~ feO) ~ 1, min local ~ f(-l) ~ O

min local ~ f(l) ~ O E. Cone. arriba en (-00, - f3 13 ] Yen

[f313, +00). Conc. abajo en [-f313, f313).

P. inflexión: (-f313, 419) Y (f313, 419)
3. A. R B. Ninguna C. (0,0), (-4,6, O), (O, O)

D. No asíntotas E. max local ~ f(-l) ~ 3, min local ~ feO) ~ O

F. Conc. abajo en (~oo, O] y en [O, +00).
P. inflexión: No hay.

4. A. R B. Simetría resp. al origen C. (0,0)

D. Asíntotas: y ~ O E. f'(x) ~ _ 8(x ~I)(X ~ 1)
(x +1)

Min local ~ f(-1) ~ -4, Max local ~ f(1) ~ 4
2

E " l6(x - 3) C b . ( r;:;3 ]. f (x) ~ 2 3' onc. a ajo en -00, -..,j
(x +1)

yen [O, f3]. Conc. arriba en [-f3, O) Y en [f3 ,+00).

P. inflexión: (- f3 ,-2 f3), (0,0),( f3, 2 f3)
5. A. Dom(1) ~ R - { 1 } ~ (-00,1) U (1, +00)

B. Ninguna simetría C. Interseccion con los ejes (O, O)

D. Continua en (-00, 1) U (1, +00)

Asíntota vertical: x ~ I

2x -3 /3>.
E. f'(x) ~ 4/3 Min.local: f(312)~ 3 v4 '" 1,9

3(x -1)

F. f"(x) ~ 2(3-X~ . Conc. abajo en (-00, I)yen [3, +00).
9(x_I)73

Conc. arriba en (1,3]. P. De inflexión: (3, 3lfi) '" (3, 2,4)

-46

·1

v

,:v
l' ,,,

11,5 J X

x

x

x

J----------- ------------

x~')/J

y

-,,')/3

6. A. Dom (1) ~ R B. Simetría respecto al eje Y.

C. Intersección con los ejes: (O, O)

D. Continua en todo R.
No hay asíntotas verticales.

Asíntota horizontal: y ~ 3

E. f'(x) ~ 6x . Min local =f(0) = O.
(x 2 +1)2

6(1-3x 2 ) . r; r;
F. f"(x) = . Conc. abajo en (-00, -..,313) yen (..,313, +00)

(x 2 + 1)3
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x

x

•

x

•/.•••••

iV' ., ", ., .
.,'...'..
, 4

3 ',,
•,,,,
•,

y

s

/.••

y

..

y

-,

-3

v

z

,
,

,
, <

•••
/

/\ 271.

~"6

9. A.Dom(1) ~ R - {O}. B. Nínguna simetría.

C. Intersecciones: No corta al Eje Y.
Eje X:.(I, O)

D.Cont.en R-{O}.
Asintota vertical: x ~ O.
Asintota oblicua: y ~ x - 3

2
E. ['(x) = (x-I) (x+2)

x 3

Max.local: f\-2) ~-2714. Min.local: f(1) ~O

F. Conc. abajo en (-00, O)Yen (0.1]

Conc. arriba en [1, +00)
P. de inflexión: (1, O)

10. A. Dom(1) ~ R B. Ninguna simetría

C. Intersecciones. Eje Y: (O, O). Eje X: (O, O), (6, O)

D. Continua en R Asuntota oblicua: y = -x + 2

4-x
F. ['(x) ~ 113 2/3 . Min local: f(0) = O

x (6- x)

Max. local: f(4) ~ 2 V<I "3,17

E. Conc. abajo en (-00, O] Yen [2, 6].

8. A. Dom (1) ~ R - { 2 }. B. Ninguna simetría

C. Intersecciones: Eje Y: (O, -3).
D. Continua en R - {2}.

Asintota vertical: x ~ 2. Asíntota oblicua: y ~ x - I
E. Max. local: [(O)~ -3. Min. local: f(4) ~ 5

F. Conc. abajo en (-IX!, 2). Conc. arriba: (2, +00)
No hay P. de inflexión.

Conc. arriba en (- v'3 13, v'3 13)

P. de inflexión: (-v'3I3, 3/4) Y (v'3I3, 3/4)

7. A. Dom(1) ~ [-n,n] B. Ninguna simetria.
C. Intersecciones: Eje Y: (O, n),

Eje X: (-nI3, O), (2n13, O)
D. Continua en [-n,n]. Sin asintotas.
E. Min local = f\-5nI6) = - 2.

Max local = f\nI6) ~2
F. Conc. arriba en [-n, -nI3] y [2nI3, n]

Conc. abajo en [--1l/3,2nI3]
P. de inflexión: (-nI3, O) y (2n13, O)
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Conc. arriba en [6, +00). P. de inflexión: (6, O)

I J. A. Dorn(f) ~ R - { O}. B. Simetría respecto al origen

C, No intersecta a los ejes . D. Cont. en R - ( Ol .
D. Asintota vertical: x = O. Asintota oblicua: y = x

E. f '(x)~ _1 e I/ X2 ( x+ ,[2 )( x _ ,[2 )
x 2

r.; r.; 112
Max. local: f{- v 2 l = -v2 e ,,-2,33

Min.local: f( ,[2) = ,[2 e l12
" 2,33

F. Conc. abajo en (-00 , O). Conc. arriba en (O, +(0).
No hay p. de inflexión.

x

SECCION 5,6

mI

13. Entre B y C a 1,6 Km. de B.

5. 3 cm 6. 1 dm, 7. 1 dm.

280 10.40'110009. 140 rn., --,,--- m.

36
12. base ~ h" 3,51 ,

12 -'13

14 7
11. base ~ 4~' altura rectángulo ~ - -

'" 4 +11

. 54 -9../3
altura rectangulo = t: " 3,74

12-'13

J. largo = ancho = 18 cm.
3. 100 m., 200 m. 4. 16 cm.

8. largo ~ ancho ~ altura = 40 cm.

14. P coincide con C 15. Remar hasta P entre F y B a 3,6 Km. de F

16. Remar hasta la bodega 17. 70 habitaciones, $ 75 18. 88 plantas

19. base~,[2 r, altura = ,[2 r 20. ~ 21. 4, 4 22. a ~ 2..f3 , h = 2.,f6
2 3

23. a) ~:: " 5,28 para la circunferencia b) 12 para la circunferencia (no hay

cuadrado) 24. base = 6 cm., altura ~ 3..f3 cm. 27. 3..f3

28. radio del cilin. ~ ,[2 r , altura =,[2 r 29. radio cono ~ 2,[2 r , altura = :!. r
2 3 3

. 2,[2 4
30. radio del cono ~ -- r , altura ~- r 32. a. e" 2,5 b. A " 171, 4 m'

3 3
33. 60 m., 120 m. 34. 24 m, 36 m. 35. a. 3 dm, 6 dm, 4 dm.

b. 3:,p , 6 '!fi. , 2'!fi. 36. 18 cm. . 27 cm. 37. 8'1!6 m., lo'If6 ro.

38. radio ~ 1 dm, altura = 2 dm, 39, radio = altura ~ '!fi. dm,
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40. radio ~ altura ~ 6 cm. 41. 80 KmIIt. 43. a. x ~ 16 cm. b. x ~ 16 cm.

44. radio ~ 4..j6 cm., altura ~ 8-{3 cm. 45. if132 ee 46,87 46. 8 m.

SECCION5.7

1. 1,179509 2.0,103803 3. 0,739085 4. 0,835123

6. 1,763223 7. 1,377337 8.3,096639 9.2,028758

11. 0,377677 12. 2,668402 13. 1,1224620 14. 3,645174

16. a. P, ~ (1,165,1,357) b.I,594 17. g(2,058) ~ 5,586

5. 0,567143

10. -2,331122

15. 1,146470

APENDICES

APENDICEA

1. (-ro, 4) 2. (-ro, - 32/3) 3. (17/S, +00) 4. (-ro, - 43/37]
5.(1715,19] 6.(-19,-9) 7.(-2,3) 8.(-1,1)

9. (-ro, -1 -.J2l] U [-1 +.J2l , +ro) 10. (-00, -3) U (112, +ro)

11. (-ro, 113)U (2/3, -eco 12. (3, 4) 13. [-3, -2] U [1, -tco

14.(-2,2] 15.[-10/3,0) 16.[113,1) 17. (-a:>,-2]U(0,2]

18. (-a:>, -1-v'J]U(-I, -1 +v'J] 19. (-3,-I)U (O, -t-co

20. (e-co, -2) U (1, +ro) 21. (2-213, O) U (3, 2 +213)

APENDICEB

1. 9, 1 2. - 4/3, 2 3.712 4. (1, 7) 5. (- 16/3, 14/3) 6. (- 3/2, 9/2)

7. [-2,2/3] 8. (-a:>, - 3/S] U [-liS, +ro) 9. (-a:>, -1) U (-112, -í-co

10. (-a:>, - SI2] U [2SI2, +ro) 11. [-a:>, -3] U [-1,1] U [3, -tcc

12.[-4,-I)U(1,4] 13.(2,4)-{3} 14. (112, -eco 15. [2/3,4]

16. [-1,2] - {1/2 } 17. (-a:>, 1) U (2, +a:» 18. [-2,2]. 19. (-1,0) U (O,+a:»

20. (-a:>,-7] U [113, +ro) 21. M~43 22. M=9 23.M~ 10
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APENDICEC

1. 4 2. -4 3. raíces: 1, -2,-1; (x-I)(x+2)(x+ 1).

4. raíces: 1, 1 +13,1 -13; (x - l)(x - 1 -13)(x -1 +13).

5. raíces: 1, -3/2,1/2; 4(x - l)(x + 3/2)(x - 1/2).

6. raíces:-2, 3/2+J7/2, 3/2- J7/2;2(x+2)(x-3/2+J7/2)(x-3/2- J7/2).

7. raíces:-l,2, 13, -13; (x+ l)(x-2)(x -13)(x+13).

8. raíces: 1,-1,-2, 1/3;3(x-l)(x+I)(x+2)(x-1/3).

9. raíces: -1, -2,1,2,3; (x + 1 )(x + 2 )(x - 1 )(x - 2)(x - 3).

lO. raíces: -1, -2, -3, 3; (x + 1 )2(x + 2)( (x +3)(x - 3).

APENDICED

c s: (1/2,1) 2. 2fi, (2,4) 3. h-2j2, (O, (1+.fi)/2)
5. B ~ (3,9) 6. A ~ (-1,18) 13. (2, 2) Y (-4,2) 14. (1,13) Y (1, -11)

15. Sx+2y-3~0 16. x2+y2~9 17. (1,-3). (3,1), (-S, 7)

18. (-:-2, -S), (O, -9) 19. (9/2,1)

20. (y-lj2 ~ (x+l)3 21. (x_I)2 = (y+lj3 22. (y+I)2 = (x-l}3

x

y

y
x

, . (-1,1) ... _

- --------".'(1, -1)

23. (x_3)2 (y-2)~ 4(4-y) 24. (y_3)2 (x-2)=4(4-x) 25. (x +3j2 (Y+2)=4(·Y)

x

,,,,
--- --r-----.-----r----- R

-2 (3,2): 2,,

y ,,,
4 ,,,,

,,,
------- -----,----- -

2 (2,3): (4,3)

,,,

xo

,
, y,,

(-3,0)1

,,,
(-3, -2) ,

- - --- -f- - - - - -lr- - - - -1--- -- --
-2 : 2,,

xz ,,,

,,,
(3,4) :

y
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APENDlCEE

Respuestas

2 2 12
2. Y~ 5x - 2 3. Y = - 3x 4. y = 2x - 1 5. Y~ - - x + 2 6. Y= - - x + -

5 5 5

X 11 41 1 3
7. Y~ 5" + 5 8. Y= - 2x + 23 9. X + y = 2, x - y = 14 lO. a. y = - 2" X + 2"

b. 9../5 11. 5 12. L, es paralela a L, ; LJ es perpendicular a L, ; L, es
10

perpend icular a L. . 13. D. X - 3y - 6 = O b. X +2y - 13 = O c. y ~ 1

14. Y+ 3x - 25 ~ O 15. 3 16. 2 17. 2/..{IO 18.2 19. ~.JiO
5

20.28/5 21. C = -7 ó C = 59/3 22. 5x + 12y + 40 ~ O, 5x + 12y - 64 ~ O
23. 3x - 2y - 12 = O. 3x - 8y + 24 = O

24. D. k ;i 3, n cualqu iera b. k = - ~ ,n cualqu iera c. k = 3 , n f. 6 d. k = 3, n ~ 6.

25. D. k = -4 Y n f. 2 ó k = 4 Y n ;i -2 b. k = - 4 Yn = 2 Ó k ~ 4 Yn = -2

c. k =O y n cualqu iera. 26. x-2y- 18 ~O,2x + y+ 14 =O, 2x+y -1 6 ~0

APENDICEF

1. (x_2)2+ (y+l)2 =25 2. (x+3)2 + (Y_ 2) 2 = 5 3. x 2+ y2 =25

4. (x_I)2 + (y + I) 2 = 50 5. (x_ I)2+(Y+3) 2 ~9 6. (x+4)2+ (y_l)2_ 16

7. (x _ 3) 2 + (y_I) 2 ~ l O 8. (x _ I)2 +y2 ~ 1 9. (x_3)2+ (Y_4)2 = 25

10. Centro (l , O),r = 2 II. Centro (O, - 2), r = 2!2 12. Centro (0. -I I2) , r = 112

13. Centro (1, - 2). r = 3 14. Centro (1/4, - 1/4), r ~ ..{IO/4

15. Centro (312, 112), r ~ 9/4

16. Parábola, vérti ce (O, O)Yeje el eje Y, se abre hacia arr iba.

17. Parábola, vértice (O, O)Yeje el eje X. se abre hacia la derecha.

18. Parábola, vért ice (O, O) Yej e el eje Y, se abre hacia abaj o.

19. Parábola, vért ice (O, O)Yeje el eje Y, se abre hac ia arr iba.

20. Elipse, centro (O, O)

21. Hipérbola, centro (O, O), vértices (O,- 1) Y(O, 1), as íntotas: y = x, y = - x

22. Hipérbola, centro (O,O), vértices (- 1, O) Y( I, O), asíntotas: y = 3x, y ~ - 3x



Respuesta s A tOt

23. Parábola, vértice (O, 9) Yeje el eje Y, se abre hacia arriba.

24. Par ábola, vértice (112, O)Yeje, el eje X, se abre hacia la izquierda.

25. Hipérbola, centro (O, O), vértices (-5, O) Y (5 , O), as íntotas: y = ~ x, y =- ~ x
5 5

26. Circunferencia , centro (O, O) Yr = 312

27. Parábola, vért ice (O, - 112), eje paralel o al eje X, se abre hacia la izqui eda .

28. Elipse, centro (O, 2)

29. Hipérbola, centro (-3, 5), vértices (-1013, - 5) Y(- 8/3, 5), as íntotas: y = 3x + 14,
y = -3 x - 4

30. El punto el , 2) 31. El punto ( 1, 1)

32. Hipérbola, centro (- 1,1), vértices (-2,1) Y(O, 1), asíntotas: y =x + 2, y ~ - x

APEI'TJ» CE G

c. - ../3 d. _ 2../3
3

e. - 2 2. a. a = nn , n e 71

n 2500
21. 2r sen ñ 22. - n- '" 795,78 giros por mino

18. 18.

10. a. 4,71 cm.

c. 5.000,64 km.

d. ninguno

6. - \. 7. a. - sen a b. O.

~rad.
3

b. 3.333,76 km,

c. ningun o

16. (-..J3 , -1)

:Jl
20. 12

n
b.a= - +nn,n E71

2
4 5

e. a = -1I + 2nn 6 -11 + 2nn, n elL
3 3

2n n 1 1
8. a. T , b':2 9. a. :3 rad . b. 10 rad , c.

b. 35 ,34 cm. c. 7,85 cm. Ll, a. 111,13 km.
2

d. 8.973,37 km. 12. 1.852 km. 13' "3 n rad . 14. 6 1,35 grados.

3 3
17. P = {-:2 ' :2 ..J3 )15. 20,45 grados.

:Jl :Jl19. a. 3 b. 2

23. 49 revoluciones por seg. 24. Y- x + 4'./2 = O
lt

25. ¡
26. x - 5y + 3 ~ O, 5x + y - I 1 ~ O

27. 3x - 4y + 15 = O,4x + 3y - 30 = O, 3x - 4y - 10 = O, 4x + 3y - 5 ~ O.
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TABLAS
ALGEBRA

1. a( b + e ) = ab+ ac

a +e
3.

b

a e
- +
b b

OPERACiONES
a e ad + be

2. - + - =
b d bd
a

_b_ = ad4.
e be

d
EXPONENTES Y RADICALES

15. ~ = 'if;
h 'fb

TEOREMA DEL BINOMIO

x

8 ~ = a'- Y.
aY

11. ( ~r= ::

14. 'f;b = 'if; 'fb

6. (ab)' = a' b'

10
- , _ 1

. a - -.'m

13. a -;;- =.¡;;;; = ('if;r

18. (a -b)J = . J_ 3 al b + 3abl- bJ

19.( a + b)" =a" +n a"-I b + n(n
2-1)

a"-2 b2 + +(:) . "-kbk +... + n ."-I b + b"

20.(a -b)n=an-na n- 1b+ n(n
2-1)

an-lb2+ +(_I)'(:)an-kbk +• • .

_nan-Ib+(_I)'b n ,donde (:) = n(n-l)(n-2~; .• (n-k+l)

PROGRESiON GEOMETRICA

n 1- rn
S,=~ ak = a--

L.. I -r
k =1
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FACTORIZAC ION

22. a 2-b 2 =(a+b)(a-b) 23. a2±2ab+b2=(a±b)2

DESIGUALDADES Y VALOR ABSOLUTO

26. a<b=>a +e <b+e

28. a < b }' e < O=> ae > be

30. Ixl < a e> -a < x < a

27. a < b y e > O=> ac < be

29. 1x 1 = a e> x = a ó X =- a

31.1.1 > a e> -a <x Ó x>a

GEOMETRIA
h = altura, A= Area, AL = Area Lateral, V = Volumen

Triángulo Triá ngulo Equilátero

h = a sen O ..{3
h= -a

1

~
2 &A= - bh

2 ..{32
h,,

A=-a
1 b 4

A = - b sen O a
2

Trapecio
Sector Circulara

h

/Jh \ s=rO
L:Js

A=-(a+b)
2

1 2
b

A= -r 8 r2

Cono Circular Recto
Tronco de Cono

AL ="r~r2 +b 2

& "2 '

V = !."r 2h
hI

V-:¡{, HR>R·'l " ~'.J
~ -+:r:3 AL = "s( r + R) ~ __ :- ___

'- - ----
R

Cilindro Esfera

V;::: nr1h 4 J, V = -1Ir
-;- 3 .----

AL = 211rh ~ -
'b - - -• A = 411r2 e-, r.....-
•", - - r- - _..
l __ _

r
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TRIGONOMETRIA
Identidades Fundamentales

AI07

1
1. sec x = -

cos x

sen x
3. tan x= -

cos x

5. sen1x + cos'x = 1

7. 1 + cor'x = cosec'x

9. cos ( -x ) = cos x

1
2. cosee x = - 

sen x

cosx
4. cotx= -

sen x

8. sen ( -x ) = - sen x

10. tan ( - x ) = -tan x

Identidades de Cofunci ón y de Redncción

11. sen ( ~-x)= cos x

13. tan ( ~ -x) = cot x

.15. sec( ; - x) = cosec x

17. sen ( ~ + x) = cos x

19. tan ( ~ + x) = - cot x

21. sen ( x + 1t ) = - sen x

12. cos ( ~-x) =sen x

14. cot (~- x) =tanx

16. cosec ( ~ - x)= sec x

18. cos ( ~ + x) = - sen x

20. cos (x + n ) = - ces x

22. tan ( x + 1t ) = tan x

26. col( x ± y ) =

Identidades de Suma y Diferencia

23. sen (x ± y ) = sen x cos y ± cos x sen y

24. cos ( x ± y) = cos x cos y :¡: sen x sen y

tan x ± tan y
25. tan ( x ± y ) = -----"-

l + tan x tan y

Identidades del Angulos Dobles y triples

27. sen 2x = 2 sen x cos x

28. cos 2x = cos2x - scn2x = 1 - 2sen2x = 2cos2x - 1

cot xcot y:¡: 1

cot y ± cot x



AJ08

29. sen 3x =3 sen x - 4sen 3 x

Tablas

30. eos 3x = 4eos3 x - 3 eos x

31 lan22x =
2lanx

I-lan x

Identidades de Reducción de Potencias

1- eos 2x
32. sen2x = - - - -

2

2 l +eosh
33. eos x = 2

1 - eos 2x
34. lan 2x=

1 + eos 2x

Identidades del Angulo Mitad

x ~-cosx35. sen -= ±
2 2

36. cos -i ~ ±~ 1 + ;osx

Trausformación de productos en sumas

1
37. sen x eos y = 2" [sen (x + y) + sen (x -y) I

1
38. cos x eos y = 2" [eos (x + y ) + eos (x - )' ) I

1
39. sen x sen y = 2' 1eos (x - y) - eos (x + y >1

Transformación de sumas en productos

x +y x-y
40. sen x + sen y = 2 sen-- eos--

2 2

x+y x-y
41. sen x - sen y = 2eos-- sen--

2 2

x-s v x-y x+y x- y
42. eos x + eos V = 2 eos--' eos-- 43. eos x - eos v = -2sen--sen--

, 2 2 ' 2 2

Ley de Jos senos

44. sen A = sen B ~ sen e
a b e

Ley de los cosenos

45. a 2 = b 2+ e2 _ 2be eos A

b

B
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FUNCIONES TRIGONOMETRICAS DE ANGULOS NOTABLES

Grados Radian sen e cos e tan e cot e sec e cosec e
O' O o 1 o :¡:cr:; 1 :¡:cr:;

11 1 .{3 .{3 2.{3
30" - - - .{3 26 2 2 3 3

11 12 12
45" - 1 1 12 124 2 2

11 .{3 1 .{3 2.{3
60" - -

.{3 23 2 2 3 3

11
90" - 1 o ±cr:; o ±cr:; 12

211 .{3 1 .{3 2.{3
120' - - --

-.{3 -23 2 2 3 3

311 12 12
135' - - -- - 1 -1 -12 124 2 2

511 1 .{3 .{3 2.{3
150' - - -- -.{3 26 2 2 3 3

180' 11 o -1 o :¡:cr:; -1 ±cr:;

711 1 .{3 .{3 2.{3
210' - -- -- .{3 -26 2 2 3 3

511 12 12
225' - -- 1 1 -12 -124 2 2

411 .{3 1 .{3 2.{3
240' - -- .{3 -23 2 2 3 3

311
270' - - 1 o ±cr:; o :¡:cr:; - 12

511 .{3 1 .{3 2.{3
300' - -

-.{3 23 2 2 3 3

711 12 12
315' - -- - -1 - 1 12 -124 2 2

lb 1 .{3 .{3 2.{3
330' - -- - -.{3 -26 2 2 3 3

360" 21l o 1 o :¡:cr:; 1 :¡:cr:;
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EXPONENCIALES Y LOGARITMOS
In x

l . log,x =
In .

I
2. log,e=

In •

IDENTADADES HIPERBOLICAS

L senhx= !.(ex_e-x)
2

senh x
3. tanh x = - -

coshx
Is. seeh x =

cosh x

2. eoshx='!' {el+e-x)
2

4. ta nh x = <osh x
sen h x

1
6. coscch x = -

senh x

8. I - t.nh2x = seeh2x

ID. senh (-x) = - senh x

l l , eosh (-x) = eosh 1

12. senh (x ± y) = senh 1 cosh y± cosh 1 sen h y

13. senh ( 21) = 2 senh 1 cosh x

14. cosh ( x ± y) = cosh x cosh y ± senh x senh y

15. eosh ( 2x) = cosh' x + senh'.

2 eosh 2x - I
16. sen h x = ---

2

18. senh 2 = ± ,¡ «oh x -1)/2
2

17 h
2 _eo_s_h _2x__+-:.1

. cos x 0:=

2

19. cosh ~ = ± ,¡ «oh x + 1)/2
2

ALFABETO GRIEGO

A (l alfa 1 1 iola P p rh o
' B 13 beta K K kappa ¿ o sigma
r y gamma A A. lambda T t tan
6. s delta M jJ. mn Y u ipsilon
E ¡; epsilon N v nn <I> ~ ti
Z ¡; zeta ~

~ xi X X ji
H " eta O o omicron 'JI \ji psi
e o theta rr 1t pi Q ro omega
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FORMULAS DE DERIVACION
1. Dx ( f(x) g(x) I ~ f(x) n, g(x) + g(x) n, f(x)

2. D, [ f(x) ] ~ g(x)D,f(x) - f(x)D,g(x)

g(x) Ig(X) 12

3. DxCu")= nu"-1 Dxu ó bien D,( (gx)" ) =n(g(X)n-1D,u

14.

-119. Dx eosee u

u u4. Dx e = e Dxu

1
6. Dxln u) = - Dxu

u

8. Dx sen u) = cos u Dxu

lO. Dx tan u) = see2 u Dxu

12. Dx sec u =seeu tan u Dxu

-1 _ 1
Dx sen u - Dxu

JI- u2
- 1 1

16. Dx tan U = --, Dxu
1+u·

-1 1
18. Dx sec u = ~ Dxu

u'lu 2_1

20. D, senh u = cosh u D, u

2
22. D, tanh u = seeh u D, u

24. D, sech u = - sech u tanh u D,u

-1 1
26. Dx see u Dxu

uJ u 2 _ 1

_1 1
28. D,senh u > ~ D,n

'I1 +u 2

u u
5. Dx' = a In a Dxu

1
7. Dx\og. u ) = - - Dxu

ulna

9. Dx eos u) = - sen u Dxu

2
11. Dx cot u = - cosee u Dx"

13. Dx cosec u = - eosee u cot u Dxu

-1 1
15. DI eos u = - DIu

Ji - u 2

-1 1
17. Dx eot u = - - -2 Dxu

l+u
1

21. D, eosh u =senh u D, u

223. D, eoth u = - cosech u D, u

25. D, eoseeh u = - cosech u coth uD,u

-1 1
2 7. DI cosec u ~ DIu

u'lu 2 _1

_ 1 1
29. D, eosh u = rz-- D,u

'Iu· _\

- 1
32. D, seeh u

30.
-1 1

D,t.nh u = -- D,u
l_u 2

1

-1
31. .D,eoth u

-1
33. D, eoseeh u

1
- -2 D,u
l -u

1

l ul~
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A. NUMEROS REALES, INTERVALOS,
DESIGUALDADES y METODO DE STURM

B. VALOR ABSOLUTO

C. ECUACIONES POLINOMICAS
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F. CIRCUNFERENCIA, PARABOLA E HIPERBOLA

G. TRIGONOMETRIA



A2 Apéndices

APENDICE A
NUMEROS REALES, INTERVALOS,

DESIGUALDADES y METODO DE STURJ\1

LOS NUMEROS REALES y LA RECTA l'''lJMERICA

Presentamos brevemente el siste ma de los números reales.

Un conj unto de números muy conocido es el conjunto de los números enteros:

l ~ { . . . ,- 3, -2, - 1, O, 1, 2, 3, . . . }

Este contiene. como subc onj unto, al conjunto de los números naturales :

f':j ~ { O, 1, 2, 3, . . . }

Otra clase importante de números son los números racionales, a los que se les
conoce conuinmente con el nombre de números fraccionarios. Un número racional es
un cocie nte de dos números enteros, donde e1 den ominador es siempre distinto de O.

A . . . 1 1 . . 1 -3 5 T d .
SI, son numeres raciona es os siguientes: - • - , - , etc. o o numero entero

2 4 -2
2 -5

es un número racional de denominador 1, Así, 2 = T ,-5 = - .
1

Es usual denota r al conjunto de los números racionales con la letra iQ. Esto es

iQ ~{ ~/a,bdc y b se O }

Todos sabemos expresar un número mediante su expresión decimal. Así

I 1 11
a, i' = 0,500 .. . b. 3' ~ 0,333 ... c. '6 - 1,8333 . . .

Observen la periodicidad de estas expre siones decimales.
El siguie nte resultado caracteriza a los números racionales:

Un número es racional si, y sólo si su expresión decimal es periódica.

Un número irracional es un número que tiene una expresion dec imal no

periódica. Como ejemplos de números irracionales tenemos a 12 , ....[3 , V2, el

famoso número 1t y el no meno s famoso número e, bas e de los logaritmos na turales.
Algunas cifras de sus expresiones decimales S011:

J2= 1,41415. . . :t ~ 3,14159. . . e = 2,718281 8284. . .
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El conjunto IR de los números reales es el conjunto formado por la unión del
conjunto de los números racionales con el conjunto de los números irracionales. Es
decir,

IR ~ IQ U {irracionales}

Una representación geométrica de los números reales se obtiene identificando a
cada uno de éstos con un punto de una recta fija, la cual orientamos eligiendo una
dirección positiva (a la derecha), que indicamos mediante una flecha. Fijamos un
punto de la recta al que le damos el nombre de origen, y le asignamos el entero o.
Elegimos W1a unidad de longitud y mediante ésta localizamos el punto que está a la
derecha del origen a una distancia igual a la unidad escogida. A este punto le
asignamos el entero 1 . El punto que está a la izquierda del origen a una distancia
igual a la unidad, le asignamos el entero -1. Si x es un real positivo, le asignamos el
punto que e stá a u na distancia x a 1a derecha d el origen. Si x es negativo (-x es
positivo), le asignamos el punto que está a una distancia -x a la izquierda del origen.

Jz f2 elt
l' I

-4 -3 -2 -1 O 1 2 3 4

Hacemos, ahora, una afirmación fundamental:

La correspondencia establecida es biunívoca: A cada número real le
corresponde un único punto y a cada punto le corresponde un único número
real.

A la recta, provista de esta correspondencia, la llamaremos recta real o recta
numérica. Se llama coordenada de un punto al número real que le asigna esta
correspondencia. Por razones de comodidad, muchas veces identificaremos a cada
punto de la recta numérica con su coordenada. Así, por ejemplo, diremos "el punto
2" para indicar al punto que le corresponde el número 2.

En el conjunto IR tenemos dos operaciones fundamentales: La adición y la

multiplicación. Las otras dos operaciones básicas, la sustracción y la división, se
definen en términos de las dos primeras. El sistema de los números reales se
construye a partir de 15 axiomas. Estos axiomas nos describen el comportamiento de
la adición, multiplicación, de la relación "menor" (relación de orden) y de una

propiedad de completitud de IR. A esta última propiedad sólo la mencionaremos.

PROPIEDADES DE LA ADlClON y MULTlPLlCAClON

1. Leyes conmutativas: a + b ~ b + a y ab ~ ba, V a, b E IR

2. Leyes asociativas: a + (b + e) ~ (a + b) + e y a(bc) ~ (ab)c, V a, b, e E IR

3. Ley distributiva: a(b + e) = ah + ac, V a, b, e E IR

4. Elementos neutros: 3 O E IR Y 3 1 E IR, siendo O", 1 Yson tales que:

a + O= a y l.a = a, V a E IR
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5. Inverso aditivo: V a E IR 3 -a E IR tal que a + (-a) = O

Apéndices

6. In verso mult iplicativo: V a e IR ta l que a '" O. 3 a- o E IR ta l qu e a.a-I
~ I

Haciendo uso de las propiedades anteriores podemos demostrar la siguiente
proposición, que por ser importante. la presentamos como nuestro primer teorema.
Su demostración la omitimos,

ITEOREl\IAA.11 ab=O ~ a= a ó b =O

La sustracció n y la división se definen haciendo uso del inverso aditivo e inverso
multiplicativo, respectivamente, del modo siguiente:

t. a - b=a+(- b)

ORDENEN IR

2. Si b '" O. enton ces .:!. = a. b - I

b

Admitimos la existencia de un subconjunto no vacío de !R, que es el conjunto de

los númer os positivos, al que denotaremos con R+. En la recta numérica, los

números positivos son los que están a la derecha del origen . Este conjunto nos
permite definir la relación <, que se lee "es menor que", del modo siguiente:

IDEFINICION. ¡ a < b e:> (b - a) es positi vo

Como consecuencia inmediatade esta definici ón obtenemos que:

a es positivo (:) O< a

De acuerdo a la recta numérica, a < b significa queel punto que corresponde a a
esta a la izquierda del punto que correspond e a b.

IEJEM PLO 1.1 a. 2 < 6. ya que 6 - 2 = 4 Y 4 es posi tivo

b. -4 <-1, ya que -1- (-4) ~4-1~3 y 3 es pos itivo,

IDEFI NICION. I a es negativo e:> a < O

Las relaci ones > ("mayo r que" l. ,; ("menor o igual que" ) y ;" ( "menor o igual
que" l sc definen en términos de la relación <. del siguiente modo:

IDEFINl CION. ¡ ). a > b e:> b < a

2. a '; b e:> a < b o a = b

3. a ;" b e:> a > b o a = b
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PROPIEDADES BASICAS DE LAS DESGUALDADES

AS

0t. Ley de la tricotomía.

Todo par de números reales a y b cumple una y sólo una de las tres relaciones
siguientes:

a v b, a<b ó a>b

°2" Ley de transitividad: a < b y b < e :::::> a < e

0 3, Ley aditiva:

°4, Ley multiplicativa:

10BSERVACIONES I

a < b :::::> a + e < b + e, V e E IR

a < b <::::> ac < be, Ve> O

a < b <c> ac > be, V e < O

I 1
O<a<b Ó a<b<O =:> - >

a b

1. Las propiedades O2, O" 0 4 Y O, se cumplen también cuando los simbolos < y
> son reemplazados por los símbolos :-:;; y ~,respectivamente.

2. La propiedad 0 4, en palabras, nos dice que si los dos términos de una desigualdad
se multiplican por un número positivo, el sentido de la desigualdad persiste. En
cambio, si se multiplican por un número negativo, el sentido de la desigualdad se
"invierte.

INTERVALOS

Más adelante aparecerán con frecuencia ciertos conjuntos de números reales
llamados intervalos, los que se defmen en términos de las relaciones de desigualdad
anteriores.

Dados dos números reales a y b, se llama:

1. Intervalo ccrrado de extremos a y b al conjunto:

[a,b] ~ {xElVa:>x:>b}

2. Intervalo abierto de extremos a y b al conjunto:

(a,b)~ {xER/a<x<b}

a

(
a

b

)
b

Notar que los extremos de un intervalo cerrado pertenecen al intervalo, mientras
que un intervalo abierto excluye a estos extremos.

Intervalos semiabierto
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3. la, b) ~ { x E IR / a ,;x <b}

4. (a b] ~ { X E R / a < x S b }

Intervalos infi nitos

5. la , + 00) ~ { XE IR / a S x }

6. (.,+00) = { XER / a < x }

7. (- 00, al ~ { x E R / x '; a }

8. (- 00, a) = { x E IR / x < a }

9. (- 00, + 00) ~ IR

a

(
a

a

a

a

a

b

l
b

Apéndices

Los símbolos + 00 y - coson simples notaciones que usamos por comodidad.
Ellos no representan ningúnnúmero real.

RESOLUCION DE INECUACIONES

Una desigualdad donde aparecen una o más variables es una inecuación . Las
inecuaciones que aquí nos interesan son la que tiene una sola variab le. Se llama
solución o conjunto solución de unainecuación de una variable al conjunto formado
por todos los números reales que colocados en lugar de la variable producen
proposiciones verdaderas .

Las inecuaciones más simples son las inecuaciones lineales, que son las
inecuaciones en las que sólo aparecen polinomios de primer grado. Estas
inecuaciones se resuelven fácilmente haciendo uso de las propiedades básicas de las
desigualdades. Para resolver inecuaciones expresadas en términos de polinomios de
mayor grado o en t érminos de cocientes de polinomios (funciones racionales)
aplicamos el método de Stunn.

INECUACIONES LINEALES

Una inecuación es lineal si la máxima potencia de la variable es 1. Estas
inecuaciones son fáciles de resolver. Para esto, se despeja la variable haciendo uso de
las propiedades básicas de las desigualdades.

1EJEMP LO 2.1 Resolver la inecnación: sx- 15 < 2x

Solución

5x- 15< 2< <=> 5x < 2x + 15

<=> 3x < 15

(por O" sumando 15 a ambos lados)

(por O" sumando - 2x a ambos lados)
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<:::> X < 15/3 (por O" multiplicando por 1/3 a ambos lados)

<:::> x <5

Luego, el conjunto solución de esta desigualdad es el intervalo (- 00,5 )

5

METODO DE ST URM

Veamos, en primer término, como funciona este método en el caso de una
inecuación expresada en términos de polinomios de grados mayores que l.

Como primer paso, transponiendo términos trasformamos la inecuación hasta
darle una de las cuatro formas siguientes:

1.p(.) <0 2. ptx ) > O 3. p(.) :$ O 4. p(.) ;' O,

donde p(x) es un polinomio de grado 2 o más.

Este método, en esencia, se basa en el siguiente resultado:

El signo de un polinomio es constante en un intervalo formado por dos
ra íces consecutivas.

Para esto, dividimos a la recta real en los intervalos, llamados intervalos de
prueba, determ inados por las raices del polinomio. En estos intervalos de prueba, el
polinomio no cambia de signo. Para determinar el signo en uno de estos intervalos
de prueba, se toma un valor cualquiera de dicho intervalo en el cual se evalúa el
polinomio. A este valor escogido lo lIamarcmos valor de prueba. Los intervalos de
prueba se encuentran factorizando el polinomio. Esto es:

Si p(x) ~ (x - r \)(x - r2)(x - rJ)' . . (x - rn), donde r¡ < r2 < r, <... < rn

entonces los intervalos de prueba son

(-00, r.) , (r., rl), (rz, fj), .. . 1 (rn_h rnl . (rnt +00)

En la recia numérica marcamos los signos para cada intervalo. Esta recta nos da
inmed iatamente la solución . Si la desigualdad viene expresada mediante las
relaciones < ó >, todos los intervalos que conforman la solución son abiertos. Si,

en cambio. la desigualdad se expresa en términos de ¿ Ó 5:. los intervalos que
conforman la solución son cerrados.

IEJEMPLO 3.1Resolver la desigualdad x2- 2 < 3x + 8.

Solución

Paso 1. Transponemos y factorizamos:

x2-2 <3x + 8 <:::> x2-3x - IO<0 <:::> (x+2)(x- 5 ) <O

Paso 2. Las raices de p(x) = (x + 2 )(x - 5) son - 2 y 5 Ylos intervalos de prueba:
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(-00, - 2), (-2,5) Y (5, + 00)

Apéndices

Determinamos el signo de p(x) ~ (x + 2)(x - 5) en cada intervalo de prueba.

En (-co, -2) tomamos a x = - 3 como valor de prueba y obtenemos :

p(-3) ~ (-3 + 2 )( - 3 - 5) ~ + 8 => signo de p(x) en (-00, -2) es +
En (-2,5) tomamos a x ~ O como valor de prueba y obtenemos:

p(0)~(0 +2)(0 -5) ~- 10 => signo dep(x)en (-2,5) es

En (5 , +00) tomamos a x ~ 6 como valor de prue ba y obte nernos:

p(6) ~ (6 + 2 )( 6 - 5 ) ~ + 12 =:) signo de p(x) en (5, +00) es +
Las raíces y los signos en los intervalos de prueba los consignamos en la

recta numérica. Así:

++ + + +1-- ---1++ + + + + +

-2 5
Pas o 3. La figura nos dice que el conj unto solución es (-2, 5)

DESIGUALDADES RACIONALES

Se llama función racional a un cociente de polinomios. Para resolver una
inecuación expresada en t érminos de funciones racionales mediante el m étodo se
Sturm se siguen los mimos 3 pasos dados en la solución de inecuaciones poli n ómicas,
sólo con el agregado que ahora se trabaja con dos polinomios, que son el numerador
y el denominador.

Pasol. Se transforma algebraicamcnte la inecuación hasta obtener una expresión de
la forma siguiente, donde los polinomi os p(x) y q(x) están factorizados,

p(x» O p(x) >0 p(x)<O ó p( x) < O
q(x) , q(x) - , q(x) q(x) -

Paso 2. Se hallan las raíces de p(x) ~ O Yde q(x) ~ O. Marcamos en la recta numérica

las ra íces halladas, así como el signo de p(x ) corre spo ndiente a cada
q(x )

intervalo en que ha quedado divid ida la recta. Para hallar el signo se puede
usar los valores de prueba.

Paso 3. Determinar el conjunto solución observando los signos en la recta numérica.
Si la desigualdad viene expresada mediante las relaciones < ó >. tod os los
intervalos que conforman la solución son abiertos. Si. en cambio, la
desigualdad se expresa en términos de ;':: ó ~, Jos intervalos que conforman
la solución son cerrados en los extremos que corresponden a raíces del
numerador y abiertos en los extremos correspondientes a raíces del
denominador.
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IEJEMPLO 4.1 Resolver la desigualdad x + 3 > - 3
I-x -

Solución

Paso 1. Transponemos y factorizamos:
x+ 3 x+3 x+3 +3(I - x) 3 O 2(x-3) O- - > - 3 e> -- +3 >0e:> .:.:....:.:....c.::."-...:.:.c + > e> >
\- x - I - x - I-x - x -\

Paso 2. Raíces del numerador y del denominador.

2(x - 3) ~ O Y x - I ~ O e:> x ~ 3 Y x ~ 1.

Los intervalos de prueba son:

(-<Xl, 1), (1,3) Y (3, +00)

Hallemos el signo de 2(x -1
3

) en cada uno de los intervalos anteriores.
x -

Lo hacemos tomando valores de prueba:
2(0 - 3) .

a. En (-<0,1). tomamos x = OYobtenemos 0- 1 = + 6. Signo: +

2(2 - 3) .
b. En (1,3), tomamos x ~ 2 y obtenemos 2 _ 1 = - 2. Signor--:

2(5 -3)
c. En (3, +00), tomamos x =5 y obtenemos 5 _ I = +1. Signo: +

++ ++++--
I

. ++ ++++

3

Paso 3. El conjunto solución es (-ro, 1) U [3, +ro) .

Observar en la solución que en el extremo correspondiente a 3 tomamos el
intervalo cerrado. Esto debido a que la desigualdad viene expresada en
términos de la relación ~ ya que 3 es una raízdel numerador.

IEJEMPLO 5.1 Resolver la desigualdad
3x +1 2x+7
- -<--
x - l - x +2

Solución

En busca de brevedad, los cuatro pasos requeridos para resolver la desigualdad, se
presentarán implícitamente.

3x + I < 2x + 7 e:> 3x + I _ 2x + 7 < O ce
x - l - x +2 x - I x+ 2 -

(x +2)(3x + 1) -(x -1)(2x +7) x2 +2x + 9
-'-----=-=-,-'7-:--'---::-'= =--"':" <0 e:> :s O

(x - I)(x + 2) - (x - I)(x + 2)
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-++++++
I

El numerador de la última fracción es un polinomio de segundo grado con raíces

complejas (su discriminante es negativo: b2 - 4ac < O). Esto significa que este
polinomio no tiene ralees reales y, por tanto, no se puede factorizar en términos de
números reales. Lasmices del denominador son - 2 y l .
Las mices -2 y 1 determinan los intervalos:

(- eo,-2), (- 2, 1), (1. - "")

x 2 + "x + 9
Hallemos el signo de - en cada uno de los intervalos dados.

(x - I)(x +2)

El numerador, por no tener rafees reales, nunca se anula. Luego, este polinomio o
siempre es positivo o siempre es negativo. Para averiguarlo, tomamos un valor de
prueba. Así, para x ~ O obtenemos 02 + 2(0) + 9 = 9. Luego x2 ~ 2x + 9 > O, para
todo x. En consecuencia, el signo de la fracción sólo dependerá del denominador.

12
a. En (-"".- 2). tomamos x ~ -3 y obtenemos + 3. Signo: +

(-4)(-1 )

9 9
b. En (-2,1), tomamos x = OYobtenemos ---~ - - . Signo: -

(-1 )(2) 2

17 17
c. En (I ,""),tomamosx = 2yobtenemos (1)(4) ~+4 ' Signo: +

El conjunto solución es (- 2, 1)
++ ++++--

-2

Jaeques Charles Franeoís Sturm (1.803-1.855) . matemático

Suiz o-francés quien hizo importantes contribuciones a la Teoría

de Ecuaciones.

PROBLEMAS RESUELTOS A

IPROBLEMA l. La temperatura Fahrenheit y la temperatura Celsius están

relacionadas por la igualdad C = ~ ( F -32 ). Si en cierto día,
9

la temperatura Celsius de una ciudad cambió según el intervalo
25 ,; C ,; 40. ¿En que intervalo cambió la tempera tura ese dia en
grados Fahrenheit?
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Solución

25:>C:>40 =:> 25:> ~(F-32):>40 =:>
9

25( 9) :> 5 (F -32):> 40( 9) =:> 225:> 5F - 160:> 360 =:>

225 + 160:> 5F s 360 + 160 385:> 5F :> 520 =:> 385 :> F:> 520 =:>
5 5

77 :> F:> 104

4 20IPROBLEMA 2.1 Resolver - < x :> --
x x-I

Al1

Solución

En esta expresión tenemos dos desigualdades, las que resolvemos separadamente,

4
- <x
X

y
20

x s; -
x-l

I. Solución de ~ < x
x

4 4 4 - x' (2 - x)(2 + x)
-<x <=:> - -x<O <=:> -- < O<=:>- -- - <O
x x x x

Las raices son: -2, OY 2. Mediante valores de prueba hallamos que:

+ + ++++------- ++ ++++ ---------
I I I

-2 o 2

Luego la solución de esta desigualdad es (-2, O) U (2, +00)

2. Solución de x:> 20
1x-

20
x s' -

x-I
<=:> x -~:> O <=:> x(x-I)-20:> O

x-l x-l

Xl -x-20

x-I
:> O <=:> (x-5)(x+4) :> O

x-l

Las raíces son: -4, I Y5. Mediante valores de prueba hallamos que:

------ ++ ++++++-------+++++++++

I I I
-4 I 5
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Luego, la solución de esta desigua ldad es (- 00, -4] U ( 1, 5].

Apéndices

3. Solución total. La solución total es la intersección de las soluciones parciales:

[(-2, O) U (2,+ (0)]n [ (- 00, -4] U (1, 5]] = (2, 5].

2 5

PROBLEMAS PROl'VESTOS A

EII los problemas del I al 21 resolver la desigualdad dada. Ilustre la gráfica del
conjunto solución.

1. 4x - 5 < 2x + 3 2. 2(x - 5) - 3 > 5(x + 4) - 1

3. 2x - 5 _ 3 > 1
3

5x -14.
4

x + l- - <3 -
3x-13

10

5. 8 ?:2 x - 5 _ 3 > 1 - x
3

6. 5 < x- l < 10
- 2

7, (x - 3)(x + 2) < O

8. x2 - 1 < O

11. 9x -2 <9x2

9. x2 + 2x - 20 ?: O

12. (x - 2) (x - 5) < -2 13. (x + 2)(x - 1)(x + 3) 2: O

14. x - 2 ~ O
x +2

2 3
15. - < - -

x 5

2
16. - < - 3

x-I -

x 1 3
17. - + - <

2 x - x
18. _ 1__ x -2 > 1

x + 1 3-
19.

x - I x+2--<
x+3 x

x+l < _ x_20.
I- x 2 +x

21.
4-2x > 2 _ _ x_

x 2 +2 x - 3

22. En cierto día la tempe ratura Celsius de una ciudad variósegun el intervalo
5 :5 C :5 20 ¿En que intervalo cambió la temperatura ese dia en grados Fahrenheit?

23 . En cier to día la temperatura Fahrenheit de una ciudad varió según el intervalo
59 :5 F :5 95 ¿,En que intervalo cambió la temperatura ese dia en grados Celcius?
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En los problemas del 24 al 30, prohar la propostcián dada.

24. a < b y c < d => a + e < b + d 25. a < b y c > d => a - e < b - d

A13

26. a * O => a2 > O

28. O< a < 1 => a2 < a

27. a > 1 => } > a

29. O< a < b y O< e < d => ac < bd

30. a *- 0. => a y a -¡ tienen el mismo signo (ambos son positivos o ambos
negativos).

31. Se llama media aritmética de dos números a y b al número a; b . Probar que

la media aritmética de dos números está entre los números; esto es, probar:

a+b
a<b => a<--<b

2
32. Se llama media geométrica de dos números positivos a y b al número ,¡ab .

Probar que la media geométrica de dos números está entre los números. Esto es,
probar:

O<a<b => a<J;;b<b

a+b
32. Probar que J;;b:: --, donde a:-: O y b > O. Sugerencia: O:: (a - bf

2
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APENDICE B
VALOR ABSOLUTO

IDEFINICION. I El valor absoluto de un número real a, denotado por 1a 1, se defme
como:

{
a si a:?:O

1 a l= -a si a< O

o sea, el valorabsoluto de: un númeroreal es igual al mismo número si éste es OÓ

positivo y es igual a su inverso aditivo si es negativo.

Sabemos que todo número positivo x tiene dos raíces cuadradas, una positiva y

otra negativa . A la positiva la denotamos con ~ y a la negativa con - .¡; .

Considerando que Wesla raíz cuadrada positiva de a2, se tiene que:

[,;2= 1.1
De la definición obtenem os inmediatamente que:

1, la 1~ O, \1a E IR

3. [ x ] = a ~ x = a ó x ~ - .

2, -l ' 1$, $ 1a 1, v« E IR

IEJ EMPLO 1. 1 a. I5 I ~ 5 c. 101 ~ O

ITEOREM A B.1 1 Para todo número real a > O se cumple que:

1. [ x l -c a ~ -a c x c a

2. [ x ]> a ~ x < -a Ó x > a

3. 1x l,.; a ~ -.,.; x ,.; a

4. 1x 1~ a ~ x s - a ó x ~ a

(
- a

-.
-a

-a

O

I

o
I
o

a

)
a

a

•
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Demostración

Ver el problema resuelro J.

IEJEM PLO 2. 1Resolver la ecuación Ix - 3 I = 1

Solución

[x - 31 = 1 <=> x - 3 = I ó x - 3 =-1 <=> x ~ 4 6 x = 2.

1EJEMPLO 3.1 Resolver la inecuación I2x - 3 I< 5. Ilustrar la solución.

Solución

De acuerdo a la parte l de la proposición anterior tenemos

12x -31 <5 <=> -5 < 2x- 3 <5 <=> -2 <2x <8<=> -1 <x <4

O sea, la solución es el intervalo (- 1, 4)

A15

-1 4

IEJEMPLO 4.1 Resolver la inecuación I~ - 21 > 4. Ilustrar la solución.

Soluci ón

De acuerdo a la parte 2 de la proposiciónanterior, tenemos:

x
<=> 3" -2<-4 ó

x x
-- 2 > 4 <=>- <-2
3 3

ó ~> 6
3

¡TEORE M A B.21

1. I ab Hall b I

<=> x <-6 ó x >18

Luego, la solución es (-<Xl, - 6) U ( 18, +ce)

)

18

OTRAS PROPIEDADES IMPORTANTES DEL VALOR ABSOLUTO

Si a y b son números reales y n es unnúmero natural, entonces

2. I~ I~ ::¡, b * O

3. la n I= Ia In 4. I a I< Ib I <=> a2 < b2

5. Ia + b I ,;; Ia I+ I b I( Desigualdad triangular) 6. Ia - b I ,;; I a I+ I b I
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Demostración

Ver el problema resuelto 2

Apéndices

IEJEMPLO 5.1 Resolver la inecuac ión 1x - 2 1< l + Ix l. llustrar la solució n.

Solución

Dividimos a la recta en subintervalos y resolvemos la desigualdad en cada uno de
ellos (divide y conquistarás).

Pasol.
Obtenemos los números donde las expresiones encerradas en valores absolutos

se anul an; o sea las raíces de Ix - 2 I = OYde [ x ] ~ O. Estas son 2 y O. Estas
raíces dividen a la recta numérica en los intervalos:

(-00 ,0), 10, 2) Y 12, +<0)

Los intervalos se toman cerrados a la izqu ierda debido a la defin ición del valor
absoluto. Así, Ix - 2 I~ x - 2 si x z 2. En cambio , Ix - 2 I~ - (x - 2), si x < 2.

Paso2 .
Resolvemos la desigualdad en cada uno de estos intervalos. El coojunto

solución en cada intervalo es la intersección del intervalo con la solución que se
obtiene. Así:

En el intervalo (-00 , O)

Si x < O, entonces Ix - 2 I=- ( x - 2 ) Y 1x 1 = - x . Luego,

Ix - 2 I< 1 + [ x ] ~ - ( x - 2) < 1 + ( -x ) ~ - x + 2 < 1 - x

~ 2 < 1 ~ x E $ (vacio).

El conjunto solución en el intervalo (- 00, O) es (-00, O) n ~ =~

En el in ter va lo [0,2)

Si O,; x < 2. entonces [ x - 2 I~ - ( x - 2 ) Y [ x ] ~ x . Luego.

I x - 2 I< 1 + l x ] ~ - ( x - 2) < 1 + x ~ - x + 2 < 1 + x

l
~ 1< 2x ~ - < x ~ x E ( 1/2, +00)

2
El conjunto solución en el intervalo [ O, 2 ) es

[0.2) n (1/2, +00) ~ (112,2)

En el intervalo [2, +(0)

Si 2 s x, entonces 1x - 2 I~ x - 2 Y [ x ] ~ x . Luego,

Ix -21 <1+lxl ~ x-2 <I + x ~ x -2<I+x
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<=:> -2 < 1 <=:> X E (-00, +00 )

El conjunto solución en el intervalo [ 2, +00) es

[2, +00) n (-00, +00) ~ [2, +00)
Paso 3.

La solución total es la unión de las soluciones parciales. Esto es, la
solución de la desigualdad es

GJ U (1/2, 2) U [2, +00) ~ (112, +00)

(
112

1EJEMPLO 6.1 Hallar un número M tal que

1x - 2 1 < 1 ::::;. Ix2 + 4x - 6 1< M
Solnción

Aplicando la desigualdad triangular tenemos que

1x2 + 4x - 6 1< 1x2 1+ 14x - 6 1

< Ix2 I+ 14x 1+ 161 = 1x 12 + 4 1x 1+ 6

Al7

Osea

Ix2 + 4x - 6 1< 1x 12 + 4 1x I+ 6 (1)

Por otro lado,

Ix-21 <1::::;. -1< x-2<1::::;' 1< x <3::::;. [x ] <3

::::;. [x 1
2 < 9 y 41 x 1< 12

De estas desigualdades y de la desigualdad (1) se tiene:

1x - 2 I < I ::::;. Ix2 + 4x - 6 I < 9 + 12 + 6 ~ 27

Luego, M ~ 27 satisface la condición exigida

PROBLEMAS RESUELTOS B

IPROBLEMA 1.1 Probar el teorema D.1:

1. [xl-c a <=:> -a<x<a 2. [x ] > a <=:> x < -a Ó x > a



4. [ x l z a ee- x ,,-a ó x z a
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3. Ixl '; a <=> -a '; x s; a

Solución

l . Como - x ,; 1x I y x ,; [ x ] , tenemos que

[ x ] < a <=> -r-X < a y x < a <=> - a < x y x < a <=> - a < x < a

2. Como [x ] ~ -t-X ó [ x ] ~ x, tenemos que

[x ] > a <=> - x > a ó x > a <:::) x < -3 ó x > a

La prop iedad 3 sigue inmediatamente de 1 y la 4 sigue de 2.

IPROBLEMA 2.1 Pro bar el teorema 8. 2:

Apéndices

1. I ab I = 1a 11 b I

3. la n 1= 1al "
5.la+b1 "Ial +lbl

l a I la I
2. b =¡¡;¡' b"O

4. I a I < I b I <=> a2 < b 2

( Desigualdad triangular) 6. I a - b I s 1 a 1+ I b I

Solución

1. [ ab 1~ J(ab) 2 ~ [;2IJ = --fa' {t;i = l all b 1

. a
2. Sea ¡; = c. Luego,

a =bc ~ l al =lbcl ~lbll cl ~ ~ = I c l = I~ I
3. Si n = O. entonces I aOI = 11 I~ 1 Y I a l o~ 1. Luego, I aOI= I a I o

Sin >O, l a"1 = I~ I ~ lall allal· ·Ia! = [a ]."
n n

4. (~)

( c=)

[a l -c l b ] ~ la l lal < l allb l y lallbl < lb llb I

~ la l2 < Ibl 2 ~ a2 <b2

a2 <b2~ la l2 < Ibl2 ~ la l2 -lbl2 < O

~( Ia I - Ib 1)(1 a 1+ lb D <O

~ l a l - l b l < O ~ la l< lb l
5. Tenemos que:

-1al " a " Ia 1 y -1 b 1" b" 1b I
Sumando estas desigualdade s:
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-( Ia I+ Ib I) S a+ b S 1a I+ Ib 1

Aplicando la parte 1 del corolario anterior obtenemos:

[a t b ] S lal +l b l

6. la - b I = l a + (- b) I S la I + I-b I =I a I+ Ib I

1PROBLEMA 3.1 Hallar un número M tal que

I x - 11< -41 => Ix +31 < M
I x - 1/41

3 lIS 1
Y -- - < x --<- --

4 4 4 4 4
1 1
- < x - - < l
2 4

1 I
2' < lx- 4 /

3 S
- < x <
4 4

3 S
- +3 < x+3< - +3
4 4
IS 17

=> - < x+ 3<- y
4 4

17
=>lx +3 1< 4 y

Solución
1 1 1

I x -ll< -=> - - < x -I <- =>
4 4 4

Pero,
3 S
-<x <- :::)
4 4

En consecuencia,

I x-11 <.!. => Ix + 31 < 17 /4 = 17 = M
4 Ix - 1/ 41 11 2 T

PROBLEMAS PROPUESTOS B

En los problemas del 1 al J, resolver la ecuacián Jada.
1. 1x - si= 4 2. 12x + 1I ~ x + 3 3. [x - 2 1 = 3x - 9

En los problemas del 4 al 20, resolver La inecuacién dada . Ilustrar la solución
en la recta numérica.

4. 1x - 4 1< 3

7. 1-3x - 2 1 S 4

10. 12sx -21 ,, 3

5. / 3x + 1 / < I S

8. 1Sx + 2 I z 1

11. 1x' - si" 4

6· 12
3
x -11 <2

9. 1- 4x - 3 1>

12. 1 < [x ] :S 4
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13. O< Ix - 3 I< 1 14. 1x - 1 I< [x ]

16 1-1-1>.!. 17· l x- I I + l x - 21 > 1. 1- 2x - 3

Apéndices

15.1 3- 2xl$1
l +x

18. 1x - 1 I + 1x + 1 1s 4

_ 1_ < _1_
19. 1

1 2 + x [x ]
20. 13x - 5 1S 12x- 1 I+ 12x + 3I

22. Ix - 3 I< 112 =>

En los problemas del 11 al 23, llallar Un número M que satisfaga la
prop osici án dada.

21. I x+ 2 1< 1 => 1 x 3 _ x 2 +2x + II <M

Ix + 2 1+---;- < M
I x - 2 1

116x + 41
23. I x - 114 1< 1/8 => < M

l+ x 2

24. Probar: a.] a - b I 2: Ia 1-1 b l·
Sugerencia: Aplica r la desigualdad triangular en : a ~ (a - b) + b

b. 1a- b I 2: Ib 1- 1aI
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APENDICE e
ECUACIONES POLINOMICAS

Una función polinómica o (unción polinomial de grado 11 0 , simplemente, un
polinomio de grado n, es una expresión de la forma:

+ a. x + 30. (1)

donde n es un número natural, an , 3n_l, .• al Y 30 son reales, siendo un :¡:. o.

Los números 3n , all _l, . . , al Y 30 son los coeficientes del polinomio. siendo 3D

el coeficiente principal y aoes el coeficiente constante.

Un cero del pol inomio p(x) es un número e tal que p(c) ~ O. En este caso, también
se dice que e es una raíz o una solución de la ecuación polínómica:

(2)

(3)

En 1a e cuación a nterior, s i TI = 2, tenemos 1a e cuación cuadrática, la cual se
acostumbra escribirla así:

2
ax + bx + c = O,

cuyas soluciones se encuentras mediante la llamada fórmula cuadrática, la cual es
conocida desde los tiempos babilónicos:

- b ± ~ b2 - 4ac
2a

La expresión subra dical !J. = b
2
- 4ac se llamada discriminante de la ecuación

cuadrática ax2 + bx + e = O. Se tiene que:

Si ~ = b
2

- 4ac > O. la ecuación tiene 2 raíces reales distintas.

Si !J. ~ b2 - 4ac = O, la ecuación tiene 2 raíces reales iguales.

Si ti = b
2

- 4ac < O. la ecuación tiene 2 raíces complejas distintas.

Se conocen fórmula análogas la fórmula cuadrática para resolver las ecuaciones
de tercer y cuarto grado (ver Breve Historia de las ecuaciones de tercer y cuarto
grado) , sin embargo éstas fórmulas no son fáciles de manejar, por lo cual aqui no la
las usaremos . Los brillantes matemáticos Neil Abel (noruego , 1.802- 1.829) y
Evaristo Galois (francés , 1.811- 1.832) probaron que no existe fórmula, similar a la
cuadrática, para resolver las ecuaciones de grado 5 o más.

Nuestra intención en este apéndice es mostrar un camino práctico para hallar los
raíces de algunas ecuaciones de grados mayores o iguales a 3.
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Suponemos que el lector sabe sumar, restar. multiplicar, dividir polinomios, la
regla de RufTmi. Aún más, en la división de polinomios damos por conocido el
resultado llamado el algoritmo de la división. que dice:

1ALGORITMO DE LA D1VISION.1 Si p(x) y d(x) son dos polinomios, y si d(x)
no es polinomio el cero, entonces existen dos únicos polinomios q(x) y
r(x) tales que

p(x) ~ d(x)q(x) + r(x)

donde r(x) es cero o un polinomio de grado menor que el de d(x).

p(x) es el divid endo . d(x) es el divisor, q(x) es el cociente y r(x) es el
residuo.

Nuestro interés se concentra en el caso especial en el que d(x) = x- c. En esta
situación. el residuo r(x). por ser de grado menor que el grado de x - e, debe ser
una constante, a la denotaremos simplemente con r. El valor de es ta constante nos el
siguiente teorema.

ITEOREMA c.11 Teorema del Residuo.
Si el polinomio p(x) es dividido por x - e, entonces el valor

del residuo es p(e). Esto es.

p(x) ~ (x - e)q(x) + p(e)
Demostración

De acuerdo al algoritmo de la división. tenemos:

p(x) =(x - e)q(x) + r

Evaluando la igualdad en x = e:

p(e) =(e - e)q(e) + r = (O )q(e) + r ~ r ~ p(e)

1EJEMPLO 1.1 Hallar el residuo de dividir el polinomio p(x) = x3
- 7i + 3x + 9

entre x - 2
Solución

De acuerdo al teorema anterior:

J 2
r = p(2) ~ 2 - 7(2) + 3(2) + 9 = 8 - 28 + 6 + 9 = - 5

ITEOREMA c.21 Teorema del factor.

x - e es un factor del polinomio p(x) Q p(c) ~ O
Demostración

(~) Si x - e es un factor de p(x), entonces p(x) = (x - c)q(x) . Evaluando en e:

p(c) = (e - e)q(c) ~ (O)q(e) =O
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(<=) Sabemos, por el teorema anterior:

p(x) ~ (x - e)q(x) + p(e) ~ (x - e)q(x) + O ~ (x - e)q(x)

Luego, x - e es un factor de p(x)

A23

IOBSERVACION. I Según el teorema anterior, las siguientes proposiciones son
equivalentes:

1. x - e es un factor de p(x) 2. p(x) ~ O

3. e es un cero de p(x) 4. e es una raíz de p(x)

5. e es una solución de la ecuación p(x) ~ O

IEJEMPLO 2.1Faetorizar un polinomio mediante el teorema del factor

Sea el polinomio p(x) ~ x
3

- 4x
2

- Il x + 30 .

a. Probar que -3 es un cero de l pol inomio p(x).

b. Usar la parte a. para factoriza r el polinomio p(x).
Solución

a. Tenernos que:

p(- 3) ~ (_3)3 - 4(_3)2 - 11(-3) + 30 ~ - 27 - 36 + 33 + 30 ~ O

Luego , por el teorema del factor, - 3 es un cero de p(x).

b. Dividimos el polinomio p(x) entre x - (-3) ~ x + 3. Para esto, procedemos por el
métod o abreviado o regla de Ruffini:

~ 4 - 11 30

- 3 - 3 21 - 3D

1 - 7 10 O
Luego,

x
3

- 4x2 - I lx + 30 ~ (x - (-3»)(x' - 7x + 10) = [x + 3)(x' - 7x + 10)

El polinomio i - 7x + 10, por ser cuadrático, sabemos faetorizarlo hallando sus
raíces con la fórmula cuadrática. o por el método del tanteo, buscando dos números
que sumados de -7 y multip licados den 10. Estos son -2 y - S. Luego,

i - 7x + lO~ (x - 2)(x - 5)
Es consecuencia,

x
3

- 4i - llx + 30 = (x + 3) (x - 2)(x - S)
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TEOREMA FUNDAl\IENT AL DEL ALGEBRA

Apén dices

¿Toda ecuación polinomial tiene. al meno s, una raíz? La respuesta es afirmati va
lo da el llama do Teorema Fu ndamenta l del Álgebra, que fue demos trado por C. F,
Gauss en 1.799. Su demostración no es simple y requiera de resultados mas
avanzado, por 10 que la omitimos.

ITEOREMA C.31 Teorema F unda mental del Álgebra,

Todo po linomio

p (x) = 3nXn + an_IX
n

- 1+ . . . + 31X + 30. ( n > O, 3n ':t: O)

con coe ficientes complejos. tiene al menos una cero complejo.

Si p(x) es un polinomio de grado n > O. el Teorema Fundamental del Algebra nos
dice que existe un c " que es un cero de p(x). Luego, por el teorema del factor,

donde el grad o de q ,(x) es n - I.V olviendo a aplicar el Teorema Fundamental del
Álgebra a q ,(x), tenernos que existe c" que es un cero de q ,(x). Luego,

p(x) = (x - c, )(x - c,)q,( x),

donde el grado de q,(x) es n - 2. Siguiendo el proceso, después de n pasos tendremos

n ceros de p(x), Ch C" . • . cn, y un pol inomio qn(x),de grad o Otal que:

p(x) = (x - c,)(x - c, ) . . . (x - cn) qn(x) (4)

El po linomio q,,(x) , por ser de grado O, es una constante.

Estos resultados los resumimos en la siguiente proposición:

ITEOREMA CAl Teorema de factorizaclón complet a.

Si p(x) es un polinomio de grado n con coeficiente pri ncipal an,

entonces cxisle n n úmeros complejos. eh el. . . . en. que son
ceros de p(x) y se cumple que:

p(x) ~ an (x - c,)(x - e,) . . . (x - cn) (5)
Demostración

Sólo falta p robar que, en (4), qn(x) ~ ano

Si efec tuamos la mult iplicación indicada a la derec ha de (4) conseguimos un so lo

término de grado !I , que qn(x)x
n
. Similarmente, si efectuamos la mul tiplicación

ind icada a la derecha de (5) conseguimos un solo término de gradn n, que anx
n
. En

consecuencia, qn(x) = ano

Las TI ceros el , e l • . . . en no necesariamente son dist intos. Si un cero se repite k
veces, se dice que ese cero tiene multiplicid ad k.
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LOS CEROS RACIONALES DE Vi'( POLINOMIO
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Nuestro interés en el este curso de Cálculo se concentra en las funciones reales.
Enparticular, de un polinomio, sólo nos interesan los ceros reales.

E! siguiente teorema nos proporciona un camino para hallar los ceros racionales de
un polinomio, o sea las raícesde una ecuación polinomial.

ITEOREMA c.31 Los cero s racionales de un polinomio.

Si los coeficientes del siguiente polinomio son enteros

p(x) = anxn + 311_¡X
n-1 + . . . + alx + 3o.

y si el racional.!:. . reducido a su mínima expresión, es un cero del
k

polinomio, entonces

1. h es un divisordel coeficiente constante 30 }'

2. k es un divisor del coeficiente principal 3n
Demostración

Ver el problema resuelto 2.

ICOROLARIO. I Si el coeficiente principal del polinomio es an= 1, esto es,

p ( x) = x
n

+ 3n_IX
n

-
1 + . . . + ajx + 30.

entonces toda cero racional de p(x) es un entero que divide a ao

Demostración

Si i es un cero de p(x), entonces, por el teorema, k divide a a" ~ J y, por tanto,

k = I ó k = - 1. Luego, ~ = h ó ~ = -h. Esto es, el cero racional hIk es el enlero h ó
k k

el entero - h.

ESTRATEGIA PARA HALLAR LOS CEROS RACIONALES

Paso 1. Haga un listado de todos los racionales que son candidatos a ceros, de
acuerdo al teorema de los ceros racionales de un polinomio. De este listado.
identifique cuales son realmente ceros, verificando que p(c) = O. donde e es
un candidato.

Paso 2, Tome nn cero, digamos e, conseguido en el paso anterior. Divide, (puede ser
mediante 1a r egla de Rnffini) el polinomio p(x) dado en la ecuación entre
x - e y hallar el polinomio cociente q(x):

p(x) ~ (x - c)q(x)
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Paso 3. Repeti r los pasos 1 y 2 con el cociente q(x) y conseguir otro cociente. Seguir
repitiendo el proceso hasta conseguir un cociente que es cuadrático o un
cocien te de fácil factorizac i ón, Faetorice este último cocie nte, usando la
fórmula cuadrática, si es necesario.

IEJ EMPLO 3.1Resolver la ecuación siguiente y factorizar el polinomio

x3 _ 3x2
- 5x + 15 = O

Solució n

Pa so 1. Las raíces de esta ecuación son los ceros de p(x) ~ xl - 3/ - 5x + 15

Como el coeficiente principal es 1, de acuerdo al corolario anterior, los
candidatos a ser ceros raciones son número los enteros que dividen a 15:

1, - 1, 3, -3 , 5, - 5,1 5 Y -15

Aplicamos el teorema del factor a estos candidatos.

p( I ) ~8,

p(5) - 40

p(-l ) = 16,

p(-5) = - 150

p(3) ~ O

p(15) = 2.640

p(-3) ~ - 24

p(-15) = - 3.960

Luego. tenemos sólo un cero racional, que es el entero 3.

Paso 2. Dividimos el polinomio p(x) ~ x3 - 3x2
- 5x + 15 entre x - 3.

- 3 - 5 15

3 1 O - 15

o - 5 O

Luego,

xl - 3x2 - 5x + 15 ~ (x - 3)(/ - 5) = O

Paso 3. El cociente q(x) = / - 5 es ya un polinomio cuadrático, que se factoriza
fácilmente como una diferencia de cuadrados:

x2 _ 5 ~ (x - J5 )(x + J5 )
Luego,

Las ra ices son: 3, J5 y - J5, una raíz es entera y las otras son irracionales.

IEJ EMPLO 4· 1Resolver la ecuación siguiente y factorizar el polinomio.

2x4 + x3 - 9/ + 16x - 6 = O
Solución

Paso l. Numeradores posibles (factores de - 6): ± 1, ±2, ±3, ±6.
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Denominadores posibles (factores de 2) ±I, ±2

Racionales candidatos a raíces:

±1,±2,±3,±6,±±,±%,±%, ±%

Simplificando y eliminando los candidatos iguales:

±1, ±2, ±3, ±6, ±~, ±%
Si p(x) ~ 2x4 + x3 - 9x2 + 16x - 6, se tiene:

p(-I)~-30

p(1/2) ~ O

p(2) ~ 30

p(-1/2) = -65/4

p(-2) ~ -50

p(3/2) ~ 45/4

p(3)~ 150

p(-3/2) ~ - 87/2

Vemos que p(x) tiene sólo dos ceros racionales: -3 y 1/2.

Pasos 2 y 3. Dividimos el polinomio p(x) = 2x4 + x3 - 9i + 16x - 6 entre x + 3 y el
cociente entre x - 1/2:

2 -9 16 -6 2 -5 6 -2

-3 -6 15 -18 6 1!2 -2 2

2 -5 6 -2 O 2 -4 4 O

p(x) = (x + 3)(2x3 - 5x2 + 6x - 2) 3222x -5x +6x-2=(x-1/2)(2x -4x+4)

Tenemos:
2p(x) ~ (x + 3) (x - 1/2)(2x - 4x + 4)

El polinomio 2i - 4x + 4 es de segundo grado, cuyos ceros los hallamos
mediante la fórmula cuadrática:

x > 4±b6
2-4(1)(4)

4±4,r::J -1 ±i
4 4

Luego, por el teorema de factoricación completa,

2x2 - 4x + 4 ~ 2(x - (1+ i ))(x - (1- i »~ 2(x - 1- i )(x - 1+ i )

Finalmente, tenemos que:

2x4 + x3 - 9i + 16x - 6 ~ 2(x + 3)(x - 1!2)(x - 1- i »)(x - 1+ i )

La ecuación tiene dos raíces racionales, -3, 1/2, Ydos complejas, 1 + i, 1- i

IEJEMPLO 5.1 Resolver la ecuación siguiente y factorizar el polinomio.

3 24x -16x + Ilx+ 10=0
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Solución

Paso lo Numeradores posibles (factores de 10): ±l, ±2, ±5, ±IO.

Denominadores posibles (factores de 4) : ±I. ±2, ±4

Racionales candidatos a raíces:

±1 . ±2 . ±5 . ±IO.± ~ . ±f. ±% , ±l; . ± ~ ,±± ,

Simplificando y eliminando los candidatos iguales:

±l, ±2. ±5. ±IO. ±~. ±¡. ±%. ±¡

Si p(x) = 4x3 - 16i + 11 x + 10. se tiene:
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p(l ) = 9

p(5) ~ 165

p(1/2) = 12

p(5/2) = O

p(-l ) = -2 1

p(- 5) = -945

p(-ll2) ~ O

p(-5/2)~125

p(2) ~ O

p(lO) ~ 2520

p( I/4) ~ 189/16

p(5/4) ~ 105/16

p(-2) ~ -108

p(-10) = - 2.500

p(-1/4) = 99/16

p(- 5/4) = - 805/16

La ecuación tiene 3 raíces racionales: - 1/2, 2 Y 512.

El hecho de que la ecuación dada es de grado 3 y de ella ya conocemos 3 ralees, el
teorema de la factorizaci óncompleta nos ahorra los pasos 2 y 3. ya que, de acuerdo a
este teorema:

4x3 - 16i + l l x + 10 ~ 4(x + 1/2)(x - 2)(x - 5/2) = (2x + I)(x - 2)(2x - 5)

PROBLEMAS RESULTOS e

IPROBLEMA 1. 1 Resolver la siguiente ecuación. factorizar el polinomio y señalar
la multiplicidad de cada raíz.

5 4 3 2x + x -2x - 2x +x+ 1 = 0

Solución
5 4 3 2Sea p(x) = x + x - 2x - 2x + x + I

Como el coeficiente principal es 1, los racionales candidatos a raices son los
venteros divisores del coeficiente constante 1. Estos son: I y -1.

p(l) ~ 1 + 1 - 2 -2 + I + 1 = O p(-I) ~ -l + I +2 -2- 1 + I = 0

Tanto l Y -1 son raices. Dividimos p(x) entre x - l Yel cociente q¡(x) entre x + 1.
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I I -2 -2 1 I

5 4 - 2x3 - 2i + X + 1 ~ 1 2 O -2 -1
X +x

3 2 1 2 O -2 -1 O

(x-I)(x + 1)(x +x - X - 1) -1 -1 -1

1 1 -1 -1 o

Si 1 es una raíz múltiple esta también debe ser ralz del cociente:
3 2q,(x) ~ X + X - X - I

Lo mismo afirmamos de la raíz -1. Veamos:

Estos resultados nos dicen que, efectivamente, 1 y -1 son raices de q,(x).
Dividirnos este cociente entre x - 1 Ynuevo cociente Q3(X) entre x + l.

1 -\ -1

2

3 2
X +x -x-I ~(x-I)(x+1)(x+ 1)

Luego,

,
- 1 -] -\

1 O

o

5 4 3 2
X +x -2x -2x +x+ l ~(x-l)(x+ I)(x-I)(x+ I)(x+ 1)

~(x_I)2(x+ ])3

La raices de la ecuación son 1, con multiplicad 2, y -1, con multiplicidad 3.

1PROBLEMA 2.1 Demostrar el teorema de los racionales de un polinomio.

Si los coeficientes del siguientepolinomio son enteros

( )
n tl_¡

p X = anx + an_IX +... + ajx + (lo,

y si el racional ~, reducido a su mínima expresión, es un cero del
k

polinomio, entonces

1. h es un divisor del coeficiente constante ao y

2. k es un divisor del coeficiente principal an
solución

Si .': es un cero de p(x), entonces
k
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an ( H + an_1 m
n- I

+ . .. ' I m + Oo~O
Multiplicando por k

n
:

'nhn + ' n_lhn-lk + .. . a¡hkn- I + Ookn = O (1)

l. Transponiendo aokn
en ( i ) Yfaetotizando:

b ( anhn- I + 'n_¡hn- 2k + . . . •¡kn-I ) = _aokn

Esta igualdad nos dice que b divide a aokn
. Como h n o divide . k, t ampoco

divide a k
n

y, por lo tanto, b a divide a Oo.

Z. Transponie ndo ' nhn en ( i) Yfactorizand o:

k ( n-l kn- 2 ....n - 1) hn
an _lh + ... aJh + Q{}A = -an

Esta igualdad nos d ice que k d ivide a a nhn. Como k n o d ivide ah , tampoco

divide a h" y, por lo tanto, k divide a ano

PROBLEMAS PROPUESTOS e
El! los problemas del 1 y 2, usando el teorema del residuo, hallar el el residuo

cuando se divide:
J. x3-6i+llx -6 entre x +2 Z. 3x 4 - S,,3 _ 4i + 3" - 2 entre x - 2

4. x3 - 3i + 2 = O

6. 2x3 - 2i - l l x + 2 ~ O

• 3 2
8. 3x + 5" - 5x - 5" + 2 = O

5 4 3 210. x + 4x - 4x - 34" - 45x - 18 ~ O

5. 4x3
- 7i + 3 = O

7. ,,' _x3 - Si + 3,, + 6 ~O

9. xS - 3x 4 _ 5x3+ 15x2+ 4x - 12 ~ O

En los problemas del 3 y 10, hallar las raíces de la ecuación dada y factorice el
polinomio correspondiente.
3. x3 + 2,,2 - x - 2 ~ O

En los problemas dei 11 al 13, usar el teorema delfactor para probar que:

11. x - a es un factor de x" - an, para todoentero positivon.

12. x + a es un factor de " n - an ,para todo entero positivo par n.

13. x + a es un factorde x" + a" ,para todo entero positivo impar n.
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APENDICE D
PLANO CARETESIANO, GRAFICAS,

SIMETRIAS y TRASLACIONES

EL PLANO CARTESIANO
Un conjunto sumamente importante y que aparecerá con mucha frecuencia más

adelante, es el conjunto R
2

formado por todos los pares ordenados (a, b) de números

reales . Estoes,

R
2
~ { (a, b) / a, b a R }

Estamos usando la misma notación para expresar tanto al par ordenado (a, b)
como al interva lo (a , b). Para evitar confusiones, en el contexto seremos
suficientemente expl ícitos para indicar cual de los dos conceptos se está tratando.

Recordemos que un par ordenado de números reales es una pareja de números
reales, en la cual se distingue un orden. Es decir, en general, (a, b) '" (b, a).

Dos pares ordenados (a, b) y (e, d) son iguales, si y sólo si a = e y b = d,

xI • 2o

3

Y ~----- ...... P=(x,y),
2 ,,,,,,,,,

- 1

y

-2

-1-2

Es de fundamental importancia tener una .

representación geométrica de R
2

. Para esto
tomamos un plano cualquiera al cual fijamos.
Sobre este plano lomamos dos rectas
lIIIftlérieas perpendiculares a la misma escala
y cuyos origenes coinciden.

Estas dos rectas nos permiten establecer
tJftQ correspondencia biunívoca entre los
ptDltos P del plano y los pares ordenados
(x, y) de números reales, en la forma que
indica la figura anterior . A la recta X se le
llama eje X o eje de las abscisas. La recta Y
es el eje Y o eje de las ordenadas.

El punto de intersección O de los ejes es el origen. Si al punto P le corresponde
el par (x, y), diremos que x e y son las coordenadas de P, siendo x su abscisa e y su
ordenada. Con el objeto de abreviar, identificaremos el punto P con el par {x, y), y
escribiremos P = (x, y). Así, tenernos, por ejemplo, O ~ (O, O). Esta correspondencia

biunívoca también nos permite identificar al plano con 1R
2

Una correspondencia biunívoca del plano con R
2

, de la forma obtenida

anteriormente, se llama un sistema de coordenadas rectangulares o sistema de
coordenadas cartesianas del plano.
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Se ha adoptado el nombre de "cartesianas" en honor al célebre matemático y
filósofo René Descartes (1.596-1.650), a quién se le otorga la paternidad de la
Geometría Analítica. El plano, provisto con este sistema de coordenadas, recibe el
nombre de plano cartesiano.

1EJEMPLO 1.1 Sea P, ~ (3, 2)

a. Hallar el punto P2 que es simétrico respecto al eje X al punto PI ~ (3, 2)
b. Hallar el punto P3 que es simétrico respecto al eje Y al punto P, ~ (3,2)
c. Hallar el punto P4 que es simétrico respecto al origen al punto P, ~ (3, 2)

Solución

a. P2 ~ (3, -2)

y

(-3,2) 2
~~--------,,,

(3,2)

-------~--:,,,.

(3,-2)

.
---------

-r

-3: ,/ (), /'
, ,o'"

~'':-~~------
(-3,-2)

b. P3 ~ (-3, 2)

DISTANCIA

[EOREMA D.ll La distancia entre los puntos PI ~ (XI, YI) Y P2 = (x2, Y2) es

d(P¡,Pz)~ ~(xz _x\)z + (yz _YI)Z

y

Pz= (x2• Yl)
Y2 --------------

Demostración

Tomemos el triángulo rectángulo que tiene
por hipotenusa el segmento que une P¡ ~

(x j , y¡) y P2 = (X2. Y2) y por catetos, los
segmentos paralelos a los ejes indicados en la
figura.

Las longitudes de los catetos son IX2 - XI I

y I Y2 - YI [, La distancia d(P I• Pz) es la
longitud de la hipotenusa. Luego, aplicando el
teorema de Pitágoras, tenemos que:

y,

x,

~:,'I
o~~ ly,-y,1

Ix,- x,1

X, X

(d(P¡.P2»)' = Ix,-x,I' + IY,-Y,I'

de donde obtenemos: d(P I, P2) ~ -J (x2 - x,)2 + (y, _ YI)2

IEJEMPLO 2.1 Empleando la fórmula de la distancia probar que los s iguientes
puntos son los vértices de un triángulo rectángulo:

A ~ (1, 1), B ~ (3, O) Y e ~ (4,7)
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solución

Ca lculamos la longitud de los lados del triángulo:

Como se cumple que:

d(A , B)2 + d(A , C)2 ~ 5 + 45 ~ 50 ~ d(B, C)2,

\ '

A

e

A33

x

el triángulo debe ser rectángulo, por el teorema reciproco al teorema de Pit ágoras,

PUNTO MEDIO

1TEOREMA 0.21 El punto medio del segmento de recta de extremos P, ~ (x], YI)
y P, ~ (x" y,) es el punto

y

Demostración

~ ...._------------

Sea M = (x, y).

Proyectamos el segmento sobre los ejes.

Por ser M = (x, y) el punto medio, x e y
deben ser los puntos medios de los intervalos
[Xl . X2j e [JI . J2] , respectivamente. Luego,

M =(x,y)
y

PI · (XI o YI)
YI -------

, I 'l

x- XI = x2 - x e Y-YI ~Y2 -Y =>
Xl + x2

X = 2 e y = J ' + y,
2

1EJEMPLO 4.1 Hallar el punto medio del segmento de
recta de extremos (- 3, O) Y (1,2)

Solución

M = (-3
2
+1, 0;2 ) ~ (- 1, 1)

{- l . O)

y (1,2)

x



A34

GRAFICAS DE ECUACIONES DE DOS VARIABLES

Dada una ecuación en dos variables F(x, y) = O. Se llama gráfico o gráfica de
esta ecuación al conjunto

x2 3

9

--3 - 2

4
2

O
O

4
-2

9
-3

I ~

Intersección con el eje X: y = O => i ~ O =>x = O

Luego, la gráfica intersecta al eje X en el punto (O, O).

Intersección con el eje Y: x = O => y = 0
2 = O

Luego, la gráfica interfecta al eje Y en el punto (O, O)

Dos ecuaciones son equivalentes si ambas tienen las mismas soluciones. Así, las
ecuaciones y ~ xJ2 Y 2y = x son equivalentes. Es claro que las ecuaciones
equivalentes tienenel mismo gráfico.

Trazar el gráfico de una ecuación no es simple y requiere de conocimientos que
desarrollaremos más adelante, después de estudiar el conceplo de derivada. Sin
embargo, si la ecuación no es complicada, ésta se puede graficar localizando algunos
puntos. En la elección de los puntos a representar se deben tratar de escoger los más
adecuados. Entre estos, están los puntos donde la gráfica intersecta a los ejes
coordenados. Las abscisas de los punlos donde la gráfica intersecta al eje X se 1lama
abs cisas en el origen. Estas se encuentran haciendo y ~ O en la ecuación.
Similarmente, las ordenadas de los puntos donde la gráfica intersecta al eje Y JO

llaman ordenadas en el origen, y se encuentran haciendo x =Oen la ecuación.

IEJEMPLO 5.1Graficar la ecuación y ~ i y

Solución

Esta curva es una parábola con vértice en el origen cuyo eje coincide con el eje Y

SL'\-IETRIAS

CRITERIOS DE SIMETRIA

La gráfica de una ecuación es simétrica respecto al:

a, Eje Y si al sustituir x por -x se obtiene una ecuación equivalente.

b, Eje X si al sustituir y por -y se obtiene una ecuación equivalente.

e, Origen si al sustituir x por -x e y por -y se obtiene una ecuación
equivalente.
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1EJEMPLO 6.1 Probar que:
a. La bruja de Agnes; es simétrica respecto al eje X

c. La parábola semicúbica es simétrica respecto al eje Y

b. La parábola cúbica se es simetría respecto al origen.

y y

y=x3

Parábola cúbica

x

l =x3

Parábola scmicúbica

xo

,

x'y =4(2 - y)
Bruja de Agnesi

Solución

a. Reemplazando x por -x en la ecuación de la Bruja:

(_x)2 y ~ 4(2 - y) =:> i y ~ 4(2 - y), que es la ecuación de la Bruja,

b. Reemplazando y por -yen la ecuación de la parábola semicúbica:

( )2 3 2 3 1 ión d I ib 1 icúbi-y = x => y = x , que es a ecuaClOn e a para o a serrucu lea.

c. Reemplazando x por - x e y por -yen la ecuación de la parábola cúbica:

-y =(_x)3 => _y ~ _ x3 => y = x3, que es la ecuación de la parábola cúbica

TRASLACION

CRITERIO DE TRASLACION
La gráfica de la ecuación

F(x - h, Y- k) = O

se obtiene trasladando la gráfica de la ecuación

F(x, y) = O,

mediante la traslación que lleva el origen al punto (h, k),

IEJEMPLO 7.1 Haciendo uso de la gráfica de y =x2, dada en el ejemplo 5, y del
criterio de traslación, graficar la ecuación

2y=x -lOx+23
Solución
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Solución

De acuerdo al criterio de traslación, debemos hallar el punto (h, k) que cumpla:

y - k ~ (x - h) 2

,
\,,

-, ~'

x

(5,-2 )

2de la gráfica de y ~ x

o

v

-2

,,
1,Completando cuadrados y transponiendo:

y= i - IOx+ 23 <::>

y = (i - IOx + 25) + 23 - 25 <::>

y ~ (x - 5) 2 - 2 <::>

2y + 2 = (x - 5)

Y - (- 2) = (x - 5) 2

Luego, la gráfica de y ~ i - IOx + 23 se obtiene
mediante la tras lación que lleva el origen al punto (5, - 2),

CRITERIO DE lNVERSION

x

M- ((. +bY2, (.+bY2),,
",..,.._,.:! (a,b)

(e,a)
____.

, ,, ,, ,
: ',

,
r

,

Si a un punto (a, b) le intercambiamos sus coordenadas obtenemos el punto (b, a),
¿Qué propiedad geométrica relaciona estos dos puntos?

Conside remos la recta diagonal y ~ x, a la
que llamaremos diagonal principal.

Los puntos (a , b) y (b, a), con
coorden adas invertidas. se caracterizan por
ser simétricos respecto a la diagonal
principal.

Este resultado nos permite establecer la
siguiente prop osición, a la que llamaremos
criterio de inversión. Le damos ese nombre
debido a que, más adelante, él nos servirá
para construir las gráficas de las funciones
inversas.

CRITERIO DE INVERSIO N
La gráfica de la ecuación

F(y, x) ~ O

se obtie ne reflejando en la diagonal principal ). = x la gráfica de

F(x, y) = O.



IEJE:lIPLO 8.1 Haciendo uso de la gráfica de y = x
2

• dada en el ej emplo 5. y del
criterio de inversión, graficar la ecuación

2
x~y

Solución

La ec uació n X = y2 se obtiene de la

ecuación y == i I intercambiando la
variable x con la variable y. Luego. por el
criterio de inversión. la gráfica de x = y2
se obtiene reflejando la gráfica de y = x2

en la diagonal principal.

) , =x1 y
1
1

\
\
\

\
\

x

PROBLEMAS PROPUESTOS D

En los problemas 1, 2 Y 3 hallar la distancia entre los siguientes pare!' de plintos
PJ'ºJ'encontrar el plinto medio del segmento que los une:

1. P = (O. O). Q =(1.2) 2.P = (I . 3), Q=(3. 5) 3. P ~ (- I , 1), Q ~ ( 1 ;{2)

4. Probar que los puntos A ~(-2.4),B = (- 1 ,3) y C =(2, -1) son colineales.

5. Si A ~ (- 3, -5) Y M ~ (O, 2), hallar Il sabiendo que M es el punro medio del
segmento AH.

6. Si Il = (8, -12) Y M ~ (712, 3), hallar A sabiendo que M es el punto medio del
segmento AB.

7. Probar que los puntos A = (2, - 3), Il = (4, 2) Y C = (-1 , 4) son los vértices de un
triángulo isósceles.

8. Probar que el tr iángulo con vértices A = (4, 1), B ~ (2, 2) Y C = (- 1, - 4) es
rectángulo.

9. Probar que los puntos A = (1, 2), B = (4,8), C = (5, 5) Y D ~ (2, -1 ) son los
vértices de un paralelogramo.

10. Probar que los puntos A = (O, 2), Il ~ (l . 1), C = (2,3) Y D = (- l . O) son los
vértices de un rombo .

11. Probar que los puntos A = (1, 1), Il = ( 11, 3), C = ( 10,8) Y D = (0, 6) son los
vértices de un rectángulo.

12. Probar que los puntos A = (- 4, 1), B = (l. 3), C = (3, -2) Y D ~ (-2, -4) son los
vértices de Wl cuadrado.
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13. Hallar los puntos P = (x, 2) que distan 5 unidades del punto (-1,-2).

14. Hallar los puntos P ~ (1, y) que distan 13 unidades del punto (-4, 1).

15. lI allar una ecuac ión que relaciona a x con y y que describa el hecho de que el
punto P ~ (x, y) equidista de los puntos A = (6, 1) Y J3 = (-4, - 3).

16. Hallar una ecuación que relacione a x con y y que describa el hecho de que el
punto P ~ (x, y) dista 3 unidades del origen.

17. Los puntos medios de los lados de un triángulo son M = (2, - 1), N = (-1, 4) Y
Q=(-2, 2). lI allar los vértices.

18. Dos vértices adyacentes de un paralelogramo son A ~ (2, 3) YB ~ (4, - 1). Si las
diagonales se bisecan en el punto M ~ (1, - 3), hallar los otros dos vértices.

19. Los vértices de un cuadri látero son A ~ (-2, 14), B = (3, -4), e ~ (6, -2) Yo =
(6, 6). Hallar el punlo donde las diagonales se intersectan.

En los problemas 20, 21 Y 22, aplicando los criterios de traslación a la gráfica
de la parábola semicúbica (ejemplo 6), graflcar las siguientes ecuaciones.

En los problemas del 23, 24 Y 25, aplicando los criterios de traslación y de
reflexi án a la g ráfica de la Bruja de Agnesi (ejemplo 6), graficar las siguientes
ecuaciones.
23. (x -3)2(Y -2) =4(4-Y) 24. (Y- 3)2(x - 2) = 4(4 - X)

25. (x + 3)2(y + 2) =4(-y)

NOTA HISTORICA.

María Gaetana Agnesi (1. 718-1. 779). Nació en Milán..
Italia. Desde muy j oven demostró talento y afició n por la
Matemática. Escribió, en ttaliano, un texto para la
enseñanza d el Ca /culo D iferencial: Lnstituci án A nalitiche
al uso d ella Gloventu Italiana. En este libro describió la
curva que ahora se llama la Bruja de Agnesi. cuyo nombre
en inicial fu e rversiera'' (derivada de una palabra latina
que la idea de voltear). En una traducción del libro se
confundió la palabra "versiera " con "avversiera ", que
significa "bruja ". De esta confusión viene el nombre de
bruja de Agnesi.



APENDICE E
LA RECTA Y LA ECUACION DE PRIMER GRADO

PENDIENTE DE UNARECfA

1nIrodllCimos el concepto de pendiente de una recta para medir la rozón de
elevación o inclinación de la recta. Este concepto capta el sentido intuitivo de la
palabra pendiente que usamos en frases como lila pendiente de una carretera" o "la
per¡díente de una colina".

IDEFINICION·I La pendiente de una recta no vertical L que pasa por los puntos

P, m (x" YI) y PI· (X1> Y21 y

Les el cociente:

IOBSERVACIONES. I X

1.- La pendiente de una recta es independiente de los puntos que se toman para
definirla. Esto es, si P', = (x'¿ y',) y P'2 = (X·2. Y2) son otros puntos de la
recta, se tiene:

4. La pendiente m indica el número de unicIadl:s que
la recta sube (si m > °)o baja (si m <°)por
cada unidad horizontal que se avance a la
derecha. Si m = 0, la recta es horizontal.

y

x

tTEOREMA E.11 Ecuación punto-pendiente.
Una ecuación de la recta de pendiente m y que pasa por el punto
Po~(xo,Yo) es

y - yo~ m(x - "o)
n-ostraaón

Sea P = (x, y) un punto cualquiera de la recta. De la definici ón de pendiente:
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IEJEMPLO 1.1Hallar una ecuación de la recta que pasa por los puntos
(-2,5) y (1,-1).

Soluci ón

Hallemos, en primer lugar, la pendiente de la recta:
- 1 - 5 - 6

m= 1 - (-2) = 3' =-2

Ahora hallamos la ecuación punto-pendiente de la recta.
Como el punto Po podemos tomar cualquiera de los dos

puntos dados, (-2, 5) Ó ( 1, -1 ). Asf, si Po= (1, - 1),

y - (- I) = - 2(x - l) ~ y+ 1 ~ -2x + 2 ~ y + 2x - l =0

Si en la ecuación punto-pendiente lomamos Po= (O, b),
el punto donde la recta corta al eje Y, se tiene que:

y - b = m(x - O) ::::> y = mx + b
Esta nueva ecuación de la recta se llama ecuación

pendicnte-intersección.

IT EOREMA E.2 1 Ecuación pend iente-intersección.

b

x

Una ecuación de la recta que tiene pendiente m y pasa por el
punto (O, b) es

y ~ mx + b

RECTAS VERTICALES Y HORIZONTALES

Ninguna de las ecuaciones de la recta presentadas
describe a las rectas verticales, debido a que éstas no
tienen pendiente.

Supongamos que una recta vertical L corta al eje X
en el punto (a, O); es decir a su abscisa en el origen .
Un punto cualquiera (x, y) está en L si y sólo si su
abscisa es a; es decir. si x = a. Portanto. una ecuación
para esta recta vertical es: x ::; a

y

b

o a

y= b

x

Por otro lado, una recta horizontal tiene pendiente m = O, ya que cualquier par de
puntos de la recta tienen la misma ordenada. Luego, reemplazando m = O en la
ecuación punto- intersección se obtiene, para la recta horizontal, la ecuación y = b.

En resumen. tenemos:

1. Una ecuación de la recta vertical con abscisa en el origen a es: x ~ a

2. Una ecuación de la recta horizontal con ordenada en el origen b es: y = b
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LA ECUACION LINEAL

A41

Recordemos que una ecuación lineal en dos variables, x e y, es una ecuación de la
forma

Ax + B)' + C ~ O, don de A ¡lo O ó B ¡lo O

Las distintas ecuaciones que hemos hallado anteriormente para las rectas, ya sean
oblicuas, horizontales O vert icales. son todas ecuaciones lineales. Probaremos ahora
que lo recíproco también es cierto; es decir. el gráfico de una ecuación lineal es una
recta, De hecho, el nombre de "ecuación lineal" está motivado por este resultado,

ITEOREMA E.31 El gráfico de la ecuación lineal Ax + By + C = O, A ¡lo Oó B ¡lo O
es una recta, Además:

l . Si A ¡t O Y B ¡t O, la recta es ohlicua.

2. Si A ~ O Y B ¡t O, la recta es horizontal

3. Si A ¡t O Y B ~ O, la recta es vertical.
Demostración

A e
Caso l . Si A l' O Y B '* O, despejamos y: y =- - x

B B

Su gráfica es una recta oblicua, ya que su pendiente m = _ A #. O.
B

Cas o 2. Si A ~ O, la ecuac ión lineal se convierte en By + e = O. De donde,

despejando y obtenemos y ~ - e , la cual tiene por gráfic a una recta
B

horizontal .
e

Caso 3. Si B ~ O, la ecuación se convierte en Ax + e ~ O. De donde, x = - A' la

cual tiene por gráfica una recta vertical.

1CONVENCION·I Frecuentemente, con el ánimo de simplificar, en lugar de decir
"la recta que es el grá fico de la ecuación Ax + By + e ~ O"
diremos simplemente " la recta Ax + By + e = O".

1EJEMPLO 2.1 Dada la recta L: 2x - 3y + 12 = O, hallar su pendi ente, ordenada en
el origen y abscisa en el origen. Graficarla.

Solución

Despejamos y: y = ~ x + 4, Luego, la pendiente es m ~ ~
3 3
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2
Si en y = - x + 4 hacemos x s Oobtenemos que

3
y = 4. Luego la ordenada en el origen es 4.

Si en 2x - 3y + 12 ~ O 6 en y 8 ~ X + 4 haeemos y = O, obtenemos que x =-6.
3

Luego, la abscisa en el origen es -6.

Para graficar una recta basta conocer dos de
sus puntos. De esta recta ya conocemos los
puntos (O, 4) Y (-6, O), obtenidos a partir de la
ordenada y la abscisa en el origen. El gnUico se
obtiene trazando la recta que une estos dos
puntos. .

y

L

x

IEJEMPLO 3·1 Sea L¡ la recta que pasa por los puntos PI 8 (4, 6) Y P2 = (S, 8).

Hallar el punto donde L. interseeta la recta~: x +y - 7 = O.
Solución

En primer lugar hallemos 11M ecuación de L1•
Como L1 pasa por PI ~ (4, 6) Y P2 = (5, 8),

tenemos:

y:"'6= :=~(X-4) (:) y-6· 2(x-4)

(:) 2x-y-2=0
Luego, L,: 2x -y-2 = O JI

El punto donde LI Y ~ se intersectlll, debe tEIla" ¡xr coor&oadas }a sotm:;6n

común a ambas ecuaciones. Luego, debemos l'eSON el sisImla:

L,: 2x -y-2 = O

~: x +y-7-0

La solución es x = 3, Y= 4. Luego, las rectas se interseetan ea el. punto (3, 4).

RECTAS PARALELAS
Dos rectas del plano , L¡ y ~ • son paralelas si no se inlersectan o son

coincidentes; es decir: L, y ~ son paralelas (:) L¡ n ~ =(/> ó LI =~
La siguiente proposición traduce el paralelismo en términos de pendientes.



Apéndices A43

x

L,

L. Y~ son paralelas~ m. = mI

LI Y~ son paralelas ~ li l Y t>2 son congruentes

~ ml~m2

Demostración

Sean lit Y li2 los triángulos rectángulos

mostrados en la figura adjunta. Se tiene que:

ITEOREMA E.41 Sean L. Y~ dos rectes del plano que son no verticales y tieoen

pendientes mI y m2 respectivamente, entonces

v

IEJEMPLO 4.1 Hallar una ecuación de la recta L1 que pasa por el punto p. = (-1 ,1)

yes paralela a la recta ~: 2x + 3y - 8 ~ O.

Solución
Tenemos que: y

x
o

2 8
2x +3y-8 ~0 ee- y = - "3x + 3"

·Luego, la pendiente de ~ es m = - t
Como L¡ y ~ son paralelas, por la proposición -(---.,-.)--::-f'.....,:----~.,.....

anterior, la pendiente de Lj también es m ~ -~
3

Además , como L I pasa por PI ~ (-1,1), tenemos que:

2
L1: y- I ~- "3(x+I)~ LI : 2x +3y-1 =0

RECTAS PERPENDICULARES

Dos rectas en el plano son perpendiculares si éstas se cortan formando un ángu lo
recto. La siguiente proposición caract eriza la perpendicularidad de rectas en términos
de las pendientes.

ITEOREMA E.sl Si L1Y~ son dos rectas no verticales con pendientes m, y m2

respectivamente, entonces,

L¡ y L2 son perpendiculares ~ mlm2 =-1

Demostración

Ver el problema resuelto 2.
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IEJEMPLO 5.1a. Hallar una ecuación de la recta L¡ que pasa por el punto

P I ~ ( 15/8, 7) Yes perpendicular a la recta L2 : 3x - 4y - 12 ~ O

h, Hallar el punto donde L] corta a ~.

Solución

x

y

3
Luego. 012 = - y, portanto,

4

a. Sean mi Y m2 las pendientes de L¡ y L2•

respectivamente. Por la proposición
. 1

antenortenemos que m, = - - . Pero,
m 2

3
L2:3x - 4y - 12 ~ O <::::>~ : y ~ -x -3

4

I 4
ml =- 3 / 4~-)

Como L¡ pasa por el punto PI ~ (15/8, 7) Ytiene

4
pend iente mi = - ) , aplicando la ecuación punto-pend iente. tenemos:

4 15
LI : y- 7 ~- "3(x- 8 ) <::::> L, : 8x + 6y - 57 = O

b. Resolvemos el sistema determinado por las ecuac iones
de L] y L2, 8x + 6y - 57 ~ O Y 3x - 4y - 12 = O

3
hallamos que x= 6 e y = :2 Luego, las rectas se cortan en el punto (6, 3/2).

lHSTANCIA DE UN PUNTO A UNA RECTA

Dado un punto P y una recta L, se llama distancia dcl punto P a la recta L a la
distancia de P al punto Q, donde Q es la intersecc ión de L con la recta perpendicular
a L que pasa por P. Esto es.

d(P, L) = d(P, Q)

El siguiente teorema nos proporciona una
fórmula muy simple para calcu lar la distancia
de un punto a una recta. La demostración la
presentamos en el prob lema resuelto 3.

y

L

p

x

d(P, L) =

ITEOREMA E.6 1La distancia del punto P ~ (xo, Yo) a la recta L: Ax + By + C ~ O es

IAx" + By" + C I
-VA' + B'
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1EJEMPLO 6.1 Hallar la distancia del punto P ~ (-2,3) a la recta L: 3x ~ 4y + 2.

Solución

d(P, L) ~
1 Ax" + By" + e 1

I/A
2+B2

13(-2) - 4(3) - 21

1/32+ (_4)2

20
~ 5" ~4

1EJEMPLO 7.1 Hallar la distancia entre las rectas paralelas.

L1: 2y - x - 8 ~ O, L2: 2y - x + 2 ~ O

Solución

Se entiende que la distancia entre dos rectas
paralelas es la distancia de un punto cualquiera de
una de ellas a la otra recta. Consigamos un punto de
la recta L1: 2y - x - 8 ~ O. Por ejemplo, el punto P

donde L¡ corta al eje Y. Si hacemos x ~ O, entonces

2y - 8 ~ Oy, por tanto, y ~ 4. Luego P ~ (O,4).
Ahora:

d(L L )~d(P L )~ 12(4)-0+21
l' 2 ' 2

. ~22 +(_1)2

10
~-~2~

J5

L,

L,

y

p = (O, 4)

x

PROBLEMAS RESUELTOS E

IPROBLEMA 1.1 Hallar una ecuación de la recta que es perpendicular a la recta

L: 3y - 4x - 15 ~ O
y que forma con los ejes coordenados un triángulo de área igual a 6.

Solución

La pendiente de la recta L: 3y - 4x - 15 ~ O es mt ~ ~. Luego, la pendiente de
3

larecta buscada es,
1 1 3

m2 ~ - m, ~ - 4/3 4

y, portanto, estarecta tieneporecuación:
3

y~- -x+b (1)
4

Sea (a, O)el punto donde esta recta corta al eje X.

Reemplazando estos valores en la ecuación anterior:
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y

~ b = ±3

lallzl2 ~ 6 ~ Iab 1=12

Reemplazando (2) en esta última igualdad:

lab l =1 2 ~ I ~ bb l =12~ b
2

=9

3 4
O~ - - a + b => a ~ - b (2)

4 3
El área del triángulo formado por la recta y los ejes es:

L,

Reemplazando b ~ 3 Y b = - 3 en la ecuación ( 1) encontramos dos respuestas:

3 3
LI : y ~- -x +3 ó L, : y = - -x-3

4 4

IPROBLEMA 2·1 Si L, Y Lz son dos rectas no verticales con pendiente mi YmZ,
respectivamente. Probar que:

L, y Lz son perpendiculares ~ ml mZ~- I

x

L,

y
L,

L¡ : y ~ m l x , Lz:y =m,x

Sea P = (x" m, x, ) un punto de L¡ y

O ~ (x" m,x, ) un punto de Lz. tales que

ninguno de ellos es el origen.

Luego, XI # O, x,# O y, por tanto, x,x l # O.

De acuerdo al teorema de Pitágoras:

Solución

Como la perpendicularidad perman ece invariante por traslaciones, podemos
suponer que estas dos rectas se intersectan en el origen.

Las ecuaciones pendiente-intersección
de estas rectas son:

L, y Lz son perpendiculares <:=:> !>POO es rectángulo

<:=:> d(p, o i = d(o. pi + d(o. Q)Z

Pero,

d(p, Q)Z~ (x , - X,)' + (m!x, - m,x,i
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Luego,

L1 YL2 son perpendiculares <=>

x,2 - 2x,x, + x,2 + (m,x,i - 2m,m,x,x¡ + (m¡x,i ~ X¡2 + (m,x,i + x,2 + Cm,x,)'

d(P, L) ~

1PROBLEMA 3.1 Probar que la distancia del punto p. ~ (x., y.) a la recta

L: Ax + By + C ~ O, es

IAx. + By. + C I
~A' + B'

Solución

P ~ (x•• Y.)

x

y L,. Para

y

L

Sea L¡ la recta perpendicular a L y

que pasa por el punto P ~ (x., y.).

La pendiente de L es m ~ _ A y,
B

por tanto, la pendiente de L, es m¡ ~ ~
A

La ecuación punto pendiente de L¡ es

B
y -y. ~ -(x-xO )<=:> Ay - Bx + (Bx. - Ay.) ~ O

A
Hallemos el punto Q donde se intersectan las rectas perpendiculares L

esto resolvemos el sistema:

(1) Ax+By+C~O, (2) Ay - Bx + (Bx¿ - Ay.) ~ O

El resultado es

Ahora,

2
d(p,d~d(P,Q)2~(B xo-ABYo-AC

A 2 +B 2
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A 2 + B2 2
2 2 2 ( AXo +BXo+C) =

(A + B )
Extrayendo raíz cuadrada,

d(P, L)~
l Axo + Byo +C ¡

~A2 +B 2

PROBLEMAS PROPUESTOS E

1. Usando pendientes probar que los puntos A = (2, 1), B = (-4, -2), C = (1, 1/2)
son co lineales.

E/I los problemas del 2 al 9, hallar u/la ecuación de la recta que satisf ace las
condiciones dadas y llevarla a la f orma y = mx + b.
2. Pasa por el punto ( 1, 3) Ytiene pendiente 5.

3, T iene pendiente -3 Ypasa por el origen.

4. Pasa por los puntos (1, 1) Y(2, 3).

5. lotersec ta al eje X en 5 y al eje Y en 2.

6. Pasa por el punto (1,3) Yes paralela a la recta 5y '" 3x - 6 = O.

7. Pasa po r el punto (4, 3) Yes perpendicular a la recta Sx + y - 2 = O.

8, Es paralela a 2y + 4x - 5 = O Ypasa por el punto de intersección de las rectas
5x + y ~ 4, 2x + 5y - 3 = O.

9. lntersecta a los ejes coordenados a igual distancia del origen y pasa por (8, - 6).

e, L3: -5x + 2y - 8 = O

f. L6: -x + 5y - 20 =O

b. L2: 4x + 3y ~ 6 ~ O

e. Ls: 4x + 3y - 9 ~ O

10. Dada la recta L: 2y - 4x - 7 = O
a. Encontrar la recta que pasa por el pnnto P = ( l . 1) Yes perpendicu lar a L.
b. Hallar la distancia del punto P ~ (1,1 ) a la recta L.

n . Usando pendientes probar que los puntos A = (3, 1), B = (6, O) YC = (4, 4) son
los vérti ces de un triángu lo rectángulo. Hallar el área de dicho triángulo.

12. Deterntinar cuáles de las siguientes rectas son para lelas y cuáles son
perpe ndiculares :

a. L¡: 2x + 5y - 6 ~ O,
d. L4: 5x +y - 3 ~ O

13. Hallar la rnediatriz de cada UIlO de los siguientes segmentos de extremos
a. (1, O) Y(2, -3 ) b. (- 1, 2) Y (3, 10) e. (- 2, 3) Y ( ~2 , - 1)
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14. Los extremos de una de las diagonales de un rombo son (2, -1 ) Y(14, 3). Hallar
una ecuación de la recta que contiene a la otra diagonal. Sugerencia: las
diagonales de un rombo son perpendiculares.

15. Hallar la distancia del origen a la recta 4x + 3y -15 = O.

16. Hallar la distancia del punto (O, -3) a la recta 5x - 12y - 10 =O.

17. Hallar la distancia del punto (1, - 2) a la recta x - 3y = 5.

18. Hallar la distancia entre las rectas paralelas 3x - 4y = O, 3x - 4y = lO.

19. Hallar la distancia entre las rectas paralelas 3x - y + 1 = O, 3x - y + 9 ~ O.

20. Hallar la distancia de Q = (6, -3) a la recta que pasa por P = (- 4, 1) Yes paralela
a la recta 4x + 3y =0

21. Determinar el valor de e en la recta L: 4x +3y + e = Osabiendo que la distancia
del punto Q= (5, 9) a L es 4 veces la distancia del punto P =(-3, 3) a L.

22. Hallar las rectas paralelas a la recta 5x + 12y - 12 = OYque distan 4 unidades de
ésta.

23. Hallar la ecuación de la recta que pasando por el punto P = (8, 6) intersecla a los
ejes coordenados formando un triángulo de área 12 unidades cuadradas.

24. Determinar para que valores de k y de n las rectas:
kx - 2y - 3 ~ O, 6x - 4y - n = O

a. Se intersectan en un único punto. b . son perpendiculares
e. son paralelas no coincidentes d. son coincidentes.

25. Determinar para qué valores de k y de n las rectas:
kx + 8y + n = O , 2x + ky - 1 = O

a. son paralelas no coincidentes b. son coincidentes. c. son perpendiculares

26. Un cuadrado tiene por centro e = (1, -1) Y uno de sus lados está en la recta
x - 2y = - 12. Hallar las ecuaciones de las rectas que contienen a los otros lados.

27. Probar que los puntos A ~ (1, 4), B = (5, 1l, e = (8, 5) Y D = (4, 8) son los
vértices de un rombo (cuadril átero de lados de igual longitud). Verifique que las
diagonales se cortan perpendicularmente.

28. Sean a y b la abscisa en el origen y la ordenada en el origen de una recta,

Si a 1- OYb 1- O, probar que una ecuación de esta recta es ; + ~ = l.
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APENDICE F
CIRCUNFERENCIA, PARABOLA, ELIPSE E

HIPERBOLA

Nuestra intención en la presente sección es hacer una breve presentación de
circunferencia, parábola. elipse e hipérbola. A estas tres últimas curvas las
presentamos como gráficas de ciertas ecuaciones de segundo grado en dos variables.
Para un estudio más exhaustivo se procede a parti r de las propiedades geométricas de
cada curva. Esto corresponde a un curso posteri or.

xh

k

d(P. e ) =r -:=> J(x - h)2+(Y -k)2 = r

2 2 2-:=> (x - h) + (y - k) ~ r
Observar que la circunferencia

Demo stración

P = (x, y) está en la circunferencia -:=>

LA CIRCUNFERENCIA

ITEOREMA F.ll La circunferencia de centro e = (h, k)
Yradio r tiene por ecuación:

222(x - h) + (y - k) = r
En particular, si el centro es el origen,

., :2" Y
x· +y = r"

(x _ h)2 + (y _ k)2 = r2

puede ser vista como la circunferenci a i + y2 = r2 a la cual le hemos aplicado la
traslación que lleva el origen (O. O) al punto (h, k).

IEJEMPLO 1.1Hallar una ecuación de la circunferencia de centro (2, 1) Yradio 3

Solución

Por la proposición anterior. una ecuación de esta
circunferencia es:

y

2 2 2(x- 2) + (y - l) = 3 3

Esta ecuación también podemos presentarla
desarrollando los cuadrados y simplificando. Esto es,

2 2x + y -4x-2y-4 ~O

(2, 1)

x
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Llamaremos parábola al gráfico de cualquiera de las dos ecuaciones siguientes,
donde a, b y e son constantes con a e O.

(1) Y= a,2 + bx + e (2) ,~ay2 + by + e

Las parábolas más simples, y de las cuales se pueden obtener todas las otras
mediante traslaciones y re/lexiones en la diagonal princ ipal, son las pa rábolas que
tienen por ecuación

(3) y~ ax2
, a" O

La parábola se abre hacia arriba o hacia abajo según a > Oo a < O

y~ax2, a>O y=ax2, a<O

y

Si en la ecuación y = ax2 intercambiamos las variables x e y, obtenemos las
parábolas

(4) x = ay2

Esta parábolas, de acuerdo al criterio de inversión, se obtienen a partir de las
anteriores, re/l ejando en la diagonal principal.

y

x

y

x
x

La parábola es una curva simétrica. Se llama vértice de la parábola al punto
dond e el eje de simetria corta a la parábola. En los casos anteriores, el vértice es el
origen O ~ (O, O).

PARABOLAS TRASLADADAS

Las e cuaciones i niciales (1) y = ax2 + bx + e y (2) x = a y2 + by+ e,
completando cuadrados y transponiendo términos, se trasformas en las siguientes
ecuaciones, que nos muestran que cualquier parábola es una traslación de una
parábola de tipo (3) O de tipo (4)
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y - k = a(x - h)2
v

o x

x - h = a(y _ k)2

Apéndices

x

IEJEMPLO 2. 1 Graficar las siguientes parábolas:

1 2 2a . y =- - x b, 2y = -x - 2x + 5
2

Solución

a. El gráfico de y ~ - .!. x2 es una parábola con
2

vértice en el origen. Como a ~ -1 12< O,
la parábola se abre hacia abajo.
Para x = 1 ó x =- I, obtenemos y~- 1 12

Luego, la curva pasa par los puntos
(- l . - 112) Y (1, - 112).

,.

x

b. Completamos cuadrados:

2'; ~ - x2 - 2x+ 5 <=>

2y = - (x2 + 2x + 1 ) + 1+ 5 <=>

I 2Y= - - (x+ 1) + 3 <=>
2

I 2y - 3 = - - (x +l)
2

En c onsecuencia, l a g ráfica de 2 y~ - x 2 - 2x + 5 se obtiene d e la gráfica de

y ~ -~ x2 mediante la traslación que lleva el origen al punto (-1,3).
2

IEJ EMPLO 3.1 Bosquejar la región del plano encerrada par la recta y ~ x - 4 Y la

parábo la x = i - 2y

Solución

Completando cuadrados en la parábola :

x e y! - 2y <=> x= (y!-2y +I) - I<=> x -(- I)~ (y _ I) 2

La parábola se abre hacia la derecha y su vértice es (- 1, -1)

Hallemos los puntos de intersección de la parábola y la recta:
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x

~--

x ~ y + 4 tenemos:

(-l. -1)

en los puntos (8,4) y (3, -1)

La región indicada es la sombreada.

En primer lugar: y ~ x - 4 <=;> x ~ y + 4

Igualando las ecuaciones x ~ y2 - 2y Y

y2 _ 2y ~ Y+ 4 <=;>

y2_3y -4~0

(y -4)(y+ I)~O

y~4 ó y~-I

Luego, la curvas se intersectan

LA ELIPSE

Llamaremos elipse en posición normal al gráfico de la siguiente ecuación:

x' t.a' + b' ~ t

donde a y b son dos números positivos. A estaecuación llamaremos ecuación
normal de la elipse con centro en origen.

Hallemos las intersecciones con los ejes:

Esta ecuación no se altera si cambiamos x por -x Ó y por -y. Esto significa que la
elipse es simétrica respecto a eje X, al eje Y y, por tanto, también al origen.

y

-3

y ~ O => x2 ~ a2 => x ~ a ó x ~ -a.

Luego, la curva intersecta al eje X en
(a, O)y (-a, O).

x ~ O=> y2 ~ b2 => y ~ b ó y ~ -b.

Luego, la curva intersecta al eje Y en (O, b) y (O, -b).

b

o

-b

3 x

Por ser la elipse en posición normal simétrica respecto al origen, diremos que éste
es su centro.

IEJEMPLO 4.1 Identificar y bosquejar el gráfico de la ecuación:

4x2 + 9y2 ~ 36

Solución

1. Dividimos ambos lados de la ecuación entre 36:
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4x 2 9y2 36 x2 2 y

+ -- = - =::> +1- =1
236 36 36 32 22

Vemos que se trata de una elipse en posición
normal con centro en el origen. Además. tenemos
que a = 3 Y b = 20Esto significa que corta al eje X - 3 3 X
en los puntos (-3, O)Y(3, O), Y al eje Y en (O, - 2)
Y (0, 2). - 2

ELIPSE TRASLADADA

o

Si aplicamos la traslación que lleva el origen
de coordenadas al punto (h, k), de acuerdo al y
criterio de traslación, la gráfica de la ecuación

(x _ h)2 + (y _ k)2 = 1 k

.2 b2

es la elipse correspondiente a la primera
ecuación, tras ladada al punto (h, k).

A esta ecuación la llamaremos ecuación
normal de la elipse con centro en (h, k),

h x

IEJEM PL O So l Identificar y bosquejar el gráfico de la ecuac ión:

4x2 + 9r+ 16x + ISy - 11 = O

x

(1,-1)

y

(-2, - 3)

(-2, 1)

1(5,-1) .. _

(-2~-1)

I

Solución

Completamos cuadrados:

4x2 + 9r + 16x + 18y - 11 = O =::>

(4x2+ 16x ) + (9r + 18y)- 1I = 0 =::>

4(x2+ 4x) + 9cr + 2y) - 11 = O =:>

4(x + 2)2 +9(y + 1)2 = 36

Dividiendo entre 36 y simplificando,

(x +2)2 + (y +J) 2 = I

32 22

Esta ecuación es la ecuación normal de una elipse con centro en (- 2, -1 ).
Comparando esta ecuación con ecuación de la elipse del ejemplo anterior,
deducimos que esta nueva elipse se obtiene de la anterior, mediante la tras lación
que lleva el origen al punto (-2, - 1).
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LA HlPERBOLA

Llamaremos hipérbola en posición normal al gráfico de cualquiera de las dos
ecuaciones siguientes, donde a y b son dos constantes positivas. A estas ecuaciones
las llamaremos ecuación normales de la hipérbola con centro en origen.

(1) (2)

x

1
1

" '\ a

" Y-'h"
1

1
1

1
-b 1

1

1-'
1

1
I

I
1

I

y,
/ '. '

Y . - -x \
b '\ V, '

, a,,
x

,, __ ~x y

......:... J a
, , , , , ,

Analicemos cada una de estas ecuaciones:
x2 y 2

1. La ecuación - = 1 no se altera si se cambia x por - x ó y por - y.
a 2 b 2

Luego, esta hipérbola es simétrica respecto. los dos ejes y .1 origen.

Esta hipérbola intersecta al eje X. En efecto:

y ~ O=:- x2 = al =:- x ~ a Ó x = - a.
Estos puntos de intersección:

V,=(-a, O) Y V, =(a, O),

son los vértices de la hipérbola.

Esta hipérbola no intersecta al eje Y. En efecto: x ~ O=:-'; = _b2, pero esta
última ecuación no tiene soluciones reales.

De (1) obtenemos:

x' ¿
a2 ~ 1 + b2 2: 1 =:- x2 2: a2 =:- [x 12: a =:- x 2: a ó x :S-a

Esto quiere decir que la hipérbola se compone de dos partes, a las que se les
llama ramas.

Se llaman asíntotas de esta hipérbola a las rectas:

b
y= - x ,

a

h
v=- -x. a '
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Estas recta s se obtienen igualando a Oel primer miembro de la izquierda de la
ecuación de la hipérbola. Asi :

= 0 => (" - I.)( ~+ I.) ~O
a b a b

x v x v
=>- - "" = O ó - + ~ = 0a b a b

b b
=> y=. x 6 Y= - a: x.

Sol ución

Las as íntotas tienen la particularidad de que ambas ramas de la hipérbo la se
van aproximando cada vez más a ellas, a medida que nos alejamos del origen.

Para graficar la hipérbola se recomienda tra zar las asíntotas primero .

2 2
2. Para la ecuación (2), 1'-2 - .;- = 1, podriamos hacer una discusión como la

a b-
anterior. Este trabajo lo ahorramos observando que esta ecuac ión se puede
obtener de la ( 1) intercambiando la x por la y. Esto significa que la hipérbola
correspondiente a (2) se obti ene reñejando en la d iagonal principal la hipérbo la
correspondiente a ( 1). Para esta hipérbola se tiene:

Vér tices: V¡= (O,-a). V¡ = (O, a). Asíntotas:y = ~ x , y= - ~ x
b b

IEJEM P LO 6.1Identificar y bosquejar la gráfica de las ecuaciones siguientes:

a. 9x2 - 4; ~ 36 b. 16; - 9x2= 144

V

a. Dividiendo (1) entre 36 obtenemos:

2
1'- = 1

4 9
Es una hipérbola en posición norma l y

centro en el origen.

Vért ices:

y = O => x2 = 4 => x = - 2 6 x = 2.

Luego, VI = (-2, O) Y V2 = (2, O)

Asíntotas:

~- L =o=>( ~_.\:: )(~+.\::3 )=0 =>y ~ ~x
4 9 2 3 2 2

y2 x2
b. Dividiendo (2) entre 144 obtenemos - - - = 1

9 16
Es una hipérbola en pos ición norma l y centro en el origen.

. 3o y ~ --x.

2

x
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Vértices:

x ~ O => .¡- ~9 => y =-3 ó y~3 .

Luego, VI ~ (O , -3 ) y V2~ (O, 3)

,

,
,

,

y

3

Asfutotas:

.i._~~ O => ( L ~ )(I.+~) =O
9 16 3 4 3 4

3 3=> y = -x ó y~- -x.
4 4

- ,
- 4 .... ..O ".. 4 X

.... .. .. .... ..-'-----3~---- ..
.... .. .. .. ..

HIPERBOLA TRASLADADA
Si aplicamos la traslación que lleva el origen de coordenadas al punto (h, k), de

acuerdo al criterio de traslación, las gráficas de las ecuaciones siguientes son
hipérbolas con centro en (h, k). A estas nuevas ecuaciones las llamaremos
ecuaciones normales de normales con centro en (h , k).

(3) (4)

IEJEMPLO 4.1Identificar y bosquejar el gráfico de la ecuación

16y2- 9x2 + 32y + 36x - 164 = O
Solución
Completamos cuadrados:

16y2_9x2+32y + 36x- 164 =0 => 16(y+ 1)2 _9(x_2)2 = 144

(y +l)2 (x_2)2
=> -'-'--...:.:.-

9 16
Co mparando esta ecuación con la ecuación normal de la hipérbola del ejemplo

anterior parte b, deduc imos que esta nueva hipérbola se obtiene de la anterior,
mediante la trasla ción que lleva el origen al punto (2, - 1). Además, tenemos:

Vértices:
V, =(2,-3 - 1) = (2, --4), V2 =(2, 3 - 1) ~ (2, 2) y

Asíntotas:

(y+ l)2 (x _ 2)2 =0 =>
9 16

[ y+l _ X-2 ] [Y+ I + x -2 ] = 0 =>
3 4 3 4

3 3
y + 1 = :¡ (x - 2) , y + 1 =- ¡(x-2)=>

4y - 3x +1O~ O, 4y + 3x - 2 = O
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PROBLEMAS PROPUESTOS F

Apéndices

En los problemas del 1 al 9 hallar una ecuación de la circunferencia que
satisface las condiciones dadas.

1. Centro (2, -1); r ~ 5 2. Centro (-3,2); r ~-vs

3. Centro el origen y pasa por (-3,4) 4.Centro (I,-I)ypasapor (6,4)

5. Centro (1, -3) Y es tangente al eje X 6. Centro (-4,1) Y es tangente al eje Y

7. Tiene un diámetro de extremos (2, 4) Y(4, -2)

8. De radio r ~ 1 Ypasa por (1, 1) y (1, -1)

9. Pasa por los puntos (O, O), (O, S) Y(6, O)

En los problemas del 10 al 15 probar que la ecuacián dada representa una
circunferencia, hallando su centro y su radio.

10.x2+;-2x-3~0 Il.x2+;+4y-4~0 12.x2+;+y ~O

13. x2+; - 2x + 4y - 4 ~ O 14. 2x2+ 2; - X + y - 1 ~ O

15.16x2+ 16;-4Sx-16y-41 ~O

Identificar y bosquejar el gráfico de cada una de las siguientes ecuaciones.
Además, si se trata de una parábola hallar su vértice y si es una hipérbola hal/ar
sus vértices y asíntotas.

27. 4; + 4y + 4x + 1 ~ O

29. 9x2-; + 54x + 10y + 55 ~ O

31. 4x2+ 9y2_ Sx - ISy + 13 ~ O

19. 3y ~ 5x2

23. y - x2~ 9

16. Y~ 9x2

20. x2 + 4; ~ 16

24. ; ~ 10 - 20x

17. x~2;

21. ;_x2~ 1

25. 16x2- 25; ~ 400

18. x2 ~ -8y

22. 9x2_; ~ 9

26. 4x2 + 4; ~ 9

28. 16x2 + 9; - 36y ~ lOS

30. x2 +; - 2x - 4y + 5 ~ O

32. ; - x2 - 2y - 2x + 1 ~ O
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APENDICE G
TRIGONOMETRIA

FUNCIONES TRIGONOMETRICAS

LAS FUNCIONES SENO Y COSENO

Seae la circunferencia unitaria de centro en el origen,
x2 + ¡- ~ 1,

a la que llamaremos Circ un fere ncia Trigonomélrica .

En pr imer lugar defin imos una función:

L:R ->c.
Para esto fijamos el punto Q = (1, O), el

que será nueslro pun to de referenc ia. Sea

tER. Si t = O, entonces

y

~-t--_ L(t)

I
x

Q=(I,O)

L (O) ~ Q ~ (1, O)

Si t > Ocomenzando en el punto Q = (1, O), nos movemos sobre la circunferencia
C en sentido antihorario hasta formar un arco de longitud l. El punl o final de este

arco es L(I). Si 1< 0, comenzando en el mismo punto Q= (1,0), nos movemos sobre
la circunferencia en sentido horario hasta formar un arco de longitud [ t l. El punto
final de éste es L(I). Así,

L(ltl2) = (O, 1) y L(-It/2) ~(0,- I)

Considerando que la longitud de C es 21t, se tiene que:

L(I + 21t) = L(I), V' I e IR .

Además, 21t es el menor número positivo que cumple esta igualdad. Es decir , L es

periódica con periodo 2it. En general, una función f es per i ódíea, si existe un
número rea l k > O tal que :

f(1+ k) = f(I), V' I e IR .

El meno r número k que cumple esta condición es el perío do de la función.

IDEFI NICION. I Llamamos funció n seno y función
coseno a las funciones: y

sen: iR~ R, sen(l) = ordenada de L(I)

cos: iR~ IR, cos(l) = abscisa de L( I)

Es dec ir,
L(I) = (eos(I), sen(I»

Escribiremos cos I y sen t, en lugar de cos(t) y senít)

l(t) - (ces t, sen 1)
..---t-....._

x

Q=(I, O)
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y -sen t y

,.
2

T

ITEOREMA G.I I Para cualquier número real I se cumple:

1. sen(1 + 2") =sen 1 ,

2. sen(-I) ~ - sen 1 ,

"3. sen( 2 - 1) = cos 1 ,

4. senz I + cosZ I = 1

5·I.senl l~1

cos(1 + 2") = cos I

cosr-t) ~ cos 1

"cos(2 -I)= senl

ICOSI I~l

y

x
Q -(l . O)

Demostración

x

" Q -(I .O),,

tanto, sus coordenadas se

son simétricos respecto al eje X ( figura anterior).

3. Los puntos:
L(I) ~ (cos 1, sen 1) y

L(lIl2 - 1) ~ [cos (11/2- 1), sen (11/2- t»
son simétricos respecto a la diagonal y = x, por
intercambian.

1. Esta propiedad es consecuencia direcla de la periodi cidad de la función L.

2. Esta identidad es consecuencia de que los y

puntos
L(I) ~ (cos 1, sen t) y L(-I) ~ (COS(-I), sen(- I»)

4. El punto L(t) = (cos 1, sen 1) está en la circunferencia trigonométrica. Por lo tanto,
se tiene que:

COS Z 1+ senz t ~ I

5. Como cosz I + senz I = 1, se tiene que senz 1:S 1 y oosz I :s 1. Extraye ndo
raíz cuadrad a a estas dos desigualdades obtenemos lo deseado.
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La propiedad (1) nos dice que las funciones seno y coseno son periódicas. Se puede
probar que el periodo es 211. La propiedad (2) nos dice que el seno es una función
impar y que el coseno es par.

1EJEMPLO 1.1 Hallar lodos los I eRIales que:

1. sen I~ O. 2. cos 1=0.
Solución

<:::> t ~ .:: + nn, "In eZ'
2

J. sent=O <:::> L(I)~(l,O) ó L(t)~(-I,O)

<:::> I ~ 2nll Ó I ~ II + 2nll, "In eZ <:::> I ~ nrt, "In eZ.

2. cos I ~ O <:::> L(t) ~ (0,1) ó L(t) ~ (O, -1)
II 3 '-'<:::> I ~ - + 2nn ó I ~ -ll + Znrt , v n eZ
2 2

LAS OTRAS FUNCIONES TRIGONOMETRICAS
Las restantes funciones trigonométricas: tangente, cotangente, secante y

cosecante, a las que abreviamos con tan, cot, sec y cosee, respectivamente, las
definimos en términos de las funciones seno y coseno.

1 I
sent cost

DEFINICION. a. tan I = cos t b. col t = sen t

1 1
c. sec t = cos t d. eosee t = sen t

yy=tg t

De acuerdo a los resultados del ejemplo anterior tenemos que:

l. Dom(tan) = Dom(sec) = { t e IR I I *11/2 + nn, n eZ }

2. Dom(cot) = Dom(cosec) = { t e IR / t *nrr, n eZ }
ye ctg t Y
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IEJEMPLO 2.1 Hallar el valor que toman las funciones trigonométricas en t = -9lt.

Solución

Tenemos que L(- 9lt )
Luego,

L(-lt + 2(-4)1t ) L(-1I ) = (- 1, O).

d. cot(- 9lt) no está definida

r. cosecf- Prt) no está definida

O
= 0- -1

1=:¡ ~ - J

sen(-911)
e. tan(- 91t) =

cos(-91t)
1

c. sec(-9lt) ~ (9 )cos - 1t

b. cos(- 91t) ~ -)a. sen(-91t) ~ O

ANGULOS ORIENTADOS

Diremos que un ángulo está en posición normal si su vértice coincide con el
origen del sistema de coordenadas y uno de sus lados, al que llamaremos lado
inielal, coincide con el semieje positivo de las X. El otro lado es el Jado terminal.
La figura adjunta muestra al ángulo AOB en posición normal. El lado inicial es OA y
OB es el lado terminal.

Angulo Posltlvc Angulo Nrgad...o

Lado Terminal y

x
o Larlu Inicial

El concepto de ángulo dado en Geometria no es satisfactorio para el Cálculo. Es
necesario que a cada ángulo le asignemos además una rotación y obtener, d e este
modo, un ángulo orientado. Así, el ángulo orientado AOB se obtiene por la
rotación del lado inicial OA hasta el lado terminal o n. Un ángulo orientado es
positivo si la rotación es antihoraria {contraria a las agujas del reloj) y es negativo si
la rotación es horaria. El ángulo orientado Ao n adjunto es positivo, mientras que el
ángulo AOC es negativo. El punto A del lado inicial, al rotar describe un arco que
tiene cierta longitud. Convenimos en considerar esta longitud positiva si la rotaci ón
es antihoraria, y negativa si la rotación es horaria.

Es claro que para un ángulo cualquiera existe otro ángulo en posición normal al
cual es congruente. Por esta razón, no perderemos generalidad si nos concentramos
en estudiar los ángulos en posición normal.

Los ángulos se miden en grados o en radianes (rad.). En el Cálculo se simplifican
las fórmulas si se trabaja con radianes. Por esta razón el Cálculo adopta este tipo de
medida.
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IDEFINICION·I Si un ángulo centra l (con vértice en el centro) subt iende un arco
de longitud s sobre una circunferenci a de radio r, entonces el
ángulo mide

5
0= - radianes (1)r

Si un ángulo subtiende un arco igual a la
circunferencia completa, entonces el ángulo mide:

21tr di ~ d-r- ra ianes = _n ra .

Luego, 360" ~ 21t rad. Ó. simplemente,

180 " = 1t rad, (2)

De donde

s

'9°r\I I
I I
\ ,
\ I

\ ,, ,
..... _-_ ...

r
O~- = l rad.

r

Para tener una idea geométrica de un ángulo de I rad.
tomemos un ángulo central 8 que subtiende un arco de
longitud igual a un radio.

Se tiene, por (1),

3 • " d-() 1 =1 80 ra . - 0,017 rads.
180·

(4) 1 ra d. =-1t- '" 57,3·

fd'r "'"

9 - I nllJ

r

Es decir, un ángulo mide I rad. si éste subtiende un arco de longitud igual al rad io.

IEJEMPLO 3. I Hallar la longitud del arco subtendido por un ángulo centra l de
0= \ ,8 radianes en una circu nferencia de 12 cm. de radio.

Solución
s = Sr ~ 1,8(12 cm.) = 21,6 cm.

Usarem os (3) Y (4) para convertir grados en radianes y radianes en grados,
respectivamente.

IEJEMPLO 4.1 Expresar:

a. 60· en radianes

Solución

a. 60 · ~ 60(~ rad ) = .::rad
180 3

5
b, - "2 n radianes en grado s

b. - ~ n rad = _ ~ n (180" ) ~ _ 450·
2 2 n
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FUNCIONES TRIGONOMETRICAS DE ANGULOS

Apéndices

Hemos defin ido las funciones trigonométricas de números reales . Sin embargo.
en la trigonornctria elemental las funciones trigonométricas se definen para un ángulo
agudo de un triángulo rectángulo como las siguientes razones:

- .Q!!.sen 9 - IIlp

.Q!!.
tan O=Ad~'

Hip
sec O= Ad~'

Adv
cos ü =- .

Hlp

Ady
cotO= Op

H'
cosee 9 = !!!l!

Op
Adyacente

o
'S=""O

Debemo s reconci liar estos dos puntos de vista.

IDEFINICION·I Si un ángulo orientado 9 tiene
t radianes, entonces:

sen 9 = sen t

Si la med ida del ángulo está dada en grados,
convertirnos los grados en radianes. Asi, si el

ángulo tiene A o , que equivalen a t radianes ,

entonces
sen(A ' ) = sen t.

Con las demás funciones trigonométricas se procede

v

de igual forma .

x

Ahora, tomemos el círculo trigonométrico, un ángulo central Omedido en radianes
(O radianes) y el arco de longitud t que éste subtiende. De acuerdo a la fórmula (1) se
tiene que:

t
8 "T = t

Es decir, en el círculo trigonométrico, la medida del ángulo en radianes es igual a la
longitud del arco subtendido.

Abara, mirando la figur a anterior vemos que la definición de las func iones
trigonométricas med iante el triángulo rectángulo (definición antigua) coincide con la
dada mediante la circunferencia trigonométrica ( definición nueva) As í:

finici ó . ) O Op sen B(De mici n antigua sen = -.- = --
Hlp 1

= sen O~ ordenada de L(O) ( definición nueva )

ANGULO DE INCLINACION

Se llama ángulo de ínclinación de una recta no horizontal al menor ángulo positivo
que forma la recta con el semieje positivo de las X. A las rectas horizontales les
asignamos como ángulo de inclinación al ángulo de medida O.
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Es claro que si la medida del ángulo de
inclinación es a radianes, entonces

OSa<71
Si L es una recta no vertical de pendiente m

y ángulo de inclinación a, entonces

y

•
m

x

•
m =tan a

En efecto, mirando el triángulo de la figura,
tenemos que:

tan c.> -ºE. = m ~m
Ady 1

Si la recta es vertical, su ángulo de inclinación mide ~ rads. Pero tan( ~ ) no

está definida. Este resultado concuerda con el hecho de que las rectas verticales no
tienen pendiente.

ANGULO ENTRE DOS RECTAS

L,

y

x
De estos dos ángulos, si las rectas no son perpendicu ares, sólo uno es agudo. El

siguiente teorema nos dice como calcular este ángulo agudo.

Sean L¡ YL, dos rectas que se cortan

y que tienen ángulo de inclinación al Ya,
, respectivamente. En el punto de
intersección de estas rectas se forman dos
ángulos suplementarios. Uno de ellos es:

{
a 2- al si a2 ~ al

01 = .
al - a2 SI a, 2: a2

y el otro es 0, =¡r - 01

ITEOREMA G.21 Sean LI y L, dos rectas no verticales y no perpendiculares, con
pendientes m¡ Y m" respectivamente. Si Oes el ángulo agudo
entre LI y L2 , entonces

tan ü> 11
m
: : :;, I

Demostración

El ángulo agudo Oes O, si tan O, :::: O ó es O, si tan O,:::: O.

Sea al el ángulos de inclinación de LI y a, el de L,. Supongamos que a,:::: al'

Setiene: el=a2-al, 82=7[-8), tan «, =m2 Y tan a, <rn.,
Usando las identidades trigonométricas 6 y 11 Ysabiendo que la función tangente

tieneperiodo 1t, obtenemos:

tan O, ~ tan(a, - a,)
tan a2 - tan a,

1 + tan 0.2 tan al
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ro2 -ml
tan 92= Tan("- 9,) ~ Tan(- 9,) = -Tan O, = - 1 + m,m2

Luego, Tan O= 1 1m: ~::::2 I

IEJ EMPLO 5.1Hallar los ángulos entre las rectas:
LI : 9y - 2. - 30 = O, Lz : 3y - 8x + 12 = O

Solución

La pendiente de LI es m¡ = ~ y la de Lz es mz = ~
Si O es el ángulo agudo entre las rectas, entonces

1
m2- mi 11 8/ 3 - 2/9 1 124 -2 166

tan O> l + m,m2 = 1+(2/ 9X813) ~ 27 + 16 =. 43

Luego, 0= arctan( ~~ ) '" 0,993 rads. '" 56
0

54' 54"

El otro ángulo es O' = 7t - 0,993 ~ 2,1486 rads. '" 1230 5' 6"

LEY DE LOS COSENOS

El- siguiente resultado generaliza el teorema Pitágoras

X

(a, O)

a

•

Y

Demostración

Tomamos un sistema de coordenadas en tal
forma que el ángulo 8 quede en posición normal y
el lado a descanse sobre el eje X

Tenemos que y = b sen e y x = b cos e
Aplicando la fórmula de distancia para los vértices del lado e:

¿ =(x -~+~ -~ ~ ~

= (b cos 8 - a)z + (b sen 8 - oi
= bZcosz 8 - 2ab cos 8 + a2 + bZsenz 8

= aZ+ b2(cos2 8 + senz 8 ) - 2ab cos 8

= a
Z

+ bZ- 2ab cos 8

[EOREMA C.3 I Si los lados de un triángulo miden a, b y c y 8 es el ángulo
opuesto a e, entonces

c2 = a2 + b2
_ 2ab cos e
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FORMULAS DE ADICION y SUSTRACCION

Las identidades trigonométricas que presentaremos en el resto de este apéndice
son consecuencia de las siguientes fórmulas de adición. Presentamos una
demostración parcial de del siguiente teorema en el problema resuelto 4.

ITEOREMA G.41 a. sen (x + y) = sen x eos y + cos x sen y

b. cos (x + y) = cos x cos y - sen x sen y

c. sen (x - y) = sen x cos y - cos x sen y

d. cos (x - y) = cos x cos y +sen x sen y

e. tan (x +y) = tanx + tany
l c-fan x tany

tanx - tan y
f. tan (x - y) = --="'-----="-'--

l+tanx tan y

FORMULAS DEL ANGULO DOBLE

La fórmula anterior de cos (2x) combinada con la identidad
nos dan otras dos fórmulas para cos (2x):

2 2
cos (2x) = 2 cos x - 1 cos (h) ~ 1 - 2 sen x

Si en las fórmulas a, b y

sen (h) ~ 2sen x cos x ,

e tomamos y = x, se tiene:
2 2cos (h) ~ cns x - sen x 2tanx

tan (h) = -----;;-
l-tan2x

2 2
cos x + sen x= 1

FORMULAS DE REDUCCION DE POTENCIA

Si en las dos fórmulas anteriores despejamos sen
2

x y cos
2

x obtenemos:

t
2 1- cos2x

an x = -:-----=
1+ cos2x2

2 1+ cos 2x
cos x =

2
2 1- cos2x

sen x ~ ~~=::.

Estas fórmulas. a su vez, sustituyendo x por x!2 y sacando raíz cuadrada, nos las
fórmulas del ángulo mitad

FORMULAS DEL ANGULO MITAD

sen ~ = ± J 1-~OSX x + J l+cosxcos - =_
2 2

TRASFORMACION DE PRODUCTOS EN SUMAS

Combinando, mediante sumas y restas, las fórmulas a, b, e y d obtenemos:

sen x cos x = ~[sen(x+y) + sen (x-y) 1
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cos x cos x > .!-[eos(x+y) + eos(x-y)]
2

sen x sen x = .!-[eos(x-y) - eos(x+y)]
2

TRASFORMACION DE SUMAS EN PRODUCTOS

Apéndices

x+y x-y
sen x - sen y = 2 cos -- sen --

2 2

En fórmulas anteriores, haciendo un adecuado cambio de variables y despejado,
se obtienen:

x+y x-y
sen x + sen y = 2 sen -- cos --

2 2

x+y x-y
COS x + cos y = 2 cos -- cos --

2 2
x+y x-ycosx-cosy=-2sen -- sen--

2 2

Todas estas fórmulas estas fórmulas aparecerán en una tabla más adelante.

PROBLEMAS RESUELTOS G

1PROBLEMA 1.1 Probar que las funciones tangente. cotangente y eoseeante son
impares y que la función secante es par. Es decir, probar que:

a. tan(-t) ~ - tan t
e. see(-t) ~ see t

b. cou-t) = - eot t
d. eosee(-t) = - eosee t

Solución

Sólo probaremos las partes (a) y (e). Para las otras se procede en forma similar.
sen(-t) -sen t sen t

a. tan(-t)= = -- ~ --- ~-tanteos(-t) eost eost
1 1

e. see(-t) ~ eos(-t) eos t ~ see t

1PROBLEMA 2.1 Probar que el área A de un sector circular correspondiente a un
ángulode e radianes en unacircunferencia de radior es

1
A =2' 9r

2

Solución

Es claro que en una misma circunferencia, las áreas de dos
sectores circulares son proporcionales a las medidas de los
ángulos centrales correspondientes. De acuerdo a este resultado
y al hecho de que el círculo total es un sector eireolar de 2"
radianes, tenemos que la razón entre el área A y el área total del
circulo ( ,,~ ) es la misma que la razón entre 9 y 2". Esto es,
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ffi· (!)
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[PROBLEMA 3. [ Los dos piñones que enlaza la cade na de una bicicleta tienen 10
cm. y 3 cm. de radio, respectivamente.

a. Si el piñón grande (el de los pedales) gira a razón de 75
revoJuciones por minuto. ¿A cuántas revoluciones por minuto
gira el piñón pequeño (el del caucho) ?

b. Si los ruedas d e la b icicleta t ienen u n radio de 4 5 e m. ¿A q ué
velocidad se desp laza ésta?

Solución
a. La circunferencia del borde de l piñón grande tiene

una longitud de 2n( 10) cm. Luego, en un minuto,
cualquier punto de esta circunferencia hace un
reco rrido de 2n(lO)(75) cm. por minuto. Por otro
lado, la longitud de la circunferencia exterior d el
piñón pequeño es 2n(3) cm. Luego, el piñón
pequeño debe hacer:

2n(IO)(75) . .
2n(3) ~ 250 revo luciones por DUDUtO.

b. La rueda trasera de la bicicleta, al igual que el piñón pequeño, gira a razón de 250
revoluciones por minuto, lo que da unrecorrido de:

2,,(45)(250) cm/ mino~ 22.500n cm/min.::::: 706,86 m/min.

IPROBLEMA 4.1 Probar las siguientes fórmulas aditivas

a. sen (x +y) ~ sen x cos y +cos x sen y

b. cos (x +y) ~ cos x cos y - sen x sen y

c. sen (x - y) = sen x cos y - ros x sen y

d. cos (x - y) ~ cos x cos y + sen x sen y

e. tan (x +y) ~ tan . + tan y
1-tan. tan y

f. tan (x _ y) = tan. - tan y
1 + tan x tan y

Solución

Probaremos solamente a, e, d y e. Las otras fórmulas se prueban en forma
similar. Comenzamos probando d.

d. Calculamos longitud del segmento PQ del gráfico adjun to de dos maneras :
mediante la fórmula de la distancia y mediante la ley de los cosenos :
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(d(P, Q)i ~ (cos Jl- eos al + (sen Jl - sen al
~ (sen2a + eos2 a) + (sen2 Jl + eos2Jl )

- 2 eos a eos Jl - 2 sen a sen Jl

= 2 - 2 eos a eos Jl - 2 sen a sen Jl

(d(P, Q)i ~ (d(O, p»)2 + (d(O, Q)i

- 2 (d(O, P»)(d(O, Q») eos (a - Jl)

~ 2 - 2eos (a - Jl)

Apéndices

y

P - (cos a .Ro a ) Q =(cMp, u n p)

'. ¡

x

Luego,

2 - 2eos (a-Jl) = 2 - 2 eos aeosJl- 2 sen a senJl =:o

eos (a - Jl) ~ eos a eos Jl + sen a sen Jl

e. La parte J del teorema G.l dice que: sen 1~ eos [:t12 - tI Y eos t ~ sen [:t12 - 11.
Luego,

sen (x - y) ~ eos [:t12 - (x - y)] ~ eos [(lt/2 - x) - (-y) ]

~ eos (lt/2 - x) eos (-y) + sen (lt/2 - x) sen (- y)

= senxcos y - cos x sen y

a. sen (x + y) = sen (x - (-y)) = sen x eos (- y) - eos x sen (- y)

= sen x cos y + cos x seny

=senxcos y -cosx sen y

( +)
sen(x + y) senx cos y + cos x sen y

e. tan x y = - -é----'7
cos (x + y) cos x cos y - sen x sen y

Dividiendo el numerador y el denominar entre eos x eos y:

tan (x + y)= senx /eosx + seny feosy = tanx + tan y
1- (senxicos x)( seny/cos y) I- tanx tan y

PROBLEMAS PROPUESTOS G

I. Sin usar calculadora hallar:
5lt 7" lt

a. col 3"' b. sen 6" ' e, tan (-"3 ), d. see (_ 7lt),
6

e. eosee(- 241lt ).
6



Apéndices

2. Hallar todos los a E IR tales que:

3 . tan el = O b, cor a = O c. sec Cl = O d. cosec a = O

A71

:1le. sena=- 2

3. Probar que :
a. cot(a + 11) ~ cot a b. sec(a + 11) = - sec a c. cosec(a + 11) = - cosec a .

4. Probar que:

a. cosmn) = (-1)" b. cos(a + nn) ~ (- 1)"cos a c. sen(a + nn) ~ (- I)nsen a .

5. Sea P = (x, y) t (0,0) un punto del plano que está a y
una distancia r del origen . Si L(t) es el punto de P-(• • , )

inters ección del rayo OP con la circunferencia
unitaria, probar que

V x y
a. sen t = -;- b. cos t = - c. tan I = - , x t O

r x
6. Hallar el valor de sen (-231112)cos (3111)

7. Si a + ~ + y ~ 11, simplificar
a. sen (2a + ~ + y) b. sen (2a + ~ + y) + sen ( ~ + y)

8. Sabiendo que el periodo de y = sen x es 2n y el de y ~ cot x es n, hallar el
periodo de las funcion es:

a. f(x) = sen (xx), donde). es una constante mayor que O. b. g(x) = cot(2x).

9. Una circunferencia tiene un radio de 18 cm. Hallar la medida en radianes de un
ángulo determinado por un arco de longitud

a. 6 cm. b. 11.8 cm. c. 611 cm.

10. Hallar la longitud de un arco subtend ido en una circunfe rencia de 9 cm de radio
por un ángulo central de:

11 . 5 di ea. '6 radianes b. ¡ n ra ianes c. 50 .

11. La distancia entre dos puntos A y B sobre la tierra se mide a lo largo de la
circunferencia que pasa por A y B Ytiene por centro C, el centro de la tierra. Si
el radio de la tierra es, aproximadamente, 6.367 Km., hallar la distancia entre A
y B si el ángulo ACB es de

a. l ' b. 30 ' c.45' d. 80 ' 45'.

12. En el problema anterior, si el ángulo ACB mide I' (un minuto), entonces la
distanc ia e ntre A y B e s d e u na milla n áulica. ¿ Cuántos K m. tiene una milla
náutica?

13. ¿Cuántos radianes gira el minutero de un reloj en un lapso de 20 minutos?

14. Hallar la medida en grados de un ángulo que es suplemento de un ángulo de

11+ 1 di-- ra ianes,
2
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lt + 1
15. Dos ángulos internos de un triángulo miden 2

medida, en grados, del tercer angula.

16. En la figura, el arco QP tiene una longitud de 7lt cm
3

Hallar el punto P.
y

Apéndices

lt-I
Y 2 radianes. Hallar la

y

p

17. En la figura, el radio de la
circunferencia es 3 cm. y la longitud
del arco es 2lt. Hallar P.

p

CJ
·..·..····

14 •• •• •••••••::::::::"0

Q X
18. El lado terminal de un ángulo orientado en posición normal es el rayo OP. donde

O es el origen y P ~ (-2,6). Si la medida de este ángulo es a radianes, hallar
el valor de:

(sen a - 3cos a)(tan a)(sec a)

sen(-750' ) cos(- 1290')
19. Hallar el valor de: a. b,

cos(-150') tan(7.5 15')

(
l ln 261t) ( lt l41t)20. Hallar el valor de cos""6 + sen 4 tan '6+ cos - 3-

21. Hallar la longitud del lado de un polígono regular de n lados inscrito en una
circunferencia de radior.

22. El caucho de un automóvil tiene un diámetro de 60 cm. ¿ A cuántas revoluciones
por minuto gira el caucho cuando el automóvil viaja a 90 Km. por hora ?

23. Una banda enlaza a dos polcas, como indica la
figura. Los radios de las poleas son de 8 cm. y
14 cm, respectivamente. ¿ A cuántas
revoluciones por segundo gira la polea pequeña
cuando la grande gira a razón de 28
revoluciones por segundo ?

24. El ángulo de inclinación de una recta que no intersecta el segundo cuadrante es
de nl4 rads. Hallar su ecuación sabiendo que su distancia al origen e s de 4
unidades.

25. Hallar el ángulo agudo formado por las rectas: 3x + 2y ~ O Y 5x - y + 7 = O.

26. Hallar la ecuación de la recta que pasa por el punto Q = (2, 1) Y forma un
ángulo de lt/4 rads. con la recta 3y + 2x +4 ~ O( dos soluciones ).

27. Los puntos (6, 2) Y(-1, 3) son dos vértices opuestos de un cuadrado. Hallar las
ecuaciones de las rectas donde están los lados del cuadrado .
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