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PROLOGO

Esta segunda edicién aparece diez afios después que se publicé la primera. Es

muy gratificante la acogida que ha tenido la primera edicién.

En esta segunda edicidn, al igual que en la anterior, se ha buscado equilibrar la
teoria y la prictica. La teoria es acompaiiada de numerosos ejemplos. Cada seccion
presenta una seccion de problemas resueltos, donde muchos problemas tipicos de
relevancia son desarrollados con todo detalle. La gran mayoria de teoremas son
presentados con sus respectivas demostraciones. Cuando la demostracion es

compleja, ésta es presentada como un problema resuelto.

La gran novedad de esta segunda edicion es la incorporacion en el texto de las
funciones exponenciales, logaritmicas e hiperbolicas (funciones trascendentes). Este
hecho nos traerd dos ventajas muy significativas. En primer lugar, nos permitira
tratar tempranamente temas importantes como la regla de L'"Hépital y la derivacion
. logaritmicas. Estos temas correspondian a cursos posteriores. En segundo lugar, los

ejemplos y aplicaciones serdn mas interesantes y mas variados.

Para la graficacion de funciones y para calculos auxiliares hemos hecho uso
extensivo de los paquetes computacionales Derive y Graphmatica. Se Recomienda

el estudiante el uso de estos o cualquier otros sistemas algebraicos de computacion,

He recibido valiosa ayuda y sugerencias de parte de muchos colegas. Entre
estos tenemos a Maribel Perdomo, José Luis Linares, Maria Torralba, Wolgfang
Hernindez, Alexander Pérez. En forma muy especial hago testimonio de mi gratitud
al Ing. Alexis Salcedo y a la estudiante de matematicas, Br. Lucybeth Gutiérrez,

quienes tuvieron la tarea de revisar todo el texto.

Jorge Saenz Camacho

Barquisimeto, setiembre 2.005
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2 Capitulo 1. Funciones Reales

René Descartes
(1.596 - 1.650)

René Descartes, filosofo, matemdtico y fisico francés, nacio en La Haya Es
considerado como el padre de la filosofia moderna. De él es la famosa frase: "Cogito,
ergo sum" (Pienso, luego existo).

Fue un nifio de singwlar inteligencia, pero fisicamente débil. Durante los afos de su
educacion en el colegio jesuita de la Fleche, los religiosos, para mitigar el frio de las
duras mafianas de invierno, le permitian permanecer en la cama. Se dice que fueron
precisamente durante esas ociosas horas de cama cuando Descartes concibio las ideas
fundamentales de la Geometria Analitica.

En 1.637 escribe el libro Géometrie en el que da nacimiento oficial a la Geometria
Analitica. Su compatriota Pierre de Fermat (1.601-1.665), independientemente,
rambién descubrio fos principios fundamentales de esta ciencia.

En 1.628 se mudo a Holanda donde vivio 21 afios. Durante esta permanencia
zyeribio sus principales obras: Principios de Filosofia, El Discurso del Método, Las
Meditaciones, etc.

En 1.649, la joven v energética reina Cristina de Suecia lo invito a Estocolmo, como
su tutor de filosofia. Sus clases eran en las tempranas horas de la masiana. El eminente
Glésofo y distinguido matemadtico no soporté el duro invierno sueco, muriendo a
sonsecuencia de una neumonta el aio siguiente de su llegada a Estocolmo.

ACONTECIMIENTOS IMPORTANTES

Duranie la vida de René Descartes, en América y en el mundo hispano sucedieron
0s siguientes hechos notables: En 1.609 el cronista peruano Inca Gracilazo de la
‘ega. hijo de un conguistador y de una princesa india, publica "Los Comentarios
Reales”, famosa obra que cuenta la historia del Imperio Incaico. El 17 de
epriembre de 1.630, en la desembocadura del rio Charles, unas colonos ingleses
undan la civdad de Boston. En {.636 en Cambridge, ciudad contigua a Boston, se
imda la Universidad de Harvard. Para ese entonces, la América Espaiiola ya
ontaba, desde muchoy aiios atras, con la Universidad Mayor de San Marcos (Lima,
551) y la Universidad de Santo Domingo
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INTRODUCCION

Antes de iniciarnos en el desarrollo de Calculo necesitamos ponemos de acuerdo
en algunas notaciones y en revisar algunos conceptos muy generales que son propios
de toda teoria matematica.

Recordemos que un axioma es una proposicion que, por convencion, admitimos
que es verdadero, sin el requisito de una demostracién. En cambio, un teorema, es
una proposicion, cuya veracidad requiere de una demostracién o prueba.

La gran mayoria de los teoremas que encontraremos mas adelante tiene la forma
de una proposicion condicional:

Si H, entonces T,

que se simboliza asi: H=>T. Aqui, H es la hipotesis y T es la tesis

Una demostracién o prueba de un teorema es una secuencia de proposiciones
que termina con la tesis, donde cada paso de la secuencia es una hipétesis, un axioma
0 un teorema previamente demostrado.

A la proposicion bicondicional:
P siysolosi Q,
lo simbolizamos asi: P < Q.

Una proposicién bicendicional P <> Q, como su nombre lo sugiere, es la
conjuncion de dos proposiciones condicionales: P=Q y Q=P.

Toda definicién, aunque a veces no s¢ lo exprese explicitamente, es una
proposicion bicondicional.

Algunos teoremas tienen la forma bicondicional, P <> Q. En este caso, en
realidad estamos al frente de dos teoremas: P = Q y Q = P. Esto significa que
para probar P < Q, debemos aportar dos demostraciones, lade P=Q yladeQ
=P

En nuestra exposicién nos encontraremos con muchos teoremas, unos mas
importantes que otros. A los teoremas de los cuales pensamos que no son tan
relevantes, los llamamos simplemente proposiciones.

Con frecuencia, con el animo de simplificar la escritura, usaremos los siguientes
simbolos:
¥, que significa: para todo.
3, que significa: existe.
3!, que significa: existe y es finico
A, que significa: y ( conjuncion logica )
v, que significa: o ( disyuncion logica )

Lol o

n
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SECCION 1.1
FUNCIONES REALES Y SUS GRAFICAS

DEFINICION | Una funcién es una triada de objetos (X, Y, f), donde X ¢ Y son

dos conjuntos y f es una regla que hace corresponder a cada
elemento de X un  1nico elemento de Y. Al conjunto X sc le
llama dominio de la funcién y al conjunto Y, conjunte de
llegada de la funcion.

A una funcién (X, Y, f) se le denota mas
comunmente por

f:X—=>Y ¢ X—f—)Y

v sc lee: " la funcién fde X en Y".

Para indicar que a un elemento x de X, f le hace corresponder el elemento y de Y,
se escribe asl: y = f{x), lo cual se lee "y es igual a f de x". También diremos que y es
el valor que toma f en x 6 que y es la imagen de x mediante f. El elemento x, en este
caso, es una preimagen del elemento y.

A la variable que usamos para denotar los elementos del dominio se le 1lama
variable independiente y a la variable que denota las imagenes, variable
dependiente. En nuestra notacion anterior, y = {{x), 1a variable independiente es x
y la dependiente es y. Las letras x e y. por ser variables, pueden ser cambiadas por
cualquier otro par de letras. Asi, podemos escribir z = f{t), en cuyo caso, la variable
independicnte es t y la dependiente es z.

Dadas las funciones f: X — Y y g:X — Y. Diremos que:

f=g < f(x)=g(x), VxeX
El rango de la funcién f: X —> Y es el conjunto formado por todas las imédgenes.
Esto es,
Rangodef={f(x) e Y/ xeX}
Al dominio y al rango de una funcién £ X —» Y los abreviaremos con Dom(f) y
Rang(f), respectivamente.

'OBSERVACION | En la definicion de funcién hemos utilizado dos términos que
merecen atencidon. Uno de ellos es "cada", el cual indica que
todo elemento del dominio debe tencr una imagen. Ll otro
término es "amico”, el cual indica que todo elemento del
dominio tiene exactamente una imagen.
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Sea la funcion f: X—Y, donde X = {a, b,c,d}, Y ={I,2,3,4,5}
y cuya regla f esta dada por el grafico adjunto. Se tiene:

Dominio = Dom{f)=X = {a, b,¢,d }

Conjunto de llegada =Y = {1, 2, 3, 4, 5}

Rango = Rang(f) = {3, 4, 5}

La regla f establece que: f{a) =3, f(b)=35, f{c)=3, fd)=4

EJEMPLO 2. | Sea X un conjunto cualquiera. A la siguiente funcién se le llama

funcién identidad del conjunto X.
L %—» X X > X
Iw(x) =x
En este caso, el dominio, ¢! conjunto de llegada y el
rango, todos coinciden y son iguales a X. Esto es,
Dom (f) = Conjunto de llegada = Rang ()= X

Laregla [y hace corresponder a cada elemento x el mismo elemento x.

FUNCIONES REALES

Las funciones que nos interesan en el curso de Calculo son las funciones reales de
variable real. Una funcién real de variable real es una funcién cuyo dominio y cuyo

conjunto de llegada son subconjuntos de R. Asi, son funciones de este tipo:

a. fR—>R b. gR-{0}—>R cc. hR—R
1
fix)=x g(x) = o hx)=35
|{CONVENCION. |

Con el objeto de simplificar la notacién, para presentar una funcién real de
variable real f: X — R daremos simplemente la regla f, prescindiendo del dominio
X y del conjunto de llegada R. Para esto, adoptamos la convencién de que el dominio

es el mayor subconjunto X de R en el cual la regla f tiene sentido. Asl(, por gjemplo,

diremos la funcién: f(x) = en lugar de la funcidn;

x-1
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FR-{1} >R, f(x = xfl

Aqui el dominio es X = R —{1}. Hemos eliminado a 1 ya que no existe
division entre 0. Ademas, [ es ¢l tinico elemento que presenta esta situacion.

EJEMPLO 3.| Hallar el dominio y el rango de las funciones:
1. ix)=x-3 2, g(x)=+x-3
Solucién
1. Como f{x) =x - 3 esta definido para todo x € R, tenemos que Dom(f) =R.

Por otro lado, Rang(f) =R. En efecto, dado y € R, tomamos x =y + 3. Se

cumple que x € R =Dom(f) v
f)=x-3 = (y+3) -3 =y.

2. Como la expresion subradical de g(x) = +/ x =3 debe ser no negativa, tenemos:
x—3 20 x23 < xe [3+0),
Esto es, Dom(g) = [3,+%0).
Por otro lado, Rang(g) = [0, +o0). En efecto, dado y € [0, +00) tomamos x = y2 +3;

Secumplequex>3,0sea X € [3,+0) y

g)= Jx=3 = (y* +3) - 3—\/——|y|—

GRAFICAS DE FUNCIONES Y CRITERIO DE LA RECTA
VERTICAL

-Se llama grafico o grafica de la funcién * 1

y=1(x)

f:X-R

Rango

al conjunto:

G={(xf(x)cR*/xeXx}

Dominio X

No toda curva en el plano es el grafico de una funcién. Para reconocer las curvas
ue corresponden a graficos de funciones se tiene el siguiente criterio geométrica:
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CRITERIO DE LA RECTA VERTICAL

Una curva en el plano es el grafico de una funcién si v sélo si toda recta
vertical corta a la curva alo mis una vez.

La veracidad de este criterio estriba en el hecho de que si una recta vertical x =a
corta a la curva dos veces, en (a, b) y en (a, ¢), entonces a tiene dos imagenes, b y ¢;
pero esto viola la definicidn de funcidn.

De acuerdo a este criterio, de las siguientes curvas, sélo la iltima representa a una
funcion:

EJEMPLO 4. | Graficar y hallar el dominio y rango de la funcién:

Xr—x=0
Rx) = x-3
Solucién ¥ y=x+2
Es claro que Dom (f)=R - {3}. s t--—-2a6.9

Por otro lado, factorizando el numeradaor tenemos que: E
x+2)x—-3) p
f)="X"3 2 :

7o 3 X

Si x = 3, simplificamos el factor x - 3 y obtenemos:

flx)=x+2, parax=#3.
2

. -x-6 . o
Luego, la funcién {{x) ___x_x"‘ es igual a la funcion lineal y = x + 2, excepto

en el punto x = 3, en el cual f no esta definida. En consecuencia, el rango de fes
igual al rango de y =x + 2 menos el nimero y =3 + 2 = 5. Esto es,

Rang(f)=R - {5}

FUNCIONES DEFINIDAS POR TROZOS

Algunas funciones son definidas por partes, como en los dos siguicntes ejemplos.

EJEMPLO 5.| Graficar v hallar el dominio y rango la funcién parte entera:

f(x) = [X] =n, si n< x<n+1,donde nes un entero.

A esta funcién también se la llama funcidén maximo entero o,
simplemente, funecion escalera.
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Solucion

En términos mas explicitos, a esta funcién la definimos asi:

Y
-2, 81 -2 €£x <-1
-1, si-1<x<0 4' G
[x]zé 0, si 0<x<1
L si 1€x<?2 :ll

2.8 2<% <3

Dominio: R QP -2
Rango: Z.

EJEMPLO 6. | Graficar y hallar el dominio y rango de la funcién valor absoluto

X, six=20
fx)=|x|=
) I | {— X, six<0
Solucién Y
~ EL grafico de la funcién valor absoluto esta
conformado por dos semirrectas: N z
La semirrecta y = x para x = 0, a la derecha N e

del eje Y; y la semirrecta y = —x para x <0, a
la izquierda del eje Y.
Dominio: R Rango: [0, <o)

FUNCIONES PARES E IMPARES Y SIMETRIA
1. Una funci6n f es par si, para todo x en el dominio de f, se cumple que:
f(—x) = f(x)
2. Una funcidn f es impar si, para todo x en el dominio de f, se cumple que:

f(—x) =—f(x)

EJEMPLQO 7.| a. Probar quela f(x)= x%es par. Graficar la funcién.

b. Probar que la f(x)= x7es impar. Graficar la funcién.
Solucion

a. (%)= (-x)2= x?=f{x) b. fl=x) = (=x)3 = - x3= — f(x)
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(x, f(x))
{_xv f(—-l» ............ {_\‘ f(;))
=(—x, f(x))

PRl S -

-X
T
|
I
I

M-

-x
{-x, f-x)}
=(-x, -f{x})

Se prucba facilmente que:

a. Una funcidn fes par < el grifico de f es simétrico respecto al eje Y.
b. Una funcién f es impar < el grafico de f es simétrico respecto al origen.

El término de funcion par o impar esta inspirado en el siguiente resultado:
La funcién f{x) = x" es par si n es par, y es impar si n es impar.

FUNCIONES CRECIENTES Y DECRECIENTES

Sea funa funcion definida en un intervalo 1. Diremos que:
1. f es creciente en 1si, para cualquier par de puntos, X; y X; en I, se cumple:
X < X3 = f{x) <f(xz)
2. f es decreciente en 1 si, para cualquier par de puntos, X; ¥ X2 en ], se cumple:
Xy < xp = f(xg) >1(x3)

3. fes monotona en I si f es o bien creciente o decreciente en 1.

Y f
4
: |
o ox X n1ox; X
Creciente Decreciente
La funcién fix) = x2, dada en el ejemplo anterior, es decreciente en el intervalo

(-0, 0] y es creciente en el intervalo [0, +90). En cambio, la otra funcion f(x) = x3,

es creciente en todo su dominio, que es R.

BREVE CATALOGO DE FUNCIONES
LAS FUNCIONES CONSTANTES

Sea ¢ un niimero real fijo. La funcién
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fix)=c, ¥xeR Y
es una funcién constante. Su dominio es todo R ”

y su rango es el conjunto unitario {c}.
Su grafico es la recta horizontal con ordenada
en el origen ¢. 0

E

FUNCION POTENCIA

La funcién potencia es la funcion f(x) = x*, donde  es una constante.

Sia = 0, tenemos la funcion constante 1. Si « =1, tenemos la
funcion identidad de R. S1 ¢ =2 6 « =3 tenemos las funciones
cuyas graficas son una pardbola o la parabola cubica,
respectivamente.

a, fix)=x%=1 b. f(x)=x'=x ¢. f(x) = x* d. f(x) =x*

Y ¥

(=]

Observe la diferencia de las graficas entre n par y n impar.

1
EJEMPLO 9. | Sia = R s donde n es un nimero natural no nulo, tcnemos la

- - Vn_n
funcion raiz cnésima: f(x)=x "= \fi
- A continuacion presentamos los casosn=2yn =3

f(x) = x"*=/x, fx)=x"= if;

Y Y

Dom(f) = Rang(f) = [0,+00) Dom(f) = Rang(f) =R
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[EJEMPLO 10.]| Si = —n, donde n es un mimero natural no nulo, tenemos la

funcion:
f(x) =x'“=’1"‘; 5 Dom(f) = Rang(f) = R - {0}
A confinuacion presentamos los casosn=1 y n=2. &

v
; 1 1
f(x)=% =22

0

= 0 X

La grafica de f(x) = 1/x" se parece a la de f{x) = 1/x si n es impar; y a la grafica de
f(x) = 1/x" si n es par.

FUNCION POLINOMICA

Una funcién polinémica o funcion polinomial de grado n o, simplemente,
polinomio de grado n, es una funcién de la forma:

p(x)=a,x" +a, X"+, .. +axt+ax+a,

donde n es un mimero natural y ag, a,, ..., a, son numeros reales siendo a, # 0.
Estos mimeros son los coeficientes de la funcién polindmica.

A las funciones polindmicas de grado I, 2, 3:
p(x)=ax+b, px)= ax® + bx + ¢, pix) = ax® +bx* +ex+d

se les conoce mis usualmentc con los nombres de funcién lineal, funcién
cuadritica y funcidn eubica, respectivamente. Una funcion polindomica de grado 0
es una funcién c onstante. Y a s abemos que el grafico de una funcion lineal es una
recta no vertical y que el grifico de una funcién cuadratica es una parabola con eje
paralelo al eje Y.

FUNCION RACIONAL
i g . : ; px)
Una funcion racional es cociente de dos polinomios: R(x) = qx) -
2-3x +8x° .
Asi, R{x) = —"i{-zi ¢s una funcion racional.

El dominio de una funcién racional ¢s R menos el conjunto de puntos donde el

denominador se anula. Asi ¢l dominio de la funcién racional anterior es R — {2, -2}
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FUNCIONES ALGEBRAICAS

Una funcién f es algebraica si ésta puede construirse usando operaciones
algebraicas (adicion, sustraccion, multiplicacién, division, potenciacién y extraccidn
de raices), comenzando con polinomios. Los polinomios y las funciones racionales
son, automaticamente, funciones algebraicas. Otros ejemplos son los siguientes:

a. flx)=yx*-1 b. g(x)= l+2-\{§

FUNCIONES TRANSCENDENTES

Las funciones que no son algebraicas son llamadas funciones t ranscendentes.
Entre éstas tenemos a las funciones trigonométricas y sus inversas, las funciones
exponenciales y las funciones logaritmicas, A continuacion hacemos un breve repaso
de las funciones trigonométricas. En uno de los apéndices hacemos una presentacion
mas detallada de éstas. De las funciones trigonométricas inversas y de funciones
exponenciales y logaritmicas nos ocuparemos un poco mas adelante.

FUNCIONES TRIGONOMETRICAS
LAS FUNCIONES SENO Y COSENO

Entendemos la funcién y = sen x como el seno del 4ngulo cuya medida es x
radianes. La misma interpretacion damos a y = cos x.

El dominio de estas dos funciones es R y surango es [-1, 1].

y=senx “ y=cosx Y
|
A ‘l/\ \ 4/l\
_ % .
~Ix x X = x = I= = = = x x
1 ‘J‘{ N : _7l| x \;'_/; | . _%\/; _,| TI\/

Estas dos funciones son periddicas de periodo 2n. Esto es,

oy
¥

1. sen(x +2n) =senx, cos(x+2m)=COSX

Ademas se cumple que:
2. sen(—x)=—senx (senoesimpar), cos(—x)=cosx (cosenc es par)
3. sen(%—x)'*cosx, cos(‘;s—x)-=senx

4 2y=1 5.]senx[<1, Jcosx|<1

4, sen” x + cos

b
6. senx=0< x=nx, VneZ. cosx=0<=>x=-2—+n1t,VneZ
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a.tanx=

LAS OTRAS FUNCIONES TRIGONOMETRICAS

sen x COS X
b. cotx= C. SeCX= d. cosecx =
cos X sen x COS X sen x

De acuerdo a las igualdades dadas en 6, tenemos que:

y=tanx Y y=cotx

1. Dom(tan) = Dom(sec) = { x e R/ xv&% +nmuneZ }

2. Dom(cot) = Dom(cosec) = { xeR/x#nm neZ }

y

e ——————

‘
H
5 o/ |
_x = 3x 7 % _X S x X
2 P} 7! ) 2 2 :
:
[}
:
y=8ecx Y=cosecx
n Y ! Y -
1 1 !
' 1 1
1 1 1
1 1 !
1 ' 1
1 1 !
! 1 ! BN | =
"1“ 1 T T 2 . T!! 1
+ — — t | ;
3 24 L} | %
1 [} 2 1
I ' 1
1 5 1
I ' 1
1 ' 1
1 I 1
] T ]
H i H

FUNCIONES COMO MODELOS MATEMATICOS

Muchas relaciones que aparecen en las distintas ciencias o en la vida cotidiana se
expresan (son modeladas) mediante funciones. Veamos algunos ejemplos.

[EJEMPLO 11.] Una fabrica que produce cierto articulo obtiene una utilidad de

Solucion

300 dolares por unidad cuando la produccién no excede las 800
unidades. La utilidad decrece 2 délares por cada unidad que
sobrepasa los 800.

a. Expresar la utilidad U(x) de la fibrica como funcidn de los x
articulos producidos.

b. Hallar la utilidad si se producen 1200 unidades.
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a. Si0 <x < 800, la utilidad es U(x) = 300x

Si x > 800, el exceso sobre 800 es x — 800 y la utilidad por unidad ha decrecido en:
2(x — 800) = 2x — 1.600
Por lo tanto:
Utilidad por unidad = 300 — (2x — 1.600)=1.900-2x vy

U(x) = (utilidad por las primeras 800) + (utilidad por las que exceden 800)
=300(800) + (1.900 — 2x)(x — 800) = -2x?+ 3,500x —1.280.000
En resumen, la utilidad al producir x articulos es:

300x, si0<x<800
—2x%+ 3.500x —1.280.000, six >800

b. U(1.200) = — 2(1.200)% + 3.500(1.200) — 1.280.000
= - 2.880.000 + 4.200.000 — 1.280.000 = 40.000

U(x)= {

EJEMPLO 12.| De un tronco de madera, que tiene una seccién circular de 3 dm.

de radio, se quiere tener un tablon de seccion rectangular. Expresar
el 4rea del rectangulo en términos de su base.
Solucién

Sean x, h y A la base, Ia altura y el 4rea del rectangulo,
respectivamente. Se tiene:
A=xh (0

Ahora, expresamos la altura h en términos de x, la
longitud de la base. Para esto, observamos que el didmetro
punteado del circulo divide al rectangulo en dos tridngulos
rectanguios cuya hipotenusa mide 6 dm. Usando el teorema
de Pitagoras, tenemos:

h=+ 62 -x2 2)

Luego, si A(x) es el area del rectangulo, de (1) y (2) obtenemos:

A(X) =xv 36-x2

[EJEMPLO 13.| Un fabricante de envases construye cajas sin tapa utilizando
lédminas cuadradas de 72 cm. de lado. A cada lamina se recorta un
pequeifio cuadrado en cada esquina y luego se doblan las aletas para
formar los lados de la caja. Si x es la longitud del lado del pequefio
cuadrado recortado, expresar:

a. El volumen de la caja en términos de x.
b. El drea de la caja (sin la tapa) en términos de x.
Solucién
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a. Tenemos que:
Volumen = (drea de la base)(altura)
La base de la caja es un cuadrado de lado 72 - 2x.
Luego, su dreaes (72-2x)2 3

La altura de la caja es x.
En consecuencia, el volumen de |a caja es:

V= (72-2x)? (x) =x(72-2x)? . %

b. El 4rea de la caja es igual al drea del cuadrado inicial menos el 4rea de los 4
cuadrados recortados. Luego, si A(x) es el drea de la caja, entonces

A(X) = (72)% —4x?=5.184 - 4x>

EJEMPLO 14.| Se desea construir un estanque de 16 m® de capacidad. La base

debe ser un rectdngulo cuyo largo es el doble de su ancho. Las
paredes laterales deben ser perpendiculares a la base. El m? de la
base cuesta 80 mil bolivares y el m* de las paredes laterales, 50
mil bolivares, Expresar el costo del tanque como funcién del
ancho de la base.

Solucién

Sea x la medida del ancho de la base, h la altura del tanque y C(x) su costo, en
miles de bolivares.

La base tiene una longitud de 2x y un 4rea de 2x (x) = 2x%. Luego,
Costo de la base = 80(2x% ) = 160x%. (1)
El tanque debe tener 16 m>. Luego,
16 = V = (largo)(ancho)(altura) = 2x(x)h = 2x%h

Despejando h:
8

6
] 2

1
h=5%

2x X
El drea de las 4 paredes laterales es:

2xh +2(2x)h = 6xh=6x(% ) =%8
Luego,
20
X
Sumando (1) y (2) obtenemos el costo del tanque:

Costo de las paredes laterales = 50( if )

Cx) = 160x2 + i miles de bolivares
%




16 Capitulo 1. Funciones Reales

PROBLLEMAS RESUELTOS 1.1

[PROBLEMA 1. ] Hallar ¢l dominio y rango de la funcién f{x) = Jo—2/x

Solucion
Dominio:
2 9
xeDom(f)@E-‘*; Z0 &< & 220
= X
F F A P F R nm omE e + + + + + +
| ; -
0 2/9

Luego, Dom(f) = (-0, 0) U [2/9, +0).

Rango:
y € Rang(f) <> 3 x e Dom(f) tal que f(x) =y <> I x eDom(f) tal quev 9 -2/x =y

Despejamos x en términos de y:
VO -2/x =y & 9-

= k=

i 2 _ 2
=y A y20 & T =9-y A y20

E o8]

2

= A y=0
09—y~

Mirando la igualdad: x =

3 » Vemos que podemos encontrar X si el
Sy

denominador, 9 — y2 ,esdistintode 0, 6 seacuando y#3 6 y #-3.
Luego, y € Rang (N <=>(y+#3 6 y#-3) A y20 < ye [0, +0) -{3}.
En consecuencia, Rang(f) = [0, +0) —{3}.

{PROBLEMA 2.| Hallar el dominio, el rango y graficar la funcién sierra:

S(x) =x - [x]
Solucién v
Dominio: R
Analicemos a la funcidén S en cada !
intervalo de la forma [n,n+ 1): { { I { C f
n<x<n+1 = [x] =n = 2 4 9 1 2 3 X

S(x})=x-n y Sn)=n-n =0
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Esto nos dice que en cada intervalo [n, n + 1) S es la recta y = x — n, que tiene
pendiente 1 y pasa por ¢l punto: (n, S(n)) = (n, 0).

Luego, el rango de S es el intervalo |0, 1).

[PROBLEMA 3.| Hallar la funcion lineal f(x) = ax + b que cumple las condiciones:
LAx+y)=fx)+fy), Vx,yeR.

2. fi-2)=-6
Solucion

Usando la condicion (1) obtenemos:

fix+y)=f(x}+f{y) = alx+y)+b=(ax+b)+(ay+b)=
axtay+b=ax+b+ay+b = b=b+ b= b=0
Luego. f{x) = ax.
Ahora, usamos la condicion (2):
f-2)=-6=a(-2)=-6=>a=3

3
En consecuencia, la funcidn lineal buscada es:  f{x) = 3x

|PROBLEMA 4.] Una fabrica, para envasar alimentos, necesita potes de aluminio

con tapa, quc tengan la forma de un cilindro circular recto y un

volumen de 250x cm’. Expresar la cantidad (4rea) de aluminio
que tienc cada pote como funcién del radio de la base.
Solucion

Sean r el radio de la base, h |a altura y A el &rea total de las paredes del pote. El

4rea es la suma de las dreas de las dos bases, que es 2mr?, mas el drea de la
superficie lateral, que es 2zrh. Luego, .

A =2 + 2nrh (1
Por otro lado, el volumen del cilindro circular recto es
V = nr’h. En nuestro case, como V = 250m, tenemos que

nth=250r = h=250 = hﬁz—]ig

Reemplazando este valor de hen (1):

2
A(r) = 2ne® + 2nr 2ri20 =2n(r* + %

[PROBLEMA 5.| La figura adjunta esta conformada por un triangulo is6sceles y un

semicirculo. Los lados congruentes del triangulo miden 10 cm. y

forman el dngulo 6. Hallar una funcion que exprese el drea A de

la figura en términos del dngulo 6.
Solucidn
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Si Ay es el drea del semicirculo y Aj ladei tridngulo, entonces

A=A] +Ay
Hallemos Aj:
El radio del semicirculo es r= 10 sen (6/2). Luego,

2
A= -;71(13: —;—x[wsen(ﬁﬂ)] =50nsen?(6/2)

Hallemos As:
La base b y la altura h del tridngulo estén dadas por:

b=2r =2(10 sen(6/2)) = 20 sen(6/2), h =10 cos (6/2).
Luego,
1 1
Ay = obh =3 [20 sen(8/2)] [10 cos(8/2)]

=50 [2sen (8/2) cos (8/2)] =50sen®  (Ident. Trigo. 27)

Ahora hallamos A:
A=A tA = 507rsen2(8/2)+ 50 sen 0 =50 [nsen2(6/2)+ sen 9]
Luego,
A =50 [nsenz(elz) + sene]

PROBLEMAS PROPUESTOS 1.1

1. Dada la funcion f(x) = X i 1 »encontrar:

a. f(3) b. {1+ +2) . fi2+h)-f2) d. fla+h)-f(a)
2. Dada la funcién g(x) = x+ (x-2)* , encontrar:

a. g(2), b. ga+2), c. gla+h)- g@

En los problemas del 3 al 8 hallar el dominio y el rango de la funcion dada.

2 2.
3 fx) = \!x-9 4. g(x)= @ 5. hix) = D

3 D
2
-4
6. ux) = Vx-2 7. fx) = 8. y= Jx(x-2)
En los problemas del 9 al 14 hallar el dominio de la funcion dada.
6 I 1

10. y= —=—-— 11, y=4~—

9. g(x) = —=—
VO-x-2 T I X
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1 x+1 X+5
12 y= ——— 13.v= 14.y= 4‘} —
Y 4-1-x ¥ 2-x ¥ x-3

En los problemas 15 y 16, hallar el dominio, el rango y graficar la funcion:

= ix<0
15 _{|X| si]xiSl 16. f(0 = \fx_x 5?10"()((2
BRI sl - ) o
\fx-2 six>2
17. Probar que:

a. Si el grafico de f es simétrico respecta al eje Y, entonces f es par.

b. Si el grafico de f es simétrico respecto al origen, entonces f es impar.
18. Si flx + 1) = (x = 3)%, hallar f(x - 1).
19, Hallar la funcién cuadratica f{x) = ax* + bx tal que f(ix) — fix - ) =x, Vx eR.

20. Un hotel tiene 40 habitaciones. El gerente sabe que cuando el precio por
habitacién es de Bs. 30.000 todas las habitaciones son alquiladas, pero por cada
5.000 bolivares de aumento una habitacién se desocupa. Si el precio de
mantenimiento de una habitacion ocupada es de Bs. 4.000. Expresar la ganancia
del hotel como funcidn del nimero x de habitaciones alquiladas.

21. Cuando la produccion diaria no sobrepasa de 1.000 unidades de cierto articulo,

se tiene una utilidad de Bs. 4.000 por articulo; pero si el nimero de articulos

" producidos excede los 1.000, la utilidad, para los excedentes, disminuye en Bs, 10

por cada articulo que excede los 1.000. Expresar la utilidad diaria del productor
como funcién del némero x de articulos producidos.

22. Una finca estd sembrada de mangos a razén de 80 plantas por hectirea. Cada
planta produce un promedio de 960 mangos. Por cada planta adicional que se
siembre, el promedio de produccién por planta se reduce en 10 mangos. Expresar
fa produccion p(x) de mangos por hectirea como funcién del ntimero x de plantas
de mango sembradas por hectérea.

23. Para enviar cierto tipo de cajas por correc la administracion exige que éstas sean
de base cuadrada y que la suma de sus dimensiones (largo + ancho + altura) no
supere los 150 cm. Exprese el volumen de la caja, con méxima suma de sus lados,
como funcion de la longitud del lado x de la base.

24. Un alambre de 12 m. de largo se corta
en dos pedazos. Con uno de ellos se | = 1
forma una circunferencia y con el otro T
un cuadrado. Expresar el drea encerrada
por estas dos figuras como funcién del
radio r de la circunferencia.

25, Un tridngulo isdsceles tiene 36 cm, de perimetro. Expresar el area del tridngulo

como funcién de la longitud x de uno de los lados iguales.
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26. Una ventana de 7 m. de perimetro tiene la forma
de un rectiangulo coronado por un semicirculo,
Expresar el drea de la ventana como funcion del
ancho x.

27. Un fabricante de envases construye .
cajas sin tapa utilizando ldminas de  xi
carton rectangulares de 80 c¢m. de
largo por 50 cm. de ancho. Para
formar la caja, de las cuatro csquinas
de cada lamina se recorta un pequefio
cuadrado y lucgo se doblan las aletas, xi |% i
como indica la figura. T -

Expresar el volumen del envase como funcién de la longitud x del lado del
cuadrado cortado.

28. Se quiere imprimir un libro, en el cual cada pagina
lenga 3 cm. de margen superior, 3 cm. de margen
inferior y 2 em. de margen a cada lado. El texto
escrito debe ocupar un 4rea de 252 cm?.

Expresar €l area de cada pdgina como funcion del
ancho x del rectdngulo impreso.

29, Un tridngulo isdsceles se inscribe en un circulo de
radio 5 cm. Hallar una funcién que exprese el
perimetro P del triangulo en términos del dngulo 6.

30. De una lamina circular de radio 10
cm. se corta un sector para construir
una copa conica. Hallar una funcidn
que cxprese el volumen de la copa
en términos del anguto central 6. El

1
volumen del cono es: V =z nrh

31. El angulo de inclinacién de una recta que no intersecta el segundo cuadrante es

n g . . . -
de 3 rad. Hallar su ecuacién sabiendo que su distancia al origen es de 4.

SECCION 1.2

NUEVAS FUNCIONES DE FUNCIONES CONOCIDAS
GRAFICAS NUEVAS DE GRAFICAS CONOCIDAS

Conocicndo el grafico de una funcion y = f{x) podemos obtener, mediante simples
transformaciones geométricas, los gréficos de las siguientes funciones;
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y=1(x) +c, y=1(x) - ¢, y=f(x+0),

= —f(x), y =1(-x), y = cf(x),
donde c es una constante positiva.

Las transformacioncs sugeridas son de tres tipos:
1. Traslaciones verticales y horizontales.
2. Reflexiones.

3. Estiramiento ¥ compresién.

21

= f(X =+ ':)s

y = f(cx),

TRASLACIONES VERTICALES Y HORIZONTALES

Sea ¢ > 0. Para obtener la grafica de:

1. y=1(x) + ¢, trasladar la graficade y =f(x) ¢ unidades hacia arriba.
2. y =1(x) — ¢, trasladar la grafica de y = {(x) ¢ unidades hacia abajo.
3. y={(x+ ¢), trasladar la griafica de vy =f(x) cunidades ala izquierda.

4. y = f(x — ¢), trasladar la grificade y =f(x) ¢ unidades a la derecha.

EJEMPLO 1. | Utilizando la grafica de la funcién y = | x | (gjemplo 6), graficar las

funciones:

a y=lx|+2 b.y=|x|-3 cy=|x-1]

Solucion

a y=|x|+2 b. y=|x|-3 e.y=|x-1|
Y
2
0 X

doy=|x+2|

dy=|x+2]|

REFLEXIONES

Para obtener la grafica de:

1. y=—1(x), reflejar la grafica de y =f(x} en el eje X.
2. y=f(—x)}, reflejar la grafica de y = f(x) en el eje Y
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EJEMPLO 2.| Utilizando las graficas de y = | x | yladelay = +/x , graficar las

siguientes funciones:

a. y=—|x| b. y=\—=x

Solucion
a.Lagrificade y=— x| se obtiene reflejando en el eje X la graficade y=| x|

b. La graficade y= \F;c se obtiene reflejando en el gje Y la graficade y= \ﬁ

Y ¥y=|x]

ESTIRAMIENTO Y COMPRESION

Sea ¢ una constante positiva: e > 0.

1. Para obtener la grafica de y = ef(x), modificar verticalmente ( alargar o
comprimir) con factor ¢ la grafica de ¥y = f(x). Esta modificacion es un

v

alargamiento si ¢ > 1 y es una compresiénsi 0 <c<1.

2. Para obtener la grafica de y = f(ex), modificar horizontalmente (comprimir
1 ; . o
o alargar) con factor — la grifica de y = f(x). Esta modificacién es una
C

compresion si ¢ > 1 y es un alargamientosi 0 <c<1,

Una argumentacion sobre la validez de estos criterios la presentamos en el
problema resuelto 6.

. LEJEMPLO 3.| Utilizando las grifica de y = v 1-x? graficar las funciones
a.g(x)= 2v 1-x? b. h(x)=%\}1—x2
Solucién

Lagraficade y = v 1-x? esla parte superior de la circunferencia x* + y? =1

a. En este caso c =2 > 1. Luego, la grafica de g(x) = 2v 1~ x’ se obtiene estirando

verticalmente con factor ¢ =2 la grifica y=+ 1-x’
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1 . 1 2 ) .
b. En este caso ¢ = E < 1. La grafica de h(x) =5 1-x° se obticne comprimiendo

] : 1 : 3
verticalmente con factor ¢ = P la grafica y=+ 1-x~

Y
2
v
v
1 it
1t
/\ .
-1 1 X -1 1 X

M f 3 1
y= 1-x? a. g(x)=2 1-x? b. h(x)=; 1-x*

EJEMPLO 4.| Utilizando las grafica de y = v 1—x? graficar las funciones

2
a. g(x) = ¥ 1-4x> b. h(x)= 1-3

Solucion

a. Tenemos que g(x) = 1/_1—4}(: = 4/ 1-(2x)* . Luego, por la regla 2, para el caso

¢ = 2, concluimos que la grifica de g(x) = v 1-4x> se obtiene comprimiendo
horizontalmente con factor ¢ = /2 la grafica y=v 1-x’

b. Tenemos que h(x) = (17 x3/4 = qj 1—()(/2)2 . Luego, por la regla 2, para el

caso ¢ = 1/2 la grifica de  h(x) =y 1- x2/4 se obticne estirando

i 1
horizontalmente con factor — = —— =2 lagrifica y=+ 1

c 1:’2
Y Y
A\ |
-1 -2
Pox°
y=+ —x a. g(x) = v 1-4x* b, Loy= ya-g

|
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ALGEBRA DE FUNCIONES
Dadas las funciones reales, f y g, la suma f + g, la diferencia f — g, el producto de

- - - f y
un numero r por una funcién rf y el cociente E se definen asi:

DEFINICION. | Seanfyg funciones reales y r un nimero real.

a. (f+2)(® = f(x) +g(x), Dom(f+g) = Dom(f) N Dom(g).
b. (f-g)(x) = f(x)—g(x), Dom(f - g)=Dom(f) N Dom(g).

c. (fg)(x) = f(x)g(x), Dom(fg) = Dom(f) N Dom(g).
d. (rf)(x) = ri(x), Dom(r{) = Dom([).
e, ( i](x) = -fﬁ, l)am(£ ) =Dom(f) N Dom(g) ~ {x ; g(x) = 0}.
g 8(x) £
Siflx)=+/x, g(x) = m y =25, hallar las funciones:
a. f+g b. f-g ¢ fg d. f e.é

Solucion
Hallemos los dominios de f y de g:
x e Dom(f) <> x2>0.Luego, Dom(f)= [0, +o0).
xeDom(g) & 9-x*20 < K< 9 & -3<x<3.
Luego, Dom(g) = [-3, 3].

La interseccion de estos dominios es:

Dom(f) N Dom(g) = [0, +e0) N [-3, 3] = [0, 3].
Ahora,

a. (f+o)x) = fix) +g(x) = Vx+ v 9-x?, con dominio = [0, 3].
b (f-g)x) = fix)—g(x) = vx - ¥9-x>, con dominio = [0, 3].

¢ 9 = fix)g(x) = \/_\/9— \/9\( x*, con dominio = [0, 3].
d, Sf 0 = 5f(x) = 5\x , condominio = Dom(f) = [0, +o¢)

____l f; _ X
) Lg W e V-

, con dominio = [0, 3] —{3} = [0, 3)
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COMPOSICION DE FUNCIONES

DEFINICION. | Dadas dos funciones fy g, se llama funcién compuesta de fy g a
la funcion fo g definida por:

(fo g)(x) = [(g(x))

Dom{fo g = {x € Dom(g) / g(x) € Dom(fj}

Observar que para que se pueda tener la compuesta fo g, el rango de g debe
intersectar al dominio de f,

1
EJEMPLO 6] Si fx)= V1-x>y g(x) = hallar:

afog b.gof c.gog d. fof
Solucion

a. (fog)(x) = figx) = R1/) =y 1-(1/x)? = ¥ 1-1/x2
b. (go f)(x) = gflx)) =g(V1-x7 )= 1

1-x

2
¢ (o2)) = e = 8(x) = = = x
d. (fo D)= fRN) = INT-2 ) =\I-(WI-% ) = Vx? =|x|

(gof(x) = 4x2+7 # 16x% -40x +28 = (fo g)(x)

Este ejemplo demuestra que la composiciéon de funciones no es conmutative.
Estoes, (gof) # (fo g). Enefecto:

st =4 1-1i2? 32

= (fog(x;
1-x
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Si =755 » g9=x* y h(x)=x~2, hallar

a.fogoh b.fohog c.hogof
Solucion

_ 3
. (fo g0 h )(x) = (Fo g)h(x)) = fleth(x)) = Rg(x - 2)) = A(x— 2)*) = =2

1+(x-2)°
b. (foho g)(x) = (fo h)(g(x)) = f(h(g(x))) = {(h(x*))
x> -2 _ =2

I+x*=2  xt=]

e. (hogo A(x) = (h o &) =h(e(0) =h(e(Tz ) =v((T55 ))

= fix*-2)=

3
X \3 -
=l grgd =2 (1+x)°

-5
EJEMPLO 8.| Si F(x)= , hallar tres funciones f, g y h tales que
Vx2-3 =

F=fogoh
Solucidén
) =5 ;

Sifix)= 5 g(x) =\f!_( y h(x)=x*-3, se tiene:
-5
2.3

Estas funciones no son iunicas. Las siguientes funciones también satisfacen el
requerimiento:

fix) =

(fo g0 h)(x) = (Fo g)(h(x)) = Re(x)) = gl - 3) ) = (/x> -3 ) =

=

i

gx)=x-3 y h(x)=x*

PROBLEMAS RESUELTOS 1.2

[PROBLEMA 1.| Usando la graficade y = Ix ] ejemplo 5 seccion 1.1, y usando
las técnicas de la transformacion, bosquejar la grafica de

a. y=[—x] b.y={x/2]

Solucidén

a, El grificodey= {—x]l se obtiene reflejando en el eje Y el graficode y= [x]
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b. La grafica de y = [x/2] se obtiene de la grifica de y = [x], alargandola

1
horizontalmente con factor — = —L- =2.
c 1/2

b. y=[x2]

[ PROBLEMA 2. | Usando las técnicas de la transformacién de gréficas, bosquejar

la grafica de y=—1’ -21—34 + 3
Solucién

Paso 1. Tomamos la grificade y = vx, que es ya conocida.

Paso 2. Construimos la grafica de y =+/ x/2, la cual se obtiene de la grifica de

Y= Ix alargandola horizontalmente con factor L. T}—z =7
C

Paso 3. Construimos la grafica de y = -~/ x/2, la cual se obtiene de la grafica de
y= NET) reflejandola en el eje X.

Paso 4. Construimos la gréfica dey =~ m + 3, la cual se obtiene de la grafica de
y=—+/x2 , trasladéndola 3 unidades hacia arriba.

Ly=+Vx 2 y=yx2
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[PROBLEMA 3.| Teniendo en cuenta la grifica de y = cos x y usando las técnicas
de la transformacion de graficas, bosquejar la grafica de:

a. f(x) = 2cos x b. g(x) = cos 2x
Solueidn

a. La grafica de la funcién fix) = 2cos x se obtiene de la grafica de y = cos x,
estirandola verticalmente, con un factor de 2.

b. La grafica de g(x) = cos 2x se obtiene de la grafica de y = cos X, comprimiéndola

. 1
horizontalmente, con un factor de %
Y

~y=12cosx

f(x) = 2cos x g(x) = cos 2x
Observar que el periodo de g(x) = cos 2x es m, que es la mitad del periodo de

: 2n
y = cos X. En general, el periodo de y =coscx es —.
€

[PROBLEMA 4.] Seala funcion h(x)= v 4-x% +

a. Hallar el dominio de h.

4-x*

b. Hallar dos funciones f y g talesque h=gof
Solucion

a. Para que v 4-x? sea rcal debemos tener que 4 — x* 2> 0. Ademas, como 4 — X2

aparece como un denominador, debemos exigir que 4 — x> £ 0. Uniendo las dos
condiciones debemos tener que:

=220 =% JE4 = |x|€2 & -2<r4D
Luego, &' domin . S b s of riervalo (=2, 2).

h.Sifix)=+4-22 y aly) = v L snemos que

(gof)(X)=g(fx)) = g@ -} = vda-x? + = h(x)

1
4 - x?
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[PROBLEMA S.] Seag(x)=x-1y h(x)= x2.

a. Hallar una funcion p talque gop=h

b. Hallar una funcién ftal que fog=h
Solucion

a. gop=h = gpx)=hx) = pEI-1=x* = px)=x>+1
b. fog=h = flgx)=h{x) = flx-1)=x
Luego, f(x)=flx+1-1)=f{(x+1)-1)=(x+ 1)

[ PROBLEMA 6. | Justificar el criterio de estiramiento y compresion de una grafica.

Solucidon

1. Tomemos cualguier punto (x, f{x)) del grafico de y = f{x). Si a la ordenada de
este punto lo multiplicamos por ¢, obtenemos el punto (x, cf(x)), que esti en la
grafica de  y = cf{x). Pero multiplicar s6lo las ordenadas de los puntos (x, f{x))
por ¢ significa alargar {si ¢ > 1) o comprimir {si ¢ < 1) verticalmente con factor ¢
la grafica de y = f{x).

2. Tomemos cualquier punto (x, f(x)) del grafico de y = f{(x). Si a la abscisa de este
punto lo multiplicamos por 1/¢, obtenemos el punto (x/c, f(x)). Si hacemos

. z= xfc, tenemos que x=cz y (x/c , f(x)} = (2, f(cz)), que esta en la grafica de
y = flcx). Pero multiplicar las abscisas de los puntos (x, f{x)) por 1/c significa

comprimir (si ¢ > 1) o alargar (si ¢ < 1) horizontalmente con factor 1/c la grafica
de y = fx).

PROBLEMAS PROPUESTOS 1.2

1. Usando la grafica de f{x) = x°, bosquejar los graficos de:
a.y:x3—3 b.yz(x—l)?’ c.y:—x3+1 d.y=—(x—1)3+1
1
2. Usando la grafica de  f{x} = % bosquejar los graficos de:

1 1 1
a.y= —=-2 b y= —2 c.y=-— d. y=
X X

+5

x-2 x-2

3. Usando la graficade y = [x]l, bosquejar el grafico de:
a.yrf[x] b. y:[2x1| c.y:%{x}
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4. Utilizando la grifica de la funcién y = sen x y las técnicas de traslacion y
reflexion, graficar la funcion y=1-sen (x— lzt—)

5. a. Considerando la grifica y = cos x y usando las técnicas de la transformacion de
graficas, bosquejar la grifica de y = - 3cos 4x.
b. ;Cuil es el periodo de y = — 3cos 4x ?

f
En los problemas 6, 7y 8 hallar f+g, {-g fg y E con SHS respectivos

dominios.

6.ﬂx)=%x—. g(x)= ¥ 2-x 7.8%) = v 16-x2 , a(x)= v x2 -4

1 3
_, g=3K
Vv4-x2
9. Hallar el dominio de la funcién f{x) ='\}4 -x + \fx -1

- 8. f(x)=

- . _ 1
10. Hallar ¢l dominio de la funcién f{x) = '\f:: + \fx_’fi

3[3-x +3fx+2

11. Hallar el dominio de la funcién g(x) = 29

En los problemas del 12 al 16 hallar fog,gof,fof vy go g, con sus respectivos
dominios.

12, f(X)‘KZ—l,g(X):J; 13. flx) = x2, g(x) =vx-4
14,000 =x2 - x, g0 = — B, g=3R

X L=
16. fx) =V x2 -1 , g(x)=y1-x

En los problemas 17y 18 hallar fo go h.
1 X
17. fix)=vx, g(x) =—. h(x) = x2~1 18. fx)= ¥x, a(x) = I—"— hix) =% - x
X + X
19. Si f(x) :ﬁ; , hallar, con su respectivo dominio, fo fo f.

En los problemas del 20 al 23 hallar dos funciones fy g tales que F=fa g.

20.F(x) =] ix 21 F(x) = -3 ++Jx
22.F(x)= 3 (2x-1)? 23. F(x) =~

¥—x+1

En los problemas 24, 25 y 26 hallar f,g y htales que F=fo go h.
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2

- 3 25. F(x)= 3 x2+| x|+ 1 26. FO= YVx -1

1+x
27. Sif(x)=2x+3 y h(x)= 2x% - 4x + 5, hallar una funcién gtalque fog=h.

24. F(x) =

28. Sif)=x-3 y h(x)= hallar una funcién g tal que go f=h.

2 3

SECCION 1.3
FUNCION INVERSA

Sea f: A — B una funcién con dominio A y rango B. f asigna a cada elemento x de
A un tnico elemento y de B. En caso de ser posible, queremos invertir a f; es decir, a
cada y de B regresarlo, sin ambigiiedad, al elemento x de A de donde provino. A esta
nueva funcion, con dominio B y rango A, s¢ la llama funcién inversa de f y se denota

por £

No todas las funciones tienen inversa. Asi, de las dos funciones f y g dadas a
continuacion, sélo f tiene inversa. La funcion g no la tiene debido a que el elemento
3 proviene de dos elementos de A, a y ¢. La funcian inversa de g tendria que asignar
estos dos elementos a 3, pero esto no es posible porque viola la definicion de
funcion. f-1

O

Las funciones, como f, que elementos distintos del dominic asignan valores
distintos del rango, se 1Iaman funciones inyectivas. Estas son las funciones que
poseen inversa.

DEFINICION. | Una funcion f: A — B es inyectiva o funcién uno a uno si:

x1#x = f(x)) #(x)

Es decir, si a elementos distintos del dominio, son asignados
elementos distintos del rango.

Y
Para determinar si una funcion real de variable it
real f es inyectiva contamos con el criterio de la y /; N~
recta horizontal, que es similar al criterio de la : ; f
recta vertical usado para determinar si el grafico / i i
de una ecuacién corresponde al grafico de una x' '_
funcion. : %2 X




32 . Capitulo 1. Funciones Reales

Si una recta horizontal corta al gréfico de f en dos puntos, como indica la figura,
entonces existen dos puntos x; y x, del dominio de f tales que y = f{x,) = f(x,). Esto
implica que f no es inyectiva. Esta deduccion nos ilustra el criterio antes mencionado:

CRITERIO DE LA RECTA HORIZONTAL.

Una funcién real de variable real f es inyectiva si y sélo si toda recta
horizontal corta al grifico de f a lo mis en un punto.

y=a2
= . ; Y
EJEMPLO 1.| Mostrar que la funcion f{x):x3 es Inyectiva. |
Selucion
Toda recta horizontal corta al grafico de f{x) = x> X
exactamente en un punto. Luego, el criterio de la recta —
horizontal nos dice que esta funcién es inyectiva.

EJEMPLO 2.| a. Mostrar que la funcién g(x) = x2+2 noes inyectiva.

b. Restringir el dominio de g para obtener una nueva funcién f que
sea inyectiva.
Solucién

a. Aplicando el criterio de la recta horizontal vemos que existen rectas horizontales

2

que cortan al grafico de g(x) = x“ en mas de un punio.

b. Sea f larestricciondega [0, +wx). Estoes,  (x)= x%+2,conx 0. es

inyectiva
Y Y
2
2
0 X 0 X
g(x)=x"+2 f(x)=x>+2,x22

EJEMPLO 3. | Sifes monodtona (creciente o decreciente), entonces f es

inyectiva.

En efecto, si f es creciente o decreciente, entonces toda recta horizontal cortara al
grafico de fa lo mas una vez. Luego, el criterio de la recta horizontal nos asegura que
f es inyectiva.
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DEFINICION. | Sea f: A — B una funcién inyectiva de dominio A y rango B. Se

llama funcién inversa de f a la funcion
f7:B— A tal que
x=1"'y) @ y=1x) (1
La expresion (1) anterior es equivalente a
i) =x,VxeA y ff'®)=y,YyeB ()

En efecto, si en x = f ~'(y) reemplazamos y = f(x), obtenemos x = f ~'(f(x).
Similarmente, sien y = f{x), reemplazamos x = f"(y), obtenemos y=f(f "(y)).

[OBSERVACION.] No confundir f'(y), con el cociente f_(]_) Para evitar
X

ambigliedad, al cociente f(l ) lo escribiremos asi: [ f{x) |~
X

ESTRAREGIA PARA HALLAR LA INVERSA DE UNA FUNCION
Paso 1. Resolver la ecuacién y = f(x) para x en términos de y: x=1f"'(y),

Paso 2. Enx=f"'(y), intercambiar x por y para obtener, finalmente, y = f ~'(x)

GRAFICA DE LA FUNCION INVERSA.

En vista del paso 2 donde se intercambia a x por v, la gréfica de la funcién inversa
se obtiene reflejando la grafica de y = f(x) en la diagonal y = x.

EJEMPLO 4. | Hallar la funcién inversa de f{x) =x L 2, x 2 0. Graficarla,

Solucion fxp=x2+2, x2z0
- 2. : ! s

Pasol. y=x"+2 = x"=y-2 = ! &

!

i

'

Como x 20, tenemos X =,/ y-2 ’
2 -
Paso 2. Enx =,/ y—2 intercambiamos x por y ﬁ; 122

obtenemos: £'(x)= v x—-2,x22 2 =

X=% Jy-2
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4x+7

EJEMPLO 5.| Sea la funcion g(x) = .
2x+5

a. Hallar el dominio de g.
b. Hallar la funcién inversa g_' ;

Solueion
a. Debemos tener que 2x + 5 # 0 = x = —5/2. Luego, Dom(g) = {x/x=# -5/2}

4x+7

= 2xy +Sy=4x+7 = 2xy—-4x= -5y +7
2x +

b. Pasol. y=
Sy +7
2y—-4
—Sx+7
2x -4

Y

= x(2y~-4)==-35y +7 = x=

Paso 2. Intercambiamos x por y obtenemos: g_l(x) =

¥ —5x+7

4x+7 5 |
a— x —
g (x) —

&) = 2x+5

Y
1

h
1
1
‘

------ 4——0:_2.-_—_-5‘.-- L o
! =512

PR T S ]

Teniendo en cuenta que la grafica de f “!se obtiene reflejando en la diagonal
principal la gréfica de f, se deduce los siguientes resultados:

a. Sifes creciente, entonces £~ Les creciente.
b. Si f es decreciente, entonces f ~les decreciente

PROBLEMAS PROPUESTOS 1.3

*  Hallar la funcidn inversa de cada una de las siguientes funciones. Graficarla.

1 fx)=2x+1 2. 8(x)= x2=-1,x20 3. h(x)= x3+2
VI 0 L 5. 1(x)= v 16-2x g g 22080
X Ix+7

7. Probar formalmente que:
a. Sifes creciente, entonces f | es creciente.
b. Sifes decreciente, entonces f ~Tes decrecicnte

— — — =

—
—— —_—
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SECCION 1.4

35

FUNCIONES TRIGONOMETRICAS INVERSAS

Las funciones trigonométricas no son inyectivas. Restringiremos el dominio de
cada una de ellas para conseguir esta propiedad y, de este modo, lograr una funcidn
inversa. Estas funciones restringidas y sus respectivas inversas las presentamos a

continuacién.

FUNCION SENO INVERSA O ARCOSEN

sen:[—g, g—]“—* [-1, 1]

Y =sen '(x) <> x =sen Y

y =sen x

sen ':[-1,1] —

y —ri2<y<n/2

[-r/2,7/2]

FUNCION COSENO INVERSA O ARCCOS

cos ':[-1,1] — [0, 7]

cos: [0, 7] — [-1,1]

y=cos'"1(x) < x=cosy, 0<y<n

¥
1
n
5\ X
2
-1
¥ = cos X

N

v

~|

™

=]

y=

1 X

cos ' x

FUNCION TANGENTE INVERSA O ARCTAN
tan"':R — (-7/2, 7/2)

y=tan~'(X) < x=tany, -2 <y <7/2

tan : (-/2, 1/2) — R

Y

A

y=tanx
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FUNCION COTANGENTE INVERSA O ARCCOT

cot: (0,1)—R

cot ":R— (0,%)

y =cot '(X) © x=coty, 0<y<nm

y=cotx

y=cot_lx

FUNCION SECANTE INVERSA O ARCSEC

see:{ 0, W/2) U [x, 3n/2) —R = (=1, 1). see 'R - (=1, 1)—[0, n/2) U [, 37/2)

y =sec "'(x) © x=secy,

y =secx

O<y<a2 & = <y <3n2

LA FUNCION COSECANTE INVERSA O ARCCOSEC

cosee: ( 0, ©/2] U (x, 37/2]—R- (=1,1). eosec™: R— (=1, 1)—( 0, n/2] U (x, 3n/2]

y=cosec” ' (x) < X=cosecy,

Y '

3n/2
- __...+_I_|__;
x5 o

[

¥ = cosce X

1
:
1
1
14 i
1
1
L}
T

k]

O<y<sn/2 6 @ <y<3n/2

y =cosec 'X
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[OBSERVACION. | Algunos autores restringen lasecantea [0, n/2) U (n/2,n ] en

lugar de | 0, @2) U [x, 372), como lo hemos hecho nosotros. La escogencia
nuestra tiene la ventaja que simplifica la férmula de la derivada de la funcién y

=sec”! X, va que evita la aparicion de un valor absoluto. Sucede un caso similar
para la cosecante.

EJEMPLO L.

[l n x 1 T M T

a. sen | —|=—, yaquc sen—=— ¥y —— £— < —

2) 6 6 2 2 6 2

b 2 3“ ya que cnsS—n——l'@ y 0 g5 <7

’ 2] a4 4 2 &

c. tan~ —l =w i , vaque tan[—E-]:—l y i
4 4 2 4 2

d cot'l(—\/?:)z , Yaque cot(SGnguﬁ y g<% <7

, Yaque cosec [

PROBLEMAS RESUELTOS 1.4

[PROBLEMA 1. | Hallar a. sen [tan"(uz)) b. tan(sec™(-57))

Solucion

a. Sea o= tan™'{1/2 ). Luego, tan o =12,y O0<a<n2.¥

Con estos valores, tomando en cuenta la definicién f 1
de tan «, construimos el tridngulo rectdngulo adjunto. . 5
Vemaos que: I X
sen (tan_l(l/Q)) =sena =1/5 +Y
i 5 ] 5
b. Seap = sec (—5,3) ; 3 E,..\ ,
Luego,secf=-5/3 y m < B <3n/2. X
Ahora, A
= T T _ -4 4
tan(sec (—J,’:))ftanB—_—:;fE 34 179
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[PROBLEMA 2.] Si — 1 €£x < 1, expresar en términos de x:

a. cot( sen”lx) b. sec(sen_lx)
Solucién
Sea o =sen'x .Luego, sen o =x,donde —n/2 < o <m/2

Observando que sen o = ? construimos el primer tridngulo rectangulo si x>006
el segundo, si x < 0. Allf, x corresponde al cateto opuesto y | a la hipotenusa. El otro
cateto, aplicando el teorema de Pitdgoras, es = v 1 — x2 . De estos dos valores,
tomamos el positivo: 1 =x® porque esta raiz corresponde acos o y cosoa >0

cuando —7n/2 < o /2.
Yy
y N
@ X 1-x?

> Sa >
X
1-x?
Ahora,
-1 -2 . -1 :
a. cot( sen” 'x)=cota= ,SiX#0 6 cot(sen” x)=0,six=0
X
w0 |
b. sec(sen "x)=seca=
: 1-%*

[PROBLEMA 3.| Hallar, sin calculadora, el valor de

sen [cot'l(-—5f12) - cos_1(315) ]
Solucién
Sea a= cot‘l(—S/IZ) . Luego,
cotaa=-5/12 y n2< a<nz
Sea B = cos™'(3/5). Luego,

cosPp=3/5y 0<B<n2
Ahora,

sen [cot“l(-SIIZ) - cos_](BIS) ]

=sen[rx -ﬁ]= sena cosP-cosa senfl = == - —— =

[PROBLEMA 4.] Resolver la ecuacién tan™'(2x - 3) =1

Solucién
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tan‘[(Zx - 3) =1 & 2x-3=tan(1)
Mediante una calculadora hallamos que tan (1) =1,5574077, Luego,

2x—3=1,5574077 = x= % (1,5574077 +3 ) = 2,787038

PROBLEMAS PROPUESTOS 1.4

En los problemas del 1 al 9 evaluar las expresiones indicadas sin usar
calculadora.

1. sen” ] («/5/2) 2. sec—l(—ﬁ) 3 cos—l(—l)
4. tan N=3) 5, cot (=1) . cosec” (=2)
7. Dado y= sen_l( 1/3) hallar el valor exacto de

a.cosy b.tany c.coty d.secy €. cosecy

8. Dado y= sec | (Jg /2 ), hallar el valor exacto de
a.seny b.cosy c.tany d.coty €. COSec y

9. Dada y= tau_l(—3) hallar el valor exacto de
a.seny b.cosy c.coty d.secy €. COSeC y

En los problemas del 10 al 13 hallar el valor exacto de la expresion indicada.

10, sen (cos_l( 432 ) 11. cosec ( tan_l(—z ) )
12. sen ( tan™ \( -3/4 ) 13. tan (senﬂl( -3/4))

En los problemas 14 y 15 hallar el valor exacto de la expresion indicada
14. sen” ! ( cos (~1/6) ) 15. tan ! (tan (4573 ) ).

En los problemas del 16 al 19 hallar el valor exacto de la expresion indicada.
16. cos (sen(1/3) + tan"'(1/3) ) 17. sen (2cos(1/3) )
18. tan(2sen”'(—v3/2) | 19. cos((1/2)sen~" (5/13) )

En los problemas del 20 al 23 hallar las expresiones algebraicas
correspondientes

20. sen(tan_l(x) ) 21, tan(sen_l(x))
22, sen( cos (x/2)) 23. cos ((1/2) cos” (%))

Resolver las siguientes ecuaciones:
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24. sen” (% )=—% 25 sen_l\fﬁ = cos ! x
26. tan’x + 9tanx — 12 =0 y = <.X<£
2 2
SECCION 1.5

FUNCIONES EXPONENCIALES
LEYES DE LOS EXPONENTES

Recordemos que el conjunto de los mimeros reales esta conformado por la unién
de dos conjuntos disjuntos: El conjunto de los niimeros racionales y el conjunto de
los nimeros irracionales. Un nimero real es racional si ¥ sélo si éste tiene una
expresion decimal periddica. En cambio, un nimero real es irracional si y sélo si éste
tiene una expresion decimal infinita no periddica.

Queremos definir a* , donde a es un nimero real positivo y x es cualquier nimero
real. Para x racional, la situacién no es complicada. La dificultad aparece cuando x es
irracional. Aqui tenemos que recurrir al concepto de limite, pero este es un concepto
que todavia no se ha estudiado. Sin embargo, trataremos de presentar una

presentacién intuitiva. Veamos, en primer lugar, el caso de a®, cuando x es un
racional.-
Sea a un nimero real positivoy X un niimero irracional,

1. Si x =n, donde n es un entero positivo, entonces

a*=a"=aa...a

2.8ix=0, a¥ =1
a 1

3.8i x=-n, nesun entero positivo, entonces a~ ! = —

aI'I

4. Si x=m/n , donde my n son enteros positivos, entonces

e. 473 =

I
Ly
[ S

=L d. 42 = (4‘/2)5 = (JZ)S =(2)°

L“"I—‘
N
=~
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Ahora veamos el significado de a* cuando x es irracional. Lo hacemos mediante

el caso particular de 2”. El mimero n es uno de los nimeros irracionales més
conocidos, que aparecio en la Geometria, en el estudio de la circunferencia.

El nimero n tiene un desarrollo decimal infinito no periddico. Sus 30 primeras
cifras son:

7 =3,141596253589793238462643383279. ..

Considerando esta expansion decimal de 7 construimos las dos siguientes
sucesiones de nimeros racionales:

1) 3,1 3,14 3.141 3,1415 ...y 2) 32, 3,15 3,142 3,1416. .

Los términos de la primera sucesion se aproximan a w por la izquierda (menores
que 7). Los términos de la a segunda sucesidn se aproximan a m por la derecha
(mayores que 7 ).

Ahora, las sucesiones anteriores, permiten aproximarnos a 2™ por la izquierda y
por la derccha, con las siguientes potencias racionales:

3,1<x<32 = M .£2T <P
3,14 < <3,15 =5 Bk g R0
3,141 <n<3,142 = 221 <2% <2M4
31415 <n<3 1416 = THB 2% gt

Se prueba, haciendo uso de las propiedades basicas de los mimeros reales, que
existe un unico mimero real que es mayor que todos los mimeros:

23.[ < 2],!4 < 23.!4[ <23,[4[5_ »

y menor que los nimeros:

23,2 < 23.[4 < 23,14] < 23‘1415

A este tinico real se lo denota por 2% .

Algunas calculadoras nos dicen que
2™ = 8,824977827
Este proceso anterior que nos permitié definir a 2™ podemos repetirlo para definir
a*, donde a es cualquier niimero real positivo y x cualquier nimero irracional.

El siguiente teorema resume las propiedades de los exponentes. La demostracién
de estas propiedades, para el caso de exponente racional, no es de gran dificultad. Sin
embargo, para el caso de exponentes irracionales, la situacién no es simple. Por esta
razén, al teorema sélo lo enunciamos, omitiendo la demostracion.

[TEOREMA 1.1]| Leyes de los Exponentes
Sean a y b nimeros reales positivos, ¥ sean x ¢ y nimeros
reales cualesquiera. Se cumple que:
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1. a% =1 2 Al =4 3. a%a¥ = a* Y
a¥ ¥
4. — =a""? 5 bﬂ =2y 6. (ab)* = a*p”
a)
X
. [ﬁ]u_ § atml
b b* a®
EJEMPLO 2.
312 3/2
i B e B 3B/2) - (/2) o 3% =
43 3
b (32.f3 31x‘5)“’ = 3(3)6, 40/6)6 = 34 31 = 3441 = 35 — 543

LAS FUNCIONES EXPONENCIALES

DEFINICION. | Sea a un miimero real tal que a > 0 y a # 1. La funcién
exponencial con base a es la funcién

R R,
f(x) =a*

EJEMPLO 3.| A continuacion mostramos los graficos de:

X
1. y=2% 2. y=35"* 3.y=(—;—] =g 4.y=(

Todas las graficas pasan por el punto (0, 1),

debido a que a’ = 1. ¥

~ Sia>1,amedidaquela a aumenta,la 2 sy & F

funcion f(x) =a ™ crece mdas rapidamente.
p

En la definicion de la funcion
exponencial, se ha eliminado labasea=1, ya

que en este caso, [{x) = 1* = 1,eslarecta 1
horizontal 'y = 1, la cual tiene un
comportamiento muy simple y muy distinto a 0 X

los casos cuandoa= 1.
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PROPIEDADES DE LA FUNCION EXPONENCIAL

La funcién exponencial f(x) = a* tiene las siguientes propiedades:

1. Escrecientesia<1 y esdecrecientesi 0 <a<l1.

) fy Y
v f
{0, 1)
(0.1) ——____\H-
X
f(x)=a*, dondea>1 f(x) = a*, dondea<1

2. Dominio: R, rango: R"=(0,+ ).
3. Es inyectiva

4.La grificade f corta aleje Y en (0,1), yaque a’ =1.

EJEMPLO 4.| Mediante la técnica de traslacion y reflexidn, y teniendo en cuenta

el grafico f{x) = 2%, dada en el ejemplo 3, esbozar el grafico de:

1. g(x)=2% +2 2. h(x)=2*"2 3. gx)=-2%
Solucién
1. Vemos que g(x) = 2% + 2 = f(x) + 2. Luego, el grafico de g(x) = 2* + 2 se obtiene
trasladando verticalmente el grafico de f{x) = 2* dos unidades hacia arriba.

2. Vemos que h(x) =22 = f{x — 2). Luego, el grifico de h(x)= 2*~ 2 se obtiene
trasladando horizontalmente 2 unidades hacia la derecha el grafico de f{x) =2%.

3. Vemos que gq(x) =-27° = - f{—x). Luego, el grifico de q(x) se obtiene en dos
pasos. Se refleja la grifica de fen el eje Y. Luego, este se refleja en el eje X.

Y y=2%

y=12% y=2r

g(x)= 2% +2 h(x) = 2X2 gx)=-27*
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EL NUMERO ¢

Se demuestra que los numeros irracionales son mas abundantes que los racionales.
Sin duda, este es un resultado que choca con nuestra intuicién. Esto se debe a que
los irracionales son poco conocidos. Existen dos nimeros irracionales famosos: El
namero n Yy el numero e. El primero juega un papel fundamental en la Geometria y
en la Trigonometria y el segundo, en el Célculo. A esta alturas, sin contar en nuestro
haber con el concepto limite, no podemos dar una formulacién precisa del nimero ¢.
Por ahora sélo diremos que un nitmero irracional cuyas 21 primeras cifras de su
expresion decimal, son

e=2,71828182845904523536 . . .

Este niimero, de complicada definicién, simplifica muchas féormulas del Célculo.
El nombre de e para este nimero fue dado por Leonardo Euler, probablemente por
ser la primera letra de la palabra exponencial.

LA FUNCION EXPONCIAL NATURAL
| DEFINICION. | Se llama funcién exponencial natural

a la funcién exponencial con base el Y
ntinero e. Esto es, a la funcion
f:R SR e
f(x)=¢"

Como e >1, la funcitn exponencial—_‘_l/
natural es creciente.

PROBLEMAS RESUELTOS 1.5

[PROBLEMA 1.] Simplificar las siguientes expresiones:

3’,2 3 [ 4',‘5 )5’."8
a. 2 b. [%(82/3)} c. -

Je [ % Jw

Solucion
3/2 3/2
€ € /2 - 1/2 /
g, = 1_.2-=e3-‘2 V2 = 22 = ¢
g e
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(94/5)5”‘ _ g ovz

B o3 _36H _»
g \2/3 43 2/3 5B)@s3) '2T 4
37 a3

— 22 ==
3 3@3 ;(2:’3)
2

LY

ol

-
2

]PROBLEMA 2.8 h{x)= ¢ , hallar x tal que h {x)=81.
Solucién

Como 81=3", debemos hallar el x tal que 3% =34 lgualando los exponentes
tenemos:

Sx=4 4
X I>X-5

[PROBLEMA 3.] Si f{x)= ¢** y f(1)=3, hallar £(5)
Solucién

Sif(1)=3, entonces e" =3. Luego f(S)=t=:k(SJ =(ek )5 =3* =945

[PROBLEMA 4.| Te ofrecen un trabajo que dura exactamente un mes (30 dias).
Te dan a elegir entre dos formas de pago:
a. 10.000.000 de Bs. al final del mes.

b. 1 céntimo de bolivar por el primer dia, 2 céntimos por el

segundo, 4 céntimos por el tercero y, en general, 2"! céntimos
por el dia n.
;Cudl de las dos formas de pago te beneficia mas?
Solucién

Te sorprenderd saber que la segunda forma conviene més. En efecto:

El primer dia recibe 1 céntimo y el tltimo dia ( n = 30) se recibe Il 52D
céntimos. Si S la suma total de todas los céntimos que se reciben, se tiene:
S=jagastedte, . +2%

)]
Para hallar esta suma S, multiplicamos la igualdad anterior por la razén 2
2s=2+22+23+24 . +2¥ @
Restando la igualdad (1) de la (2} obtenemos;

s=2% -2 =1.073.741.823 céntimos = 10.737.418,22 Bs
En consecuencia, conviene mas la segunda forma de pago.

45
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PROBLEMAS PROPUESTOS 1.5

En los ejercicios del I al 7 caleular el valor de las expresiones dadas:

1. (81)" 2 ¥ 3. (252 4. (25)?
23 12
5. [l—) 6. (2—7) 7. (O,Ul )*l
8 16

En los ejercicios del 8 al 13 simplificar las expresiones dadas:

=1
7
€ 345 ( ]
8- [_3'] 9. 3 3 51{,’2 5],‘-‘2 s
= 413 10.
J 54

~355 113 31.23)3
., 202 (2 . (2 333 )

V
-3 12. 5/2
(24) 161277 332 5112

En los ejercicios del 14 al 19 resolver las ecuaciones dadas.

1 x+1
14, 3% =3 15. [;J =27 16. 832 =4%

4 A
17. (32"32) =3 i 5 =g 19, X -2% = 3

En los ejercicios del 20 al 28 esbozar los grdficos de las funciones dadas. En
todos ellos, excepto el 25 y 27, use las técnicas de traslacion y reflexion.

20. y=¢**? 21. y=—2e* +1 23, g2
2. y=¢* +2 24, y=2-¢* 28, o 3®
26. y=3"**2 27. y=4% 28, y=— 471

29. Sig(x)= Ae™*, g(0)=9 yg(2) =S5, hallar g(6).

30. Sih(x) =30 -Pe ™™ h(0)=10 y h(3)=- 30, hallar h(12).
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SECCION 1.6
FUNCIONES LOGARITMICAS

DEFINICION.| Seaa>0 y a=1, Sellama funcion logaritmo de base a, y se

denota por log, , a la funcién inversa de la funcién exponencial

fR—R', f(x)=a",

Estoes. log,:R — R, log,=f""!

#%
g 4
D
JL'
i X
."’ /'l y=logx
a>1 0<a<l
Por ser y = log, (x) la funcion inversa de y = a™ se tiene que:
(1) a%a®-y @) log,(a*)=x

Las propiedades (1) y (2) equivalena la siguiente proposicién:
(3) log,(x) =y = a¥=x

Esta 0ltima equivalencia nos dice que log, (x) es ¢l exponente y al cual debe
elevar la base a para obtener el nimero x.
Como a'=a y a®=1, se tiene que:
@) log,(@)=1 y (5 log,(1)=0
Muchas veces, cuando no hay confusién, escribiremos y = log, x (sin los

paréntesis) en lugar de log, (x) .

EJEMPLO 1| a. log, 64= logs(43)=3

/ 1
b. log, 47 = log-,(?l'z):;
c. Iog{%} = EGgS(S_') =]

l -3
d. logy, 0,001= log,y —— = lo 10" ==-3
g10 210 1,000 gio
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EJEMPLO 2| Resolver las siguientes ecuaciones:

a. 28164 b. 2logo(4x)=1
Solucion

a. Aplicamos log, a ambos miembros:
logy (2% )=1log, 64 = log, (2% ")=10g,02%) =

(8x-1)logy;2=06log,2 = B8x-1=6 = x-——%

1
b. Zlogg(dx)=1 = log9(4x)=-5 = 4x=9"2= 4x=3 = x=%

PROPIEDADES DE LA FUNCION LOGARITMO
La funcién logaritmo y = log, x ticne las siguientes propiedades:
1. Escrecientesi a>1 y decrecicntesia<1.
2. Dominio =R", rango=R.
3. Es biyectiva.
4. La grifica de y = log, x corta al eje X cn (1, 0). No corta al eje Y.

[TEOREMA 1.2] Leyes de los Logaritmos

Sia>0, a#1,u>0, v>0 yn esun real, entonces

1. log,(uv) = log, u + log, v (Logaritmo de un producto)

2. log H[EJ = log, u — log, v (Logaritmo de un cociente)
v

3. log,n" =nlog,u (Logaritmo de una potencia)

Demostracion

1. Six=log, u e y= log, v, entonces
u=a*,v=a¥ y uv=a%¥a¥=a¥"¥
Aplicando log, a la tiltima igualdad y usando la propiedad (2) de la definicion
de la funcion logaritmo:

log, (uv) =log, (a* ") =x+y=log, u + log, v

Las prucbas de 2 y 3 son similares a la dada para 1, y se dejan como ejercicios.
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EJEMPLO 3. Sean X, y, z numeros reales positivos. Expresar en términos de los

logaritmos de x, y, z las siguientes expresiones:

4 2
i loga[h \3/;} ii. Ioga'?{ :; =
¥ Yz
Solucion
(%% x4z
i. log, e log, S
y ¥

= Ioga(x“zl'fz) - log, y3 (por 2)
= log, x* + log, V2 _ log, y3 {por 1)
=4log, x + %loga 2— 3oy ¥ e T}
17
. y3z"' = y3z4
1 x?
=~ log,| —— (por 3)
) a( y324]
I
= = [Ioga x2 —Ioga(y3z")] {por 2)

- % [hgaxz - (Iogay3 + 105324) ] (por 1)

2 3 4
= = log, x— - log, y— = log, 2 {(por 3)

LA FUNCION LOGARITMO NATURAL

La funeién legaritmo natural es la funcion logaritmo con base e, A esta funcion
se lo denota por ¥ =In x. O sea,

Inx= log, x ¥

La funcion y = In x es Ia inversa de la funcién

(e, 1)
il /
exponencial y= e* . Por lo tanto: :

! [ X

(1) e™*=x y (@) Ine*=x
0, equivalentemente,
(3) y=lnx & e¥=x

=g, tenemos que lne=1

Como ¢!
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EJEMPLO 4.| Resolver la ecuacion 32¥*! =353%~!

Solucién
A ambos miembros de la ccuacion aplicamos In:

m3ZH = sl = x+DI=Ex-1h5 =
2xIn3+In3=3xIn5-In5 = 2xIn3-3xIn5=-In5-1n3
= x(2In3-3I5)= (IS5 + In3)
In5 +1In3

= XF—
2In3-3In5

1,03

[OBSERVACION. | Los logaritmos més usuales son los naturales (base ¢) y los
decimales (base 10). Tratindose de los logaritmos decimales,
es comun omitir la base y escribir, simplemente, log x en
lugar de log g x .

CAMBIO DE BASE LOGARITMICA Y EXPONENCIAL

La siguiente igualdad nos permite expresar una funcién logaritmica de cualquier
base en términos de la funcion logaritmo natural.

I TEOREMA 1.3| Cambio de Base Logaritmica.

Si x> 0 entonces

log,x = Inx
ina
Demostracion
y=log,x =>a¥=x = Ina¥=Inx = yla = Inx
Inx Inx
= Y= Ja = logx o

COROLARIO. loge =

Demostracién

En la formula del teorema tomar x = e. Considerar que Ine = 1.

EJEMPLO 5.| Hallar: a. logse b. log, 19

Solucién
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a. De acuerdo al corolario:

logse = LT =0,6213349
In5 16094379

b. De acuerdo al teorema anterior;
In19 _ 1.2788

P = 2,124
Ind 0,6021

logy4 19 =

51

[TEOREMA 1.4| Cambio de base Exponencial.

Sia>0 y a#1,entonces

8‘7(=eunzln=1

Demostracion

X
Sabemos que a= e™?®  Luego, a* = (el“a) = gXina

PROBLEMAS RESUELTOS 1.6

{PROBLEMA 1.| Resolver las siguientes ecuaciones:
a. log 4x=2/3 b 3% L=31

Solucidn

2
A log 4x=203 = 4x=27" 5 4x= (327 F =3"= 9 = x=o
b. Tomando Iog3 a ambos lados de la ecuacion:

log, 32" ' = log 81 = 2x~ I =log( 1y = 2x—1=4 = x=5n

[PROBLEMA 2. | Graficar la funcién y=In|x|.

y= fn(_,‘t) y= (X

Solucién \ . /

De la definicion de | x | tenemos que: i
In x, six >0

y= ln! X | = d
In(—x),six <0

En consecuencia, ¢l grafico de y = In| x |

se compone de dos graficos: Elde y=Inx, x>0 y eldey=In(—x), x<0. Al

primero lo conocemos y el segundo se obtiene del primero reflejandolo en el eje Y.
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PROBLEMAS PROPUESTOS 1.6

En los ejercicios del 1 al 8 calcular el valor de la expresién, sin usar tablas ni
calculadora.

1 1
Pl y Ll 3. 1o 81
1. 10g2(64] 2. 105”[16J g2, (81)
2in3
4. log 0 (0.1) 5, cln3 6. ¢
7. ln3)/2 g, 3in2-2in3

En los ejercicios del 9 al 19, resolver la ecuacion dada.

1

9. lng(25)=5 10. logs (x*~6x)=2 1l.logx +log(2x-8)=1
k 1

12. -3lnx=a 13, — - Ilnx=1 14, 4lnx=—Inx + 7
20 2

15. 3ln(lnx)=-12 16, 3¢ " =14 17. 3%l =¢3

18. 3%2% =64 19. (3-“)2 =16y 2*

En los problemas del 20 al 27 usar las técnicas de graficacidn (traslaciones y
reflexiones ) para bosquejar la grdfica de las funciones indicadas.

20, y=In(x-2) 21. y=In(x) 22, y=In(x +3)
23. y=4-Inx 24. y=4-In(x +3) 25. y=2-In{x|
26. y=3+logx 27, y=3+log(x+3)

En los problemas del 28 al 31 escribir la expresion indicada en términos de los
logaritmes de a, by c.

2 f 3 2

T T 30.m| L (& 31.In 5| 2
2.3 4

¢ a“c ay b be

En los problemas del 32 al 34 escribir la expresion dada como un solo logaritmo
de coeficiente 1.
32.3lnx + Iny - 2Inz 33. 2loga + logb — 3(logz + logx)

34, —B’-ina + 3lnb - iIm:
4 2

35. Expresar cada una de las siguientes funciones en la forma y = Ae:
a. y=(5)30% b. y=6(1,04 )"
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SECCION 1.7
APLICACIONES DE LAS FUNCIONES
EXPONENCIALES Y LOGARITMICAS

Algunos fenémenos de las ciencias naturales, ciencias sociales y ciencias
econémicas son modelados mediante las funciones exponenciales o logaritmicas.
Veamos algunos casos simples, como el crecimiento de poblaciones y decaimiento
radioactivo. Mas adelante, cuando tratemos el tema de ecuaciones diferenciales, se
verdn casos mas complejos.

CRECIMIENTO ESPONENCIAL ¥

Sea f(t) una funcion donde la variable independiente t
representa al tiempo. Se dice que f{t) crece
exponenciatmente, si se cumple que:

kt
f(it)y=Aak", o
donde a > 1 y A v k son constantes positivas.
Observar que fes creciente y que f{0) = A.

EJEMPLO 1.| Se sabe que una poblacién de bacterias se triplica cada minuto. Se

inicia un cultivo con una poblacién de 50 bacterias
a. Hallar la ecuacion de crecimiento de la poblacion
b. ;Cuantas bacterias se ticne después de un cuarto de hora?

Solucién

a. Se t el nimero de minutos transcurridos desde el inicio del cultivo.
Al inicio, cuado t = 0, setiene: f0) =350
Después de un minuto, se tiene: f{1)=f{1) = 50(3)
Después de dos minutos, se tiene: f{2) = 50(3)(3) = 50( 32)
Después de tres minutos, se tiene: f{3) = 50( 32)( 3)=50( 33)
En general, después de t minutes, se tiene:
fit) = 50(3")

b. Después de un cuarto hora, o sea céuando t= 15, se tiene:
f{15) = 50( 3]') ~ 717.445.350 bacterias,

DECAIMIENTO EXPONENCIAL ¥

Una cantidad ((t) decae exponencialmente si se
cumple que:
f(t)= Aa~™
dondea> 1 y A y Kk son constantes positivas.

Se tiene que f{0) = A y fes decreciente.
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Un fendmeno muy importante que cumple esta condicion
es la desintegracion de un material radioactivo.

Los materiales radioactivos se caracterizan porque se desintegran (decaen) de
manera espontanea para transformarse en otro ¢lemento, Experimentalmente se ha
comprobado que el decaimiento sigue un modelo exponencial. Si N(t) es el nimero
de atomos de cierto isétopo radioactivo en un instante t, entonces

N() = Noe ™*" | (1

donde Np=N(0) es el nimero de dtomos en el instante t = 0 y k es una constante
positiva, que depende unicamente del elemento radioactivo. Si k es grande, el
material decae rdpidamente. Si k es pequefic (cercana a 0), el material decae
lentamente.

EJEMPLO 2. | La cantidad Q(t) de un material radioactivo después de t afios esta

dada por

Q)= Ae~ 00004
Después de 2.000 afios quedan 300 grs. ;Cuantos gramos habla
inicialmente?

Solucién
Tenemos que: 300 = Q(2.000) = Ao 000MQR000) . 4o=08
A= —Bj%o? =300e%8 & 667,66 gramos.
e~ 0

DECAIMIENDO RADIOACTIVO Y VIDA MEDIA

La vida media de material radioactivo es el tiempo que tarda cualquier muestra del
material en desintegrarse la mitad de ella. Asi, se sabe que la vida media del Polonio
210, (un isétopo del Polonio) es de 140 dias. Esto significa que, dada cualquier
cantidad de esta sustancia, después de 140 dias sélo sc tiene la mitad de la cantidad
inicial.

Aqui tenemos la vida media de algunos elementos radioactivos:

Uranio ( U™®) 4.510.000.000 aftos
Plutonio ( Pu™®) 24.360 afios
Carbono 14 (C"*) 5.730 afios

Radio ( Ra™®) 1.620 afios

Polonio ( Po®™) 140 dias.

Veamos cual es la relacion entre la vida media y la constante k que aparece en la
furcion de decaimiento de cierto material radioactivo,

51 A la vida media del material radioactivo, transcurrido este tiempo A debemos

tener solamente la mitad de atomos iniciales, es decir, N(l)=5 Ng. En consecuencia:
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Noe"“t—;—No = ¢ =12 = —kA=M(12) = -kKA=lh1-In2

= -kA=-In2 = ki=lh2 = 7L=(1112)/k
Esto es,
In2 In2
2 A=— s 3 k= —
(2) " 6 (3) 3
Si reemplazamos (3) en (1), tenemos la igualdad:

N(t} o N() e—(ln 2000t ( 4)

EJEMPLO 3.| Hallar la vida media del potasio *’K si este se desintegra de

acuerdo a la formula

Q(t) = Qpe 00555t donde t representa horas.
Solucion
Tenemos que k =0,0555. Luego, la vida media es

A= I“_z = 9’6—93ﬁ =~ 12, 489 horas

FECHADO CON CARBONO 14

El carbono 14 ( "*C ) es un isétopo radioactivo del carbono 12 ( '*C ). Este ultimo
no es radioactivo. Los arquedlogos usan “C para fechar la antigiiedad de restos de
materiales orgénicos, como huesos, madera, etc. La vida media del "*C es de 5.730
afios. De acuerdo a (4) su ecuacion de desintegracion es:

N() =Noe‘““ 2/ 5730 )1 (5)

Por otro lado, el "C se encuentra en la atmésfera en un porcentaje que ha
permanecido esencialmente constante desde los inicios del planeta. Los seres vivos,
al respirar, ingieren 'C en el mismo porcentaje que esta en la atmésfera. Al morir un
organismo, éste deja de ingerir este carbono y el que se encuentra ya metabolizado
comienza a desintegrarse. La fecha de la muerte del organismo se determina
midiendo la proporcidn de carbono remanente en los restos.

O
g e
——

, )
c}// " S
o]
EJEMPLO 4.| Las pinturas rupestres de la Cucva de Altamira, Espafia, es uno de

los monumentos mas famosos que ha dejado ¢l hombre prehistorico
europeo. Un estudio de cierto material organico utilizado en estas
pinturas reveld que éste posee solamente el 29 % de "“C con
respeclo de una muestra del material actual. Calcular la edad de las
pinturas.

Solucién
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Sea t la edad de las pinturas. Para resultados practicos, t es también tiempo
transcurrido desde que murié el organismo duefio del material organico. De acuerdo
a la ecuacion (4),

N(D) zNﬂe—(ln 2/ 5730 )t
Por otro lado, Ny, la cantidad de "*C que tubo el material orginico cuando murié,
es la misma que tiene la muestra actual. Luego,

N(=020N, = Noe M¥ST0R _ 499y, = ¢ (NZ/57300 _ 449

In2 @ _n020 = 1=57302%22 — ¢ 10233 aios
5.730 In2

EDAD DEL UNIVERSO

De acuerdo a una teoria cosmoldgica, cuando el universo nacio, en el momento de
la “gran explosion” (“Big Bang”), existié la misma cantidad de los isdtopos de
uranio 2*U y *U. A partir de ese entonces la correlacion entre estos elementos
estd cambiando, decayendo mas rapidamente el 2°U, ya que la vida media del U
es mis corta que la del Z*U.

Se ha determinado que en la actualidad existen 137,7 atomos de
uranio >**U por cada atomo de uranio **U. Se sabe que la vida
media del U es 4,51 millardos de afios y la del 2°U es de 0,71
millardos de afios. Calcular la edad del universo tomando en cuenta
que al inicio de éste habia ignal cantidad de estos elementos.
Solucién

Sea Ng(t) y Ns(t) el mimero de dtomos de 2*U y de *°U que existen t millardos
de afios después de la gran explosion, De acuerdo a { 3 ), tenemos:

Ne(®=Noe™ 'y Ny(=Nee "', (4)

donde N, es el mimero de atomos, tanto de **U cémo de *°U, que hubo
inicialmente, y
: k=(In2)y4,51 ¥ r= (In 2)/0,71
Como actualmente hay 137,7 atomos de i por cada dtomo de 23:;U, tenemos:

A5 -kt _
137,7: Ns(t) = Nﬂe_rt = e,r[ =€lr‘k)[ =
Ns(t)  Nge e
M =1377 = (k-r)t= 1377 t= mkm’?
=T
In137,7
t= ——— =~ 5,987 millardos d :
2 i 2 : miilardos de afios
4,51 0,71

Luego, la edad del universo es, redondeando, 6 mil millones de afios.

Calculos mas recientes de dan al universo una edad de 15 mil millones de afios.
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INTERES SIMPLE

Un capital colocado a interés simple permanece constante durante toda la
operacion. El interés ganado no genera interés. Es facil deducir que: Un capital P
colocado durante t afios a interés simple y a una tasa anual de 100r % produce un
monto de:

M(t) = P(1 +rt) 50

INTERES COMPUESTO

En un capital a interés compuesto, el interés ganado en cada periodo es agregado
al capital, para ganar interés en el proximo periodo; o sea, el interés se capitaliza o se
compone después de cada periodo. Este periodo puede ser de 1 afio (anual), 6 meses
(semestral: 2 periodos al afio), 3 meses (trimestral: 4 periodos al aiio), 1 mes
(mensual: 12 periodos al afio}, efc.

Ademas de la tasa anual, se tiene la tasa periddiea, que es €l tanto por ciento por
periodo de capitalizacion. Si el afio esta dividido en n periodos iguales, entonces

Tasa anual

n
Asi, si la tasa anual es de 24 % v el periodo de capitalizacién es de 3 meses (4

Tasa periddica =

periodos al afio) entonces la tasa periddica es de Lo % =6%.

Un capital P que se coloca durante t afios a una tasa de 100r % anual que se
capitaliza (se compone) n veces al afio produce un monto:

M) =P( 1 +-:; " @

INTERES COMPUESTO CONTINUO

Cuando el mimero n de periodos de capitalizacion crece ilimitadamente; es decir,
cuando n — +oz, se obtiene el interés compuesto continue. Aqui, la capitalizacién
es instantanea y se la denomina capitalizacién continua.

Un capital P colocado durante t afios a un interés anual de 100r % que se
capitaliza continuamente, produce un monto de:

M(t) =Pe™ (3)

Esta formula se obtiene de la anterior tomando limite, Esto lo veremos mads
adelante.
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Se deposita un capital de 1.000.000 Bs. en un banco que ofrece una
tasa de 25 % anual. Calcular el monto después de 2 aftos si:
a. Elinterés es simple.
b. El interés es compuesto y se capitaliza mensualmente.
c. El interés es compuesto y se capitaliza continuamente.
Solucién

a, Setiene: P=1.000.000, r=0,25 y t=2, Reemplazando estos valores en la
formula (1):

M(2) = 1.000.000(1 +0,25(2) ) = 1.500.000 Bs.

b. Setiene: P=1.000.000, r=025 n=12, t=2. Reemplazando estos valores
en la formula (2 ):

025 )24

M(2) = 1.000.000( 1 + === = 1.640.273,33 Bs.

¢. Se tiene: P = 1.000.000, r=025 y t = 2. Reemplazando estos valores en la
formula ( 3 ):

M(2) = 1.000.000 ¢%2(?) = 1.648.721,27 Bs.

Se invierte cierta cantidad de dinero a una tasa anual de 20 %.
£En qué tiempo se duplicara este dinero si el interés se compone:
a, Trimestralmente? b, Continuamente?
Solucion

Sea P el dinero invertido y A el tiempo que se necesita para duplicar a P, o sea el
tiempo necesario para obtener un monto de 2P.

a. La formula (2) del monto del interés compuesto con n=4,r=0,2 y t= A dice:

4
M() = p( Uf) = P( 1,05 )™

Como este monto M(L) debe ser 2P, tenemos:

P(1,05)*=2P = (1,05)*=2 = 4AIn(1,05)=1n2

s =~ 3,552 aflos = 3 afios, 6 meses y 19 dias
41In(1,05)
b. La férmula (3) del monto del interés compuesto continuo con r=0,2 y t = A dice:
P’ =2P = " =2 = 02A=I2 = A= '(‘:;

= A= l[—]—— =~ 3,466 afios = 3 aiios, 5 meses y 18 dias.

A
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PROBLEMAS PROPUESTOS 1.7

1. (Poblacién). La poblacién de una ciudad, t afios después del aiio 2,000, es
P(t)= 60.000 "% habitantes

a. Calcular la poblacidn de la ciudad en el afio 2.015.
b.Hallar el porcentaje anual de crecimiento de la poblacidn.

2. (Depreciacion). El valor de una maquinaria, t afios después de comprada, s

V(l) o Ae—O,ZSl
La maquina fue comprada hace 9 afios por $. 150.000
a. ;Cudl es su valor actual?
b. ;Cuél es e! porcentaje anual de declinacién de su valor?

3. (Poblacién). Se sabe que dentro de t afios la poblacién de cierto pais sera de

P(t) = 18e¢ .02t millones de habitantes.
a. ;Cuél es la poblacién actual del pais?
b. ;Cual sera su poblacién dentro de 15 afios?
¢. ;Cudl es el porcentaje anual de crecimiento de la poblacion?

4. (Crecimiento de bacterias). Un experimento de crecimiento bacterioldgico se
inicié con 4.000 bacterias. 10 minutos mds tarde, se tenian 12.000. Si se supone

- que el crecimiento es exponencial: f{t) = Aek. {Cuéntas bacterias se tendra a los
30 minutos?

5. (Utilidades). Las utilidades de una compaifiia crecen exponencialmente; f{t) =

Ackt . En 1.995 éstas fueron de 3 millones de délares yen el 2.000 fueron de 4,5
millones. ;Cudles son las utilidades en 2.005?

6. (Desintegracion radioactiva). La cantidad que queda de una sustancia radioactiva

después de t afios de desintegracion esta dada por
Q1) = Ae 00015t oramos
Si al final de 5.000 afios quedan 3.000 gramos, ;Cudntos gramos habia

inicialmente?

7. (Desintegracion radioactiva). Una sustancia radioactiva se desintegra
exponencialmente: f(t) = Ae™8 | Inicialmente habia 450 gramos y 60 afios
después habia 400 gramos, ;Cudntos gramos habré después de 240 afios?

8. (Producto Nacional Bruto). El producto nacional bruto (P.N.B.) de cierto pais, t
afios después de 1.993, es de f{t) millones de délares, donde
fit) = P(l(])kt , P yk son constantes

Si en 1.995 el P.N.B. fue de 8.000 millones de délares y en el 2.000 fue de
16.000 millones de délares. ;Cudl serd el P.N.B. en el afio 2.010?
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9. (Presién atmosférica). Se ha detcrminado que, a la altura de h pies sobre el nivel
del mar, la presion atmosférica es de P(h) libras por pie cuadrado, donde

P(h) = Me 0900031 w1 es constante

Si la presion atmosférica al nivel del mar es de 2.116 libras por pie cuadrado,
hallar la presion atmosférica fuera de un avién que vuela a 12.000 pies de altura.

10. (Duracion de bombillos). Un fabricante de bombillos encuentra que la fraccion
f{t) de bombillos que no se quemen después de t meses de uso esta dada por
f(t) - e—G.Zt
a. (Qué porcentaje de los bombillos dura por lo menos un mes?
b. ;Qué porcentaje dura al menos 2 meses?
¢. ;Qué porcentaje se quema durante el segundo mes?

11. (Venta de libros). Una editorial, estudiando el mercado, ha descubierto que si se
distribuyen x miles de ejemplares gratuitos de un texto, la venta de dicho texto
serd, aproximadamente,

V(x) =30 - 18¢*** miles de ejemplares

a. ;Cudntos textos se venderan si no se han distribuido gjemplares gratuitos?
b. ;Cuantos se venderdn si se han regalado 800 ejemplares?

12. (Depreciacion). El valor de reventa de una méquina, después de t afios de uso, cs:

V(t) = 520e™*'%" + 460 miles de délares
a. Bosquejar el grafico de la funcion reventa.
b, ;Cual fue el valor de la maquina cuando era nueva?
c. ;Cual serd el valor de la maquina cuando cumpla 20 afios de uso?

13. (Desintegracién radioactiva). Si Q, es la cantidad inicial de una sustancia

radicactiva se desintegra exponencialmente: Q(t) = Qpe ! . La vida media de la
sustancia es de A unidades de tiempo (afios, meses, horas, etc.). Probar que la
cantidad remanente después de t unidades de tiempo es de

Q) =Que™ (MM

14. (Desintegracion del radio). El radio se desintegra exponencialmente y su vida
media es de 1.690 afios. ;Cuanto tiempo tardaran 200 gramos de este elemento
para reducirse a 40 gramos?. Sugerencia: Ver el problema anterior.

15. (Nivel de alcohol en la sangre). Poco tiempo después de consumir una
considerable cantidad de ron, el nivel de alcohol en la sangre de cierto conductor
es de 0,4 miligramos por mililitro (mg/ml). De aqui en adelante, el nivel de
alcohol decrece de acuerdo a la funcion

ft)=(0.4)(1/2)",
donde t es el nimero de horas transcurridas después de haber alcanzado el nivel

antes indicado. 8i ¢l limite legal para manejar un vehiculo es de 0,08 mg/ml,
(Cudnto tiempo debe esperar la persona para manejar legalmente?
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16. (Calculo del monto). Se deposita un capital de 12 millones de dolares en un
banco que paga 14 % anual de interés compuesto continuo ;En cudntos afios se
tendra un monto de 21 millones?

17. (Competencia de ventas). Dos periddicos compiten en ventas. Uno de ellos tiene
una circulacion de 500.000 ejemplares y crece 1,5 % mensualmente. El otro
tiene una circulacion de 900.000 ejemplares y decrece a razén de 0,5 % mensual.
¢(Cuanto tiempo tomara para que ambos periédicos tengan igual circulacion?

18. (Venta de un texto). Un nuevo texto de calculo saldra al mercado. Se estima que
si se obsequian x miles de ejemplares a los profesores, en el primer afio se

venderan f(x) =12 - 5e™>* miles de ejemplares. ;Cudntos textos deben
obsequiarse si se quiere una venta en el primer afio de 9.000 ejemplares?

19. (Producto Nacional Bruto). El producto nacional bruto (P.N.B.} de cierto pais
esta creciendo exponencialmente. En 1.995 fue 60.000 millones y en 2.000 fue
de 70.000 millones.;Cual es el PNB en el 2.005?

20. (Poblacién de la Tierra). La poblacién de la tierra en 1.986 fue de 4.917
miflones de habitantes, y crecia a razén de 1,65 % anual. Si esta razén continua,
{en cuantos anos la poblacidn alcanzara 8.000 millones?

21. (Edad de un fésil). Un arqueélogo calculé que la cantidad de "C en un tronco
de arbol fosilizado es la cuarta parte de la cantidad de '“C que contienen los
arboles actuales. ;Qué edad tiene el tronco fosilizado?

22, (Calculo del monto). Se pide prestado a un banco Bs. 7.500.000 para ser pagado
en dos afios, ganando interés de 28% anual. Hallar la cantidad de dinero que
debera devolverse al banco si

a. El interés es simple.

b. El interés se compone anualmente,

c. El interés se compone trimestralmente.
d. El interés se compone mensualmente.
e. El interés se compone continuamente.

23. (Cilculo del principal). ;Qué capital produce un monto de $. 2.500.000 al final
de 5 afios si la tasa es de 16 % anual que se compone:
a. Trimestralmente? b. Continuamente?

24. (Calculo del monto). En el aifio 1.626 el holandés Piter Minuit comprd a los
nativos la “isla” de Manhattan (Nueva York), por 24 délares. Suponga que los
nativos depositaron estos 24 dolares en un banco, ganando una tasa anual de 5 %
que se compone continuamente. ;Cual es monto en el afio 2.000?

25. (Tiempo de duplicacion de capital). ;Con qué rapidez se duplica un dinero si
se invierte a una tasa anual de 15% que se compone:
a. Semestralmente? b. Continuamente?

26. (Tiempo de triplicacion de capital). ;Con qué rapidez se triplicard un dinero
invertido a una tasa anual de 15 % que se compone:
a. Semestralmente? b. Continuamente?
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BREVE HISTORIA DE LAS ECUACIONES DE TERCER Y
CUARTO GRADO

—bt4b2-—4ac
2a

, o 2 - 2
las raices de la ecuacion segundo grado ax™ + bx + ¢ = 0. Esta formula expresa las raices en
términos de radicales.

Los antiguos babilonios ya conocian la_formula x = . que nos proporciona

Alrededor de [.533, Nicolo Fontana o Nicolo de Brescia (1.500-1.557), mas conocido con
el sobrenombre de Tartaglia (tartamudo), hizo correr la noticia que él habia descubierto la
fSrmula para resolver la ecuacion de tercer grado: ax’ + bx* + ex +d = 0. En Bologna,
levantd la voz Antonio del Fiore, un discipulo del profesor de Matematicas de la Universidad
de Bologna, Scipione del Ferro (1.465-1.526). Del Fiore acusa a Tartaglia de impostor y
sostiene que fue su maestro quien ya habia descubierto la formula en 1,515. Para dilucidar

esta situacion, Fiore desafié a Tartaglia a un concurso piblico. Tartagia acepté y gand el
desafio.

La fuma de Tartaglia se extendio en toda Italia. En 1.539, otro matematico de Mildn,
Giroldamo Cardano (1.501-1.526), le solicita conocer la formula. En un principio, Tartaglia
rehuisé, pero mds tarde acepta después de hacer jurar a Cardano que éste no la revelaria.

En [.545, Girolamo Cardano publico su famoso libro Ars Magna (Arte Mayor) en el cual,
aparece la formula, sin dar el completo crédito de autoria a Tartaglia. Este, euférico, desafio
a Cardano a un concurso publico, que no fue aceptado. El desafio fue respondido por
Ludovice Ferrari (1.522-1.526), discipulo de Cardano. Este concurso fue muy escabroso y
de un final no muy claro.

" En el libro Ars Magna también aparece la formula para resolver la ecuacion de cuarto
grado. que fue hallada por Ludovico Ferrari, siguiendo los pasos de la solucion de la de
tercer grado.

. % 3

Veamos la formula, para resolver la ecuacion de tercer grado: ax™ + b’ +ex+d=0.

En primer lugar, el cambio de variable x = z —b/3a, transforma esta ecuacion en una de
la forma £+ gx +r=0, la cual tiene por solucion:

— 1/3 i 1/3
r
P . ¢ Y. go el I8 A
2 4 27 2 4 27
ARS MAGNA
OR THERULES
OF‘ALGEBR

Grolama Carcans
it ) et N

Tartaglia Ars Magna
(traduccion al inglés)
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Leonardo Euler

(1707 — 1783)

Leonardo Euler nacié en Basilea, Suiza. A tempranu edad recibio lecciones det
distinguido matemdtico Johann Bernoulli, quien junté a Leonardo con sus dos
brillantes hijos, Nicolas y Daniel. Mas tarde, estos dos jovencitos alcanzaron
renombre en la matemdtica por sus propios méritos. Leonardo, a pesar deser 12y 7
arios menor que ellos, respectivamente, logro seguirles el ritmao.

Fue invitado a Rusia por la reina Catalina, en donde se incorporo a la Academia
de Ciencias de San Petersburgo. El rey Federico el Grande lo invité a Berlin a
trabajar en la Academia de Ciencias de esa ciudad. En ambas sitios  produjo
abundantes trabajos de investigacion.

Euler es considerado como el matemdtico mas prolifico de la historia. Tiene
contribuciones notables al cdlculo de variaciones, la teoria de nimeros, ecuaciones
diferenciales. Introdujo al mimero e como base de los logaritmos naturales. Su
produccidn total consiste en alrededor de 836 trabajos, que recopilados
constituirian 80 libros de buen volumen. Se dice que al morir, dejo a la Academia de
San Petersburgo trabajos para publicar por 20 affos mas, a pesar de que sus ultimos
17 afios los pasé casi ciego.

ACONTECIMIENTOS IMPORTANTES

Durante la vida de Euler, en América y en el mundo hispano, sucedieron los
siguientes hechos notables: En [.780 el cacigue peruano José Gabriel
Condorcanqui, quien adoptd el nombre del inca Tupac Amaru, se levanté en armas
contra la autoridad colonial. Fue vencido y ejecutado delante de su familia. En
1.730 nace en Caracas el procer de la independencia venezolana Francisco de
Miranda y en 1.783 nace el Libertador Simdén Bolivar. El 4 de julio de 1.776, las 13
colonias inglesas de norteamérica declaran su independencia. Ese mismo afio, Jorge
Washington, con las fuerzas patriotas, cruza el rio Delaware, cae por sorpresa
sobre los ingleses y los derrota en Trenton.
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Sobre el concepto de limite descansan los fundamentos del Calculo. Sin duda que
éste es uno de los conceptos mas importantes y mas delicados de la Matematica.
Hizo su aparicion hace muchos afios atras, en la Grecia A ntigua. Sin embargo, su
formulacién rigurosa recién se logro en el siglo XIX, en los trabajos de investigacién
del matemaitico francés Agustin Cauchy (1789-1857). El largo lapso entre su
aparicién y su formulacién rigurosa nos da una idea sobre lo delicado de este
concepto.

Intimamente ligado al concepto de limite estd el concepto de continuidad. De
estos dos conceptos nNos ocuparemos en este capitulo.

SECCION 2.1
INTRODUCCION INTUITIVA A LOS LIMITES

En esta seccidn presentamos un enfoque intuitivo del concepto de limite. También
presentamos, sin demostracion, las principales leyes que gobiernan a este concepto.
Estas leyes nos p ermitiran i ntroducirnos rapidamente al cdlculo de los limites. La
siguiente seccion se ocupara de justificar rigurosamente muchos de estos aspectos.

Consideremos la siguiente funcién

3
x” -1 Y ¢
fix) =
x-1
Esta funcion esta definida para todo real x, f(x)
excepto para x = 1. Factorizando el numerador 4
tenemos que: . &
_ (x=D(x*+x+1) 4
% = 1)
Ademas, para x #1, podemos simplificar y #
obtener: a >
fx)=x2+x+1, x#L x+lex

Aungue la funcién f no esta definida en 1 nos interesamos por los valores que
toma f{x) cuando x se aproxima a 1, sin llegar a ser 1. En primer lugar, nos
acercamos a 1 por la izquierda tomando para x valores menores que 1. Asi, por
gjemplo, x = 0,8 ; 0,9; 0,99; 0,999. En segundo lugar, nos acercamos a 1 por la
derecha tomando para x valores mayores que 1. Asi, por ejemplo, x=1,2; 1,1; 1,01;
1,001. Los valores correspondientes para f{x) los tenemos en la tabla siguiente.

X 08 09 099 0999 -1« 1001 1,01 1.1 L2

f(x)=x _11 244 2,71 29701 2,997001-> 3 « 3,003001 3,0301 3,31 3,64
X

Mirando la tabla o mirando el grafico de la funcién, observamos que cuando x se
aproxima a 1 por la izquierda y por la derecha, pero sin llegar a ser 1, el valor f{x) de
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la funcién se aproxima a 3. Este resultado se expresa diciendo que el limite de f(x)
cuando x tiende a 1 es 3, lo cual se abrevia asi:

Limf(x)=3 6 bien e

x—1 x—1 %1

Durante toda la discusion anterior hemos puesto énfasis en que al aproximar x a 1

no dejamos que x tome ¢l valor 1. Por tanto, el valor del limite de f{x) cuando x

tiende a 1 depende tinicamente de los valores que toma f{x) en los puntos x que estin

cercanos a 1, siendo irrelevante el hecho de que f esté o no definida en el punto 1.

Asi, si consideramos esta otra funcién g(x) = x%+ x + 1, la cual est definida en todo

X incluyendo x = 1, tenemos que las dos funciones,
3

1. f{ix) = -’;_—_11=x2+x+1, x#1 y 2, gx)=x2+x+1,

=3

son iguales en todo x excepto en x = 1 ( f no estd definida en 1 ). La tabla que hemos
construido para f{x) también sirve para g(x), va que en ella no hemos considerado el
valor x = 1. Por tanto, también concluimos que

Lim g(x) = Lim(x2+x+1)= k!
x—1 x—31
Es decir, ambas funciones tienen el mismo limite cuando x tiende a 1.

Guiados por la discusion anterior presentamos una definicion intuitiva de limite.
Al lector amante del rigor matematico le pedimos esperar un poco.

DEFINICION. | (No rigurosa de limite). Sea f una funcidn que esta definida en un

intervalo abierto que contiene al punto a, excepto posiblemente en
el mismo punto a. Diremos que el limite de f(x) cuando x tiende a
a es el niimero L, v escribiremos

Lim f(x)=Ls

x—a
si cuando x estd cerca de a, pero sin llegar a ser a, f{x) estd cerca
de L.

Este nimero L puede o no existir, pero si existe, éste es unico; es decir, toda
funcioén tiene, en un punto dado, a lo mas un limite.

EJEMPLO 1.| Hallar Lim(x+3)

x—>-1
Solucidén
Cuando x esta cerca de —1, x+ 3 estad cerca de —1 + 3 =2, Luego,
Lim(x+3)=2

x—-1
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EJEMPLO 2.| Hallar  Limf(x), donde fx) — | — + L si x #4
x—4 52

Solucion
La funcién f coincide con la funcion lineal

* @49

g(x)= % + lentodo R, exceptoenx =4,

Luego,
Limf(x)= Limg(x)= Lim | X 9
x—4 x—4 x—=4| 5
=2 b1=241
2

EJEMPLO 3.| Limite de una funcion constante

Sea la funcion constante  f{x} =c, ¥ x € R. Probar que

Limf(x} = Lim ¢=¢
Xx—a Xx—>a
Es decir, el limite de una funcion constante, cuando x tiende a
cualquier valor a, es la misma constante.
Solucién
Como f{x) =c, V x € R, en particular, para los x préoximos a a también tendremos
gue f{x) = c. Luego,
Lim f{x) = Limc=c

X—a X—»a

EJEMPLO 4. | Limite de la funcion Identidad

Sea la funcidn identidad: I(x) = x, ¥ x € R. Probar que

Lim I(x) = Limx =a

X—ra X—a

Es decir, el limite de la funcion identidad I(x) = x, cuando x tiende
a a,eslamismaa.
Solucién

Six se aproxima a a, obviamente I(x) = x también se aproxima 2 a. Luego,

LimiI(x} = Lim(x)

X—ra X—a
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LIMITES UNILATERALES

Para hallar el limite de una funcién en un punto a nos aproximamos a a por ambos
lados, por la izquierda y por la derecha. Si solo nos aproximamos a 2 por un solo
lado, bien sea por la izquierda o por la derecha, tenemos los limites unilaterales.

DEFINICION.
a. Sea f una funcion definida en un intervalo abierto de la forma
{b, a). Diremos que el limite de f(x) cuando x tiende a a por
la izquierda es L, y escribiremos

Lim f(x) =L

X—a
si cuando X estd cerca de a, pero a la izquierda de a, f{x) estd

cerca de L.
b. Sea f una funcion definida en un intervalo abierto de la forma

(a, b). Diremos que el limite de f(x) cuando x tiende a a por
la derecha es L, y escribiremos

Lim [(x) = L
x—a”t
si cuando x esta cerca de a, pero a la derecha de a, f{x) estd

cerca de L.

Observar que en ambos limites unilaterales no se asume que la funcion f esta
definida en a. El hecho de que f esté o no definida en a no afecta el limite.

EJEMPLO 5. Si f(x)='le , hallar
a. Lim X =~ Lim X

X""'*O_ m x...-)[)+ lx

Solucion

4. Cuando X estd a la izquierda de 0, es decir

cuando x < 0, se ticne Y

X X

X|=-x )=7"7 =— =-1.

2| === B = 1 =
En particular, para los x cercan@s a 0 y a
su izquierda, tenemos que f{x) = —1.
Luego, X

v
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b. Cuando x estd a Ia derecha de 0, es decir cuando x > 0, se tiene
X X
== =1.
x| %
En particular, para los x cercanos a 0 y a su derecha, tenemos que f{x) = 1.
Luego,

|x|=x y flx)=

Lim X _,
X le

Es evidente que si el limite de una funcién es el nmimero L, entonces ambos
limites unilaterales también seran iguales a L. Reciprocamente, si ambos limites son
iguales a un mismo nimero L, entonces cl limite de la funcién también es L. Este
resultado es muy importante y lo resunimos en el siguiente teorema.

[TEOREMA 21| Limf()=L < Limf(x) =L ¥ Limf(x)=1L
+

Xx—>a Xx—a X—a

Este teorema y los rcsultados del ejemplo anterior nos dicen que la funcién

X : 5o
f{x) =7 no tiene limite en 0.

| x|

Nos preguntamos si existen funciones que en un punto dado no tengan alguno o
los dos limites unilaterales. La respuesta es afirmativa. El siguiente ejemplo nos
muestra una funcién que no tienc ninguno de los dos limites unilaterales en 0 y por
tanto, tampoco tienc limite en 0.

EJEMPLO 6.| Probar que no cxisten:

. n . T . T
a, Lim sen— b. Lim sen — ¢. Limsen —
x—0" X x—0" X x—=>0 X

Solucion
; L
Tenemos la grafica de y=sen —
X

Nuestra tactica es mostrar una sucesion
infinita de valores de x que se 1
aproximan a 0, tanto por la derecha

como por la izquierda, pero los valores //

. T ;
correspondientes de sen— oscilan entre
X

-1 y 1. Esto probaria que ninguno de
los tres limites existe.
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2 :
Sea x;,= PRI donde n es un entero. Se tiene:

n n m
— =———— =(Zn+1); .
% ~2anen "2
a. Tomamos x":2n—2+1' conn= 0.

: : 2 N
En este caso se tiene que a medida que n crece, x, = In ] S€aproxima cada
vez mas a 0 por la derecha; sin embargo los valores correspondientes de
T
sen(2n+1)5 son

| sinespar

T q_
sen [(2n+ 1)5 ]'{._1 sin es impar

[ : s
Por lo tanto, no existe Lim sen —
x>0t X

2
b. Tomamos x, = Ins] con m <0.

: : 2 .
Como en el caso anterior, a medida que | n | crece, x, = 3n+] S¢aproxima

cada vez mas a 0 por la izquierda; pero aqui también se cumple que

m y_J 1 sinespar
sen[@nt1)2 ] {_; sin es impar

. . b
Por lo tanto, no existe Lim sen —
x—0 X

¢. Como no existen los limites unilaterales, tampoco existe Limsen —
x—0 X

LEYES DE LOS LIMITES

Un resultado fundamental en Ja teoria de los limites nos dice que el proceso de
tomar limites respeta las operaciones elementales del algebra. Es decir, el limite de
una suma, diferencia, producto, cociente o raiz de funciones es igual a la suma,
diferencia, producto, cociente o raiz de los limites. Estos resultados son conocidos
con los nombres de ley de la suma, ley de la diferencia, ley del producto, ley del
cociente y ley de la rafz, respectivamente. Debido a su importancia, los enunciamos

en forma precisa en el siguiente teorema, cuya demostracion parcial la haremos mas
adelante.
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[TEOREMA "il Leyes de los limites.

Si Lim f(x) = L y Lim g(x) = G, entonces
x—a x—a

1. Lim [f(x) £ g(x)] = [Lim f(x) ] £ [Limg(x) |=L G
X—»a Xx—a X—a

2. Lim [f(x)g(x)]= [Lim f(x) ] [ Lim g(x) | = LG
X—a X—a X—a

Lim f(x)
3 Lim f(xX) _ x—a _ L .
= G 2 siG #0

*234(x)  Lim g(x)
X—a

i n; f -
4. kﬂla x) . n\} ;,;_r)naf(x) = '\'/I, donde L > Osinespar

Estas leyes también son validas para los limites unilaterales.

EJEMPLO 7.| Ley del producto de una constante por una funcién

Si Lim f(x) = L ¥ ces una constante, probar que

X—a
Lim|cf(x)] = c[ Lim f(x) 7 = cL
X—a Xx—>a

Solucion

Lim {cf(x)] = [Limc ][ Lim f(x) ]= L
X—a X—a X—a

EJEMPLO 8.| Ley de la potencia.

Si Lim f(x) = L y nesun nimero natural, probar:
X—»a

Lim [f(x)]" = [Lim f(x)|"=L"
X—a Xx—a
En particular,
Lim x" = a"
X=>a
Solucidn
Lim [fx)1" = MM [rx) fix). . . fix) 1
—_—

X—ra x—a
n

71
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= [Lim f(x)] [Lim f(x)] «+. [ Lim f(x}] (Ley del producto)
Xx—a Xx—a x—a

_ [Lim f(x) ]n -
X—a
3 _ L’ = ; 3
Por otro lado, por ejemplo 4 sabemos que ' * = 2- Luego, aplicando la parte

anlerior,
n Lim x & n 0
Lim x= = = [a] =a
X—a X—a

EJEMPLO 9. Calcular [ im y 5x°
x—2

Solucion

; 3 : 3
1;32\/ X J IQE]:sz (Ley de la raiz)

= | 5[Lim x*] (Ejemplo 7)
xX—2

= \’ 5 [23] (Ley de la potencia)
=40 = /10

El siguiente teorema nos da la manera de calcular el limite de una funcién racional
y, en particular, el de un polinomio.

[TEOREMA 2.3 | Si F(x) es una funcién racional y a es un punto de su dominio,
entonces

Lim F(x) = F(a)
X—a

Demostracicn

« Caso 1. Fes 1 polinomio: Fixj=bx"+. . .+bx+by
Lim F(x) = Lint [px"+ .. +bx +bg ]
X—a
:[Lim b“x“] T v o 7B — Lim b]Kn ] + [!{Ji—":a bu] (Ley de la suma)
x—a = a2
= by | Lim xn] to.ot by [;(""_";-f] * by (Ejemplo 7)
|
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=ba"+..+ba+b, (Ley de la potencia)
=F(@a)
Caso 2. F es una funcién racional: F(x) = R%X—; , donde g(a) # 0
q X
Lim p(x
Lim F(x) _ Lim P(X) _ x—-bap( : _ pa) = F(a)
x—a x—a a(x) Lim q(x) q(a) L
x—a

EJEMPLO 10.] Calcular  Lim [4x° -7x2 +5x - 1]
Xx—>2

Solucién

Aplicando el teorema anterior para el caso de un polinomio:

Lim [4x2-7x%+5x~1] = 42°-7(2)%+5(22) - 1 = 13
x—2

AT s 11 . 2
IEJ EMPLO 11.] Calcular Lim  8x” - 4x +2
% x—>—] x3 +5

Solucion

Aplicando el teorema anterior para el caso de una funcién racional:

2 Lim(8x% —4x+2) .
Lim 8x%=4x+2 _ xyoi _ BCIR-d-1)+2

x——1 B (-1’ +5

i
. T2

+5 Lim(x> +5)
x—-1

FORMA INDETERMINADA %

Supongamos Lim f(x) = 0 ¥ Lim g(x) = 0 , y buscamos }E‘imai(ﬂ.
X—a X—>a g(x)
At la ley del cociente (tcorema 2.2) no es aplicable. La sustitucién directa nos

licva a la expresion 0/0, la cual no da la informacion suficiente para encontrar tal limite,
Por tal razon se dice que este limite es indeterminado de la forma 0/0 o que el limite

es de la forma indeterminada 0/0. La indeterminacion se salva recuitiendo a métodos

geométricos o algebraicos, como simplificacién, racionalizacién o cambio de variai'~

Veremos mas adelante que la derivada, que es el concepto mas importante ¢ :l
alculo Diferencial, es un limite del tipo 0/0.
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2
EJEMPLO 12.| Hallar Lim X -16
x—4 T

x-—4
Solucion
Este es un limite indeterminado de la forma 0/0. Observemeos que al numerador lo
podemos factorizar, lo que nos permitira simplificar el cociente. En efecto:
xX-16  (x+4) (x-4)
x-4 x-4

= x+4, parax#4

Luego,

Lim X° =16 _ Lim(x+4)=4+4=8
x—4 ¢ 4 x—4

EJEMPLO 13.] Hallar Lim v x+1-1
x—=0 X

Solucién

Tenemos una indeterminacion de la forma 0/0, en la cual aparecen radicales. Aqui
usamos la técnica de la racionalizacién. Multiplicamos numerador y denominador

por la expresién + x+1+ 1, que es la conjugada del numerador:

\Jx+1-1 ___3!x+1—1 Afx+1+1 _ xx1)-17
X X Vx+1+1  x@fxri+1)
1

X
N x\fx+]+1} N \}x+1+l

Luego,
Lim ___V"H'l*l _ Lim 1 _ 1 - 1
=y X0 i1+l Jo+l41 2
PROBLEMAS RESUELTOS 3.1
3
|PROBLEMA 1.| Hallar Lim x"+38
x—-2 X+2
Solucién
Este es un caso 0/0. Para x # -2 tenemos:
x3 +8 _ x> +23 _ (x +2)(x2 =2x+4) = Bt

X+2 xX+2 X+2

Luego,
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; 3 .
52 xx:28 = 1, (3 =2x+4) = (12 -2-2)+4 =12

[PROBLEMA 2.| Hallar Lim ¥x+h—Vx
; h—>0 h

Solucién
0 i
Es un caso 5 Para h # 0, usando la conjugada, tenemos

1{x+h-3{x 32x+h+\f}_( _ h _ 1
h Vx +h+4fx h(\x + h+x ) \x + h+4fx
Luego,

Lim vx+h-Vx _ Lim 1 I (PP .
h—0 h G U ey Vx+fx  2fx

[PROBLEMA3.| Hallar Lim (x+2)7- 27

x—=0 x

Solucion
Es un caso 0/0. Para x # 0 tenemos:

1 1
x+2)2-27  x+2? 22 2P -x+2)?
* % 23 x(x+2)°

223 +ex? 4 12x42%) | P eex? 4 12x

2 x(x+2)3 2 x(x+2)°
_ _x(x2+6x+12) _ x% +6x+12
23x(x+2)° 2 (x+2)°
Luego,
. -3 -3 ) 2 2
Lim (x+2)°-2" _ Lim X +6x+12 _ 0 +6{O)+12=_§
B x x=20 23x42)? 22(0+2)3 8

" 3
[PROBLEMA 4, Hallar Lim ¥ x+h - ¥x
x—=0 h

Solucidn

Es un caso 0/0.
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De la identidad a® —b® =(a—b)(a®> +ab +b%), obtenemos
a3 - b3

a_bzahrab +h?

Si en la ultima igualdad hacemos a = \3fx +h y b= 3\7; se tiene que:

R
Qxrh )+ @xrh)Ex) + Q)

_ x+h-x
QxFh ) @xen)Ax) + (R )
h

Qi h )+ Rk n)AR) + Qx )Y

Luego, parah # 0,

Yxeh - ¥x _ h |
h
h[({/xm 32 + (x+h X ¥x ) «(¥x)

- 1
(3\}x+h )2+(3Jx+hj(¥;)+(3‘f;)2
En consecuencia,

Lim 3sf}(+ —y;=Lim 1
0 b "0 (Frh (Vb)Y )+ (Vx )2

1

1
(Vx+0 2+ (Vo) V) + (V)2 332

IPROBLEMA s.[ Hallar Lim vx-Ya+/x-a dondea>0

+
X—ra 2o e

Solucién

X—4a _
ST PR e U A ) B Y PRV
N Jx-ax+a)  Jx-ax+ax++z)
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_Ax=avx—atafx—a@x+vfa)
Vr-avxra(fx+a)

JRVCEY CFEPRRVCERT7Y R e Y
Yx-avx+a(x+\a)  Yxra(Wx+a)
Luego,

Lim Vx-—va+Jx-a _ Lim Jx-a+dx+ya  Ja+h 1
x—a” z B x—aT Jx+a(yx +/a) x/ﬂ(-\/_+1/_) J2a

X -a

Observar que la factorizacién x—a =+ x—-a + x—a s6lo es posible si x> a,
Por esta razén sélo se pide el limite por la derecha.

LROBLEMA&J Hallar Lim \/ x+1-1

x—=0 \/1{+ -1

Solucién

Mcdiante un cambio de variable transformamos esta funcion con radicales en una
funcidn racional. La justificacidn tedrica del proceso de cambio de variable (Teorema
de cambio de variable) la presentaremos en la proxima seccién. Los radicales tienen
indices 2 y 3, respectivamente (tienen indices distintos). Hallamos el minimo comin
multiplo de 2 y 3, que es 6, y hacemos el cambio de variable:

x+1=y"
Ahora tenemos que

St =ofyS =y, L=t =¥y

Jx+1-1 y -1_(y- 1) (y? +y+1)_ yley+l
Yx+l-1 y2-1  (y-Diy+1) y+1

y#1
Como x » 0 < y—» 1, tenemos que:

Lim ¥X+1-1 _ Lim y2+y+l _ 12+1+1= 3
x=0 ¥ x+1-1 y=>1 y+l 1+1 2

[PROBLEMA 7.| Sin es un nimero natural, probar que

Lim x+0)?-x" o
h—0 h
Solucién
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Sabemos por el binomio de Newton que:

n(n-1) 224 paxh™ 4 op"

o nl
(x+h)" =x"+ T xh + =

Luego, parah # 0

(x+h)® —x" _ xP +nxn_'1h+n—(l—l‘?!:gxn'zh2 4o +nxhPlopn 4R
h h
nx““1h+——n(nz‘_1) x"2h2 4 +nxh™ T 4p"
) "
hfnx ! +9(I;—:l)x“'2h+. R S
- - h
=™ s B nz-!- 1 Xh +. . o+ mxh™ 2+

En consecuencia,
. n_.n . -
{;E‘:O (X+]'l)h X _ Lim [ nxn-l E E%l xn-2h F nxhn-z +hn—l]
h—>0 ’

o ) Dla- n(n-1) K20) + .+ nx(0)"2 + (0!

2
="'+ 04...+0+0=mnx""

[PROBLEMA 8.] a. Hallar el mimero b tal que existe el siguiente limite:

Lim xZibx +b -7
X— =2 xz—x—ﬁ

b. Hallar el limite anterior.

Demostracion
a. Tenemos que )1(‘““ (x -x-6) vy xZ-x-6 = (x+2)x-3)

Para que el limite propuesto exista, el numerador debe tener un factor (x + 2),
de modo que obtengamos una indeterminacién del tipo 0/0 y que esta pueda
eliminarse simplificando el factor comun ( x + 2 ). En consecuencias, x = -2 debe
ser una raiz del numerador. Luego,

3(-2P +b(=2)+b-7=0 = b=5

Por lo tanto, para que el | imite dado exista se debe cumplirqueb =35 y el
numerador debe ser
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I Hbx+b-T=3x0+5x+5-T=3C +5x-2=(x+2)3x-1)
boiim  3x2+bx+b-7  Lim (x+2)(3x-1) _ Lim  (3x-1)
) o oD x3-2 (x+2)(x-1) x—-2 (x-1)
_(3(=2)-1) _ 7
t2-1) 3
PROBLEMAS PROPUESTOS 2.1
En los problemas del 1 al 35, hallar el limite indicado,
2 L 2
1. Tim 28 2 Lim | L2220 Lim -2
x—2 X -3 Y""O Y“4 x_)ﬁ X +x+l
4. Lim 2x2 +2 5. Lim x -9 6. Lim y2-25
x21Y gx2 41 Xx—=3 x_3 y=>-5 y45
7.1im h-2 8. Lim x -8 9. Lim y3+27
h—2 .2 _, =2 4 _2 y=>-3 yi3
1 9 A 1
10, Lim x2+4x-32 IlpLim 2> 2" 12 Lim  xel
x—4 x—4 x—-1 x +1 X=>-2  x42
13. Lim  8x° -1 4. [im x*-16 15. uim 16-x*3
x—% 6x2 —5x+1 B30 =2 Rkl 4-x2/3
2 2
: X“+5 -3 . x~=81 X
16, Lim ——— 17. Lim 18. Lim ——
x—o2  x2-2x x—9 Vx =3 %0 Jx+2-42
Jy¥+3-—+3 a = Jy=1-2
19, L L2370 Bk fim AP 5y G T
y—0 y x—1 x-1 y—5 y-5
2. = 2 _
22, fim Y 1R -1 23. Lim -2-—2"—3 2. Lim oY%
h—=0 x—7 x“ —49 x—1 H-l
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. dlax—~1-x _ x-8 _ YPx? a1
25. Lim g 26. Lim —— 27. Lim ——
x=0 VI+x-vl1-x %38 WX -2 x—0 x
37 3= r _
33, R LRV IK 29, Lim YX-1 30. Lim :/; &
S - x—1 ¥x-1 x—>64 Vx4
3 nf, _ |
31. Lim V-1 32. Lim Vx -1 o, Y A ST
x>l Yx-1 x>l Yx-1 wgy Na—F=l
3 3 \f 7
. x” ~a : ax+b -+ bx+a
34. Lim ———— 35. Lim
x—a x? —ax—x+a x>l vex+d-+dx+c
36. Si f{x)=l, x#0, probarque | gx+h)-g(x) _ 1
¥ h—0 h x2
37. Si f(x)= vx, x>0, probar que Lim [+ -f() _ 1 _
h->0 h 2

En los problemas del 38 al 54, hallar el limite indicado.

vx-2 x-4

38. Lim 39. Lim ——— 40. Lim [x]
isat 2x-1 x4ty x2 16 x—2"

41. Lim [x] 42. Lim [x] 43. Lim [x]
x—2t x> -2 I,

44, Lim [x] 45. Lim (x-|[x]) 46. Lim (x-[x])
x—»5/2 x—>2" x—2"

47. Lim [C+x+1] 48 Lim [P+x+1] 49. Lim [[x]+[4]]
X3 x—3t x—3

S0. Lim [[d+[e=]] s Lim 222 5 Lim Jx+d-Vdx+l

Xx—3 x— 4" !x—dl Cxesl® x-1
53, Lim Va-x2+2-x 54 Lim X x-aya
L J4—x3/2+ \/2x~x2 x—a’ %—%
2x+1si x <2 a4 Li b. Li . Li
. h(x)={ : 1!°x : hallar 2. Lim 1_1(x) Lim E(x) ¢ Lim h(x)
X"+ 1ls x> x—2 x—2 X—2
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x3,  six<2 hallar a Lim f(x) b- Lim f(x) ¢ Lim f(x)

x2 4, six>2 Xx—2 x—2" x—2

56.Si f{x)= {

—4 si x<-2

: . Li b. Li
57.8if)) = 5 si-2<x<2 hallar 2. Lim f{x) Lim f(x)

X—>-2 x—2
x—-1 six=22
58. Hallar una funcién f tal que Lim fix)=3 y quenoexista Lim f(x)
x>l x—0"
59. Pruebe, conun contragjemplo, que las proposiciones siguientes son falsas:

a. Existe Lim [f(x)+ g(x)] = Existe Lim f{x) y exXiste Lim g(x)
x—a Xx—a X—a
b. Existe Tim [f(x)g(x)] = Existe Lim fix) ¥ existe Lim g(x)
X—a X—a X—a
60. Probar que: Existe Li_‘}; a (x) Y Lim 8x)=0 = pim f(x)=0
28 0(x) X—a X—a

De esta proposicion se obtiene:

Lim fix) #0 y Lim gx)=0 = Noexiste yi,nai((l‘%
E(X

SECCION 2.2
TRATAMIENTO RIGUROSO DE L0S LIMITE

Con la "definicion" informal de limite que se presentd en la seccién anterior
hemos logrado avanzar algunos pasos, pero no puede llevarnos muy lejos. Asi, por
ejemplo, con esa definicidn no podemos demostrar las leyes de los limites
enunciados en el el teorema 2.2, Otra versidon un tanto mejorada, pero ain no
rigurosa, es la siguiente:

Lim f(x) =L si podemos hacer que los valores de f(x) estén arbitrariamente cerca
x—>a

de L (tan cerca como queramos) con solo tomar a x suficientemente cerca de a, pero

no igual a a.

Ahora daremos una interpretacion matematica a esta version, En primer lugar,
para hablar de cercania necesitamos considerar nimeros reales positivos pequefios.
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Es tradicional usar las letras griegas € (épsilon) y & (delta) para representar tales
nimeros.

Con la frase: "que f(x) esté arbitrartamente cerca de L
(tan cerca como queramos)” queremos decir que si tomamos
cualquiet numero positivo €, por mas pequefio que éste sea,
la distancia entre f{(x) y L, que es | f{x) — L |, es menor que
€. Esto es,

| fix) -~ L | <&, 6 equivalentemente,

L-e<fix)<L+g,
Pero lailtima desigualdad significa que f{x) estd en el intervalo

(L-g,L+¢g) ¥4

Por otro lade, la frase "con sélo tomar a x
suficientemente cerca de a, pero no igual a a"
quiere decir que se puede encontrar ofro nimero
positivo & tal que la distancia entre x y a sea
menor que 5, siendo x # a, Esto es,

e
e’
v

0<|x-a|<$ a=3
Esta desigualdad es la conjuncion de las dos siguientes:
0<|[x-a y |x—a|<8.
La primera dice que x # a y la segunda, que la distancia entre X y a es menor que 5.

DEFINICION. | (Rigurosa de limite). Sea f una funcién definida en un intervalo

abierto que contiene al punto a, excepto posiblemente el punto a.
Lim f(x) = L siparacada &> 0existeun 50 tal que
x—a

0<|x-a|<d = |f(x)-L|<e

Para los aficionados a las expresiones mas formales, la definicién anterior se
escribe asi:

Lim f(x)=L < (ve>0) (38>0)(0<|x-2a|<3 = [f(x)-L|<e)
X—>a

X 4

Algunas veces, la implicacién *
a+d
0<|x-al|<d = |fix)-L|<e ——— L+t
se escribe asi: f
a -——____._ L
x)-L|<g siempreque 0< |x—a|<4&.
| -L| pre q |x-a Y
~ L—E
Una manera grafica de ver esta definicidn es la
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sigutente:

Para cualquier intervalo pequefio (L — g, L + ) alrededor de L. podemos encontrar
otro intervalo (a — 8, a + 8) alrededor de a tal que f lleva todos los puntos de
(a— 8, a + 8), excepto posiblemente a, en el intervalo (L. — g, L + ).

Otra interpretacion grifica de la definicién de limite es como sigue:

Y Y4

a X a-8 3 atd X
Ve>0 38>0 O0<|x-a|<d=|fx})~-L|<e

En la dltima figura vemos que los puntos (x, f{x)) de la grafica de f, con x # a, que
se encuentran entre las rectas verticales x =a - & y x = a + §, también se

encuentran entre las rectas horizontalesy=L—-g e y=L +&.

Segiin esta definicion, para probar que Lim f(x) =, primero se da el mimero
x—>a

£ > 0 y se debe elaborar para producir el nimere § > 0 que cumpla con:
0<|x-a|<8d = |[fix)-L| <=
Podemos pensar este proceso como un juego (juego de la prueba del limite) entre

el profesor y el estudiante. El profesor da el € y el estudiante, para ganar, debe

producir el respectivo 6. Empecemos el juego:

EJEMPLO 1.| Usando la definicidn e-8. probar que Y 1

Lim (2x = 1) = 5 STE

x—3 J
Solucion 5

Dadoun €> 0, debemos hallar un 6 > 0 tal que:
0<|x-31<8 = {(x-1)-5|<¢e AR

Caleulos previos. ( Buscando un valor de & ). T

Buscamos & manipulando la dltima expresion:
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[2x-1)=-5]=]2x - 6]|=|2(x -3)|=2|x -3 |
Luego,

[(2x-1)-5|<e & 2jx -3|<e & |x—3[<§

La ultima expresién nos sugiere que debemos tomar § = %
Prueba Formal. (Comprobando que el § hallado funciona)

Sidado € > 0, tomamos &= —;—,entonces
0<|x-3]<8 = |x-3|<§:> 2x-3|<e = [(2x=-1)-5]<e

€ ’
Vemos que con § = > logramos lo que queriamos, que es,

0<|[x-3|<8 = |(x-1)-5|<=.

Luego, Lim (2x - 1) = §
x—3

OBSERVACIONES |

1. La segunda parte de la solucion del ejemplo anterior, a la que llamamos prueba
formal, c onsiste en recorrer al revés 1 os pasos dados en la primera parte. Esto
significa que el verdadero trabajo de 1a prueba esta en los calculos previos, siendo
la segunda parte una simple comprobacién. Por esta razom, mas adelante, la
prueba de un limite la concluiremos al encontrar el 8 en la parte de cédlculos
previos.

2. En el ejemplo anterior hemos encontrado que tomande & = £/2 llegamos a la
conclusién que queriamos: 0<|x-3|<8 = |[(2x-1)-5|<=.

Se puede tomar también para & cualquier nimero positivo menor que £/2. En
efecto, si tomamos 8) < & =¢/2 se tiene, por transitividad, que

0<|x-3|<8 = 0<|x-3|{<§ = |(Zx-1)-5|<=.

EJEMPLO 2.| Sia> 0, usando la definicion -8, probar que
Limyx =va

X—a
Solucion

Paraun &> 0 cualquiera, debemos hallar un 5 >0 tal que
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0<|x-a|<s = |vx -a|<e
1
Cilculos previos. (Buscando un valorde § ). ————
SRRt il

Tenemos que:

X—a

_ | oE =)o + )
V531 i

g

Pero,

1 1 1
Jx ++4al Vxtaa T Ah

De esta desigualdad y la igualdad anterior, obtenemos

| V& - o |< 2 |x-al

En consecuencia,
Py

I
Vx +4a

85

| x-al

I‘\/;—\/;xl<s si _\Elx—a|<£,oseasi lx—a|<a£

Por tanto, tomamos & =¢ \/; :

Prueba Formal. (Comprebando que el & encontrado funciona).

Sidado £ > 0, tomamos & =g +/a , entonces

0<|x-a|<8 = |x-al<aa ﬁi |x—al<e = |\x —fa | <e

Luego, Lim+x =2

X—a

EJEMPLO 3.| Usando la definicién -5, probar que

Lim (x2 +x +1) =3
Xx—-2
Solucion

Paraun €>0 cualquiera, debemos hallar un >0 tal que

0<|x=(=2)|= |x+2|<8 = |(F+x+1)-3|<e

Caileulos previos. (Buscando un valor de &).

Tenemos que:
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[(E+x+1)-3[= |x*+x-2|= |(x=1}x+2)|=|x-1||x+2] (@

Observar que en la dltima expresién, el factor | x + 2 | es el que debemos tomar

menor que . Para hallar a 8, al factor acompafante | x~1 | debemos acotarlo por una
constante. Es decir, debemos encontrar una constante M > 0 tal que

|x-1]<M.

En los cjemplos anteriores esta M la hemos encontrado con relativa facilidad. Asi,
para el ejemplo anterior, M = l/\ﬁi . En el presente caso, no existe un M que acote a
{ x~1| en todo R, que es el dominio del polinomio x*+x+ 1. Sin embargo, como
solo estamos interesados en los puntos cercanos a -2, conseguimos tal M si nos
restringimos a un intervalo centrado en —2. Asi, si solo consideramos los x que estan

a una distancia de 1 de -2, estoes | x +2 | <1, se tiene que:
|x+2|<1 = -1<x+2<1 = -3<x<-1 = -4<x-1<=2
= 2<-{x-1)<4 = 2<|x-1|<4

O sea que hemos conseguido M =4 tal que

[x+2]<1 = |x-1[<M=4 @)
De (1) y (2) obtenemos:
_ |x+2]<1 = |(P+x+1)-3|<4|x+2]
Por tanto,
|x+2]<1y 4|x+2|<e = |[(P+x+1)-3]|<e
Luego,
[x+2]<1 y |x+2|<§ = [(F+x+1)-3]<e &)

Ahora tenemos dos restricciones sobre | x + 2 |, que son:
=
[x+20<1 y [x+2]<Z

Para asegurarnos que ambas desigualdades se cumplan, escogemos como & al
menor (minimo) de los nameros 1 y &/4. Esta escogencia la abreviamos asi:
§=Minimo{1,€/4 }.

Prueba Formal. (Comprobando que el 3 encontrade funciona).
Si dado € > 0, tomamos & = Minimo { 1, £/4 }, entonces, por (3),
0<|x+2|<d=>|x+2[<1y |x+z|<§ = |(@+x+1)-3]|<e

Luego, Lim(x2+x+l) =3
X2
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ESTRATEGIA PARA GANAR EL JUEGO DE LA PRUEBA DEL LIMITE

Observando los ejemplos anteriores vemos que para probar que Lim f(x) = Ls
Xx—a

se siguen 3 pasos:

Paso 1. (Sacar el factor |x—a|). De | fix) — L | sacar como factora |x—a |
Esto es, conseguir una funcién g{x) tal que

[fx)-L| = |gx)|{x-a]

Paso 2. (Acotar | g(x) | ). Encontrar un mimero >0 (en la mayoria de los casos,
B=1)yunnimero M >0 tal que

0< Ix-a|<p = |gw)|<M

Paso 3. (Escoger 8 ). Dado &> 0, tomar 8 = Minimo {[3, /M) ya que, por los pasos
Ly2;

0<[x-a|<8 = |fx)-L|= |g(x)||x—a|sM|x—a|<M-:;=e

O sea,
0< [x-a|<8 = |[fixy-L|<e

EJEMPLO 4.| Usando la definicién g-§, probar que

: 1
Lim 2w 8
x=—1/2 X
Solucién

Paraun € >0 cualquiera, debemos hallar un &> 0 tal que
0<| x—-% |<s = Ii —2|<s
Cileulos previos. (Buscando un valor de 8 ).
Paso 1. (Sacar el factor | x-1/2| ).
2= 152 = s =R ] e
Esto es,

1 -2 =|g(x)| x—% , donde 'g(x)|= 2
X X

Paso 2. (Acotar |g(x)|).
Buscamosun >0 y un M > 0 tales que:
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1 2
g {<p= | 2]em

La expresion I 2(x) | = I 2 | crece ilimitadamente s1 x se acerca a 0. Por tanto,
X
para acotarla, debemos alejar a x de 0. Esto lo logramos tomando:
1 1
enin | R = B2
| * 2 \ p 4 Y 4
En efecto:
1 3
‘x__—l<_1_:>__1-<x_l<i-—_—> '
2 4 4 2 4
_—+—<x<l+l :>l<x<E=>
4 2 4 2 4 4 83
i<l<4_:> _<£<S:>—_<|—I<8 i
X X 14 112 34 X
1
O sea, si B" < » conseguimos M = 8, tales que
2
| x - 2|<B-— = | —!<M:8
X
Paso 3. (Escoger 8 ). Tomarnos
: " 1
8 = Minimo {B, e/M } = Minimo { 28 %}
Prueba Formal. (Comprobando que ¢l 5 encontrado funciona).
0<|x——i<5 :>|—-z| i—“x—— < 8( £ )“E

ALGUNOS TEOREMAS SOBRE LIMITES

Lo que resta de esta seccidn serd dedicada a presentar algunos teoremas de
importancia para el desarrollo posterior del curso. T ambién pagaremos las deudas
contraidas en la seccidn anterior, como son las leyes de los limites (Teorema 2.2).
Comenzamos, parcialmente, con esto fltimo.

(Leydelasuma ). 8i Lim f(x)=L y Lim g(x) = G, probar que
X—ra Xx—a

Lim[f(x) * g(x)]= [ Limf(x)]* [ Limgx) =L + G
X—a X—a Xx—a
Solucion

Debemos probar que, dado g > 0, existe 8> 0 tal que

0<|x-al<s = [@+e00)-(L=G)|<e
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Como Lim f(x) = L ,dado €/2,existe §,>0 talque

X—a

0<|x-a|<d = |fw-L[<Z (M
Como Lim g(x)=G, dado €/2, existe §, >0 tal que

X—a

0<|x-al<& = |g0-G|< @

Tomando 8 =Min { §;,8,}, usando (1) y (2) se tiene que:
0<|x-2|<8=|(f(x)*egx)-(L£GC)]

= (f(x)'L)i(g(x)—G)|$|f(X)—L|+|g(x)—GI<%+%:E

{TEOREMAHI Si f(x) < g(x), ¥ x en un intervalo abierto que contiene a a,

excepto posiblemente en a, entonces

Lim f{x) = Lim g(x)
x—a X—a

Demostracion

Ver el problema resuelto 12,

[TEOREMA 2.5|(Ley del emparedado o ley de la arepa rellena) Si
1. g(x) <f(x) <h{x}, Vxenun intervalo abierto que contiene a

a, excepto posiblemente en a.
2. Lim g(x)=L = Lim h(x)
x—>a x—a
entonces

Lim f(x)=L
Xx—a
Demostracion Y 4

Aplicando el teorema anterior se tiene que

fix) <g(x) <h(x) =

Lim g(x) < Lim f(x) < lim h{x) =
x—a Xx—a Xx—a

) S —

L<Limf(x) €L = Limfx) =L
X—>a X—>a
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EJEMPLO 6.| Probarque Lim X =0

x—{0 1 4 .\'4
Solucién
2
Tenemosque 0= % < xz
l+x
%* 2
Sif{x)=0, g(x)= = h(x) =x", entonces {{x) < g(x) < h{x).
I+x
Ademas, Lim f(x)=0 y Lim h(x)=0. Luego, por el teorema anterior,
x—0 x—0

: 2
Lim 2 -0
X0 g4

TEOREMA 2.6| Teorema del cambio de variable

Si x=g(t)tal que Lim g(t)=a y g(t)# a paratodot#h,
t—b

entonces
Lim f(x) = Lim f(g(t))
X—a t—>b
El cambio de variable es  x = g(t).
Demostracién

Ver el problema resuelto 13.

LIMITES UNILATERALES

Terminamos la teoria de esta seccion presentando las definiciones rigurosas de los
limites unilaterales. Para esto, observemos que

0<|x-a|<d & -8<x-a<0 y O0<x-a<h
< 0<a-x<8 y 0<x-a<3d

Los x que cumplencon 0 <a-x<3J sonlos x en el intervalo (a — &, a) y, por
tanto, estan a la izquierda de a. En cambio, los x que cumplencon 0 <x—a <§ son
los X que estdn en el intervalo (a, a + &), y por tanto, estdn a la derecha de a.

!DEFINICION. Limites unilaterales
1. Sea f definida en un intervalo abierto de la forma (b, a).

Lim fix) =L & (Ve>0)(358>0)(0<a-x <5 = |fx)~L|<e)

X—a
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2. Sea f definida en un intervalo abierto de la forma (a, b)

Lim f(x) =L & (Ve>0)(38>0)(0<x-a<8 = |f(x)-L|<t)

x—>a+

PROBLEMAS RESUELTOS 2.2

PROBLEMA 1.] Probar que i xsen - = 0
X

x—0
Solucion

En primer lugar observar que no se puede aplicar la ley de producto debido a que,
como lo muestra el ejemplo 6 de la seccion anterior, no existeel Lim sen : =0.

x=0 A
Resolvemos el problema recurniendo a la definicion £-8.
Dado £ > 0, debemos hallar & > 0 tal que

1 \¥y=—x Y
0<[x—0|<8=>Ixsen; —0|<5 X
1 Y
osea,0<|x|<8:>|xsen—l<€ N
X ~
1 AR
Como |sen—] < 1, se tiene y/’f\v b
£ s N
1 1 a A
|xsen—|=|x||sen-—[£|x| i 4
X X ," \\\
P
Luego, para el & dado, tomamos §=¢. F S

\?ROBLEMA 2.| Mediante la definicion £-8, probar que Lim L
x—3 X-2

Solucién
Debemos probar que dado & > 0, existe &> 0 tal que

5
Xx-2

0<|x-3|<8 = ] —5|<£:

Cilculos previos. (Buscando un valor de 8).

).

Paso 1. ( Sacar como factor a | x -3
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5| o [EER] |y | [SR0iS
x=2 "1 x=2 - x=2 ol ox-2
- 2252 - |l 1x-si= Zlxes
2|
Esto es,
3 5
_5|= _3
| x—2 lx_2|‘x I
Paso 2. (Acotamos I——Sz_l) Hallamos p >0 y K >0 tales que
X_
5
[x-3|<p = <K
|x-2|
1
Sea B='2‘ . Tenemos que
]
|x‘31<ﬁ=l:>~l<x—3<5 :>—l+1<x_2<_1.+1
2 2 2 2
= Lexca3 s Loxoz)<l
2 2 2 2
= 2 L w P = LUP <10 -
30 |x-2] 3 Ix—2|
1 5
Esto es, ]x—3|<~2- =% <10
[x2]

Antes de continuar observemos que en este caso no podemos tomar 3 = 1,
ya que de haberlo hecho tendriamos que

|x-3|<1 = -1<x-3<1 = 0<x-2<2

Pero esta 1ltima desigualdad no puede invertirse debido al 0 que aparece a
la izquierda.

1
Paso 3. ( Escogemos & ). Tomamos & = Minimo { 5 % }
Prueba Formal. (Comprobando que ¢l § escogido funciona).

0<|x-3]<8 = |x- 3|<— y lx- 3|<E
e |~
= |5 -5]-

5
| x=2 |

| x-3]<10 =

— =&
10
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[PROBLEMA 3.] Sea c una constante. Probar:

[c|<e, VE>0 = ¢=0
Solucién
Procedemos por reduccion al absurdo.

Supongamos que ¢ # 0. En este caso se tiene que | ¢ | > 0. Tomando & = % lc],
por hipétesis, se tiene que
lel<e = le|<2le| = 2c|<|e] = 2<1

Esta contradiccién pueda la tesis.

[PROBLEMA 4. (Unicidad del limite). Probar que

Lmfix)=L1 ¥ Limfigy=Ly = Li=1La
X—a X—a
Solucién
De acuerdo al problema anterior, basta probar que
L, -L, |<g Ve>0, (1
ya que tendriamos:
Probemos (1):

Como Lim f{x) = L1, dado &/2 existe §; > 0 tal que
x—>a

0<|x-aj<d = H(x)-[,,|<§ @

Como Lim f(x) =L2, dado &/2 existe 82 > 0 tal que
X—a

0<|x-a]<8& = |A0-Lo| <2 )

Por otro lado, sumando y restando f{x) y usando la desigualdad triangular:
|Li-La| =] (Li- f0) + (f) - L2) < | Li- ) | +| o - L2| - @)
Ahora, tomando & = Minimo { 81, 82 }, por (2), (3) y (4), se tiene:

0<|x-a|<d => 0<|x-a|<d y 0<|x~a|<§
&

+==¢.
2

= L -Ly] <

N m
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X—>a

PROBLEMA 5.] Si Lim fx) = L, probar que existen § >0 y K> { tales que
0<|x-al<é6 = |f(x)l<K
Solucién

Como Lim f(x) = L,dado g =1, existe §>0 tal que
Xx—>a

0<|x-al<s = lf(x)—L|<1

(1)
Pero, por la desigualdad triangular,

Ll=1 () -L1)+L| <| fx)-L[ + | L| )
Luego, haciendo K= 1 + | L] , se tiene de (1) y (2)

0<lx-aji<é = |Ifix)l<1+|L]l =K

E’ROBLEMA 6 | (Ley del producte). Si Lim f(x) = L y Lim g(x) = G, probar

X—a X—a

Lim [ fx) g)] = [ Lim £00 1] tim e |
XxX—a X—a X—ra
Solucion

Debemos probar que dado £ >0 existe >0 tal que
0<[x-al<8é = | fix)gx)-LGl<e

Por el problema anterior, existen 8' >0 y K> 0 tales que
0<|x-al<s' = |fx)l<K (1)
Como Lim f{x) =L, dado g, =¢/2(] G|+ 1), existe §, >0 tal que
X—ra

<] x-al<s = | ~Ll<e S, 2
1 f(x) l 2('G|+|) ()
Como Lim g(x)=G, dado g, = /2K, existe 62>0 tal que
X—>a

0<|x-al <§ = | g(x)--G|< €, =;§E
Por otro lado, restando y sumando f{x)G y usando la desigualdad triangular,

| f9e(x) - LG | = | [fxe(x) - f0G] + [fx)G - LG] |
= lf[ex) - 61 + [0 -1]G | < e - 6] | + | [6x) - L]Gl

= [ lgw -al + iy -LllG | @
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Ahora, tomando § = Min { 8", 8, 8, } se tiene que

0< |x~a | <d=

lfe) -1G | <0 g -6 | + o -L G| (por 4)
< K'g{x)—G|+|f(x)—L”G| (por 1)
E €
R Vs |G | (por2 y 3)
<—B.. +E.=E
2 2

PROBLEMA'T—.J Si Limg(x) =G y G#0, probar que 3 8>0 tal que

X—a

O<Ix—a|<6 = lg(x)|>%|Gl

Solucién
Como Limg(x)=G y G#0,dado £=(1/2)] G|, existeun >0 tal que
x—a
1
0<Ix—a|<5:) |g(x)—G[<s=E|G| 6}
Pero,
|G|=|G-gx) +ex)|<|G-gx)|+]| x| =
[gx)|2|G|-|G-gX| (2}
De(l)y (2),

1 1
0<|x-a] <8 = |g0|>| G| - 3IG|= 3] G|

PROBLEMA s.J Si Lim g(x)=G y G#0, probarque
X—a

Lim 1 | 1

x->a gx) Limgx) G
X—2a

Solucion
Debemos probar que dado & > 0 existe § > 0 tal que

0<|x-a|<s = Ig(l—x) -—‘é <g

Bien, tenemos que
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A L _18-gx]_ B
|g(X) G‘ Ig(x)G Ig(x)Gllg(x) S|
_ )
lg(xmm'g“ o] &)

Por el problema anterior, existe un §,> 0 tal que

0<|x—a[<51=>|g(x)|>%|6!2> L. 2

—_ 2
el - iG] )
De(l) y (2):
o<|x—a|<8]:>|L— l|-<—-2——|g()— |
x) G! |G||G]|
2
=52—|g(x)—GI 3)

Por otro lado, como Lim g(x) = G »dado &' = £G? /2 existe un 8,>0 tal que
X—a

2
0<|x-a| <& = | g0-G| <&'= 2 @

Luego, tomando & = Minimo {5,, 52}, por (3) y (4) tenemos que

1 1 2 gG?
0<|x—a|<5=>|@—a| 2|g(x) G|<—-s—2——e

IPROBLEMA 9,

del cociente). Si Limf(x)=L y Limg(x)=G =0,

Xx—a X—a
probar que
Eim f(x
tm 0 _ e L
x—a B8(X) Lim g(x) G
X—a

Solucion

Esta prueba sera corta, debido a que la parte laboriosa del trabajo ya fue hecha.

Por la ley del producto y por el problema anterior
Lim f(X) _ Lim Lim f(x) Lim
- . [f(x) g(x) ] [ X—>a ] [

x—a 8g(Xx) g(x)
Lim f(x) [ 1 ]=Ll=£
Lo Lim g(x) G G
X—a
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[PROBLEMA 10.] Si Lim f(x)=L y A<L<B, probarque35>0 tal que
X—a

0<|x-a|<d = A<fix)<B

Solucién
A<L<B = B-L>0 y L-A>0.

Como Lim f(x)=L, dado g =Minimo {B-L, L—A},existe un § > 0 tal que
X—>a

0<|x—a|<s = |f(x)—L|<5 = -t <f{x)-L<e =

= —s+L< f(x)<e+L =
= (L-A)+L< fix) <(B-L)+L (-(L-A)<-¢, e<B-1)

= A<f(x)<B

BROBLEMA 11.] Probar la ley de la raiz: Si Lim f(x)=L, entonces
X—a

,l{l_n:aw g S Qt( I;f’faf(x) = oL , donde L > 0 si n es par.
Solucidén
Casol. L=0 y n esimpar.

Como AfL, =1f0 =0, debemos probar que dado £ > 0 existe 5 > 0 tal que

0<|x-a|<s = |fx | <=

Lim f(x) =0, para €, =¢g" >0, existeun &> 0 tal que
X=—ra

0<|x-a|<d = [fx)|<g=¢" = ij(x) | <e

Bien, como

Caso 2. L>0 y n cualquiera (par o impar ).

Debemos probar que dado € > 0 existe § > 0 tal que
0<|x-a|<s = |[VAx) - YL | <=
Bien, por el problema anterior, con A =% LyB= % L, existe &, > 0 tal que

3
0<|x-al<§ = %L<ﬁx)<5 L

y, por lo tanto,
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0<|[x-a|<d = fx)>0 8}

Por otro lado, usando la identidad:

n_.n
P=4 == n—zp : n2 . ool
p' T HpT fq+. . .+pqT C+q
con p:"f(x) y q=V—L , se tiene

n f(x)-L

0 fx)- VL= 2

) n n-1 ,. n n-2 n n-2 I\I{ n-1 &
(f(x)) +y (f(x)) "L +..+3 f(x)L +V L

Cuando 0 < | X—a | < §,, por (1), fix)> 0. Ademas L > 0. Luego, todas las
raices del denominador de la expresion (2) anterior son positivas. En
consecuencia

Ve + e 2L+ Yeoorn2 + Yntz Yo

Luego, cuando 0 <jx-a|< 3§,
1

1
=
# (Fe))™ ! + ﬂ )" 2L +.+Y feoL" 2 1Y o Y
De t2) y (3) obtenemos

fix)—
0<|x—a|<81:>|n/f(x)- W]S%%=n Lln_l | fo-L| (@

@)

Ahora, como Lim f(x) =L, dado g, = £pf o existe 8§, > 0 tal que

x—a
0<|x-a|<8; = |[fx-L] < YL} ©)
En consecuencia, tomando 8 = Minimo {81, 52} ,de (4) y(5) se tiene que
0<|x-a|<d=>

B 1 B 1 o en-l _
| Y0 ﬁ|sﬁlf(x) L|<Q/_Ln_—1£ e,

Caso3. L<0 y n esimpar.

Sea g(x) = —f{x). Se tiene que:

Lim g{(x) = Lim (-f(x)) = —Lim f(x) =-L > 0
Xx—a x—a x—d
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Luego, por el caso 2 y considerando que n es impar, se tiene que

LimYgx) =¥Y-L = Lim%-t(x) =¥-L = - Lim¥rx) =- YL
Xx—a X—a

X-»d

Lim % fx) = YL
= X—a

[PROBLEMA 12.| Probar el teorema 2.4: Si
1. Existen Lim f(x) ¥ Lim g(x)
X—a X—»a
2. {{(x} < g(x), Vx en un intervalo abierto que contiene a a, excepto
posiblemente en a,

entonces Lim f{x) £ Lim g(x)
x—a x—a

Solucién
Paso 1. Probamos que 0 <h(x) = 0 £ Lim h(x)
X—a

Sea Lim h(x) = L. Queremos probar que 0<L.
x—a
Procedemos por reduccidn al absurdo. Supongamos que L <0. Luego, -L > 0.
Ahora, dado & = % (L), existe &> 0 tal que
1
0<|x-a|<8 = [hx)-L|<e=3(-1)
1 1
= —‘2‘(—L) < h{x)-L< 5(—1.)
= —%(—L) + L < hx) < %(—L) ‘L
3 1 1
= —2—L<h(x)<EL:> h(x) < 0. (5L<0)

Este tiltimo resultado coniradice la hipdtesis: 0 < h(x).
Paso 2. Probamos que f{x) < g(x) = Lim f(x) £ Lim g(x)
x—a X-ra

fix)<gx) = 0<gx)~fix) = 0 < Lim [g(x) - f(x)] (paso 1)
X—a

= 0 £ Lim g{x) — Lim f(x) = Lim f(x) £ Lim g(x)
x—a x—a x—a x—a

[PROBLEMA 13.| Probar el teorema del cambio de variable:

Si x=g(t) estalque Lim g(t)=a y g(1)#a paratodot#b,

t—=b

entonces Lim f(x) = Lim f(g(t))
Xx—>a t—b
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Solucion

Sea ’Izi_!}“af(xh L. Debemos probar que dado &€ >0, existe >0 tal que

0<|t-b|<s = |fg®)-L|<e
Bien, como fﬂ‘:af(l)ﬂ-,dado £ >0, existe 3, >0 tal que

0<|x-a|<8 = |fx)-L]|<e (1)
Por otro lado, como  Lim g(t)=a , dado g, = &> 0 existe 8> 0 tal que
t—b
0<|t-b|<8s = |a-a|< g =35, 2)

Ademas, como g(t) # a para todo t# b, a la expresion (2) la podemos escribir asi:
0<|t-b|<d = O0<|gt)-a|< ¢ =8 3)
Luego, de (3) y (1) por transitividad y considerando que x = g(t), se tiene

0<[t-b|<8 = |fg®)-L|<ce

PROBLEMAS PROPUESTOS 2.2

En los problemas del 1 al 14 prebar, mediante e-5, el Hmite indicado.

Lim(2+1)=
3, m(5+}

1. Lim (4x-3) =5 2. Lim (9-3t) = -3
x—2 t—4 Newp =2
2 3 Lim X2=L _ 3
4. Lim x* = 4 5. Lim x® = -8 6. &y C
x—2 X— -2 x—=1

g, i s

7. Lim (x®+2x~6) = -3 8. Lim (2x2+ 3x—-4) = -5 o1

x—1 x——1 x—3
5 6 ; 2x 2
il Ttk i Pl 1% S J 5 a5 =3
Xx—5 : x—! x—4
: - Gy
i3, g™ i, Tin—%4
x—0 x—1/3

En los problemas del 15 al 19 probar, mediante -8, el limite indicado.

15. Lim ¢ = ¢ c es una constante. 16. Lim x =a
* x—a x—>a

i
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17. Limx" =a".
x—a

Sugerencia: x"—a"=(x—a)(x" ' +x"2a +. . .+ xa"2+a"")
, 1 1
18, Lim % a - Sugerencia: seguir el esquema del ejemplo 4 tomando B:|aI/2

X—a

19. Probar: Lim f(x) = L— Lim |f(x)] =|L|
X—a X—»2a

Sugerencia:||f(x)|—|L||S|f(x)—L|

En los problemas del 20 al 23, mediante teorema del emparedado, probar que:

*Jx2+]=

20. Lim xzscn§=0 21. Lim [x+1 1
x—=0 x—=0
; +1{=-]x -1
22. Lim x[z - ﬁcos(%]] =0 - MECPRE cllil E Tl N
X %2 + 1
x>0 x—0
SECCION 2.3
LIMITES TRIGONOMETRICOS
| TEOREMA 2.7.] ¥ a e R se cumple que
Lim scn® = sena Lim cos® = cosa
B—>a 02
Demostracion
Debemos probar que dado £ > 0, existe & > 0 tal que: v ¢
L(©)
(1) 0<|6-a|<d =>|sen0-sena |<e @,
¥ 2
(2) 0<lo0-a|<$8 :>|cose—cosa|<s 0 L(a)
Observemos el triangulo rectingulo de la figura. = >
Los extremos de la hipotenusa son los puntos: X
L(0)=(cos 6, sen 8) y L(a) = (cos a, sen a).
La longitud del cateto vertical es | senf —sena |

La longitud del cateto horizontal es | cosf—cosa |

La longitud de la hipotenusa es d(L.(8), L(a)}, la distancia de L (0) a L(0).
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La longitud del arco entre I(a) yL(6)es {0 —~a .
Es claro que la longitud de la hipotenusa es menor que el arco entre L(a) y L(0).
Estoes, d(L(0),L(a))<|0-a|.

Como la longitud de cada cateto es menor que longitud de la hipotenusa, por
transitividad se tiene que

| sen0-sena|<|0-a| y |cose-cosa |< |0-a]

Luego, si para el € > 0 dado, tomamos &=¢, entonces (1) y (2) quedan satisfechas.

TEOREMAEI Lim senf _,
8e->0 0O Y 1

Demostracion

tan 0
Paso 1. Lim sen® _ 1 en|B

g0t © 2

Sea <6< g Yy, por tanto, sen >0

Observando la figura se ve que
Area del AOQB < Area del sector circular OQB < Area del AOQT.

Pero

(I}sen® _ sen®
T2

©n? =
0

Area del AOQB =

Area del sector circular OQB =

e

ng 0o | =

Area del AOQT = %(1) tan@ =

Luego,

sen <g <tan9 .
> 3 ——‘2 , = senf <@ <tanb

Dividimos entre sen 6. (recordar que sen 6 > 0).

2] sen B TCr .
< <— <
m—" F—" = cosb ) 1 (invirtiendo fracciones)

1 <
Pero Limi=1 ¥ Lim cos® = cos0 =1 (Teo.2.7)
g0t 00"

Luego, por el teorema del emparedado, Lim sen® = ]
60" B
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Sea -—;— <@ <0, y por tanto, sen 8 <0.

Si o =-0,entonces >0 y 0.—>0 <> 60 Luego,

Lim sen® _ Lim —sen® _ Lim sen(-8) _rim sena

=1
0—0" O o0~ -6 8»0- -6 a-0" «
EJEMPLO 1.| Probar que:
Lim tanax : _ !
) =g 2. Lim xcotax = —, a=0
x>0 x a
x—0
Solucion
Si 8 =ax, entonces x >0 < 06— 0. Luego,
Lim tanax Lim _ tanax Lim senax 1 o Lim sen8 1
L o = x>0 =2, .0 3950
XU x = ax X7V ax  cosax —Y 8 cosH
lim sen® || Lim 1
=a —_— —— | =a[l]]|l/1]|=a
IiB—-)(J ¢] He—m CDSBJ {][ ]
7. i.imox cotax _ Lim  coSax _ 1 Lim _ax GoiaR
= x—0 senax a x—=0 senax

_loim 0 o lfLm _8 [Lim cos@]
a 020 send al0-0 senQ |[0—=0

=l[1][1]:l
a a

TEOREMA z.9| Lim 1-cosx

= 0,
x>0 X
Demostracion
l-cosx l-—cosx l+cosx 1—cos? x
X X 1+cosx x(1+cosx)
_ sen’x _semx _senx
x(1+cosx) X l+cosx

Luego,

Lim l-cosx Lim Senx Lim sen x
x—0 X [ x—=»0 x ] [ x—=0 l+cos x] [ 1] [0/2]
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EJEMPLO 2.| Hallar jm sen(x —w/6)

x—+x/6 cosx—+/3/2

Solucién

Sea y:x—%. Se tiene que: x=y+%, xa% = y—0 y

Lim sen(x-n/6) _ im sen y

X216 ooy —\5/2 y—0 COS(Y"""/6)_J§'I2

_ Lim sen y
y— 0
(J?fz)cos y ~ (1/2)seny — +/3/2
_ Lim sen y
y—>

(ﬁfz][cosy ~1]- (1/2)seny

seny

- Lim y
y—0 (ﬁiz)cosyh_l__(uz)seny
Y y

1

- — _2
(V3/2)(0) - ar21)
PROBLEMAS RESUELTOS 2.3

. n
PROBLEMA 1.] Hallar Lim “*““’“5-“

x—1
Solucion

Si t=x-1,entonces x=t+1 y t—0 < x— 1. Luego,
(1 -x) tan %x =—ttan %(wl) :—ttan(%t+’% )
- tcm(%t) (Id. trig. 19)

= 1/(n/2)=2/n (cjemplo 1, parte 2)
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l PROBLEMA 2. | Hallar [ jm cosmx-—cosnx

x—0 xZ
Solucion
Se tiene que:
cosmx—cosnx _  {cosmx—cosnx)(cos mx +cosnx)
x2 xz(cos mXx + cos nx)
__cos’mx—cos’nx _ [l-sen’mx]-[1—sen’nx]
x* (cos mx + cos nx) x? (cos mx + cos nx)
- sen?nx —sen?mx _ sen’nx  sen’ mx ] 1
= e 7 = 2 T
x° (cos mx + cos nx x 2 e IR T Lo R
[ (sennx ) (enmx ) ] 1
COS mXx + cos nx
Como,
i sen nx )2 sen mx \2
Lim [n?.( ) _mZ(____) ]:[nZ(l)z_mZ(l)ZJ:nz_mz y
x— 0 nx mx

Lim 1 U N |

x— 0 COosmX+cosnx 1+1 2

se tiene que:

Lim  cosmx-cosnx _ n®-m

x—0 xz 2

|ﬁlOBLEMA 3.| Hallar jm asenx-xsena
X—>a 4COSX-—-XC0Ssa

Solucién
Si x=y+a,entonces y=x—-a y x—a < y— 0. Luego,

asenx-—xsena _ asen(y+a)—(y+a)sena
ACcOSX —-Xcosa acos{y+a)—(y+a)cosa
(aseny cosa+acosy sena ) — (ysena + asena)

(acosycosa—asenysena) — (ycosa+ acosa)

{(aseny cos a ~ ysena) + (acosy sena — asena)
{(acosy cosa —acosa) —~ (aseny sena + ycosa)
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_ (aseny cosa — ysena) + (asena)(cosy—1)
(acosa)(cosy — 1) — (aseny sena + ycosa)

(aseny cosa — ysena) N (asena)(cosy — 1)

- Y y
(acosa)(cosy — 1) _ (aseny sena + ycosa)
¥ ¥
-1
(aseny cosa —sena) + (asena) _(_co_sy___)
= Y
{cosy-1) seny
(acosa) =1 ika sena + cosa)
y
En esta 1iltima expresion, tomando el limite cuando y tiende a 0, se tiene
(a(l)cosa—sena)+(asena)(0) _ acosa—sena _ sena—acosa
(acosa)(0) - (a(l)sena+cosa) —asena-—cosa cosa-t+asena
Por tanto,

Lim asenx-—-xsena _ sétna—acosa
X—>a Aacosx-Xcosa cosa+asena

[PROBLEMA 4.| Hallar Lim sen’ —sen’a
Xoa " 33

x“-a
Solucidén
sen®x —sen’a _ senx + sen a][sen x — sen al
x%—a? [x—a]{x +a]
[2sen (222) cos (2=2)] [2c0s (Fo2) sen ()]
= 2 2 & 2 (Ident. 40 y 41)

[x—a][x+a]

- +
Si y=x—2—a,entonces x-a=2y, x+a=2(y+a), x_z_a —y+a

Luego,
sen2x —senZa _ [2sen(y +a) cos(y)] [2cos(y + a) sen(y)]
x2 —a? [2y ][2(y + @)]
- [preo o=t ]

Pero, x »a < y —0. Luego,
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: = sen(yta)cosy sen
Lim Sen sen a2 _ Lim [ !z ) 3 ][cos(y+a)—yx]

X—a xz - y_’.o y-{-a

- 3
senacosa sen 2a

a 2a

PROBLEMA 5. Hallar Ljm  2cos 0-5cos8 +2
0->7/3 2cos’B+3cosO -2

Solucién

1
Si y =cos 6, entonces 8 —r% Sy Luego,

Lim  2cos?0-5c0s0+2 _ Lim 2y’ -5Sy+2
8>7/3 2cos?B+3cosf-2 y—1/2 2y2+3y~—2

_ Lim  Qy-Dy-2)_ uim y-2 _ 1/2-2 3

yo1/2 2y—-1Ny+2) yo12 y+2 1242 7 7S

PROBLEMAS PROPUESTOS 2.3

En los problemas del 1 al 23 hallar el limite indicado.

1, Lim senx 3, Lim sen 2x 3, Lim 1- cos2x
x—m X—T x-»0 sen3x x—=0 4x2
Lim I — cost fidi scnz(x/2)
4. Lim [tan2x —sec2x] 5. sent 6. ==
x—>7/4 =0 x—0
2
. sen“(x-1 - e
7. Lim __2_£_) 8. Liss X ?ETEL" 9. Lim fan x — senx
X“=2x +1 X — sen3x x3
x—1 -2 x-+0 x—0
10. Lim o 11. Lim HORK — MR
m - 3x cos 2x
x—n/3 x—>n/4
. J9 - v 1+ cosx coS Ty
12, Lim ———————— — s —— 13. iim
sen“x 1 - fx

x=0 x—1
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14. | L= cosx Yeosx

2 15. Lim 1-senx
x—0 X—>n/2 (X—T[/Z)2
16 g L= cos0)® 17. Lim il + senx — v/ 1 — senx
tan>§ - tan’@ tanx
B0 x—=0
18. Lim sen — sena 19, Lim cos (a+x) — cos(a-x)
" 92 sen(0/2)-sen(a/2) " x—0 p”
20. L;mﬂscn(a+x) — sen(a-x) 21. Lim 2sen? x—3senx + 1
X=Vtan(a+x) — tan(a~-x
: ) ( ) x-—»% 23en2x +senx — 1

22, Lim 2tan? x — tanx — 1
2

x——)% 2tan“ x — 3tanx + 1

SECCION 2.4
CONTINUIDAD

Geométricamente, la continuidad es facil de explicar. Una funcién es continua si
su grafico no tiene saltos o interrupciones. En otras palabras, si su grafico puede ser
trazado sin levantar el lapiz del papel.

DEFINICION.| Una funcion fes continua en un punto a2 si Lim f(x) = f(a)
x—a

Esta definicién es equivalente al cumplimiento de las 3
condiciones siguientes:

1.festd definidaena (3f(a)) 2. 3 Lim f(x) 3. Lim f(x)=1(a)
Y—>a x—a

La definicién de continuidad en a, al hablarnos de Lim f(x), implicitamente exige
x—a

que f debe estar definida en un intervalo abierto que contenga a a.

DEFINICION., | Diremos que f es discontinua en el punto a o que a es un punto

de discontinuidad de f si fno es continua en a. Esto equivale a
decir que al menos una de estas tres condiciones exigidas en la
definicién no se cumple. Esto es:
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1. fno estd definidaena 2. Noexiste limiteena 3. !E'i—l)"a f(x) # f(a)

¥ Y Y

LY .

a X a X a X

Si fes discontinua en a y existe Lim f(x), diremos que la discontinuidad en a es
x—a

removible. Se llama asi debido a que se puede redefinir a f en a de modo que la
discontinuidad es eliminada. Es claro que la redefinicién debe ser del modo siguiente:
f(a)= Lim f(x)

X—ra

La discontinuidad es esencial si no existe Lim f{x). En este caso no hay modo
X~>a

de salvar la discontinuidad.

La continuidad se expresa también en términos de e-8, como sigue (ver el

problema resuelto 3):

fescontinuaena <> (Ve>0) (35>0)( [x-2a| <8 = |f(x)-fa) | <c)

EJEMPLO 1. a. El teorema 2.3-nos dice que toda funcién racional (en particular,

todo polinomio) es continua en cualquier punto a de su dominio.

b. El teorema 2.7 nos dice que las funciones seno y coseno son
continuas en cualquier punto a de R.

2

X
EJEMPLO2.] Sea f(x) ={ >,

0, si x=4

,S1 x#4

1. Probar que ftiene una discontinuidad removible en a = 4.

2. Redefinir f para remover la discontinuidad.

3. Probar que f es continua en cualquier punto a # 4.
Solucién

1. La primera condicion de continuidad si se cumple, ya que f esta definida en 4. En
efecto: f{4)=6.

La segunda condicion también se cumple. En efecto,
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Lim f(x) _ Lim x2-16 _ Lim (x+4) = §

x—>4 Txad -4 @ X4

Pero, la tercera condicién no se cumple, ya que

Lim fix} =8 # 6 = f{4)
x—4

En consecuencia, f ticne una discontinuidad removible en a = 4.
XZ = si x%4
2. f(x) = x—4
8, si x=4

2 _
3. Para los x # 4, fes la funcién racional f(x) = xx

1 .
4 - Cuyo denominador no se
anula en ningtin x # 4. Luego, por el ejemplo anterior, f es continua en cualquier
punto x £ 4.

EJEMPLO 3.| Probar que la funcién g(x) = 1 x+}2! ‘ tiene una discontinuidad
X+

esencial en 2. ?
Solucién 1
Calculemos los limites unilaterales. Q
Lim* X+2 _Lim X+2 _Lim )y _; =
x—=-2"1x + 2| x—=-2"x+2 x—>-2" —0 1 f
Lim X + 2 - Lirn x+2 s Lim (_1)=__1
xo-2"|x + 2| x=-2" —(x+2) x->-27

Como estos limites unilaterales son distintos, concluimos que g no tiene limite en
el punto —2. En consecuencia g tiene una discontinuidad esencial en este punto.

—_— — —

CONTINUIDAD LATERAL
1. Una funcion f es continua por la derecha en el punto a si

Lim f(x) = f(a)

x—>a*
2. Una funcién f es continua por la izquierda en un punto a si

Lim f(x) = f(a)
X—a

Es evidente que:
f es continua por la izquierdaen a
f es continua en a & y
f escontinua por laderechaena
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EJEMPLO 4.| La funcién parte entera f(x) = [x] es continua por la derecha, pero

discontinua por la izquierda en cualquier entero n.

En efecto, tenemos que:

Lim f(x) = Li R
1m X m +[X] =n —f(ﬂ)

x—nt X —n =1
Lim f(x) = Lim Ix] = n-1% f(n) %
X—>n X —»n_

EJEMPLO 5.| Sea la funcion del gjemplo 3: g(x) = x+2

| x+2 |
1. Redefinir g para que ésta sea continua por la derechaena = -2

2. Redefinir g para que ésta sea continua por la izquierda ena = -2

Solucién
x+2 . X+2 .
—, 8l X¥~-2 —, 81 X# -2
L g(x) =4 |x+2] 2. g(x) = § |x+2]
1, si x=-2 -1, six=-2

EJEMPLO 6. | Probar que la funcién valor absoluto fix) = | x | es continua en

cualquier punto de R.
Solucién
Sea a un punto cualquiera de R.

Casol. a=0: Lim|x|=0=|0], yaque:
x—0

Lim {x|= Limx =0=|0| g Lim |x|= Lim (-x)=-0=0={0|
x—0" x =07 x—0 x—=0"
Caso 2, az=0: fix)= |x | es continua en a debido a que, cerca de a, la funcién f

coincide con el polinomios p(x) =x,sia>0;0con g(x)=-x,sia<0.

CONTINUIDAD EN INTERVALOS
DEFINICION. | 1. Una funcién fes continua en el intervalo abierto (a, b) si fes

continua en todo punto de este intervalo.
2. Una funcién fes continua en el intervale [a, b) si f es continua
en el intervalo abierto (a, b) y fes continua por la derecha en a.
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3. Una funcién fes continua en el intervalo (a, b] si f es continua
en el intervalo abierto (a, b) y fes continua por la izquierda en b.

4. Una funcién f es continua en el intervalo cerrado |a, b] si fes

continua en el intervalo abierto (2, b) y fes continua a la derecha
en a y continua a la izquierda en b,

EJEMPLO 7.| a. Una funcién polinomial y las funciomes seno y coseno son
continuas en el intervalo abierto (—oc, +oc) = R; o sea, son
continuas en su dominio.

b. La funcién parte entera f(x) = {x]l es continua en todos los
intervalos de Ia forma [n, n +1), donde n es un entero.

EJEMPLO 8. | Probar que la funcién raiz cuadrada f{x) = \Eﬁ es continua en su

dominio; o sea, es continua en el intervalo [0, +o0).
Solucion

Debemos probar que f es continua en todo punto a del intervalo abierto (0, +oo) y
que fes continua por la derecha ena =0.

Bien, st >0, porleyde i, K335 = (R =3,

Esto es, la funcién f{x) = '\[)-{ es continua en a.
Por otro lado, sia =0, entonces  Lim ¥x = f Lim x  _ J_O =6
x—0t x—=0F

Esto es, la funcién f{x) = Jx es continua por la derecha en 0.

CONTINUIDAD Y OPERACIONES CON FUNCIONES

Las leyes de los limites, enunciadas en el teorema 2.2, nos dicen que el proceso de
tomar limite respeta las operaciones algebraicas. Esta propiedad valiosa se traslada a
la continuidad y se obtiene que ésta también respete las operaciones algebraicas.
Gracias a este resultado podemos construir complicadas funciones continuas a partir
de funciones simples.

[TEOREMA 2.10| Sea c una constante y sean { y g dos funciones continuas en el
punto a. Entonces las siguientes funciones también son continuas
€n a.

1.fxg 2. ¢f 3. fg 4,

TS |-

» si g(a)#0
Demostracion
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Estos resultados son consecuencias inmediatas de las leyes de los limites
correspondientes. Asi, (1) es consecuencia de la ley de 1a suma. En efecto:

Por ser f y g continuas en a se tiene: Lim f(x) = f(a) ¥ Lim g(x) = g(a}.
X—=a Xx—a
Luego,

Lim [0 * g00] =[Lim t00] = [Lim )] = ) g(a).
X—a Xx—a X—ra

Esto nos dice que f+ g es continua en a.

EJEMPLO 9. | Probar que las funciones trigonométricas son continuas en su

dominio.
Solucidn

Por el ejemplo 1 ya sabemos que el seno y el coseno tienen la propiedad indicada.
Veamos las otras.

C t =
omo tan x =
€05 X

parte 4 del teorema anterior, la funcién y = tan x es continua en todos los puntos x
tales que cos x # (}, que son precisamente los puntos del dominio de y = tan x.

es el cociente de dos funciones continuas, entonces, por la

En forma andloga se procede cony =cot X, ¥ =Sec X € y = cosec X,

El siguiente resultado es consecuencia de la ley de la raiz y su demostracion es
similar a la dada en el ejemplo 8.

(TEOREMA 2.11] 1. Sines par, entonces la funcién f{x) = 'V)_c ¢s continua en
el intervalo [0, +c0); o sea, es continua en todo su dominio.

- - o n 3
2. Sin es impar, entonces la funcion f(x) = '\ﬁ_{ es continua
en R; o sea, es continua en todo su dominio.

CATALOGO DE FUNCIONES CONTINUAS

. . X . . a .

En el capitulo anterior, para definir a~ con x irracional, nos guié la idea de
conseguir que la funcién exponencial f(x)=a" sea continua en todo su dominio, que
es R. Por tal razon, agregamos a nuestra lista de funciones continuas a la funcién
exponencial.

Por otro lado, también afirmamos que la funcién inversa de una funcién

continua es continua. Esta afirmacién la podemos justificar intuitivamente, del
modo siguiente. La grafica de una funcidn continua f no tiene saitos ni
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interrupciones. La grafica de la inversa f~' se obtiene reflejando la grafica de fen
la recta diagonal y = x. En consecuencia, la grafica de f ™' tampoco tiene saltos o
interrupciones. Esto nos dice que ' es continua. Este resultado es importante, por
lo que lo hacemos resaltar presentindolo cn el siguiente teorema, cuya demostracion
formal la omitimos.

FFEOREMA 2.@ Sea f una funcién definida en un intervalo 1, donde f es
inyectiva. Si f es continna en I, entonces la funcién inversa

f~! es continua en f{I).

El resnltado anterior nos permite concluir que la funcién logaritmo y = logax es
. . «p - X -
continua, por ser inversa de la funcién exponencial, y = a”. En forma analoga,
concluimos que las funciones trigonométricas inversas son continuas.

A continuacién presentamos un pequefio, pero importante, catalogo de funciones
continuas.

Las siguientes funciones son continuas en su dominio:

1. Polinomios 2. Funciones racionales

3. Funciones radicales 4. Funciones trigonométricas
5. Funciones trigonométricas inversas 5. Funciones exponenciales
6. Funciones logaritmicas 7. Funcion valor absoluto

El siguiente teorema es un c aso p articutar del teorema de ¢ ambio de variable o
teorema del limite de una composicion de funciones. La demostracion la presentamos
en el problema resuelto 4.

TEOREMA 2.13 I(Teorema de sustitucion). Si Lim g(t) = L y f es continua en
t—b

L, entonces

Lim f(g(t)) = fL) = f (Uim gt))
tob t—=>b

EJEMPLO 10.] a. Si Lim g(t) = L, probar que  Lim e8()=et

t—b
. 2x ] 2x
b. Hallar [j, e“* -1 €. Hallar [ jm wl £ = 1
x=0 X 1 x—0 e* -1

Solucion
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a. Sigue inmediatamente del teorema anterior, tomando en cuenta que la funcion
. X o
exponencial f{x)=¢" es continua.

. . N .0
b. Este limite es una indeterminacion del tipo B Tenemos:

Lim X =1  Lim @ +DE*-1 L

o w R, X + 1)
x—=0 X _ | x—=0 e® -1 x—>0

= Lim o™ o elri=141-2

¢. Tomando en cuenta que la funcidn logaritmica f{x) = In x es continua, se tiene:

; 2x _ . 2x
o ]n[g‘{“l] = 1“{ 1 e—l] = In(2) =2
-1

x->0 e x=0 2% _

Una consecuencia del teorema anterior, que es inmediata pero de importancia
capital, es el siguiente resultado, que dice que la continuidad también respeta la
operacion de composicién de funciones.

fTEOREMA 2.14| Si g es continua en b y f es continua en g(b), entonces la
funcion compuesta fog es continua en b.

Demostracion

Por ser g continua en b se tiene que Lim g(t) = g(b)
t—b
Reemplazando este limite en el teorema anterior obtenemos

Lim f(g(t)) = f(g(b)) = (fog)(b) .

t—=b
Esto nos dice que fog es continua en b,

EJEMPLO 11.| Probar que la funcién h(x)= lInx| escontinuaen {0, +o0).

Solucion
81 gix)=Inx y f{x)= | x| , tenemos que h = fog. En efecto,
(Fog)(x) = fg(x)) = fInx) = | In x| = h(x),

La funcién g{x) = In x es una funcidn continua en (0, +20) y que la funcion valor
absoluto f{x) = | x| es continua en R. Por tanto, por el teorema anterior, h=fog

también es continua en (0, +e0).
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Terminamos esta seccién enunciando un teorema que proporciona una propiedad
importante de las funciones continuas. Omitimos la demostracién por estar fuera de
alcance del presente texto.

[ TEOREMA 2.15| (Teorema del valor intermedio). Si f es una funcién continua
en un intervalo cerrado [a,b] y si K es un nimero que esta
estrictamente entre f(a) y f{(h), o sea

flay<K<flb) 6 f(b)<K<fa),

entonces existe un niamero c en (a, b) tal que f(c)=K.

Graficamente, este teorema nos dice
que cualquier recta horizontal y = K que
estd comprendida entre las rectas f(b)
horizontales y = f(a) e y = f{b) debe cortar
al grafico de fen, por lo menos, un punto
(c, f(c)), donde a<c<b.

En el siguiente ejemplo usamos este f(a)
teorema p ara localizar las raices de una |
ecuacion.

Y 4

[ T Sy

-
L

EJEMPLO 12.] Dada la ecuacién x° +3x-5=0

a. Probar que esta ecuacion tiene una raiz entre 1 y 2.
b. Hallar una aproximacién de esta raiz con un error menor que 0,1.

Solucién
a. La funciéon f{x) = x>+ 3x - 5, por ser un Y
polinomio, es continua en todo R y, en particular, 9

es continua en el intervalo cerrado [1, 2].
Por otro lado, f{1) es negativo y f(2) positivo. En
efecto:

fih=13+3(1)~5=-1 y
f2)=2>+3(2)-5=9

Luego, f(1) <0< f(2)y, por el tcorema del valor
intermedio con K = 0, existe un c entre 1 y 2 tal que
flc) =0, esto es,

l<c<2 ¥y S +3c-5=0.
Es decir ¢ es una raiz de la ecuacion dada.
b. Como una primera aproximacién a la raiz podemos escogera 1 6 a 2. Elegimos a

1 por estar f(1) = -1 mas cerca de 0 que f{2) = 9. Esta escogencia de 1 tiene un
error menor que 1. Es decir, |1 —c|< 1.
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Para conseguir una mejor aproximacion, volvemos a apoyarnos en el tecrema
del valor intermedio. Para esto, subdividimos el intervalo [1, 2] en los 10
intervalos:

1, 1,1, [1,4, 12, [1L,21,3].....(1,9, 2]

Evaluamos fen los extremos de estos intervalos. De éstos tomamos uno tal que
la evaluacion de f en sus extremos tenga signos contrarios. En nuestro caso, este
intervalo es [1,1, 1,2], ya que f{1.1) =-0,369 y f(1,2) = 0,328. Esto significa que
1,1 <¢ < 1,2, Como una segunda aproximacion a ¢ podemos escogera 1,1 6a 1,2
Elegimos a 1,1. Esta aproximacion tiene un error menor que 0.1.

Si se quiere mejorar la aproximacidn se repite el proceso.

PROBLEMAS RESUELTOS 2.4

IPROBLEMA 1.| Hallar k sabiendo que la siguiente funcién es continua es 2.

3 L3 <_2
w-{2; , 5
—-2x, six>-2

Solucion

La funcién f debe ser continua por la derecha y por la izquierda en 2. Pero,

fes continua por la izquierdaen -2 <> f(-2)) = Lim = {—2)3 =-8
X—-2"
fes continua por la derechaen -2 < f{=2) = Lim (kx2-2x)= k(-2)’ - 2(-2)
R

En consecuencia,

K-22-2(-2)= -8 => 4k +4 =—-8 = 4k=-12 = k=-3

[PROBLEMA 2.| Probar que:

fescontinuaena < (ve>0) (36>0)( |x-2a| <8 = |fix)-f(a) |<¢)

Solucion
Por definicién, fes continua ena = Lim f(x) = f(a) <
X—>a

(Ve>0)(38>0)(0<[x-a|<s = |fx)-fla) | <&) M)
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(=) Porser fcontinua en a, se cumple (1) y , ademas, f est4 definida en a. En esta
situaciéon podemos eliminar el requerimiento 0 <| x —a| de (2), ya que

para x = a se cumple que | f{a) — f{a) [ = 0 < e. Pero, eliminado este
requerimiento, (1) se convierte en:

(ve>0) (38>0)(|x-a|<8=> [fx)-fa) | <&) @)
(<) Es obvio, yaque (2)= (1).

[PROBLEMA 3.] Probar que si f es continua en a y f{a) > 0, entonces existe un
intervalo abierto (a- &, a+ 8) tal que

fix) >0, Yxe(a-5,a+3d).

Solucién

. I ’
Por ser f continua en a, para ¢ = 5 f(a) existe un d > 0 tal que

|x-a|<8 = |f0)-fa)| <5=%f(a)
O sea
-8 <x-2<8 = - 2f) < ()~ fla) < @
De donde,

a—8<x <a+d = %ﬂa)< ) <%f(a)

1
Por tanto, por ser 3 fla) > 0,

a-8 <x<a+d = f(x)>0

PROBLEMA 4.} Probar el teorema 2.13. Si Lim g(t) = Ly sifescontinuaenL,
t—=b

entonces

- X — ¢ Lim g(t)
Lim g() = L) = f(;15,5)
Solucién

Debemos probar que dado € > 0, existe & > 0 tal que

0<|t—b|<5 =5 |f(g(t))—f(1.)|<a
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Bien, como f es continua en L, por el problema resuelto 3, para el € > 0 dado existe

un & > 0 tal que

|x—L|<8;:> lf(x)—f(L}|<e (D

Por otra parte, como  Lim g(t) = L, para g;=9; existe 8>0 tal que
t—b

0<It—bl<5 = |g(t)—L|<e[=5| )

De (1) y (2) , tomando x = g(t), se tiene que
0<|t—b|<a = |f(g(t))—f(L)|<s

[PROBLEMA 5.| Sea funa funcién con dominio R, tal que
fix+y)=fix)+fy), vxeR,VyeR.

Si f es continua en 0, probar que fes continua en tode punto a € R.
Solucion

Debemos probar que  Lim f(x) = f(a).
X—a

En primer lugar tenemos que f{0) = 0. En efecto,

flO)y=f0+0)=f{0) + f{l0) = f0)=2f(0) = f{0)=0

Por otro lado, por ser f continuaen 0, Lim f(x) = £(0) = 0.
x—=0

Ahora bien, haciendo el cambio de variable x = a + h se tiene que

Lim f(x) = Lim f(a+h) = Lim [f(a) + f(h)]
X—a h—-0 h—0

= Lim f(a) + Lim f(h) = f{a) + Lim f(h) = f(a) + 0 = f(a).
h—0 h-0 h—0

[PROBLEMA 6, | (Teorema del punto fijo). Sea f una funcién continua en el
intervalo cerrado [0, 1]. Probar que:

0<f(x)<1,¥xe[0,1] = ftiene un punto fijo.

Es decir, existe un cen [0, 1] tal que f(c)=c¢
Solucidn

Caso 1.f{0)=0 ¢ f(1)=1.
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En este caso tomamos ¢ =0 o ¢ =1y la proposicion se cumple.

Caso 2. fl0)£0 y f(1)#1.

Tomemos la funcién g(x) = x — f(x). Por ser f continua en [0, 1], g también
lo es. Ademas,
g0)=0-0)=-f0)<0 y gl)=1-f1)>0

Luego, por el teorema del valor intermedio, existe un ¢ en (0, 1) tal que

glc)=0 = c~-fle)=0 = flc)=c.

PROBLEMAS PROPUESTOS 2.4

2

X" -4
1. Probar que la funcién fes continuaenelpunto 2. fix) =4 5 ° si x#2
4, si x=2
; i ; jx Aealr—11
~ 2. Definir g(0) para que la funcion g sea continuaen 0. g(x} = X :

3. Probar que la siguiente funcién es discontinua en el punto 3 y que 3 es el unico
punto de discentinuidad.

x2_2x+2, six<3
gx) = 14, six=3
~X+8, si x>3

En los problemas del 4 al 11, hallar los puntes de discontinuidad de las
Sunciones dadas, indicando el tipo de discontinuidad.

1 ; 1
4. fix)=2 5. g®) =712 6. h(x)ﬂx2_.4
x=1 __x+2 _x*3
7 =15 S0 ey TR
2_ %
10, fx)= 2> 1. g(x)= IL—:!
[m-3| (x-1)

En los problemas del 12 al 15, graficar la funcion dada y localizar, mirande el
grifico, los puntos de discontinuidad.
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3x+1 s o x<-2

-2 si x<3 L

12. f(x) =11 si 3<x<5 13, gl =4 -1 B 23x<4
4 si x=5 —§+2 si x>4

2 -1 six=<-2

“S 40 s x<2

4. hix) = 2 15 fix) = § 537 $i—2<x<2
2x-3 si x>
X B BEL 2x si x22

En los problemas del 16 al 19, hallar a y b para que las funciones dadas sean
continuas en sus dominios.

-2 six<-] —sen’x  six <w/4
16, g(x)=9ax+b si—-1<x<3 17. h{(x) =7ax+b si w4 <x<w/3
2 six=3 cos’x  six>n/3

—2senx  six < ~m/2

2 m .
18. fix)=9asenx+b si—x/2 <x<n/2 19. g(x)=4 2% sen;,mx;&o

cosx sSix=u/2 b, six=0

En los problemas del 20 al 25, hallar el conjunto de puntos donde la funcidn
dada es discontinua.,

20. f(x) = [x + 112 ] 21 g(x) = [x/4]

22.1(x) = 1/ [x] 23 gx)=[V1-x2 ]

l-x+2n, si 1
4. g(x)=1-x+ [x]l — [1_}(]_ Sugerencia: g(x) = { X+2n Sl. n<x<n+
n: 51 X=1
0, si x esracional

1, si x esirracional

25. fix) = {
Sugerencia: En todo intervalo abierto siempre existe un racional y un irracional,

En los problemas del 26 al 28, prebar que la ecuacion dada tiene una raiz en el
intervalo indicade. Aproximar la raiz con un ervor menor gie 0,1.

26. x> +1=3x, en[l,2] 27. 27 - 3x* - 12x+2=0, en [-2,-1]
28. cosx=x, en [0, 1]

29, Sca f una funcién con dominio R tal que
fix +y) =f{x)fly), VxR, VyeR.
Si f es continua en 0, probar que f es continua en todo punto a.
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SECCION 2.5
LIMITES INFINITOS Y ASINTOTAS VERTICALES

1

Consideremos la funcién f(x) = ———,
(x-1)

Y
cuyo grafico es el adjunto. [

Queremos analizar el comportamiento
de esta funcion cuando x se aproxima a 1,
por la izquierda y por la derecha.

P
La siguiente tabla nos da los valores de ’
& - —s
f(x) para algunos valores de x cercanos a 1, 1
tanto por la izquierda como por la derecha. X
X 0.8 09 099 0,999 — 1 « 1,001 1,01 1,1 1,2

1
(x-1)2

fix) = 25 100 10.000 1.000.000 — +o0 < 1.000.000 10.000 100 25

Observamos que a medida que x se aproxima a 1 por ambos lados, el valor de f{x)
crece ilimitadamente. Este hecho lo expresamos diciendo que el limite de

1 . .
fix) = Ex—l)z cuando x tiende a 1 es +oo, y se escribe

Lim i
x =1 (x-1)2

= +00

-1
(x-1)
La tabla correspondiente aparece a continuacion.
Ahora observemos que a medida que x se aproxima a |
1 por ambos lados, el valor de f{x) decrece -
ilimitadamente. Este hecho lo expresamos diciendo :
4 1
]
1
]
I
]

Ahora, consideremos esta otra funcidn, f{x) =

que el limite de f{x) = (_x_l)z cuando x tiende a 1
T \it/
es —0, y se escribe 1™ et
x=1 (x-1)
X 0.8 09 099 - 1 < 1,001 1,01 1,1 1.2

fix) =

=25 ~100 -10000 — -0 < ~1.000.000 —10.000 -100 -25

(x-1)?
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En resumen, tenemos las siguientes definiciones informales. Se supone que la
funcién f estd definida en un intervalo abierto que contiene al punto a, excepto
posiblemente en el mismo a.

) ];E_Taf(") =+o0 <> Los valores de f(x) pueden hacerse arbitrariamente

grandes, tomando a x suficientemente cerca de a,

2. i‘f_‘)"aﬂ") = —o0 <> Los valores de f(x) pueden hacerse arbitrariamente

grandes negativamente ( | f(x) | es grande y f(x) < 0),

tomando a x suficientemente cerca de a.
Similarmente se definen los limites siguientes limites unilaterales:

3, Lim {(X) = 4on 4. Lim f(x) = 4n 5. Lim f(x) = g 6. Lim f(x) = o
x—at x—a X—+a X—ra_

a, x X

Is evidente que

7. Lm0 =200 & LM =10 y Limf) = 4o

X—a x—at X—ra

EJEMPLO 1.} Hallar los limites unilaterales de la signiente funcion en los puntos

24 9y
de discontinuidad. f{x) = — 2_x2 -

Solucién

Esta funcion racional tiene un unico punto de discontinuidad, que es 2. Luego, nos
piden hallar
Lim f(x) y

Lim f(x)
x 32"

x—=2

Analicemos los signos del numerador y del denominador para puntos x cercanos a 2.
En cuanto al numerador tenemos que

Lim (x2+2x—3)= 22+2(2)"3 = 3
x—>2
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Como este limite es 5, para los punlos x cercanos !
a 2, ya sea por la derecha o por la izquierda, el ;
valor del numerador se mantiene cerca de 3 y por i
lo tanto, éste tiene signe positivo. :

Ahora, si x tiende a 2 por la derecha, x — 2 ¢s !
positivo y, como el numerador es positivo, el signo i
e 2 :

1
1
1
1
1
]
1
1
1
)
]
1
1

del cociente ~ es positivo. Ademds, e———— ™,

como x — 2 tiende a 0 cuande x tiende a 2 por la
derecha, concluimos que

2 X

2
Lim X“+2x-3 T
x =x3" x-2

Por otro lado, si x tiende a 2 por la izquierda, x — 2 es negativo vy, como ¢l
Xt +2x-3
x-2
tiende a 0 cuando x tiende a 2 por la izquierda, concluimos que

numerador ¢s positivo, el cociente es negativo. Ademds, como x — 2

Lim x2 +2%~3
XxX—2 x-2

ASINTOTAS VERTICALES

En el ejemplo anterior, la recta vertical x = 2, comparada con el grifico de la
funcién, tiene una caracteristica muy especial: La distancia de un punto P = (x, f(x))
del grifico a la recta tiende a 0, a medida que x tiende a 0. Por esta razén se dice que
larecta x =2 es una asintota (vertical) de la grafica de la funcion f. En general,

tenemos la siguiente definicion.

- | DEFINICION. | Diremos que la recta x = a es una asintota vertieal del grafico de

la funcién f, si se cumple al menos una de los cuatro limites
siguientes:

1. Lim fix)= 400 2. Lim f(-“)=+oo, 3, Lim f{x):_oo’ 4, Lim f(x)=_4

x—oat Xx—a x—at Xx—a
EJEMPLO 2.| Larccta x = 2 es una asintota vertical del grafico de la funcién
2
Y X“+2x-3
fix)= _—
En efecto, va vimos que Lim %2 495 ~3 Lim x2 +2x-3 _

=+ o0

- o
x—2% X—2 x—2" x—2
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IREFINICION. (Rigurosa de limite infinito). Sea f una funcién definida en un

intervalo abierto que contiene al punto a, excepto posiblemente en a.

L
i
& b=
=

1. Lim f(x) = ;o P Y4
x—a / \
Para todo M > 0 existe 6> 0 tal que M / -\
0<|x-a|<d = f[(x)>M Pl
a-3% )E

2, Limfx) =_ &
X—ra Y
+§& X

Para todoM < 0 existe & > 0 tal que
0<|x-a|<8 = f(x)<M

=
1
cen=d O
=

P
<

Las definiciones rigurosas de los limites unilaterales \ /
infinitos son presentadas en el problema resuelto 4.

El siguiente tcorema nos proporciona resultados rapidos en el calculo de limites
infinitos. Las expresiones colocadas entre los paréntesis son, reglas nemotécnicas.

BEOREMA 2.16[ Supongamos que Lim f(x) = L y Lim g(x) =0
XxX—a X—a

f(x) _
1. L>0 y gx) >0 positivamente = "™ ;v =+ ( L_N,]

Li f(x) _
2. L>0 y g(x) > 0 negativamente = A y = [ L=_m)
5

glx -
x—>a 0
Lim o —® -
3. L<0 y g(x) —» 0 positivamente = g(x) — S
X—>a & 0
Lim ~® = 4o =
4. L<0 y g(x) = 0 negativamente = g(x) — =t
x—a ? (|

El teorema también es valido si sc cambia x > a por x>a" 6 x—a .
Demostracion

Haremos una "demostracion” informal, siguiendo el esquema del ejemplo 1. Sélo
probaremos 1, ya que la prueba de los otros casos es analoga y se deja como ejercicio
al lector. La prueba rigurosa pucde verse en el problema resuelto 3.
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1. Como Lim f(x) =L y L> 0, paralos x préximos a a tenemos que f(x) > 0.

X—a
Por otro lado, como g(x) — 0 positivamente, para los x proximos a a tenemos
. ! f(x
que g(x) > 0 y g(x) es cercano a 0. Luego, cuando x tiende a a, el cociente —%
g(x
es positivo y crece ilimitadamente. Esto es, Lim i(x_) =+
x—a g(x)
Como un caso particular notable del teorema anterior se tiene:
TEOREMA 2.]1] Si n es entero positivo, entonces
1. Lim 1 —_— Lim 1__ _ | *m, si n es par
(x-a)? % (x-2a)" — o, sinesimpar
x—oat x—>a

Los resultados establecidos en el siguiente teorema son intuitivamente evidentes.
Una demostracién parcial la hacemos en el problema resuelto S. El resto lo dejamos a
cargo del lector.

{TEOREMA 2.13] Si Lim f(x) =t y Lim g(x) = L, entonces
X—>a X—>a

1. LIm{f(x]:tg(x)]aztoo, (iOD+L=:I:00) 6(:!:00 e o)

X—ra
2. L>0 = Lim|[f(x)g(x)] =t ((iw)(+)= to)
X—3a
L<0 = Lim [f(x)g(x)] = F= (o)) = q‘“")
X—a
PR (.91 I,
5. Lo = le[g(x)]-i (i—w=iﬂ°J
X—a T
f(x) .
L<0 = L'"'[E(Y)]_; (H=¢°°J
Xx—a -

gx) | _
4 Lzg = LM [f(x) ]_0 (_L=0]
T

X— a
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EJEMPLO 3. | Probar que:

a. Lim cosecX =+ b. Lim cosecx =-
x—>0* x—0
e gft X = d. Lim cotx = —®
W= x—>0"
Luego, la recta x = 0 es una asintota vertical de
y=cotXx y de y=cosecx y= cosec x
Solucién
4. Lim cosecx = Lim 1 _ 1 ]_
x—0" x>0t senx ot
b. Lim cosecx = Lim 1 = L x
x—0" x—0" senx 0~
a, Lim cotx Lim COSX e
x—0" T x-o0"senx T | o =
p. Limcotx  Lim  €OSX A
x>0" T x-0 senx ~ |g- )%

Argumentos similares a los prueban que las rectas x = nm, donde n es cualquier
entero, son asintotas verticales de y =cot x y de y = cosec x.

OTRAS FORMAS INDETERMINADAS

. . w
Presentamos dos formas indeterminadas mas: — y o — <0, En esta parte solo
0

veremos casos simples de estas formas. Mdas adelante estudiaremos una nueva
técnica, conocida con el nombre de Regla de L’H&spital, la cual nos permitira
resolver casos mds complejos de estas y otras formas mas.

(e o]
a. Forma Indeterminada —.
[v o]

- - 3 - - w - I3 - .
Un limite de un cociente tiene la forma indeterminada —, si el limite (o limite
L+ o]

lateral) del numerador y del denominador es * .
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EJEMPLO 4. | Hallar Lim _CotX

x—0F cosecx

Solucion
Lim cotx
De acuerdo al ejemplo anterior, tenemos que; S L, . (?)
Lim cosee x + 0
x=>0F
Bien, resolvemos la indeterminacidn:
cos X
Lim cotx _ Lim senx — Lim cosx =1
x—0t cosecx  xo0t | x>0t
sen x

b. Indeterminada de la forma o -

Este forma indeterminada se presenta cuando el limite de una suma o diferencia, al

aplicar la ley de la suma, se obtiene la expresién o — = o la expresién — o« + =. En

este caso, la indeterminacion se salva transformando la suma o diferencia en un

cociente.

Solucion

Tenemos que: Lim

EJEMPLO 5.] Hallar Lim ( R Lz]
x

x—0* X3

_Lim _1_=oo—oo (9)

1
x—0F x3 xo0" 2

Bien, resolvemos la indeterminacion:

Lim | 1 _
x—0" x3

) um (1=x) (L
x2 ) Txo0t X3 JT lot)TH®

PROBLEMAS RESUELTOS 2.5

PROBLEMA 1.

Solucién

Hallar Lim tan x

x—=0
3\} (1-cos x)2
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Este limite es de 1a forma 0/0. Se tiene:

sen x
Lim tanx _ cOosX SEnx ( 1 ]
| e
31} {1-cos x) 1’ {1-cos x) -\f (1-cos :'1)2 cosx

=[0%J[%]:(+w)(1)~+oo

[PROBLEMA 2.] Haller Lim ¥ 9-x 2
x—=3 x-3

Solucidon

Este limite es una forma indeterminada de la forma % y

Resolvemos la indeterminacion:
Setieneque: x - 3~ = x-3<0 = 3-x>0. Ahora,

J _ JG=x06+% _ 3-xVirx _ V3+x
~3-x)  —J3-xB-x -V3-x
Sifx)=+3+x y g(x)=-+3I~x setiene que:

Lim f(x) = Lim+3+x = 46 > 0,

x—=3 x—3"

Lim g(x) = Lim(-+/3+x } =0 ¥

X3 x—>3"

g(x) =~y 3-x <0

Luego, g(x) — 0 negativamente.

Aplicando la parte 2 del teorema 2.16 se tiene que:

Lim Vg"xz — Lim v3+x e {L=—oo)
x—=3 x-3 x—=3 13-«

El resultado anterior nos dice que la recta x =3 es una

asintota vertical. AdemaAs ésta es la unica, ya que 3 es el Gnico
punto donde el denominador se hace 0.
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WOBLEMA 3.] Probar que el Teorema 2.16

Si Lim f(x) = L, Lim g(x) =0 entonces

X—a X—a
it
1. L>0 y g(x) = 0 positivamente = 2(x)
a
f(x) _ _
2. L>0 y g(x) - 0 negativamente = 2(x) &
X—>a
Lim ﬂ)i)_ e
3. L<0 y g(x) = 0 positivamente => e e
X—a
fx) _
4. L<0 y g(x) > 0 negativamente = g(x) -
Xx—a

Solucion

S6lo probaremos 1 y 4. Para los casos 2 y 3 se procede en forma analoga y los
dejamos como ejercicios para el lector.

1. Debemos probar que dado M > 0, existe & > 0 tal que

fx)
0<|x-a| <8 = o M
Como Limf(x)=L>0 y L/2 <L <3L/2, por el problema resuelto 10 de
X—=a
la seccion 3.2 con A=L/2y B=3L/2, existeun &; > 0 tal que
0<|x-a| <8 = 3L/2>Rx)>L/2 1

Como Lim g(x) = 0, dado & =L/(2M) existe 8 >0 tal que
x—a

0<{x-a| <8 = |gx)|<e=L/2M)
Como g(x) = 0 positivamente, a la expresion anterior la escribimos asi:
0<|x-a] <8; = gx) < L/(2M) Q@)
Ahora, si §= Mim’mo{ 81,62 } , entonces de (1) y (2) obtenemos

i, L2 _
g(x)  L/2M

0<|x-a|<d =

4, Debemos probar que dado M > 0, existe & > 0 tal que
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f(x)

0<|x-a| <§ => —>M
g(x)
Como Lim f(x) =L <0 ¥ 3L/2< L <L/2, por el problema resuelto 10 de
X—=a

la seccidén 3.2 con A =31/2 y B=L/2, existeun §; >0 tal que
0<|x-a| <§ = 3L2<AX<L2 = -fx)>-L2 @)

Como Lim g(x) = 0, dado €= - L/(2M) existe 87 >0 tal que
X—a
0<|x-a| <8 = |gx)|<e=-L/2M)

Como g(x) —> 0 negativamente, | g(x) | =~ g(x) y a la expresién anterior la
escribimos:

0<|x-a|<8; = -g(x)<-L/(2M) @
Ahora,si 6= Min.imo{ 81,69 }, entonces de (3) vy (4) obtenemos

) ) _ f) | L2 _
0<|x a[<8=>g{x) —g(x)}—LIZM

[PROBLEMA 4.] Definir rigurosamente:

I. Lim f(x) = + 2. Lim f(x) = —
x—>a’ x—>at
3. Lim f(x) = + 4. Lim f(x) = —0
Xx—a X—>a
Solucién
(. Lim i(X)=+oo = (VM>0)(35>0)0<x-a<s = fRx)>M)
X—>a

2. Lim 9 -0 = (VM<0)(35>0)(0<x-a<5=> RQ)<M)
X—>a

3. Lim f;(X)=+co = (VM>0)(38>0)0<a-x<5 = fix)>M)
Xx—a

4, Lim E(X)=—oo = (VM<0)(38>0)(0<a-x<8 = filx)<M)
X—a
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[PROBLEMA 5. | (Teorema 2.18). Si Lim f(x) = +® y Limg(x) =L,

X—>a X—a

entonces

a. Lim [fx)+ gx) ] = +o b. L<0 = Lim [fx)g(x)]= -

X—a X—>a

Solucion

Como Lim g(x) = L, por el problema resuelto 10 de la seccion 3.2, para
x—>a

A=L-(1/2)|L| y B=L+(1/2)|L|, existe 5;>0 talque

0<|a-x|<8; = L-(1/2)|L]< g(x)<L+(1/2)|L| 1)
a. Debemos probar que dado M > 0, existe § > 0 tal que

O<|a-x| <3 = f)+tgx)>M
En vista de que s6lo interesan los valores grandes de M, suponemos que M > L.

Como Lim f(x) = +o0 ,dadoe M'=M - (L - (1/2)| L |), existe 8> 0 tal que
X —>a

O<|la-x|<&H= flx)>M'=M- (L-(1/2)|]L|) )
Ahora, tomando § = Minimo {8, 84}, de (1) y (2) se tiene:
O<|a-x|<8 = fix)+gx)>M"+L-(1/2)| L |
=M-(L-(/2)|L]|)+L-(1/2)[L[=M
b. Debemos probar que dado M < 0, existe & > 0 tal que

0<|a-x| <86 = fx)gx)<M

Como L <0, entonces | L | =-L y (1) se escribe asi:
0<|a-x|<8; = (B2L<gx)<(1/2)L 3)
Como Lim f(x) = +o0, dado M'=(2M)/L, existe &3> 0 tal que
x—a
0<|a-x]<83 = flx)>2M)/L )

Tomando § = Minimo { 8, 83} , de (3), (4) y considerando que
fix)>0 y (1/2)L<0, setiene

O<la—-x| <8 = f{x)gx) < f{x)(1/2)L < [@M)/L](1/2)L =M
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PROBLEMAS PROPUESTOS 2.5

En los problemas del 1 al 9 calcular el limite por la derecha y el limite por la
izquierda en cada punto de discontinuidad de las funciones indicadas.

1. f{x)= ol 2. g(x)= 1 . 3. h(x)= !
x=2 [x-2| (v 21)2
(x+1)
L x+1 1
4, fix)= 5. glx)= 6. hix)= -
fx) x~4 80x) x=5 l' x{x+2)
X x%+4 1
7. fix) = ~wo— —m— 8. g{x)= 3 9. h(x) =x-—
X —-2x+3 x“ -4 X
En los problemas del 10 al 28 calcular el limite indicado.
10. Lim 11. Lim 12. Lim secx
o U V2 o £ V2 x> (/2)"
13. Lim sec x+ 14. Lim sccx . 15. Lim [ x—1 1
x— (/2 x—(-3n/2 +
(n/2) ( ) 231 1B 2 )
16. Lim x-2 1. Lim x2—4 18. Lim : Li
x—2t */4x-»x2 -2 x—2% x-2 x>0t x x2_]
19. Lim 1 1 20. Lim P ) /( E
= CART el ] x =1
x—>2+[xzﬁ.4 x—?} xﬂ+1"‘\1 ] < )
3 | i 3
21, Lim| — - —/— Tin: = - =
y—>1 =1 YJ‘IJ wk y—0 ()" y+l 5]
\ .
23.  Lim (l it 2. Lim |1 —]
a0 N ] x.) T R |
: 2
25. Lim xcosec(x2) ' _im 1 _oos'x
X"¥:0+ x_)o'l’ X X
7. i tan x 28, Lim [ l — cosx }
(it 3 (l—cosx)2 x—0" ‘can3 X - sen3x

. los problemas del 29 al 32, hallar lus asintotas verticales a la grifica de la
Juncién dada.
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1+x2 L X x2

2. y=~——— 30.y= 3 3.y= 32. y=

v xz-l x2 -1

i :
33. Demostrar que las rectas x =(2n+1)5, donde n es un entero, son asintotas

verticales de la grafica de y =tan x.

SECCION 2.6
LIMITES EN EL INFINITO Y ASINTOTAS
HORIZONTALES
Veamos el comportamiento de las funciones cuando la variable x se aleja del

origen (de 0) ilimitadamente hacia la derecha o hacia la izquierda. En el primer caso
diremos que x tiende a + ap, ¥ en el segundo, que x tiende a — ap.

i x>
x+1 O x=20

Consideremos la funciéon f(x) = Ix [x+ I

si x<0

Confeccionemos dos tablas, una para valores crecientes de x y ofra para
decrecientes (negativas).

x>0 100 1.000 10.000 — +o0 ¥

___________________________

1 i
= 0,9901 0,9990 0,9999 — 1
fx) x+1

x<0 =100 -1.000 -10.000 = —oo -1
1
flx) =

-x+1

-0,9901 -0,9990 —0,9999 — ~1

En la primera tabla observamos que f{(x) se aproxima a 1 cuando x crece

ilimitadamente. En este caso diremos que el limite de f(x) = I cuando X

X
x|+1
tiendea +ooes 1,y escribiremos asi: Lim I

x—>to x| +1
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En la segunda tabla observamos que f(x) se aproximaa -1 c¢ vando x decrece

X
|x[+1

ilimitadamente. En este caso diremos que el limite de f{x) = cuando x

. - . . X
tiende a —oo es -1, y escribiremos asi: Lim

x——w [x|+1

En general, tenemos las siguientes definiciones informales:

1. Sea funa funcién definida en un intervalo de la forma (a, +o0).

Lim f(x) = L < Los valores de f{x} pueden acercarse arbitrariamente a
X+

L, tomande a x suficientemente grande.

2. Sea f una funcion definida en un intervale de la forma (—oo, a).
Lim f(x) = L < Los valores de f(x) pueden acercarse arbitrariamente a L,
X — -
tomando a x suficientemente grande negativamente.

Las definiciones rigurosas de estos Hmites se dan a continuacion.

DEFINICION. ; Rigurosa de limites en el infinito.

1. Sea f una funcién definida en un intervalo de la forma (a, +eo).
Lim f(x) = L < (¥ e>0)@N>0)(x>N = |[f(x)-L|<g)
X —+w
2. Sea funa funcién definida en un intervalo de la forma (—oo, a ).
Lim f(x) = L < (ve>0)(AN<0)(x<N = |[fx)-L|<sg)
X—>»+©
Se prueba que las leyes de los limites del teorema 2.2, asi como las propiedades

de los limites enunciados en los teoremas 2.16 y 2.18 también se cumplen para los

limites en el infinito (cuando x — + <c). El siguiente teorema nos dice como pasar de
un limite en el infinite a un limite en 0.

TEOREMA 2.19| 1. Lim f(x) = Lim f(1/¢) 2. Lim f(x) = Lim 11/
X = 400 t—0* X —» —00 t—=>0"

Demostracion
Ver el problema resuelto 4.

Observar que el teorema anterior puede verse como el cambio de variable x = 1/,
+ —_—
paraclcual secumple que: x 3+ < t—=0 Yy x—>5>-0 &t -0
Pero, para la validez de este cambio, no podemos invocar directamente el teorema de
cambio de variable visto, ya que éste solo fue probado para ¢l caso x — a (a finito).
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372

: 1 , 1
EJEMPLO 1.| Hallar: 1. Lim R 2. Limx B

X —>+0 X— 4+

Soluciéon

: : . 1
En ambos casos aplicando el teorema anterior, haciendo x = o

L. 14 1 { 1 sen t
Lim T Lim ! e = Lim = i
X —+x X x—0tt x—=07 t
2. Lim 3/2 1 Lim 1 Lim 1 sent
¢ X s€n— = — Sent = —_—
X =+ x t—s0F t3/2 ot t[/z t

=[ Lim J_][Lim ﬂ1]=(+00)(1) =+00
X—>0+‘/{ t—0t ot

La prueba del siguiente teorema lo presentamos en el problema resuelto 6.

[TEOREMA 2.20] Sin es un nimero entero positivo, entonces

L Lim x" = 42 2. Lim x

n +c0, sin es par
" |-, sin es impar

X = 40 X——xo

1 1
3. Lim — =1 4. Lim — =9
x—>+o x" x—>—0 x"

De este teorema deducimos facilmente los limites en + 90 dc un polinomio.

[ COROLARIO.| Sea n> 0. Se tiene:

2. Lim n n—1
x40 | ApX +2, X" +...+21X+8, )=

b. Sin es par, entonces

+o,8i a; >0
-, si a, <0

Lim ( i - ) +ow, a;>0
a,x +a, X +...+ax+a, )=
—a0 -
X—> n n-1| 1 0 —w, a,<0
¢. Sin es impar, entonces
Lim ( " .t ) —®, a,>0
- a,x +a, X  +...+a;x+a,)=
E=2=ml e n-1 : o +m, a,<0
Demostracion.

Solo probamos la parte a, ya que para los otros casos s¢ procede similarmente.
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a. Lim n n-1 )
x—sqa0 \ ApX F+apgX"  +...+ajx+ag
Lim ( ) a a a
— n o—1 | o
x—% 45 | X an + s 2 3 o= b=
X x" x"

=(+m)(an+0+...+0+0)

+m, 8 ap >0
“(s0)(an) ={ 23 o
-, 8i ap <0

EJEMPLO 2.| Dado el polinomio p(x) = - 4x3 + 8x% — 12x — 4, hallar

A Lim p(x) b. Lim p(x)
X—>+x X—>—-0
Solucion

, - 3 ;
El término de mayor potencia es — 4x°, cuyo coeficiente es —4 y —4 < 0. Luego,

& Lim (-4x>+8x?-12x-4) = - b Lim (-4x* +8x?-12x-4) = +x
X — +0 X—>-—w
EJEMPLO 3.| Calcular a. Lim 3x? b. Lim 3"
X =+ x2+1 X ——00 x2+1
Solucién

o o 2 [}
Ambos limites son indeterminados de la forma —. Resolvemos la
v s}

indeterminacién dividiendo el numerador y el denominador por la mayor potencia

de x que, en este caso, es x2.
i 2 N 2/' 2. i
2 Lim 3" _ Lim 3x7/x _ Lim 3
x—+0 x2 4] x>0 (x2 4 1);;:(2 x—+o 14 /2
Lim 3
= Rihe = 3 — 3 —
Lim ( fi et ) 1+ Lim (lj'xz) 1+ 0
X =+ & X —>+a
b. Lim 3x 2 _ Lim 3x2/fx2 3 3

X—-x x2+1 X —=—w (X2+ 1)/{}(2 1+ L (]'/xz) 1+ 0
X —>—o0
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(EJEMPLO 4.] Calcular:  a. 1y X b, il x

X =+ )(2_1_1 X > - x2+l

Solucion

. (¢ 8]
Ambos limites son indeterminados de la forma —. Resolvemos la
fe o]

indeterminacién dividiendo el numerador y €l denominador entre x.

a. Six >0, entonces x= ¥y x2 . Luego,

x>+ Y14 32

b. Si x <0, entonces x=— x2 . Luego,

X
Lim 2 = Lim ‘\“12 — _ Lim z*

+3 H n
X —=00 % X —>—2 fx2+3 X ——0 X2+3

—_ Lim S S N S
xo—o Y 4 o3x? 1+0
TEOREMA 221] 1. Lim e =0 | 3. Lim & = 4o
O X ~» +00
3 Lim mhx=-o 4 Lim  Inx=+o
x>0t X+

Demostracidn

y=Inx
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Observando el grafico de la funcidn exponencial y = ¢" se puede intuir los
resultados | y 2. La demostracion formal la omitimos.

Las pruebas de 3 y 4 estin en el problema resuelto 7.

Observar que el limite 3 nos dice que el eje Y es una asintota vertical de la
funcién logaritmo natural,

EJEMPLO 5.| Calcular los siguientes limites:

X —-X X -X

a Him e b. Lim —2— ¢. Lim m
X—=-w gX 4 o7X X—+m oX 4 o7% . 1+ 3lnx
Solucidn
eX -7 eX e - 1) e2* -1
a. Lim ——— = Lim ———— = Lim
x—r-0 g% L gX  x—s-o e-—x(e2x + D x=o-® e2X 41
Lim (e2¥) - 1
Lim (%) + 1 0+1
X—r—w
X _ X XX _ X /ux /a2
bl 50 i, ELE E IR g, Iofe
xotweX g™ xodw X /X4 o™X /X xopron] 4 1/e2X
: 2%
1 — Lim {l/e
x-—>+m(/ ,J= 1-0 —
L+ Lim (1/e2X) 1+0
X+
Lim (I/Inx) - 2
— . + —
- 1 2lnx=Lim l/In x 2=x—%0 _0-2_ 2
xsot 1+3Inx  ySor Vinx + 3 Lim (Yinx) + 3 0+3 3
x— 0"
ASINTOTAS HORIZONTALES

También tenemos asintotas horizontales (y también hay oblicuas).

DEFINICION. | Diremos que la recta y = b es una asintota horizontal del grafico

de la funcion f si se cumple al menos una de las dos condiciones
siguientes:

1, Lim f{x) = 2, Lim f{x) =
X+ X—=>-®
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EJEMPLO 6.} Larectay=3 es una asintota horizontal del grafico la funcién:

Y
3x2

x2+l

y:

En efecto, en el ejemplo 2 vimos que:
Lim 3x? _ 3. Lim I

0
x—+o x2 41 x—-0 x2 41

EJEMPLO 7.| Se llama tangente hiperbélica a la siguiente funcion:

X =X
e’ — e
tanh (x) = ————
e ™
Hallar las asintotas horizontales.
Solucion \;
La tangente hiperbélica tiene dos asintotas ~ ~ |7 __——
horizontales:
y=-1, y=1. 0 X
-1
En efecto, de acuerdo al ejemplo 5, tenemos: = === - == === —————
: g% e
X—>—~0 Xx~—3»-~m X 4 7%
) . B e
Lim tanh(x) = Lim ——— =1
X2+ 00

x—s+w X 4 o7X

EJEMPLO 8.| Probar que la recta y = A es una asintota horizontal de la curva

logistica: f{x)= ,A, B y k son constantes positivas.

1+ Be KX
Solucion Y
Tenemos que: i I
Lim A _ A
-kx
S+
R TBe 1+BLim(li]
X—+w € = .'\l'(l*B)‘
_ A A _

= =A X
1+ B(0) 1+0
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EJEMPLO 9. | Hallar las asintotas verticales y horizontales de la grafica de la

ecuacion
xyz—y2—4x—8=(}.
Solucion

Despejando y obtenemos y== 4% +? :
Vx -

I.a grifica de la ecuacion es la union de las graficas de las funciones:

9= ‘:‘f? y o g0=-y i"_*f

Por conveniencia hallamos el dominio de estas funciones. Ambas tienen el mismo
dominio.

4x +8 4(x +2) +2
x € Dom(f) = Dom(g) < :_1 20 %= ;_1 20‘:’:—1 20

Resolviendo esta desigualdad hallamos que Dom(f) = Dom(g) = (-eq =2]U(1, +o0)
1. Asintotas Verticales:

El tinico punto que es candidato a proporcionar asintotas verticales es 1. Como
las funciones no estan definidas en los puntos proximos y a la izquierda de 1, sélo
debemos calcular los limites a la derecha de 1 de ambas funciones.

Yaque, Lim+4x+8 =412 >0 ¥ Lim  x -1 = 0 positivamente, se ticne:

x->1" x>t
Lim f(x) = Lim 4% +8 _ Lim 4x+8 e
x->1t x>tV x-1 x=1T Y x-1

Por otro lado, Lim g{x) = Lim (~f(x}) = ~ 0
%t x =17

Por tanto, x =1 es una asintota vertical y es unica.
2. Asintotas Horizontales:

Lim f(x) = Lim 4x+8

X tw ¥ 5t+x ¥ X1 t L
x-z 1

- Lim 4 +8/X = B ——g‘-/z )
x—tw ¥ 1-1/x S -

Lim g(x) = Lim (-f(x)) =~ Lim f(x)=-2

X—tw X—>t® X—t»

Luego, y=-2 e y=2 son asintotas horizontales.
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PROBLEMAS RESUELTOS 2.6

PROBLEMA 1. Hallar Lm [ %(xgﬂ(z _ ¥, ]

X — -0
Solucidn
Usando la identidad:
3_ 13
a—b =__a_b_ con a= 3\} x? +x2 y b= ¥ %341 se tiene
a? +ab+b?
3 N ied
¥sdes?2 Vb g = (x"+x7)-(x"+ )
:{f(x:‘ +x2)2 +3\/x3‘+:'42 %{x:* 4143 (x3 +l)2
_ x%- 1
%j(x3 +x2)2 +%/ x3 +x? ¥x3 +1 +%/(x3 +1)2
_ %=}
{f(x3 4-):2):2 + %&3 +x2 :{/x3 +1 + %/(x3 +1)2
i
i\[( x3+x2)?‘ N ¥x3+x2 ¥x3+1 i 3-\} (x3+1)2
XZ X X x2
~ 1« Ha*
#M . :Jfﬂi %jx”l . i[ﬁﬂﬁ
x5 x> x> x6
B 1= ifx?
3\3 {1+ 1;’):)2 +¥1+l/x HY1+1/x +3\f (1+1fx3)2
Luego,
Lim [y 3 9 3 3 ] 1-0 1
X —+—t0 XHE = VR4l | = =
Ya+0)2 + ¥1+0 Yivo+ Y02 3

|PROBLEMA 2.| Hallar 5:3 m[ W ) J:]

Solucidén
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Multiplicando y dividiendo por la conjugada:

- [Nerersh 5 [[Verderd +45 ]
_ Vxedx V% _ s
(e 43 )1 JH\/],T‘“

Luego,

oW O[OS e iy R (X N §
1+\!0+ﬁ+1

[PROBLEMA 3.| Probar que

Lim 2 Lim
X—>+aC ["'IB(I‘XFB—X] =i 5 = e [x”3(l—x)2/3—x]

Soluciéon

Tenemos que:

x3(1=x)2'3 —x=x”3[(1-x)2’3- xm] _ xlrs[((l_x)m)z_ (KIB )2]

. xlls[(l_x)h'}_ 13 ][(l_x)lﬁ'}_'_ 173 I

Ahora, haciendo uso de las siguientes identidades

: P
b=y atb=
a? +ab+b? a“—-ab+b

1/3

con a=(1-x) "y b=xl':3,sctiencque o IR
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=X”3 (l—X)—X (1—X)+X
(Iﬂx)2"3+(l—x)“3x”3+x2/3 (I—X)2/3*(]—)()”3)(”34')(2{‘3

= x],.'g 1-2x 1
(=X PR+ (1=x ) Px 1B 22 (-x P —(1-x) %P+ 523

_ 31~ 2% )

[(]_x 2r3+(]Ax)i:’3xII3+xl‘3] [(]_x P/3_(1-x )/3x13 4 x 23 ]

x2!3x2/3[ 1 2)
- X

[(1_x)2/3+(1_x)2/3x1f3+x2/3] [(]_x)2[3_(]_x)2/3x113+x2f3 ]

- I/x — 2

[(1_x)2!3+(I_x)lf3xh‘3+x2f3:| [(l_x}zm_(}_x)|/3x1/3+x2/3 ]

273 2B
) I/x- 2

[( ffx = TPl =10 1] [(l,-’x AP =(x =1} 3a ]

Luego,

Lim
X—3+ac [Xl”(l'x)zu_x]
i Lim [/X =F9
X—+0
[(l,:'x — I liie - 12 4 1] [(1_,:’:; —1PA_[ife—1)"P 20 ]
_ 0-2

[(0— 1P34(0-1)134 1] [(0— 13 -(o-1)3+ 1]
. -2 2

[1-1+1] [1+141]

Dando los mismos pasos dados atras, se consigue que:
Lim 1/3 2/3 2
xo (2 (Ll )T x| = 3
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PROBLEMA 4.| Probar el teorema 2.19
L. Lim f(x) = Lim f/ty 2. Lim f(x) = Lim f(1%)
S t—0" X - —00 t— 0"

Solucién

Probaremos sélo la parte 1, ya para la parte 2 se procede en forma similar.

1. Probaremos que: Lim f(x) =L & Limf(l/) =L
X = +0 t—=0°

({ =) Debemos probar que:
Dadoe>0,existe §>0talque 0<t< §= |f{l/)-L|<e.
Como kiﬁ fg) =L parael £ dadoexiste N >0 tal que
x>N=|fix)-L|<e
Ahora, si 8=Ilq > (), entonces
0<t< azé = % >N = |RiA)-Ll<e
(<=) Debemos probar que:
Dadoe>0,existe N>0 talque x>N = | fix)-L|<Ee.
Como, }El_m) +1;(;1/ t) = L.parael € dado existe &> 0 tal que

0<t< § = |f{In-L|<e.

Ahora,si N= % > (), entonces

x>N=1/6 = 0<1/x<8é = | f{1(1x)-L] <e = | fix)-L| <e

, 1
PROBLEMA 5. Hallar: 1, Lim sen 2, Lim [”“ [" +—) = e "]
X

X
X—>—

X-—>—0C
Solucién

1. Por el problema resuelto 4, haciendo x = 1/1 se tiene

Lim seni = Limsent = sen0 =0
X = —o x t—=0"
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2. Usando la identidad trigonométrica 41 tenemos

sen(x+i)—senx

Il

2cos[%(x+% +x)]scn[%(x+i—x)]

Lo L
2cos [x+ Z]SGHZX

Considerando que l cos [x +i ] I < 1 se tiene:

0= l scn(x+;l;)—senxl =‘ 2cus[x+%]sen 21x |

2x

1
scn(x+— — senx
X

X —>—®

=2 |cos[x+2—lx~] “ sen - SZl sen 21—x|
Luego,

OELim

1
sen —
2x

3

X— -0

Pero, por la continuidad de la funcidn valor absoluto y la parte (1), se tiene

Lim senL i :
7x ,.]L1m seng — |0|= @)
X—>— X = =0
De (3) vy (4) obtenemos que
Li +l X Li +l -
im |sen| x " senx | _, —, Lim | sen|x k senx| _ g
X — —t0 X— -

[PROBLEMA 6. (Teorema 2.20). Sin es un nimero entero positivo, probar que

1.

Lim x = 4o 2 Lim 1 _ | +% sinespar
X =3 400 x—>—w  |—% sin esimpar
1 1
3. Lim — =0 4, Lim — =0
x0 X
X —» +00 X —»—o0

Solucion

Hacemos el cambio de variable x = 1/t y, de acuerdo al teorema 2.19, tenemos:



Capitule 2. Limites y Continuidad 147

. oo »
1. Lim x" = L1m+ L=—l—=+oo
X —» +a0 t—=07 N o*
2. Sines par:
Lim x"= Lim 1 _ 1
X ——x t—>0" 40 ot
Sines impar:
no_
Lim xb= 1w 1 1
X ——w t—=0" 0 0"
3
1 Lim "
TOLI - i 'S
o0 /" x—0
X — +o0 x =0
4.
= n
Lim 1 . Lm L =le‘_=0
o " x—=0
X —¥—00 x—0"
PROBLEMA U (Teorema 2.21) Probar:
: 3. Lim Inx=-w 4 Lim Inx=+w
x=>0* X —> +00

Solucidén

3. Por definicién, debemos probar que:

Dado M<0, 33>0 talque 0<x<8 = lnx<M
Bien,

nx<M = x<eM, Luego, tomamos § = eM
Por otro lado, por estar x en el dominio de y =In x, debemos tener que x> 0.
Ahora tenemos:

0<x<8 =0<x<eM= lhx<meM =M

4. Por definicion, debemos probar que:

Dado M>0, 3IN>0 talque x>N = Ihx>M
Bien,

Inx>M = x>cM.Luego,tomamos N=eM

Ahora tenemos:

M

x>N = x>eM= mx>meM=m
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PROBLEMAS PROPUESTOS 2.6

En los problemas del 1 al 9 calenlar Lim f(x) y  Lim f(x)

X =+ X —» —00
1 -1 X+2
1. fix) = — 2. fix) = — 3 f{x) =
00 = ) = = B e
2 3 .
4. fx) = = 5. f(x)=—x—-i— 6. f(x)=x>—4x*
x+2 2x° —3x2 +1
6 5 _ >, b | 2 1
7. ix) = -2x°+5x 8. f{x) = % 9. fix) = x =

En los problemas del 10 al 31 calcular el limite indicado.

10. Lim[x+ﬁ] 1L Lim [x-vx | 12, Lim  Jx+1
X—+x0 X —+x X —> 400 /X G
3
13. Lim 4 x+1 14. Lim X 15, Lim ¥ -8x® +x+1

X —» 400

x4+ 1 X —» 40 x -1 X —» —oo x—1

16 i [J2r T 43 | 17, um[dxhzx_x]

X —+20 e
5 3
13-Limxl:\)x2+5-—x] 19. le[x+ 1-x3 }
X = +0 Eomils
20. Lim  __2X 21. Lim 2x
X —+w0 x2+l X - 7(2_!_1
22 J_ 23. Lim x 2 senx
+ Lim X i
X —r 400
S 4x + +\}x+£
24. Li sen[l+ EJ
" x 6 25. Lim [send x+2 — senvx ]
o X — 40
2x 3x —3x
c e = @
26. Lim 27. Lim

Ix

x40 77 41 x>-m g% 4 gX
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x 2 1
98 Lim — 2 29. Lim (2 0.6x | —]

x—+w 107 + | X—>+a0 X

2
30 Limhnf | +¢* ] 31, Lim [In{2+x)—ln(l+x)]
X —+®

X =+
2 : X" +...+ax +3

32. Sea la funcidn racional f{x) =—
byx™+. .. +bx+bg

, 3, #0 y by, #0. Probar que:

3 a
a n=m => Limf()=% b. n<m => Limf(q) =0
x—tw " X—two
. ap
+m, si — >0
¢ n>m = [y fi(x) _ bm
K40 —w, si 2B <0
bm
33. Dar una definicion rigurosa de:
2. Lim f(x) = +® b. Lim f(x) = +w
X—>+® X—>—©
€ Lim f(x) = —= d. Lim f(x) = -
X—2>+® X—>-®

34, Probar que todo polinomio de grado impar tiene una raiz (real). Sugerencia:
Hallar los limites en +o0 y en —o0,

En los problemas del 35 al 41 hallar las asintotas horizontales del grifico de la

Juncion dada.

1 X
35. f{x) = —— 36. g(x) = 37, g(x)=
= g(x) Xx12) g(x) a2
2
38, )= 39, g(X) = —— 40, h(x) = ——
x 2 +1 x° -1 x2 -1
AL i) =28

En los problemas del 42 al 44 hallar las asintotas verticales y horizontales del
grdfico de la ecuacién dada.

42, 2x%+ yx? = 16y 43.(y*-4)(x-1)=8 44, X2y? =2y +x*+1




150 Capitulo 2. Limites y Continuidad

SECCION 2.7

LOS LIMITES Y EL NUMERO e

Ya estamos en condiciones de definir al nimero e.

iDEFINICION.l E! nimero e se define como el siguiente limite:

e=xlii)n; (1+x J;‘ 8}

Esta definicion del nimero e debe justificarse, probando que tal limite existe. Esto
se hace en los cursos avanzados de Célculo. Ademads, se prueba que este limite es un
numero irracional. A modo de ilustracidn, tenemos la siguiente tabla y el grifico de

y= (1+X)le

X (1+x)1/x

0,000001 2718281693

0,0000001 2,718281693

$ I}
X 0 e
T T

-0,0000001 | 2,718281964

-0,000001 | 2,718283188

Esta tabla nos da una aproximacion de e con 6 cifras decimales:

e~2,718281

. . . 1
Si en limite (1) hacemos el cambio de variable z = — tenemos que:
X

x>0 & x>0 y X250 & Zo+x y Zo-wx

En consecuencia, el limite (1) es equivalente a decir que los dos limites siguientes
se cumplen simultaneamente:

1)? 1)?
2) e= Lim [l+—J y (3) e= Lim [1+-——)
Z34+© 4 Z—3—00 z

Ahora mostramos otros limites importantes:
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1
[TEOREMA 2.22] 1. Lim (1 + ax )x —¢* 2, Lim In(t+x)

x—0 X0 X
3, Lim -1 _ 4 Lim a*-1 _
" xa g T "x20 5 ~ Ina
Demostracién
1. Sia=0, el resultado es obvio. Veamos el caso a = 0.
. 1
Sea y —ax. Setieneque: x= 2 \ —=E.Ademés: x=0 < y—0
a Xy
Luego,
) a Ly
Lim (1+ax)": Lim (l+y))’= Lim(]+y ]y =gl
x—=0 y—0 y—0 .

1
Lim In(l+x) _ Lim < _ In | Lim ( )* N
2 x—)OAX—_x—H)ln(Hx) = [ x>0 +x Jx |=Ine-

3. Sea y:ebx — 1. Se tiene que:
ebx=1+y, x=%ln(l+y) y x—= 0 < y— 0. Luego,

bx

Lim ¢ -1 _ Lim l+y-1 _ _ Lim ¥
x—=0 y—0 -tl;ln{l+y) y—0 In(l+y)
Lin In(l+y) l
y—=0 'y
4. Teniendo en cuenta que a™ = e y la parte 3 anterior con b = In a, tenemos:
Lim a*-1 _ Lim ¢M2_1
x—=0 5 7 x—0 % = Ina
PROBLEMAS RESUELTOS 2.7

x

[PROBLEMA'1.| Hallar kim 1-¢"

SEn X

Solucion
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I = 1 5 e* -1
Lim -¢™ _ Lim e* _Lim 1 e" -1 1im | ~— 4
x—=0 SeT X x—0 sen x x—=0 cx sen x x—0 ex Enx
X
Lim e -1
_ [ Lim 1} x-20 x |_ 1(1)_1
X—=>0.x | Lim senx e? U1
, O {
x=0 x

PROBLEMAS PEOPUESTOS 2.7

Hallar los siguientes limites

L im I(1+ax) 2. Lim In(a+x)-Ina 3 Lim lax -1
x=0 5 x>0~ 5 T e——
fum gz s i x(o )
SECCION 2.8
ASINTOTAS OBLICUAS

Ademas de asintotas verticales y horizontales, tenemos también asintotas oblicuas.

En general, se dice que una recta L. es una asintota de una curva C si la distancia
d(P, L), de un punto P cualquiera de la curva C a la recta L, tiende a 0 a medida
que P se aleja del origen de coordenadas.

Y

Al
L)
T A

S

M pmmmmmmm oy
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Cuando la curva es la grifica de una funcién, esta idea es captada en la siguiente
definicion:

DEFINICION. | La recta L: y = mx + b es una asintota oblicua de la gréafica de la
funcion y = f(x) si se cumple que:

IO Lim  [f-mx+p)] =0 ¢ @ Lim [fx)—(mx+b)]=0
X —+w0 X——®
Pera ser mas precisos: Se dice que la recta y = mx + b es una asintota oblicua a la
derecha si sucede {1) o que es una asintota oblicua a la izquierda si sucede (2).

La condicién (1) o (2) nos dice que cuando x —+9C o cuando x —» -0, la distancia
entre de] punto (x, f{x)) del grifico y el punto (x, mx + b) de la recta, tiende a cero.

Observar que las asintotas horizontales son un caso particular de las asintotas
oblicuas. En efecto, una asintota oblicua con m = 0 es una asintota horizontal. Para
nosotros, como ya hemos tratado las asintotas horizontales aparte, cuando hablemos
de asintotas oblicuas entenderemos gue no es horizontal, o sea m = 0,

En vista de la unicidad del limite cuado x — + 00, toda grafica tiene, a lo mas, una
asintota oblicua a 1a derecha. D e modo anilogo, toda grafica tiene, a lo mdas, una
asintota oblicua a la izquierda. Una misma recta puede ser, a la vez, asintota oblicua
a la derecha y asintota oblicua a la izquierda.

Entre las funciones cuyas graficas tienen asintotas oblicuas estdn las funciones

racionales fix) —% cuyo grado del numerador p(x) es una unidad mayor que el
q(x

grado del denominador q(x). En efecto, si dividimos p(x) entre q(x), se tiene que f{(x)
tiene la forma:

155 % g ok 2L,

q(x)

donde el grado del polinomio h(x) del numerador es menor que el grado del
denominador g(x). En consecuencia,

Lim h(x) _ 0

tao -
X=>I% g(x)

Este resultado nos dice gque la recta y = mx + b es una asintota oblicua, tanto a la
derecha como a la izquierda, de la grifica de y = f(x). En efecto:

: . h
Lim [f(x)-(mx+b)] .. Lim {(mx+b+-(}lj—(mx+b):|

X — fao X —tw q(x)

Lim  h{x} _
X—>twm =0
q{x)
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EJEMPLO 1.| Hallar las asintotas oblicuas de

¥
2

X - 3 1

fx)= i

x—2 !

Solucion '

i
a. Tenemos que ¥
4

2.4 z, ;.\l

X" - 1 o !

fix)= =x+2 + = :
x-2 x-2 7 3 2 X

P )

Luego, y =x + 2 es una asintota oblicua. », i

Observar que x = 2 es una asintota vertical. :

(Como encontrar las asintotas oblicuas si y = f{x} no es funcién racional? O sea,
si y=mx + b es una asintota, como hallar las constantes m y b? El siguiente
teorema nos da la respuesta.

|TEOREMA 2.23| a. y=mx +b es una asintota oblicua a la derecha de y = f(x)

o Lm (® _ y Lim [fx)-mx]=b

X>+@ o X—>+®
b. y=mx +b es una asintota oblicua a la izquierda de y = f{x)

Lim  f(x) _ Lim
S xo-w X =moY vy w [f(x)—mx]=b
Demostracion

Ver el problema resuelto 4,

EJEMPLO 2. |Hallar las asintotas oblicuas al grafico de f{x) = e B

Solucién

Asintota oblicua a la derecha.

Lim  f(x) _ Lim x2 _lim X
x—r+w X X—>bo0 fxzml X = +o0 x2 -1

_ Lim x/x Lim 1

X — 40

m =
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2

b="" 0 [f-mx] = M| 2
X = +20 X — +0 %2 _1
Pero,
2 .2 %\ il ]
XC-xyx°-1) x“+xvx°-1
X2 _ =x2—X\/x2-I _( I
x2 -1 \fxz-l Jx2~—l[x2+xx[x2-IJ
x2 _ 1
xz—l(x2+xvx2—1] [\fxz—l/xi[x2+xwfx2—lJ/x:|
_ 1
[\H-sz][“ xz—l]
Por lo tanto,
i 1
b Lim _ 1 <

B (Tt | dsa) - 00

Luego, y=x es asintota oblicua a la derecha.

Asintota oblicua a la izquierda. Y1

Podriamos proceder como en el caso
anterior, calculando los limites respectivos
cuando x——-c0. Sin embargo, observamos
que la funcién es par, f{—x) = f{x), v, por
lo tanto, su grafico es simétrico respecto
al eje Y. Teniendo en cuenta este hecho,
rapidamente concluimos que la asintota
oblicua a la izquierda es y=—x.

Observar que lasrectasx=-1 y x=1

son asintotas verticales.
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PROBLEMAS RESUELTOS 2.8

[PROBLEMA 1. Hallar las asintotas oblicuas de
fix) =tan~! (x) —x

Solucién
Considerando que Lim tan~l(x) = T y Lim tan~x) = =X se tiene:
X =+ 2 X - 2

Asintota oblicua a la derecha.

Lim  f(x) _ Lim [tan_l(x)—xj= i [tan-l(x) _IJ

M= st~ ~ x>+ X =3 +%0
X X x

X —+2 - + 0

. Lim {mﬂ_i(x) ]_lmﬁ_‘rz_];o_|=_1

b=t [o-me] =4[ fan 0 - ) 0 |

T X +w X —+©

= Lim tan_t(x} =

2

X —>+®

Lueéo, y=—Xx+ % es una asintota a la derecha de f(x) = tan ! (x)—x

Asintota oblicua a la izquierda.

B g™ g
X x

Lim  f(x) _ Lim [tan_l(x)— x]

X

X

_ Lim (can“‘(x) ]= i (tan"(ﬂ J 1
e = = | x=-o| — - |~
\

—x/
ST i e

— G0

b= UM [fx)-mx]

X =

x LI Htan_](x) - x)—(—x)J

X—>—cc

Lim tan_l(x) .}
X —»—0 2
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Y r o .
Luego, y=-x - 3 es una asintota a la izquierda de

f{x) = tan ! (x})-x

[PROBLEMA 2. | Hallar las asintotas oblicuas de
fx) = x1/3 (1~ x )23

Solucion
Asintota oblicua a la derecha.
: : 1/3 2/3 : 2/3
= Lim f(x) _ Lim X (l—x) - Lim (l—x)

— 20 L B ST
X N X X—+ x2/3

fi 1 2/3 5%
- x—>+m(;* 1] ={0-1)*"=1

Por otro lade, de acuerdo al problema resuelto 3 de la seccidn 2.6 tenemos:

_ Lim _ Lim /3 2/3 _ 2
b_x—>+oo[f(x)_mx] T x—4w [x (l—x) —x] Y
2 ; ¥ 7
Luego, y=x - 3 es asintota oblicua a ,,
1T ’l,
la derecha de f(x) = XIB( l-x )2/3 /'1

Asintota oblicua a la izquierda.

En forma enteramente analoga a la parle anterior,

; 2
obtenemos que la misma recta, y = x — g es

asintota oblicua a la izquierda de f(x) = x L ( I-x )2’! 3

(PROBLEMA 3. | Demostrar que las rectas  y = b X 8 y= L X son asintotas
a a
; " x# y2
oblicuas de la hipérbola — - — =
Z 2
a b
Solucion

La hipérbola puede considerada como el grafico de las funciones £y g que
construimos a continuacidn.
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-
2 2 2 = -

b J v =(bia)x ,
%_y_2=1<:> y2=_._2,'_(x2__a2) > ”
a b a

& yod Dyfed g2

a

Sean

ﬁx)”\f 2.2ty gw=- J —a?

La grafica de f es la parte de la hipérbola sobre el eje X, y la de g es la de abajo
Mostraremos que las rectas y = L X €

b ; :
y=——x son asintotas oblicuas de
a

ambas funciones, fy g. Verificaremos este resultado sélo para f, ya que para el caso
de g, el proceso es exactamente igual.

_ Lim

f(x) _ b 1 5 )_ Lim b 1 >
e x—)+ao(ax x*-a T x— 4w ;m x —a

_ Lim b 3. 2 )_0 b
_x—>+00[; 1- a“/x J—;JI—O—;
Lim _ Lim b b
b= i [f(x)—-mx] Py [; x2_a2_ ;x:l
. 5 2 2
_b Lim [ 2 2 :I_ble —-a _ b _
=2 M el VxZa? o x [= 2 ————— = 2(0)=0
a a x?-a% + x #
Luego, y= —X es una asintota oblicua por la derecha
a
Similarmente:
Lim f b Lim
m=xl_)_m—-_(x) =—— o e w[f(x) mx]—O
X

Luego, y=——xX esuna asinfota oblicua por la izquierda
a

[PROBLEMA 4.| Demostrar el teorema 2.23

a. y =mx + b es una asintota oblicua a la derecha de y = f{x)
Lim  f{x) _
<:>x_)+°o—x—"—m Yy x_}_{_w[f(x) mx] b

b. y=mx + b es una asintota oblicua a la izquierda de y = f{(x)
Lim  f(x) _ Lim
S (s MY

& x_'_m[f[x)-mx]:b
Solucién
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a. (=) Siy=mx + b es una asintota oblicua a la derecha de y = f{x), entonces

Lim -
o e lf-mx+b)] =0 @
Sacando factor comin x tenemos:

L x[@—m—g] =0

K=t X X

Puesto que !E'E} +o(X) = +oo, para que se cumpla la igualdad anterior,

debemos tener que:

Lim [@Hm-}l} =0

X — +%0

Adn mas, puesto que Lim b = (), tenemos que

X—r+x -
X
Lim fix) _
X o+ [T —-m ] =0
De donde,
Lim flx)
X ->+® T —m
Por otro lado, teniendo en cuenta (1), obtiene:
Lim 3 -
X —> +a0 [ ) - mx ] =b
(&) D lfo-mx]=b = 7 [fx)-mx-b] =0

Luego, y = mx + b es una asintota a la derecha de y = f{(x).

b. Se procede como en a.

PROBLEMAS PROPUESTOS 2.8

Hallar las asintotas oblicuas al grifico de las siguientes funciones

2 3 3
g2 2.y AR
%1 , Gl 2{x*+1)
., 2
1
4. y:w 5 y=4x2-1 TR W
X" —Xx"+2 x?% -1
% 2/3 1/3
T f(x):x—2+—2—— 8 f(x)= x*?{6-x)
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BREVE HISTORIADE TT

Se ha sostenido, con justa razon, que la historia de 7 es un “pequeno espejo de
la historia del hombre".

7, la constante mds famosa de todos los tiempos, es la razon entre la longitud de
cualquier circunferencia y la longitud de su didmetro.

La historia de m comienza con el inicio de la civilizacion, cuando el hombre

precisa de mediciones precisas con mativos agricolas o arguitectonicos.

Al inicio, alrededor de 2,000 afios antes de Cristo, el valor de m fue aproximado
empiricamente. Asi, para los antiguos hebreos, 7= 3; para los babilonios, 7= 3 +
1/8 = 3,125; para los antiguos egipcios, & = 4X(8/9)2 = 3,16045

El empirismos en el cdlculo de n fue superado por el gran Arquimedes, quien
consideré a la longitud de la circunferencia como el limite de los perimetros de
poligonos regulares inscritos y circunscritos a la circunferencia. Mediante este
método logré probar que:

I+ 1071 <m< 3+ 1/7 o bien, endecimales, 3,1408 < x <3,142858

Con la llegada de los romanos, tanto la historia den. como del mundo, pasa por
tiempos obscuros, hasta llegada del Renacimiento. En siglo XVI aparece el
matemdalico francés Francois Viéta (1.540-1.603), considerado como el padre del
Algebra. Vieta Aplicé el Algebra y la Trigonometria al método de Arquimedes,
mejorando los resultados. Logra expresar a @ como una serie infinita. En 1,593,
haciendo uso de esta serie, calcula 10 cifras decimales, gue son la siguientes:

: z~ 3,1415926535

En 1.613, el matemdtico alemdn Ludolf von Ceulen, mediante otra serie infinita
calcula 35 decimales de &

En 1.761, el fisico-matemdtico aleman Johann Heinrich Lambert probé que mes
mimero irracional. En consecuencia, su expresion decimal es infinita y no periddica.

En 1.844, Johann Martin Zacharias Dase (1.824-1.861), usando series y
alrededor de dos meses de trabajo duro, calculé 200 digitos. En 1.989, los hermanos
Chudnovsky, dos matemdticos de la Universidad de Columbia (Nueva York),
usando una computadora Cray 2 y una IBM 3090-VFE, calcularon 1.011.196.691
digitos. EIl record, hasta 1.V95, lo tiene Yasumasa Kanada, profesor de la U, de
Tokio, quien ha calculado 6.442.450.000 digitos.

Para usos prdcticos no se requiere mucha exactitud de = Asi, solo se requieren
39 decimales para computar la longitud de la circunferencia del universo conocido,
con un error no mayor que ¢l radio de un dtomo de hidrégeno.

Arquimedes
(287-212 A )

Frangois Viéta
(1.540-1.603)
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Isaac Newton
(1.642 — 1.727)

Isaac Newton nacio en Woolsthorpe, Inglaterrra, el dia de navidad de 1.642. Su
obra cambio el pensamiento cientifico de su época y atin en la ciencia actual sus ideas
estdn presentes.

En 1.661, a la edad de 18 arios, ingresdé al Trinity College de Cambrige, donde
conocio a otro ilustre matemadtico, Isaac Barrow (1.630-1.677). Se gradud en 1.665. En
el otoiio de ese afio, una epidemia azoto el drea de Londres y la universidad tuvo que
cerrar sus pucrtas por afio y medio. Newton regresé a la granja de su familia en su
pueblo natal. Esta etapa fue muy fructifera en la vida del insigne cientifico. Se dice que
Sue alli donde ocurrio el incidente de la manzana: Newton, al ver caer una manzana de
un drbol, relucioné la caida de ésta con la atraccidn gravitacional que ejerce la tierra
sobre la luna, naciendo asi la famosa ley de la gravitacion universal. También fue en
esta época cuando desarrollo, lo que él llamd, el método de las fluxiones, que fieron el
Sfundamento del Cdleulo Diferencial. Estas ideas también fueron desarrolladas
simulténeamente e independientemente por el matemdtico y filosofo alemdan G. Leibniz
(1.646-1.716). A ambos cientificos se les concede la paternidad del Calculo.

En 1.667 regresa a Cambrige y en 1.669 Borrow renuncia a su cargo de profesor de
matemdaticas en el Trinity College a favor de Newton.

Sus investigaciones en optica las aplico para construir el primer telescopio de
reflexion. Gracias a este invento ingreso a la Sociedad Real, la institucion cientifica
inglesa de gran renombre y de la cual llego a ser su presidente.

En 1.687 se publico su obra capital: Philesephiae Naturalis Principia Mathematica
(Principios M atematicos d e l a Filosofia Natural), en la que presenta las leyes de la
mecdanica clisica y su famosa teoria de la gravitacién universal. Con esta obra gano
gran renombre y fue razon principal para que en [.705 lo nombraran c aballero d el
Imperio.

ACONTECIMIENTOS IMPORTANTES
Durante lu vida de Isaac Newton, en América y en el mundo hispano sucedieron los
siguientes hechos notables: En 1.706 nace en Boston Benjamin Franklin, cientifico y
estadista norteamericano. El 22 de dictembre de 1.721 Felipe V convierte el Colegio de
Santa Rosa de Caracas en la universidad de Caracas (U. Central), que es inaugurada
en 1.725.
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SECCION 3.1
LA DERIVADA

La nocidén de derivada tuvo su origen en la bisqueda de soluciones a dos
problemas, uno de la Geometria y otro de la Fisica, que son: Encontrar rectas
tangentes a una curva y hallar la velocidad instantanea de un objeto en movimiento.
Ei plantemiento del problema de las tangentes se remonta hasta la Grecia Antigua;
sin embargo, para encontrar su solucion debieron pasar muchos siglos. En el afio
1.629, Pierre Fermat encontrd un interesante método para construir las tangentes a
una pardbola. Su idea fue la de considerar a la recta tangente como la posicion limite
de rectas secantes. Este método, como veremos a continuacion, contiene
implicitamente e1 concepto de derivada. A partir de aqui, no pasé mucho tiempo
para que Newton (1.624-1.727) y Leibniz (1.646-1.716), dos gigantes de la
matemdtica, iniciaran el estudio sistemdtico de la derivada, con lo que dieron origen
al Calculo Diferencial.

RECTA TANGENTE

Sea y = f{x) una funcién real de variable real y sea A = (a, f{a)) un punto fijo
de su grafico. Buscamos la recta tangente al grafico de la funcién en el punto A.
Para no tener dificultades vamos a asumir que nuestra funcion es continua y su
grafico se desarrolla suavemente {sin vértices). Tomemos otro punto P = (x, f{x)) del
grafico, cercano al punto de tangencia A = (a, f{a)), y tracemos la recta secante que
pasapor A yP,

"Si movemos a P sobre el grafico en tal Y
forma que P se aproxime a A, la recta 4 'Secante
secante se aproximard a la recta tangente. En
el limite, la secante coincidira con la
tangente. Esto es, la recta tangente es la
posicion limite de la recta secante cuando P
tiende a A. :

Veamos el punto anterior en forma
analitica. Como la recta tangente pasa por el
punto A = (a, f{a)), para obtener su ecuacién
bastard encontrar su pendiente.

La pendiente de la recta secante que pasa por  P=(x, f{x)) v A={(a, f{a)) es

ﬂx)—ﬂa}

m,
g x-a

7 a—x X

Ahora, cuando el punto P = (x, f{x)) se aproxima a A = (a, f{a)), la secante se
aproxima a la tangente y la pendiente de la secante se aproximara a la pendiente de la
tangente. Pero, decir que P = (x, f{x)) se aproxima a A = (a, f(a)) es equivalente a
decir que x se aproxima a a. Es pues razonable establecer que la pendiente m de la
recta tangente al grafico de la funcién y = f(x) en el punto A = (a, f{a)) es

_ Lim f(x)-f(a)

m= e (i)
Xx—a x—1a
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VELOCIDAD INSTANTANEA

Supongamos que un automévil cruza por dos ciudades distantes entre si 180 Kms.
y que estos 180 Kms, los recorre en 3 horas. El automévil, en este recorrido, viajé a

una velocidad promedio de %—0 =60 Kms/h.

En general tenemos que:
distancia recorrida
tiempo transcurrido

Velocidad promedio =

Regresemos al caso del automévil. La aguja del velocimetro no se ha mantenido
estatica marcando 60 Kms/h, que es la velocidad promedie, sino que ésta ha estado
variando, algunas veces marcando O (en los semaforos) y otras marcando mimeros
mayores que 60. Esto se debe a que la aguja marca la velocidad instantinea y no la
velocidad promedio. ;Cémo se relacionan estas dos velocidades? A continuacidén
contestamos esta inquietud tratando el problema en forma mas general.

Supongamos que un objeto se mueve a lo largo de una recta de acuerdo a la
ecuacion s = f(t). Aqui la variable t mide el tiempo y la variable s mide el
desplazamiento del objeto contabilizado a partir del origen de coordenadas . A esta
funcién s = {t) la llamaremos funcién de posicion.

Buscamos una expresion para la velocidad instantanea en un instante fijo a. A
esta velocidad la denotaremos por v(a). Sea t un instante cualquiera cercano al
instante a. En ¢l intervalo de tiempo entre a y t el cambio de posicidn del objeto es
f{t) - f{a).

f(a) 1t N
£ S Z -
0

| “ry- 1@ |

s = (1)

La velocidad promedio en este intervalo de tiempo de a a t es:

f{t) - f{a)

Velocidad promedio = S e

Esta velocidad promedio es una aproximacion a la velocidad instantinea v(a).
Esta aproximacion serd mejor a medida que t se acerque mas al instante a. Por tanto,
es natural establecer que:

Lim f(t)-1(a)

¥(a) =
t—oa t-a

(i)

Tanto en el problema de la recta tangente como en €1 de la velocidad instantédnea,
hemos 1legado a un mismo limite ((i) y ( ii)). En e ste limite radica la esencia del
Calculo Diferencial. Su importancia rebasa a los problemas geométricos y fisicos que
le dieron origen, y merece ser tratado independientemente. Este limite es la derivada.
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DEFINICION. | La derivada de fen a, denotada por f'(a), es el siguiente limite:

f'a) = LM f(x)—1f(a) o

Xx—a X-—-a

La derivada f'(a), por ser un limite, puede o no existir. En el caso de que exista

diremos que la funcion f es diferenciable ¢n el punto a.

En esta definicion esta implicito que f debe estar definida en un intervalo abierto
que contiene a a.

Al limite anterior lo podemos expresar en otra forma ligeramente diferente.

Si h=x-a,entonces x=a+th y x—2>a < h-0.

Luego, (1) es equivalente a:

Lim f(a+h)-f{a)

i) =
h—0 h

(2)

Es tradicional llamar Ax {(delta x) a la diferencia x — a. Esto es,
. AxX=x-a
Enestecaso, x=a+Ax y x-2a & Ax—>0.

Con esta notacion, al limite (1) ¢ al (2) los podemos eseribir de la manera
siguiente, obteniendo la expresion tradicional para la derivada:

fay = Lim  f@+A0-1()

3)
Ax—>0 Ax

AAx=x-aselellama incremento de x, y expresa el cambio que experimenta
la variable independiente al pasar del valor a al valor x =a + Ax.

La diferencia Af = f{a + Ax) — f{a} es el incremento de la funcién, y expresa
el cambio de los valores de la funcién al pasar de f{a) a f{a + Ax).

Af .
El cociente i ©S la razén incremental, y de acuerdo a la igualdad (3)

tenemos que:
v _ Lim A
f'(a) = Ax—>0 X; :
Es decir, la derivada es el limite de la razén incremental cuando Ax tiende a 0.

Para hallar la derivada f'(a) se utilizan cualquiera de los 3 limites: (1), (2) 6 (3).
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Dada la funcién f{x) =7, hallar £'(3).

Solucién

Usaremos la formula (1):

f'(3) _ Lim f(x)_f(3) — Lim XZ -32

Xx—3 x-3 x—3 x-3
_Lim (x#+3)(x=3) _ Lim(x+3) 234+3-¢
x—=3 x-3 x—3

EJEMPLO 2.| Dada la funcién g(x) =;l(' ,hallar g'(-2).

Solucién

Usaremos la formula (2) de la derivada:
1 1

: _ Lim B(=2+h) —g(-2)  Lim -2+h ~32
g(-2) = 5, o The0T

_ Lim —2-(~2+h) _ Lim ~h

h—>0(2)h(-2+h)  h—=0(2)h(-2+h)
Lim 1 1 1

h—032+n) 2-2+0) 3

EJEMPLO 3. | Probar que la siguiente funcion es diferenciable en 0 y que £'(0)=0.

2 L

x“sen—, si x#0
fix) = X

0, six=0

Solucion

Debemos probar que existe £'(0) . Recordando el problema resuelto 1, seccién 2.2:

hzse:nl -0
h—0 h h—0 h h—0 h

EJEMPLO 4.| Probar que fix)= {f:_c no es diferenciable en 0. Esto es,

no existe (0).
Solucién
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Lim FO+D)-£0) _ 1im -0 _ m 1
h—=0 h—=0 h—o0
h h 3fh2

Como +oo no es un nimero real, concluimos que no existe £'(0).

£(0) =

DERIVADAS POR LA DERECHA Y POR LA IZQUIERDA

| DEFINICION. | La derivada por la derecha y la derivada por la izquierda de f
en a son los siguicntes limites, respectivamente:

1) f' {(a) = Lim M (2) f. (a)= lim f(x)—f(a)
¥ x—»>at x-a - x—+a~  X—a

Es facil ver que:
If(a) < Jf.(a), If () y f.(a) =1_(a)

EJEMPLO 5.| Dada la funcién valor absoluto f{x} = | x |.

a. Hallar fl (0) b.Hallar f . (0) c. Probar que f no es diferenciable en 0.

Solucidn

a fL(0)= 'm fO)-1(0) . wim |XI-10{ _ Lim [X[_ Lim X_,
x—0"  x-0 x—=0" x-0 x0T ¥ xo0tx

b. f:.(O): Lim f(x)—f(O): Lim |xl-|0|= Lim _|_x_|= Llim —-_x=_]
x—=0" x-0 X =0 X x—=>0" X x—=0" X

¢. Como las derivadas laterales no son iguales, concluimos que no existe £'(0) v,

por tanto, f{x) =| x| no es diferenciale en el punto 0.

Y4 ww=|x|

Este resultado puede explicarse geométricamente:
El grifico de f(x) = | x | tiene un vértice en el punto
(0, 0). Este vértice no permite asignarle una recta
tangente al grafico en este punto, ya que al pasar de
los puntos a la izquierda de (0, 0) a los de la derecha

hay un cambio brusco de pendientes de —-1a 1. 0

L 4

LA FUNCION DERIVADA

DEFINICION. | La derivada de la funcidn fes la funcién ', tal que su valor en
un nimero x del dominio de f es la derivada de fen x:

Lim f(x+h)-f(x)

r00 = [T,
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El dominio de f' esta formado por los puntos x del dominio de f en los cuales
existe f'(x). Es claro que el dominio de ' es un subconjunto del dominio de f.

Otro simbolo para f° es Df; csto es Df = f' y en el caso de que se quiera
especificar la vaniable independientc, se escribe Dy f, que se lee "la derivada de f

respecto a x". Se ticne, entonces

Dyf(x) = £'(x)

EJEMPLO 6.| a. Probar que la derivada de f{x) = x> es la funcion £ (x) =2x.

b. Usando la parte (a) hallar £'(3) y observar que el resultado del
ejemplo 1 es un caso particular del resultado (a).
Solucidén

a. Sea X un punto cualquiera del dominio de f.

Lim fx+h)-f(x) _ Lim (x+h)?-x

P = hoo™ 5 = hoo 4

Lim x>+2xh+h?—x? _

Lim 2xh+h? _ Lim @2x+h) =2¢
h—0 h h—0" h—s0

Esto cs, f'(x) = 2x y el dominio de f* es el mismo que el de f, que es todo R.

b. En f'(x)= 2x, tomando x = 3, se tiene que f'(3) = 2(3) = 6. Este resultado
coincide con el obtenido en el ejemplo 1.

1

EJEMPLO 7.| a. Probar que la derivada de g(x)=7 esla funcién

1
Dy g(x) =- -x_z
b. Usando la parte (a) hallar Dy g(-2) y observar que el resultado

del ejemplo 2 es un caso particular del resultado (a).

Solucién
’ a. Sea x un punto cualquiera del dominio de g. Esto es x # 0.
1 1
D (x): Lim g(x+h)_g(x)= Lim ;i'l- B ;= Lim x—(X+h)
BESRT Bl h h—0 h=0 px(x +h)
sl ol Ml gl ol L
h>0nx(x+h) P=20x(x+h) x(Ex+0) x2

: 1
Estoes, Dyg(x)=g (x)z——2
X



Capitule 3. La Derivada . 169

El dominio de ng(x)=—% es el mismo que el de g(x) =% ,quees R - {0}.
X

e
i
[
S
[S¥]
f -

1
Este resultado coincide con el obtenido en ejemplo 2: g'(-2) =— 3~

LA NOTACION DE LEIBNIZ

Ademas de la notacién que hemos introducido para designar a la funcién derivada
existen ofras. Enfre éstas tenemos la notacion cldsica, que fue introducida por
Leibniz durante la época del nacimiento del Calculo. Esta notacién para designar la
derivada de una funcién y = f(x) usa cualquicra de las cuatro expresiones siguientes:

i
Ll g a

d
dx tdx 4. W(ﬂx))

En el ejemplo 6 encontramos que la derivada de la funcién f{x) = x2es f (x) =2x.
Con la notacion de Leibniz este resultado se escribe asi:

2
i 2x o bien, a3 i(3(2)= 2x.
dx dx dx
y sli en lugar de f{x) = x> escribimos y= xz, entonces su derivada se expresaria asi:
;. d
y = Eﬁ = 2x

Regresando a 1a notacidn incremental, siuna funcién es denotada por y = f(x),
entonces el incremento de [a funcién podemos expresarlo asi: Ay = f{x + Ax) — f(x) y
a la derivada, con la notacion de Leibniz, asi:

dy _ Lim Ay

dx  Ax0 Ax
En esta expresidn nos inspiraremos en un capitulo posterior para asignar
Pt 5 . d ;
significados propios a dx y a dy. Aqui E‘:' no debe interpretarse como una

fraccion, sino simplemente como otra notacién para la derivada '(x).

Si y = f{x), con la notacién de Leibniz, la derivada f'(a) se escribe asi:

; d dy
y'(a), E,X((a), =

df(x)
dx

X=a X=a
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EJEMPLO 8.] Probar que 3- 4.5 -t dondex>o0.
\E

Solucién
dy _ tim Vxedx-vVxX _ pim rAx - VR)Wx T Ax +9x)
dx Ax >0 Ax Ax =0 Ax(Jx—+__ J_)
_ Lim (x+Ax)-x  _ Lim
6x—>0Ax( "___x-t— \/_) Ax_’OAx(\/xT-FJ’_)
Lim 1

Ax—+0\,x+m+_‘/— 2%

Observar que el dominio de %(«f; ) el es (0, +c0).

2%

NOTACION. | Siuna funcidn se expresa mediante otras variables, que no sean x &
y, la notacién de la derivada cambiara de acuerdo a las nuevas

variables. Asi, la derivada de la funcién u =t* se expresa en la
forma siguiente:

(=9

2
P
t dt

1. u'=2t .

=2t 4 D(¢) =2

[=5

—

DIFERENCIABILIDAD Y CONTINUIDAD

El signiente es un resultado importante que relaciona la diferenciabilidad con la
continuidad.

[TEOREMA 3.1| Si fes diferenciable en el punto a, entonces f es continua en a.

Demostracién
Consideremos la siguiente identidad
fix) - fla) = (x-2a)

Tomemos limites a ambos lados:

Lim [ f(x)-f@)] _ Lim [(x__a)f'(x)—f(a)]

f{x) - f{a)
)
X—a

x—a x—a Lt
_ [Lim (x_a)] [Lim M] = 0-f'(a) =0
Xx—a X—a X—a

Estoes, Lim [ f(x)-f(a)] =0 Dedonde, Lim f(x) = f{a)-
X—»a X—a

Esta 1ltima igualdad nos dice que fes continua en a.
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OBSERVACION.

El reciproco del teorema anterior no se cumple. Una funcion puede ser continua
en un punto y no ser diferenciable en ese punto. La funcién valor absoluto nos
ilustra el caso. Esta funcién es continua en el punto 0. Sin embargo, como se mostro
enel ejemplo 5, esta funcién no es diferenciable en 0.

Igual situacidn ocurre con la funcion f{x) = \fz_i , del ejemplo 4, la cual también
es continua en 0, pero no es diferenciable en ese punto.

RECTAS TANGENTES

Damos respaldo oficial al problema geométrico de la recta tangente, que nos sirvid
de motivacion para introducir la derivada.

DEFINICION. | Sea funa funcién diferenciable en el punto a.

a. La recta tangente al grafico de la funcién f en el punto A = (a, f{(a)) es la recta
que pasa por A y tiene por pendiente m=1'(a). O sea, es la recta

y—f(a)= '@ (x-a). v 4

b. La recta normal al grifico de la funcién f
en el punto A = (a, f{a)) es la recta que
pasa por A y es perpendicular a la recta
tangente en A. O sea, es la recta

y—f(a)=——1—(x—a),dondc f'(a) £0. 1
f'(a)

EJEMPLO 9.] Sea la funcién f(x) = x%. Hallar:

a. La recta tangente al grafico de fen el punto (2, 4).
b. Larecta normal al grafico de fen el punto (2, 4).
Soluci6n

a. En el ejemplo 6 probamos que la derivada de
filx) = xtes f (x) = 2x. Cuando x = 2 tenemos
f'(2) = 2(2) = 4. Luego, la recta tangente al
grafico de f enel punto (2,4) es

y-f{2)=f'"(x)(x~2) = y-4x+4=0

b. La recta normal al grafico de fen el punto (2.4) es

g e i
Pofll g W-Bi=2 ke ol

= 4y+x-18
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EJEMPLO 10.| Sea la funcidn g(x) :;li‘ . Hallar:

a. La recta tangente al grafico de g en el punto donde x = -

b= b2

b. La recta normal al grificode g enel punto donde x = -

Solucion

a. Hallemos g'(—1/2). Por el ejemplo 7.a. sabemos que

; 1
g'(x) =—— v, por tanto,
xZ

1
Por otro lado, g(-172) = —— =-2,
& ) -1/2

Luego, la recta tangente buscada es:

y-g(-12)=g'(-1/2)(x-(-12)) =

y—(-2)=-4(x+1/2) = y+4x+4=0
b. La recta normal buscada es

1

y-g(-1/2)=~ 212

(x-(-1/2)) = y-(-2)=- :I-i(x+112))

= 8y-2x+15=0.

PROBLEMAS RESUELTOS 3.1

[PROBLEMA 1.| Hallar a y b para que la siguiente funcion sea diferenciable en 1.

ax+b si x<1
f(X)={

Ax o osix>1

Por el teorema 3.1, si f es diferenciable en 1, fdebe ser continuaen 1. Luego:

Solucion

Lim f(x) = Lim f(x)

x =1 x—1"
Pero,
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Lim f(x}) = Lim H =] Y Lim f(x) = Lim (ax+ x}) =a+b
x—>1" x—1" x—=1" x—1

Luego, a+b=1 (1)

Por otro lado, por ser f diferenciable en 1, la derivada por la derecha en este punto
debe ser igual a su derivada por la izquierda. Esto es,

Lim fO+h)—-f0) _ tm fd+h)-£(1)

h—o0* h h—0~ h
Pero,
Lim  FO+0)—f() _ pm v 1+h =1 _ pjm Vi+h =D 1+h +D)
h—0* h h—ot h h—ot h(v/ 1+h +1)

= Lim l

1
b0t Jil+hal 2

Lim fO+h)-f(D) _ Lm a(+h)+b-1 _1jm ah+(a+b)-1
h—0~ h h—0" h h—0" h

_Lim ah+i-1 rjm ah_
h—0" h ho0" h

@)

B —

Luego, a=

Finalmemte, de (1) y (2), obtenemos a =

B |—
e
=

1l
1 | e

|PROBLEMA 2.| Hallar la derivada de la funcién fix) = X

Solucién

Sea x un punto cualquiera del dominio de f.

f'(x) = Lim r(X+h)—f(X) _ Lim (x+h)3 —)(3

h—0 h h—0 h
_uim P 3xh+3x02 +031-%% _ pim 3x%h+3x0? 403
h—0 h h—0 h
2 2
_ Lim h[3x® +3xh+h"] _

Lim 2 2 i [ v
b 5 Eogl 3 + 2 4an’] =3x

3
Luego, f'(x} — 3x> 6 bien ? = 3x2, con dominio todo R,
X
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[PROBLEMA 3.] Hallar la derivada de la funcion  f{x) = | x|.

Solucion

Sabemos, por el ejemplo 5, que no existe £(0}. Veamos qué sucede cuando x # 0.

Si x > 0, entonces | x | = x. Tomamos h suficientemente pequecfio para que
x +h>0 y, porlotanto, | x +h|=x+ h. En este caso tenemos que:

fi(x) = Lim |X+h|—ix|_ Lim x+h-x_ im h _,

h—0 h h—0 h h—0 h
Si x < 0, entonces | x | = — x. Tomamos h suficientemente pequefio para que
x +h<0 y, por tanto, | x + h|=- (x + h). En este caso tenemos que:

£/(x) = Lim |x+h]~[x|_ Lim -(&x+h) -(x)_ Lim -h
hoo h h—>0 h h=->0"y

En conclusion, la derivada de la funcion f{ix) = | x| es

1 si x>0

v d i con dominio R -{0}.

f'(x) = {

[PROBLEMA 4.| La tangente ala parabola y = x* en cierto punto P es paralela a
la recta

L:y+4x+12=0.

Hallar el punto P y la recta tangente.
Solucion

Sea P = (a, a2 ) Por el ejemplo 6 sabemos Y
que Y = 2x, luego la pendiente de la recta i
> 2
tangente a la pardbola y = x> en el punto = )
: G
P=(a,a )cs m = 2a. W
-
Pero, la pendiente de la recta \
\0

L:i4x+y+12=0 es — 4.

X

Como la tangente y la recta L son paralelas, ambos deben tener igual pendiente.
Luego,

2a=-4 = a=-2
Por lo tanto, el punto P buscado es P = (-2, (A—Z)2 ) =(=2,4)
La recta tangente a la parabolaen P =(-2,4) es

y—-4=-4(x-(-2)), oseca 4x+ty+4=0
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PROBLEMAS PROPUESTOS 3.1

En los problemas del 1 al 9, hallar la derivada de la funcion en el punte a
indicado.

1.fix)=2en a=1 2.g(x)=xen a=13 3 h(x)=3x ena=2
4, f{x)=4x-1ena=2 5.g(x)=2x2—5 en a=-1 6.h(x)=% en a=-2

1
7.f(x)=3x2-5 en a=-1 8.g(x)=x+; en a=2 9.h(x)=x3+2 en a=-1

x* si x<0

10. la sieu; - o iabl 0: _
0. Probar que la siguiente funcion es diferenciable en 0: f(x) { 5 sxsb

11. Probar que la siguiente funcion no es diferenciable en 0:
l+x six=0
fix) ={ .
l-x six>0

12, Hallar los valores de a y b para que f sea diferenciable en 1:

ax+b six<l1
fx) =9 ;5 _
x six=>1

En los problemas del 13 al 21, hallar la derivada de la funcién indicada.
13.f(x)=2 14.g(x)=x 18 hx)=3x 16.f{x)=4x-1 17.g(x)= 2% -5

18.‘h(x)=% 19. f(x)=3x2—5 20. g(x)=x+i 21.h(x)=x3+2

22. Dada la funcién fix) =x’ +x°
a. Hallar la pendiente de la recta tangente al grafico de f en el punto donde x = 1.
b. Hallar la recta tangente al grafico de fen el punto donde x = 1.
¢. Hallar la recta normal al grafico de f en el punto donde x = 1.

23. Dada la funcién g(x) = \]x -3
a. Hallar la pendiente de la recta tangente al grafico de g en el punto donde x =12.
b. Hallar la recta tangente al grafico de g en el punto donde x = 12.
¢. Hallar la recta normal al grafico de g en el punto donde x =12.

24. Dada la funcién h(x) = -;- X—x+7

a. Hallar su funcién derivada.
b. ;En qué punto del grafico de h la tangente es paralela a la recta y = 3x + 6?
c. Hallar la recta tangente al grifico de h en el punto encontrado en la parte b.

25. Dada la funcién f{x) = \fo +1
a. Hallar la funcién derivada de f,

b. Una tangente al grafico de f tiene por pendiente 1/2. Hallar una ecuacién de
esta tangente.
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SECCION 3.2
TECNICAS BASICAS DE DERIVACION

Llamaremos derivacidén o diferenciacion al proceso de hallar la derivada de una
funcién. En la seccién anterior, este proceso fie llevado a cabo aplicando
directamente la definicidn, lo cual dependia del laborioso y tedioso trabajo de
calcular ciertos limites. En esta seccidn presentaremos algunos teoremas que nos
permitiran encontrar la derivada de un gran nimero de funciones en forma rapida y
mecanica, sin tener que recurrir a los limites. Algunos resultados los presentaremos
usando las diferentes notaciones de la derivada.

EOREMA 3.2 | Regla de 1a constante.

Si fes la funcion constante  f(x) = ¢, entonces

f'(x) =0. Obien, Dyc=0 6 % =0
Demostracién
f(x) = Lim f(x+b)-f(x) Lim c¢-c¢ Lim 0
h->0 h h—»0 h

a. Dyx(2)=0 b.ds—‘;s);o c. d(d~/5)=0 d. Dy(n)=0
X

ﬁ EOREMA 3.3] Regla de la potencia.

. n .
Si f(x)=x y nesunnumero real, entonces

£'(x) =nx" "', O bien
L . d g
Dy(x)=mx""7! 6 D (x")=nx"""
dx
Demostracion

Aqui solo probaremos este teorema para el caso en el que n es un nimero natural.

Tomando en cuenta el problema resuelto 7 de la seccion 2.1 tenemos

5 n_.n
f!(x)= Lim (x+h) X - nxn—l
h—0 h

COROLARIQ.| La derivada de la identidad, f(x) = x, es la funcion constante

ot o . odx : -
f'(x) =1. Obien dx =1 ) Dyx=1

Demostracion
Dy(x)= Dy(x')=1x"=
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a. D(x*)=2x b, di(x3]=3x2 ¢ Dy x*)=4
X

2
a. .5 L —(x_z) I LT o PR3
dx| 42 dx %3
d d( 1/2) Foapar 1 i 1L 1
b o e - =1 -
dx(\/;) A 2 2, U2 2
c1(3sz_i(xz/3)=gxzfs-1_gx_u3=g 1 3
d dx 3 3 3130 33y

DERIVADA DE LA FUNCION EXPONENCIAL NATURAL

[TEOREMA 34| f;(e")q‘ 6 bien Dy(e*)=e"

Demostracion
De acuerdo al teorema 2.22 parte 3 de la seccion 2.7, tenemos que:

Lim e'—1

h—0 " A
Ahora, si f{x)= ex, tenemos:
Py = Lim O T _ m X" —e® _pm efe” —e*
h— 0 h h— 0 h h— 0 h
— Lim ex{eh“ ]) — ¢ Lim eh__"'l = e(1)=¢"
h—> 0 h h—»0 h

DERIVADA DE UNA SUMA O DIFERENCIA

[TEOREMA 3.5| Regla de la suma y de la diferencia.

Si fy g son funciones diferenciables en x, entonces f + g es
diferenciable en x y se cumple que:

(f £ g)y(x) =f'(x) £ g'(x)
o, simplemente,
(ftg)y=1=+¢g
La regla de la suma o diferencia, con las otras notaciones se expresa asi:
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Dy [f(x) = gx)] = Dyf(x) = Dyg(x)

d d d
o [0 e ]= —(1m) + et
Demostraciéon

(f(x) £8(x))’ = ]l:imo [f(x+h) * g(x+h;] - [f{x) + g(x)}i
_Lim fG&+)-f()  Lim sx+h)-g(x)

h—0 h h—0 h

= f'(x) = g'(x).

Este resultado se puede extender facilmente al caso de varios sumandos.

[ EJEMPLO 4. |

a. Dx[ex+x3] =Dx[ex] + Dx[x3] = ¢+ 3%

b. Dy [x* = x?+5] = D(x*) -Dy(¥?) + De(5)=4x>-2x+0 = 4

DERIVADA DE UN PRODUCTO
| TEOREMA 3.6] Regla del producto.

Si f y g son funciones diferenciables en x, entonces fg es
diferenciable en x y se cumple que

(fg)'(x)="1Hx) g'(x) +g(x) {'(x)
0, simplemente,
(fg) =fg' +gf’

La regla del producto, con las otras notaciones se expresa asi:

Dy [ f(x) g(x) ] = f(x) Dxg(x) + g(x) Dyf(x)

L1100 | = )= (6®) + 8@ (1)
X dx dx
Demostracion

Ver ¢l problema resuelto 10.

[EJEMPLO 5.] Dy [(x* + 1)(x* - 8)] = (° + 1) Dy [x* ~ 8] + (x* - 8) Dx [x’ + 1]
= (C+ 1D)(2x-0)+ (X - 8)(3x% +0)

= 5x* —24x% + 2x




Capitulo 3. La Derivada 7 179

En el teorema anterior, si una de las dos funciones es una constante, se ticne:

ICOROLARIO | Sic es una constante y f es una funcién diferenciable en x,
entonces cf es diferenciable en x y se cumple que:

(ef )'(x) = ef'(x),
o bien

d d
D [cfx)}=cD f(x) 6 S-[el(x)]=c—(f(x
e =eDi) 6 Golefx) ] =e——(f0)
Demostracion
Aplicando la regla del producto y la regla de la constante tenemos que:

Dy[ef(x)] = ¢ Dyfx} + f{x) Dyc = ¢ Dxfix)+ 0= ¢ Dyf(x).

EJEMPLO 6. D[ 5x°] = 5Dy[ '] =5(3x%) = 15%7

DERIVADA DE UN COCIENTE
[TEOREMA 3.7 Regla del cociente.

f
Sif y g sondiferenciablesenx y g(x) # 0, entonces g es

diferenciable en x y se cumple que:

[ LJ (0 - BRI W= )
g (2001

Con las otras notaciones:

o [r(x)]= g0 Dxf(x) - f()Dxe(x)
X

'=gf'—fg‘

g2

o simplemente, [ f ]
g

g(x) [g(x)1>
4 [ - ] g(x) () - 1) ——(g(x))
B(x) [g(x) 12

Demostracion
Ver el problema resuelto 12,

EJEMPLO 7.

3
dl2x” -1
dxi x2.43 (x%+3)2

(x +3) (Zx <15 = (2% —1) (x +3)




180 ~ Capitulo 3. La Derivada

_(x2a3)6x?) - (2 - 12x) _ 2x 4 18x2 4 2x

(x2+3)2 (x2+3)2
EJEMPLO 8. | Hallar las rectas tangentes horizontales a la curva y = e2 I ;x
e

Solucién

: 2 . g
Teniendo en cuenta que e~ es una constante y aplicando la regla de cociente:

dy _d ezl—x =egd 1-x
dx dx e dx | gX

x d d .1
] =e26\ -clx(px)—(px)a(e")

X
_2eN(-D)=(l-x)e* _ ziﬂ——ﬂ _2x-2
=< > =e e2x =g ——
e e
Las tangentes horizontales deben tener pendiente 0:
o 0<:>e2xz—0<:>x—2 Y
dx eX

Luego, la curva dada tiene solo una tangente
horizontal en el punto donde x = 2.
Reemplazando x = 2 en la ecuacién de la curva:

N 7 2 X
e e"(1-2) _ I P —
e2
Luego, el punto de tangencia es (2, — 1} y -1 2,-1)

la ecuacion de la tangente es y=—1

PROBLEMAS RESUELTOS 3.2

[PROBLEMA 1.| Hallar la derivada de la funcién y = x \& -

Solucién
Podemos proceder de dos formas:
a. Mediante la regla del producto.

-3 - xR VR R () g ¢

d
-
RSN

Nlt.u
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b. Mediante la regla de la potencia.

%ﬁ = %(xﬁ)= %(x(xm))z _;:(x:;/z): %xm _ %«f;

[PROBLEMA 2.] Hallar la derivada de la funcién u =

Solucién

1 g . I . 2

[PROBLEMA 3.] Hallar la derivada de la funcién y=(1+ +/x )}(x- 42 ).
Solucién

- 0RO 6AB) + (A2 ) g1 +4R)

- 009 (00 - 2(2)) + G- ) )+ 2 (%))
= (1+¥x)1-0) + (x—ﬁ)(0+$)
s i Fg e x—.ﬁ _ 2 x+2x+x—\5 _ 2 X +3x—+2

2% 2x 2x

([PROBLEMA 4.]

Sif, g y h son funciones diferenciables, probar que
(fgh)=fgh' + fhg + ghf".
Solucién
Escribimos fgh = [fg]h yaplicamos la regla del producto:
(fgh) = ([fg]h) = [fe]lh' + h[fg]'
= fgh' + h(fg + gf")

= fgh' + fhg' + ghf'
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[PROBLEMA 5.| Sia, by c son constantes, hallar la derivada de la funcién
={(x—a)x—-b}x-c).

Solucién
Aplicando el problema anterior obtenemos:

d
&L - a0

= (= a)(0= D) - (x-¢) (= a)x — ) < (x b+ (x = b)x - ) gy (¢ -2)

=(x—a)x-b)+(x-a)x—-c)+(x—-b}x—-¢)
=2 —(@a+b)x+ab+x* -(a+c)x+ac+x‘ (b +c)x+bc

=3x*—2(a+b+c)x +ab+ac+bc

[PROBLEMA 6.| Hailar la derivada de la funcion y = az+x2
Solucion T
Aplicamos la regla del cociente
dyﬁ(zx) (a+x)(a+x) {a x?)
dx (a 2_x )2
_( -X )(Zx) (a + X )( -2x) Za x—2x> +2a%x +2x3 B 4a%x
B (a2 —x2)? (% -x2)? B (a2 —x2)?

[PROBLEMA 7.| Hallar la parabola y = X2+ bx+c que tiene por tangente a la
recta y=x enel punto (2, 2).

Solucién

v

Sea f(x) = x2 +bx +c.

La pendiente de larecta y=x es m=1.

Por otro lado, la pendiente de la tangente a ad
la parabola en el punto (2,2) es f'(2). En 3
consecuencia, debemos tener que £'(2) = 1. 2.2)

Pero,

f'{x) =2x+b = f'(2) =2(2)+b=4+D. 0 X

Luego.

4+b=1= b=-3.
5
Reemplazando el valor b=-3 en la parabola: y=x" -3x+c¢
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Ahora hallamos el valor de ¢. Para esto, usamos el hecho de que el punto (2, 2)
esta en la parabola y, por tanto, debe satistacer su ecuacion. Esto es,

2=@27%-32)+c = c=4
En consecuencia, la parabola buscada es y = x*—3x +4.

[PROBLEMA 8.] Hallar la recta tangente al grifico de la funcién siguiente
(Bruja de Agnesi) en el punto donde x = Za.

8a’

N
x? +4a?

Y
Solucion

Encontremos la pendiente de la tangente 2a
en el punto x = 2a,

dy _ df 8 L
dx = d_)-((x2+4az)

(x2+4a2)—d—(833)—833—d-(x2 +4a?) 2“ X
_ dx dx

(x? +42%)?
_(xP+da?)0)-8a7(2x) | -~16a’x
(x2 +4a%)? (x% +4a?)?
‘Ahora, la pendiente de la recta tangente en el punto donde x = 2a es:
dy __ -16a°(2a) _ -32*
dx[y2a  ((2a)2+42%)?  6da*

4
2
Encontremos el punto de tangencia. Reemplazando x = 2a en la ecuacion que
define la funcién tenemos:
y= 8a* _ 8a* o
(20)% +4a2  8a?
Luego, el punto de tangencia ¢s (2a, a).
Ahora, ya podemos hallar la tangente buscada:

y—a =—%(x~2a), osea xt+2y-4a = 0.

[PROBLEMA 9.] Hallar los puntos del gréfico de la siguiente funcién en los cuales
la recta tangente pasa por el origen de coordenadas.

flx)=2x" + 13x% + 5x + 9
Solucion
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Sea (a, f(a)) un punto del grifico tal que la recta tangente en (a, f{a)) pasa por el
origen. En general, la ecuacién de la recta tangente es:

L: y—fla)= f'(a)(x~a) =
Ly = f'a)x +[fla)-af'(a)]

L pasa por el origen <>
[fa)-af'(a)]=0 & fla) = af'(a)

Pero, f'(a) = 6a + 26a +5. Luego,

f{a) = af'(a) &

223 +13a%+5a+9=a(6a’+ 26a+5)

& 423 +132-9=0
Las raices de esta ecuacion son -3, -1, y 3/4, Luego, los puntos buscados
son:
Py =(3.1-3))=(3,57), P,=¢-Lf-1))=(-1,15) y

P, = (3/4, f(3/4)) = (3/4, 669/32)

[PROBLEMA 10.| Regla del producto. Si f y g son diferenciables en x, probar:
(fg)'(x) =fx)g'(x) +g)f'(x) .

Solucién
(f2)'(x) = Lim f(x +h)g(x +h)—f(x)g(x)
h=>0 h
Restando y sumando f{x + h)g(x) al numerador tenemos:

[ fx+h)g(x+h) — fix+h)gx)] + [fx+h)gx) - fx)gx)]

r = Lim
(fg)'(x) foe .

_ Lim [f(xﬂﬂg(x+h)~f(x+h)g(x)]+ Lim [f(X+h)g(x)-f(X)g(X)}
h—=0 h h—-0 h

_ Lim [f(x+h)g(x+h)—g(x)]+ Lim [g(x)f(uh)—f(x)]
h—0 h h—=0 h

=[Limf(x+h)}|:um g(x+h)—g(x)}r [Lim g(x)][Lim f(X+h)-f(X)}
h—0 h->0 h h—0 b0 h

=f{x) g'(x) +g(x) £'(x).
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[PROBLEMA 11.] Si g es una funcién diferenciable en x y g(x) # 0, probar que

[;)- __ g
g(x) [e(x)]?

Solucion
: R T gx) - g(x+1)
( RS ] _ Lim g(x+h) g(x) _ Lim g(x +h)g(x)
g(x) h—0 h h—0 h

_ Lim 8(x)-g(x+h) _ Lim [ 1 g(X)Ag(Hh)]
h—0 g(x+h)g(x)h  h-o [eg(x+h)g(x) h

=[_ 5 1 ][um g(x+h)—g(x)J

h—0 gx+hgx) | h=0 h
_ vy —— 8 ()
g(x)g(x) [g(x)7?

{PROBLEMA 12. | Regla del cociente. Si f y g son funciones diferenciables y
g(x) # 0, probar que
[5) g = EWF-T0g(
g/ [g(x))?

Solucion

Tenemos que 'g(% = f(x)ﬁ :

Ahora, aplicamos la regla del producto y el problema anterior:

Py 1Y 1Y 1
= = L — | + — 1"
[g]m [ﬂx) g(X)] f(x)( g(x)J g(x) )
o £ Ly - 026, £
ﬂx)[ [g(x)]’]+ gx) [sx)])?  8x)

_Le(of'(x) -f(x)g'(x)
[e) P




186 Capitulo 3. LaDerivada

PROBLEMAS PROPUESTOS 3.2

En los problemas del 1 al 38, hallar la derivada de la funcién indicada. Las
letras a, b, ¢ y d son constantes.

6
1.y = 4x? - 6x+1 - B Ty e
y ; y il
3v8
3y =0,5x4—0,3x2+2,5x 4. u=v9- T+0,4v3 +0,1
3
5.5=2"+ i—-0,3(2' 6.z="l—-i+2
3 . 3y yz
7. flx) = 30— ax - 10 8. g(x)=ax’ —bx T+’ P +d
6 3 5
9.y:—2i- e 2 4.t . .y
3a a+b a-b
O T
T s S0 12, =il =it f
» 6 2x 2
1 ' V3 5
13. 2=t - — 18 1= e + 3
}E QJ; 33/)(2
15. y=(5x* - 4x° )(3x? + 2x%) 16. y= x’e*
17. y=Jxe* 18. y=x°+ ¢"
19, y=(x- 1)(x - 2)(x — 3) 20. y= %(2:{3 -)(3x2 - 2)(6x - 5)
21z = Nttt -1t -2) 22,y =(/x - 1)(Vx + 1)
23. u=2vx (x2-x +45 ) 24,y = (\x -3)(3-1]
X
3 X X+3
25, y = 2.y = —= 7.y =
i Y~ x-8 ¥ = i3
t 23 41 3
28.z= — 29, u=2"1 3n.y=-"2—z"ﬂ
%41 T X°+x+1
Z 2 2
ax“ +bx+c ax“ +bx+c ax“+hb
Bl.y=——""" Mgs— " " Hp—a
S Jx va? +b?
2
x“+1 2 1
34, y= —x-1D -1 35, y=——"—
=g TR Y= k- Dx=-3)
1= 1% 2
36, y= Jx 37.y=—‘/; wmy=

1+ 2% 1+33x e +1
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En los problemas del 39 al 42, hallar la recta tangente al grifico de la funcién
en el punto especificado.

39, y=x*-3x*+x- 2, (1,-3) 40. y = x¥(x-5), (2,-12)
2 3
_ i
aL fo = X272 ((1,1) 2. gx) = 2, (a,8%)
23 2 2a—

43, Hallar el punto en la pardbola y = 3x? — 2x — 1 en el cual la recta tangente es
horizontal (paralela al gje X).

X
; €
44, Hallar la recta tangente horizontal a la curva y= —
X

X
45, Hallar 1a recta tangente horizontal a la curva y =

1+x?

7
46. Hallar los puntos del grafico de la funcion f{x) = %x3 + %xz - 6x - 5 en los
cuales la recta tangente es horizontal (paralela al eje X).

47. Hallar la tangente al grafico de f(x) = ¥ B 5 que esparalela a larecta
3x+y-1=0. '

48, Hallar la tangente al grafico de g(x) =Jx+2 que es perpendicular a la recta
- Zx+y+8=0.
49, Hallar la pardbola y = ax® +bx que tenga a (2, —12) como punto mis bajo.

50. Hallar la pardbola y= ax® +bx que tenga a (4, 16) como punto mas alto.

51. Hallar la pardbola y = x?+bx+c que es tangente a larecta 2x+y+7=0enel
punto (-2, -3)

SECCION 3.3
DERIVADAS DE LAS FUNCIONES
TRIGONOMETRICAS
ITEOREMA 3.8] 1. Dy(senx)=cosx 2. Dy(cosx)=-senx
3. Dy(tanx)= sec?x 4. D (cotx)=-— coseex

5.Dy(secx)=secxtanx 6. Dy(cosecx)=—cosecxcotx

Demostracidn
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Lim sSen(x+h)—senx

h—0 h
Pero, usando la identidad del seno de una suma tenemos que

1. Dy(senx) =

sen(x+h) —senx =senxcosh+cosxsenh—senx

=senx(cosh—1)+cosxsenh

Luego,
D, (seiix ) = Lim FAX (cosh — 1) Lim cosxsenh
el h h-0 h
—{ Lim senx }{ Lim cosh — 1 4 ( Lim cosx Lim senh
(h—>0 )(h-ﬂ) h ) (h—)o X h—0" 1, )

= (senx){(0) + (cosx)(1} = cosx

2. Se procede como en (1). Ver el problema propuesto 12.

sen X
3. Dx(tanx) = Dx( ooy )

cosx D, (senx ) —senx Dy (cosx)

cos? x
(cos x)(cos x) — (sen x)(~senx)
cos? x
2
cos? x+sen2x _ | 1 Zx
= = 7 = sec*x.
cos” X cos“ x cos X

4, Se prueba como (3). Ver el problema propuesto 13.

(cosx)D, (1) — (D (cosx) 0 - (-senx)
5. Dy(seex) = Dy[ = ] = b — (B0, _ 2
Cos” X cos” x
_ senx _ senx 1 R
e COSX COSX

6. Se prucba como (5). Ver el problema propuesto 14.

EJEMPLO 1.| Hallar la derivada de

a. f{x) =x’senx b. h(t)=tan8 -0
Solucion

a. f'(x) =(x3)(senx) + (x*)(senx)' =3x%sen x + x’cos x

b. h'(8) =sec?0 — 1 =tan’0 (Identidad Trig. 6)
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EJEMPLO 2. Calcular la derivada de

_1l-tang _1-cotx
Y7 T+tane b Y = Cosec x
Solucién
_ (l+tanB®)Dy(1-tanB)=(1-tanB8)Dg(1l+tanb)
(1+tan @)
(1+tan9)(—sec29) - (1—tan9)(scc29) - 2sec’ 6
(1+tan9)? (1+tan8)2
b. Método 1.
. (cosecx)Dx(l—cotx) = (l—cotx)Dx(cosecx)
CDSCCZX

_ (cosec X)(O—-(—CDSECZ x)) - (l-cotx)(—cosecx cotx )

COSEsz

t:ose~:;3 X + cosecx cotx — cosecx c:c:)t:2 X

COSCCZX

2

cosec x (cosec™ X + cotx — cot? X)

COS&CZK

_ cosec?x + cotx — cot?x _ 1+ cot?x + cotx — cot®x

cosec x cosec x
| 4 Sosx sen X + Cosx
1+ cotx
- = senx _ sen x = senx + cosx
cosecx 1 .
sen x sen x
Método 2
COS X senx — Cosx
1—cotx B o
y = = senX _ sen x S R RO
cosec X 1 1
sen X sen x

Luego,

y =Dx(senx — cosx) =Dy(senx )~ Dy(cosx) =cosx + senx
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PROBLEMAS PROPUESTOS 3.3

En los problemas del 1 al 9 hallar la derivada de la funcién dada.

1. filx)=35senx+ 2cosx 2. g(6)=6cotH 3. y=tanasena
4, y=tanx —cotx 5.h(t)= B 6. fix) = b x
o I+cost
l—cbsx sent + cost tanx — 1
T.g(x)= ——— 8.y= —— 9, y= ———
1+ cosx sent — cost SeC X

10. Si f(x) =sec x — Zcos x, hallar:
a. La recta tangénte al grafico de fen el punto (7/3, 1)
b. La recta normal al grafico de f en el punto (n/3, 1).

11. Si la recta tangente al grafico de funcion f{x) = sen x en el punto (a, sen a) pasa
por el origen, probar que se cumple que tana =a.

12, Probar que Dycosx =—senx 13. Probar que Dy cotx =— cosec’x
14. Probar que Dy cosec x =—cosec xcot X
SECCION 3.4

DERIVADAS DE LAS FUNCIONES
EXPONENCIALES Y LOGARITMICAS

OREMA 3.8| Derivada de las funciones exponenciales y logaritmicas

1. Dx(ax)=axlna

1
2. Dy(Inx)=— 3. Dy(logax) =
X xlna
Demostracién
1, Dy{ & )=-Lin Ao et pim 2% - pm 2¥@"-D)
h—0 h h—0 h h—0 h

h
i a -1
sgf U 2~ Coifing

‘5 R (Teorema 2.2, parte 4)

2. Basta probar 3, ya que 2 sigue de 3, tomando a =e.
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1
3. Dec acuedo al teorema 2.22 parte 1, tenemos que  Lim ( 1 + ah ] h =¢?,
h—0

Ademas, por el corolario al teorema 1.3, sabemos que log, e =-In1—

Ahora,

: log,(x+h)— log, x T 1 x+h
D, ¢ ioe o) Lim €a aX _ Lim
xClogaR)= o b h—0 h

1 1
Lim | 1 Lim I \h Lim 1 ]h
— —log,|l+=h| = log.|1+—h|" =1lo 1+=h
b0 b }’a[ x J h—0 ga[ x ) al b0

== loga(eljx) = l]oga = l s
X X

EJEMPLO 1.| Hallar la derivada de  y= x"e* + e5%

Solucién
D,y = Dx(x3e"+e5" ) = Dy (xse") + Dyles™)

x* Dy (e¥ )+ e* Dy (x°) + eD, (5%)

e* +e*(3x) + e55In5 = xe* + 3x%e* + (e In5)S*

EJEMPLO 2.| Hallar la derivada de
1. = 2.y=log2(x3)
X

Solucion

]
xDy(Inx)-InxDy(x) _ %, ~IOM
x2 x2 Xz

1 3

xIn2 xIn2

1, Dyy=

2, Dig = 1::,((1.3;;2 (33))= Dy(3log, x ) =3

{PROBLEMA 3.| Hallar la recta normal al grafico de

fix)==xInx,

en el punto donde x = e
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Solucién
Tenemos que: fle)=elne=e(l)=e

Por otro lado,

fi(x) =x(Inx) +({lnx)(x)

=xl +Inx=1+lnx =
X

fle) =1+lne =1+1=2

La pendiente de la recta normal en el punto (e, €) es:

Luego, la recta normal en el punto (g, €) es:

y—e:—-%(x—e) = 2y+x -3e=0

PROBLEMAS PROPUESTOS 3.4

En los problemas del 1 al 9, hallar la derivada de la funcién dada.

X
ly=+xe* 2.y=[lJ I

2
4, y= x2e ¥ 5. y= ¢e*Inx 6. y=2"logy x
log, x
7_y=h”‘ g e 22 9. y=1+ln:~c
ex 2x l1-Inx

X

10. Hallar la recta tangente horizontal a la curva y =

1+x2

11. Hallar la recta tangente al grafico de f(x) = x e *en el punto donde x = - |

4 -
12. Hallar la recta tangente al grafico de g(x) = I -
nx

en el punto donde x = 4.

—
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SECCION 3.5
LA REGLA DE LA CADENA

Esta seccidn la dedicaremos a estudiar la diferenciacion de funciones compuestas.
El resultado que expresa la derivada de una funcién compuesta en términos de sus
funciones componentes se conoce con el nombre de regla de la cadena.

Muchas de las funciones que encontramos con frecuencia se expresan como
y=flg(x)). A f lallamaremos funcién externa y a g, funcién interna.

[TEOREMA 3.9 Regla de la cadena.

Siy = flu) es diferenciable en u y u= g(x) es diferenciable en x,
entonces la funcion compuesta f o g es diferenciable en x y se
cumple que

(fog) () =f(g(x)g'(x)
En palabras, la derivada de una funcidn compuesta es igual al
producto de la derivada de la funcién externa (derivada externa)
por la derivada de la funcién interna (derivada interna).

La regla de 1a cadena, con las otras notaciones se expresa asi:
dy _ dy du

(fog) =(f'og)g’, Dyy =Duy Dyu & —-= g

Demeostracion

Ver el problema resuelto 11.

d
EJEMPLO L] Si y= v x?+3x, hallar 5 .

Solucitn
Si hacemos u=x2 + 3x, entonces y= v x? +3x =J:.
Ademas, L y d—u=2x+3_

du 2J—1,- dx
Luego, por la regla de la cadena,

dy _dy du_ 1 2x+3

— (2x43)= —.
24 x? +3x

dx  du dx 24w

EJEMPLO 2.| Si F(x)=g(x), g1)=9 y g'(1) =18, hallar F'(1).
Solucion

Sea f(u)= +/u . Setiene que F(x) =+ g(x) = Kg(x)) = (fo g)(x)

Aplicando la regla de la cadena:
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F'(x) =(fog)'(x) = f'(g(x)) g'(x) 1)
Pero,
1 1
f'(u) = 3 tanto, f' = 2
(u) 4o Yy, por tanto, f'(g(x})) 2JRx_) 2
Reemplazando (2) en (1)

F(x) =

Ly
2 g(x)

En particular, para x = 1 tenemos que

F() = ! (18)= (18)=3

1
"My =
2/ e(D) e 2J9 2(3)

TABLA DE DERIVADAS

La regla de la cadena combinada con las derivadas ya encontradas nos da una lista
de derivadas mds generales. Si u = g(x} es una funcion diferenciable de x, entonces

d n -1 du . d -1 d
L——(u")= ™" == 6 bien d—x(‘g"”" )= nte)" ' (em)

du d du
2. ( ll)_ eu 3. a( u)_ a Ina +— dx
1 du d 1 du
.—— In by - 1 du
il u 2 dx( loga ) ulna dx
d d d d
6. E(senu)= cosu‘(ﬁ 7. a(c(,5“)= —senud—];
8. -w(tanu)- see? u g: 9. :—x(cotu)= —coseczu:—:
10. i(se.-c u)=secutanu a9 11. —(cosec u)-—cosecucotud_“
dx dx dx .

La demostracion de estas nuevas formulas es inmediata. Como muesira
probaremos la primera.

Consideremos la funcién flu) =u", cuya derivada es j‘— (f(u))= f'(u) = i}
u

Se tiene: (g(x))" = flg(x)) = (fo g )x).

Ahora, aplicando la regla de la cadena,

—((g(x))“)—(fog) (x) = £(e(x)g'(x) = n(gx))" ' (g(x))
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EJEMPLO 3.| Hallar la derivada de la funciéon y= (x2 +5x-6 )3.

Solucién

d d 3
Eﬁ :3(x2+5x—6)25;(x*+5x-6) = 302 + 5x - 6 )X(2x + 5).

EJEMPLO 4.| Hallar la derivada de:

lan x

a. y=¢ b. yze‘/;

Solucion

d
a, di( e‘anx)= g K d—(tanx)= g8 % (sec:2 X) = sec” x BN X
X X

avx
b. c%[e‘/;] = eﬁi(ﬂ):eﬁ[z};J= ¥

Hallar la derivadade  a. g(x) =cos (x* + 1)

=
b. u=sec’a + coseciu c. y=cot(sen3x).
Solucion

a. g'(x) =—sen(x*+1)Dy(x*+1)=—-2xsen(x>+1)

b. Dy u=2(seca) D, (seca)+2(coseca) Dy (coseca )
=2(seca)(secwtan o)+ 2( cosec o) —cosec axcotw )
=2sec’a tan a ~ 2cosecZa cot .

e ¥y =— cosecz( sen 3x ) Dx (sen3x) =( - cosecz( sen3x ) ) (cos3x)(3)
=_3¢os 3x cosec? (sen3x).

EJEMPLO 6.| Hallar la recta tangente al grafico de f(x) = tan (x/2) en el punto

donde x =m/2.

Solucién Y
Tenemos que f(n/2) = tan ( n/4) = 1. Por otro lado, )
' X X 1 X 2
f(x)=sec2(§)Dx(?2-) =55W2(2) — Nl A
i 1 2
fn/2)==secX(mnd) = —|¥2 | =1 <’
v/ =g s (a) = {7 e —
Luego, la ecuacidn de la recta tangente es ,-"
y— f(nf2) = f'(n/2)-n/2) = 4
y—1=1(x-72) = y-x+mn2-1=0.
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Hallar la derivada de y= 5>~ !

Solucidn

2 2
dy =i(53"2"1]=[53" *ms] i(sz— 1)=[53" i ms)(ox)
dx dx dx

2
=6(In5)x5> !

EJEMPLO 8. | a. Hallar laderivadade f(x)=elnlnx + 4

b. Hallar ]a recta tangente y la recta normatl al grafico de 1a funcién
dada en el punto donde x =e
Solucién

a. f(x) =D (elmmx+4)=cD,(Inlnx)

=e—1—D‘(lnx)= -1——'-=
Inx

b. Tenemos que:

fle)=clnlne+4=elnl +4=¢(0)+4=4 y

Recta tangente; y—fle)=f'(e)(x—e)=> y~-4=1l{x—¢c) = y—-x=4-¢

Rectanormal: y—fle}=( - /f'(@ }x-e)= y-d4=-1l{x—¢e)=> y+x =4+¢

PROBLEMAS RESUELTOS 3.5

[PROBLEMA 1.| Hallar la derivada de y= 3\) s

Solucion

3
Se tiene que:  y =/x® - 3x

d
dy _ i(x6_3x}1/3 - _1_(x6_3x)lf3-l _d_(xo_3x)
dx 3 dx

(x® - 3x)"* . Luego,

dx

6x°-3  _  2x’-1
3x% 323 (x%-3x)?3

= %(x6 —3:{)'2!3 ( 6x5-3) =
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{PROBLEMA 2.| Hallar la derivada de la funcién y=

Solucion
2 22 d d. o3 _a2.1
a‘—-x —(x) - x—(a‘-
&y 4 % _( ) dx() dx( x“)
2)112

dx  dx| (a2 [(az_xz)wz]z

dx  dx
B_ ey olVled g d g 3
{a® -x%)"%(1) Xz(a x*) dx(a x7)

az—xz
@%-x2)2(1) - xm;(az_xz)-uz(_h)}
- 32-—}(2
2
@ ox)" 2 axl@2x) V2 @f-xH)% s (a_z__xx—z)u_z
2 g3
(az-xz) + x2 _ a’
(@2 x4 22 —52) (az_xz)sfz‘

[PROBLEMA 3.| Derivar la funcién u= + t++t+1 .

Solucion

L =£( 1/t+\/ t+1]= —l—i(t+\/t+l)
dt dt 2 /t+\/t—+l dt

1 d 1 1
]
2 HM[ T } ZJH,/TE +2Jt+1

1

1
+ ’
24 t+4/ t+1 4Jt+11ft+Jt+1
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[PROBLEMA 4.| Hallar la derivada de

1
a. y=v1+2tanx b.y=x—tanx+§ tan’x

Solucién
a. y'= Dy [(1 + 2 tanx)'?] = %(|+2tanx)”2'le( 1+2tanx)

secz X sec2 X

(1+2tanx) ™2 (2sec?x ) = =

1
2 (1+2tanx)"?  J 1+2tanx

b. y'=Dy(x) —Dx(tanx)+Dx(%—tan3x)

= 1-sec’x+ 3(%tanzx )Dx (tanx )= 1-sec’x + ( tan’x )( sec’x )

= tan’x + ( tan®x ) 1+tan’x) =- tan’x + tan’x + tan®x = tan’x.

| PROBLEMA 5. | Hallar gy si y=sen®( cos 3x ).
dx

Solucién

% = Dy [senz( cos 3x )] =2sen ( cos 3x ) Dy [sen ( cos 3x )]
X -

= (2sen (cos3x) ) ( cos ( cos 3x ) )Dx [ cos 3x ]

= ((2sen (cos 3x) ) (cos (cos3x) ) ( —sen3x ) Dy [ 3x]
=(2sen(cos3x)) (cos(cos3x)) ( -sen3x }(3)

= (~3sen 3x )| 2sen ( cos 3x ) cos ( cos 3x ) |

= —3sen 3 [sen ( 2cos 3x )] (1dent. Trig. 27)

2
X
[PROBLEMA 6.| Hallar la derivada de  y= 2°

Solucion
2 Z 2 2 )
y’=Dx[23x ]=23x (In2) Dx(s" ]=23x (In2) 3*° (In3) Dy (x?)

3"2 x2 x2 sz
=27 (In2)3" (In3)(2x)=2(In2)In3)x3" 2
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| PROBLEMA 7. | Hallar la derivadade y=In

1
x4+ x? -1

Solucion

Se tiene que:

2 4
Dy(x") 2x Xx“-1+x
i 213 fxz_lj 1+ 1+
- "( ___ 2xt-r -l _ x2 -1
X+ x2—1 X+ x2—1 X+ x2—1 X+ xz—l

|[PROBLEMA 8.| a. Si G(x) = g(a + bx) + g(a — bx) y g es diferenciable en a,
hallar G'(0) .

b. SiF(x) = f(f(fx)) , ) =0y {'(0) =-2, hallar F'(0).
Solucion

a, Sea f{x} =a +bx yh{x)=a - bx. Se tiene que
f(x)=b, h'(x) =-b y Gx)=g(f(x))+g(h(x)).
Luego, aplicando la regla de la cadena,
G'(x) = [e(f(x)) + g(hx)] = [ g(f)} I' + [e(h(x) T
= g (fNI'(x) + g'(h(x)Ph'(x)
En particular, para x =0

G'(0) = g'(£(0)) (0 + g'(h(OP(0) = g'(a) (b) + g'(a)(-b) =0

b. Sea g(x) = (fo f)(x) = f(fix)) . Se tiene que F(x) = Af{f(x))) = fg(x))
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Aplicando laregla de lacadenaagyaF
gix) = NI vy
Fx) =[ ff(f(x))) ] = [ fgx) ]'=£'(g() g'x) = £'({{x))) £'(fx)) £'(x).
En particular, parax =0
F'(0) = £ '(f(R0)))f '(f(0)) £'(0) = £'(RONE '(0)f '(0) = £'(0)f '(0)£ '(0)
= (-2)(-2)(-2) = -8.

[PROBLEMA 9. ] Hallar la recta tangente al grafico de la siguiente funcién en el
punto que tiene por abscisa x = -3,

fx) = ——
Y (4+x)?

Solucién

Tenemos que f-3)=——— =1 vy

fl(x) s

I
|
|
—~
F =9
o
]
et
b
-~
w
~
——
S
|

En particular,

£(-3) = . N -2_=_£_

34 -3%% () 3
Luego, la recta tangente buscada es
y-f(=3)= f'(-3)(x-(-3) =

y-1=- %(x+3) = 3y+2x+3=0.

2
{PROBLEMA 10.| a. Hallar la derivada de la funcién f(x) =4 xte ™ 4

b. Hallar los puntos de la grafica donde la recta tangente es
horizontal
Solucién
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a. f'(x) = Dx[4x2e_"2/4] = (4)(2) Dx[e_"2 MJ + (e"‘z’m]Dx(élxz)

=(4x2)( e-x2f4J[_2_:_J . (e-x2/4](8x)=_2x3e—x2/4 + a1

b. La recta tangente es horizontal si su pendiente es 0. Luego,
2
f'(x) =0 & 2xe”* ’4(x2—4)=0
& x=0 6 X -4=0
Y 4
x=0,x=-2 06 x=2

Pero,
2
f0)=4(0%)e™ /4 =0,

. 2
§-2) = 4(-2)% ¢~ D) ”4=-1§ y

)= 4@ e~ 74- 16
[+

Luego, los puntos buscados son: (0, 0), (-2, 16/e} y (2, 16/e)

[PROBLEMA 11.| Regla de la cadena.

Si f es diferenciable en u y u = g{x) es diferenciable en x,
probar que fog es diferenciable en x y se cumple que

(fog)(x) = I'ex)e'().
Soluciéon

! it f hy—{f H f mMy-f(eg
(fog) (= ™ ( ”g)(“ﬁ (fog)x) _ Lim (g(x+ )]i (2(x))

Multiplicando el numerador y denominador por Ag=g(x +h) — g(x)
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Lim  [f(g(x+h))-f(g(x))][g(x+h)-g(x)}
h—0 hlg(x +h}—g(x})]

(fog) (x)

_ Lim f(g(x+h))-f(g(x)) Lim s(x+h)-g(x)
h—0 g(x +h)-g(x) h->0 h

_ Lim f(g(x}+4g)-f(g(x)) Lim g(x+h)—g(x)
h—0 Ag h—>0 h

El segundo limite de la expresion anterior es g'(x). En el primer limite: Cuando

h tiende a 0, por ser g continua (teorema 3.1), la expresion Ag = g(x + h) - g(x)
también tiende a 0y, por lo tanto, este primer limite es f’(g(x)) . En consecuencia,

(fog) (x) = f'ex)e'®).

En la demostracion anterior, al dividir entre Ag = g(x + h) — g(x), hemos
supuesto implicitamente que Ag # 0. Para el caso en el que Ag =0 se debe dar
una demostracion aparte, que nosotros no haremos.

PROBLEMAS PROPUESTOS 3.5

En los problemas del 1 al 61 derivar la funcidn indicada. Las letras a, b y ¢
denotan constantes.

1 y=(2=3x+57 2. f{x) = (15 - 8x)* 3. 8= (26 -1
P S S 5. y=(3x2-8 P(4x2+1)}
(5%° —x 1)
P T =)
. 9. y=AT-2x 10, u=v1+t-2t2 83 1Lhx) =+ ¥ x?-1
12. g(x) = —=m 13.y= Vax2 -1 Yax 1
x“+1

= 1+t 1
14.z=(1-32P (Jx +1)72 15.11(:):\[— 16.z=3f
1-1 EE

17.z= 3 b+ax> B — . . gg= VY
e P 1+ 1+x
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3
20. f{x) =/ (x—a)(x - b)(x —c) 21, y=4x+x
22.y=+4 x+ x+4x 23. y=tan4x 24, y=2cot%

25. u=cos (x3) 26. v =cos’x 27. y=tan (x*) + tan*x
27. y=tan (x*) + tan*x 28. z=cos& 29, u= ycosx
30. y= COS\’; 31. y= ¥/ tan3x 32, y=cot 31} 1+x?
3. y= - 34, y = cosec e, 35. y=scn3[ 1_&]
secx x2 1+4/%
36, y= —mX 3y=| SERIE g e ] ot £ 1)
2 1-senx
sec” x +1
t( x/2
39.Y='L a0. y= v asen®x + beos?x 4. y =cos{cosx)
l—COtZ(xIZ)
42. y=sen(cos x?) 43. y = sen’( cos 4x ) 44, y=sen(sen(senx))
45, y=c052( cos x ) + sen’( senx ) 46. y=sen (tan v sen x )
2
47. y=tan (sen’x ) 48, y=e ¥ 1 49. y=2"q
2
2
50, y= R 51.y=3°°‘(”') &5, e 23sen A
= _ X _ Int
53. y = 4 logsx 54. y ln(c—"] 55. y—eT
edx - x1 X+1
56. y= In 57. y=e*"* 58.y=In
e + 1 x_2
3/5 "
59. y=In [ﬁ—:) 60. y =In(x’senx) 6L y=Tn cos X"
i X

62. Si G(x) = (2(x))*°, g(2)=125 y g'(2) = 150, hallar G'((2).
63. SiF(t)=[fsent) > ,{0)=-3 y £'(0) =S5, hallar F'(0).

X —
X+

64. Dadas flu) = %u3 ~3u+s5 y gx) = 1 , hallar la derivada de fo g de

dos maneras:
a. Encontrando (fo g)(x) y derivando este resultado.
b. Aplicando la regla de la cadena.

En los ejercicios del 65 al 69, hallar h'(x) si h(x) = (o g)}(x) = f(g(x)).
65. fluy =1’ = 2u? - 5, g(x)=2x—1 66. fiv) =~fv, gx)=2x" - 4
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67. 1) =, g(x)=1-2/x 68. f{u) = ::3 , 2(x)=cx
69, f(v)=% , B(x) = a\faz—xz

En los ejercicios del 70 al 73 hallar % .
70, y=3 ~dut=1, u=x*-1 71. y=v>, v=3a+2bx

ax+b T S

c v

En los ejercicios del 74 al 81, hallar la recta tangente y la recta normal al
grifico de la funcién dada en el punto (a, 1(2)), para el valor especificado de a.

72 y=th =

A =22 =1, a=—1 75. f(x) = ——3—2 a=0
(=)

x-2 3
76.f(x) = ——, a=1 71, fix) =¥ x-1, a=-7

W 3x+6 )

12

R R | 79. fix) = cot’x, a=7

(3x-2)% 2
80.flx)=|1-x3|, a=2 81. fix)=|sen5x|, a= %

82, Hallar las rectas tangentes al grafico de f{x) = (x — 1)(x — 2)(x - 3) en los puntos
dende el grafico corta al eje X.

83. Hallar los puntos en la grafica de g(x) = 2(x - 4)? en los cuales la recta tangente
¢s paralela al eje X.

x-4

X=-2

grafico corta a los ejes. ;Qué particularidad tienen estas rectas?

84, Hallar las rectas tangentes al grafico de f(x) = en los puntos donde este

+
85. Hallar las rectas tangentes al grafico de g(x) = z T g

86. Hallar las rectas tangentes al grafico de f(x) = 3x’—Inxenel punto (1, 3).

que pasan por el origen.

87. Hallar las rectas tangentes al graficode y=In (1+ eX ) en el punto (0, In 2).

1
88. Sean f y g dos funciones diferenciables tales que f'(u) = =~ y flg(x)) =x.

u

Probar que g'(x) = g(x).
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Gottfried Wilhelm
Leibniz
(1.646 a 1.716)

Gottfried Wilhelm Leibniz nacié en Leipzig, Alemania. Se gradud y fue profesor en
la universidad de Altdort. Fue un genio polifacético. Se desenvolvié con excelencia en
varios campos: Matemadticas, Filosofia, Logica, Mecdnica, Geologia, Jurisprudencia,
Diplomacia, etc.

En 1.684 se publicaron sus investigaciones sobre lo que seria el Cidlculo Diferencial
e Integral. El, junto con Newton, son considerados como creadores del Cdlculo. Sus
ideas sobre este tema fueron mds claras que las de Newton. La notacion que uso para
designar la derivada todavia se usa hasta ahora (notacion de Leibniz ).

Invento una mdquina de multiplicar, A temprana edad se graduc con la tesis De Arte
Combinatoria, que trata sobre un método de razonamiento. En este trabajo estdn, en
germen, las ideas iniciales de la Ldgica Simbdlica.

Durante algin tiempo del reinado de Luis XIV fue embajador de su patria en Paris.
Aqui conocié a cientificos, como Huygens, quienes reforzaron su interés por la
matemdtica.

En 1.712 surgio una larga e infortunada querella entre Newton y sus seguidores, por
un lado, y Leibniz y sus seguidores, en otro lado, sobre quien de los dos matemdticos
realmente inventd el Cdleulo. Se lanzaron acusaciones mutuas de plagio y
deshonestidad. Los historiadores zanjaron la disputa dando mérito a cada uno. Dicen
que cada cual, Newton y Leinibz, lograron sus resultados independientemente.

ACONTECIMIENTOS IMPORTANTES

Durante la vida de Leibniz, en América y en el mundo hispano sucedieron los
siguientes hechos notables: La poetisa meficana Sor Inés de la Cruz (1.651-1.695)
publica sus obras poéticas, obras que fueron fuertemente influenciadas por el
Gongorismo. En 1.664, los ingleses, bajo el mando del dugque de York, roman Nueva
Amsterdam y le cambian el nombre a Nueva York. En [.671 el pirata inglés Henry
Morgan saquea ¢ incendia la ciudad de Panama. En 1.682 el cudquero Willian Penn
Jfunda Pensilvania. Ese mismo afo, el francés Robert Cavalier de la Salle llega a la
desembocadura del rio Misisipi, toma posesion de la regidn y la nombra, en horor a su
rey, Luisiana.
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SECCION 4.1
DERIVACION IMPLICITA Y TEOREMA DE LA
FUNCION INVERSA

Consideremos la ecuacién  xy — 1 = 0. En esta ecuacion, facilmente podemos

: . 1 - 2z
despejar la variable y: y = —. Esta nueva ecuacion define a y como funcion de x.
X

Casos como el ejemplo anterior suceden con frecuencia, Es decir, una ecuacion de la
forma g(x, y) = 0 puede dar lugar a una funcién y = f{x). Si esta situacion ocurre
diremos que la ecuacidn g(x, y) = 0 define implicitamente a y como funcién de x.
En cambio, diremos que una ecuacién de la forma y = f{x) define explicitamente a
y como funcion de x.

No toda ecuacion g(x, y) = 0 determina implicitamente una funcidén (real de

variable real). Tal es el caso de la ecuacién x* + y2 + 1 =0, que no tiene soluciones
reales. Puede suceder también que una misma ecuacion dé lugar a méas de una

funcién. Asi, la circunferencia x° + y2 — 1 =0 determina dos funciones
1. fi(x)= v 1-x? 2. f(x)=— v 1-x?2

Sucede con frecuencia que en funciones definidas implicitamente es dificil
despejar la variable dependiente. Por este motivo, seria conveniente contar con una
técnica que nos permita encontrar la derivada de una funcion definida
implicitamente, sin la necesidad de contar con la expresioén explicita de la funcion,
Esta técnica se llama diferenciacién implicita y se resume en la siguiente regla.

Para derivar implicitamente, derivar la ecuacién término a término,
considerande a la variable dependiente como funcion de la independiente.
Luego, despejar la derivada.

d
EJEMPLO 1. Hallar ﬁ sl wlyeyin-5
Solucién

Derivamos término a término.

d 3 d 7 d 3dy d 3 7dx d 7]
— s R T et — |3 =t =0
P el { rmil el ) ol L e e
d d d d
= ﬁa‘"}% +3yx2—y7—7xy6 ——dz =0 = x3g§—7xy6 _d):: = Y7—3YX2
dy y7—3yx2

- dy
= (x*-7xy° =y 3 = L=
(F-7xy") g =¥ -3 P S—
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EJEMPLOZ.] Si ¥x2+ Yy2 = ¥a?, nallar Dy.
Solucion

Dx(3wj x? ) + Dx[31f y2 J= Dx(3\/ a’ ]=> Dx??+ Dy =0 =

< 2 N =
_23;le3+ Eymey=0 = BBy y-0 =

e _x-13 [y
xY 173 ¥
y

EJEMPLO 3.] Si tanxy % , hallar Dy

Solucion
X 2 ; yDyx—-xD,y
D,( tanxy)sz(g ) = secxy Dy(xy) = e
Y
sec’xy (xDyy +y) = E?—x—y— = xsec’xy D,y +y sec’xy = d ~£2- D,y
y y oy
2 1
= (%+x SECTXY )ny =} = yseczxy
y
1
= iz (1 + yisec?xy )ny = —(]—y2 sec? xy)
¥
=  x(1+y*sec’xy)D,y = y (1 - y*sec’xy)
B3
= Dy = y(1-y~ sec” xy)
x(H—y2 sec’ Xy)
EJEMPLO 4.} Si Iny+ == ¢, hallar D,y
¥
Solucion
X X
Dy(lny+ ;)=D,(c) = Dy(Iny) +Dx(;)=0 =5
! o YOUMBIDLY s el B e

— Dyy
y y2 y y y2
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EJEMPLO 5. | Ilallar las rectas tangentes a la siguiente circunferencia en los

puntos que tienen abscisa x = 4,
(x—12+(y+1)2 =25
Solucién

Hallemos los puntos en la curva que tienen abscisa x = 4, Para esto, sustituimos
el valor x = 4 en la ecuacién de la curva.

@-1P2+(y+1)2=25 < (y+1)*=16 < y=3 6 y=-5.
Hay dos puntos en la curva con abscisa x=4: Py =(4,3) y Py =(4,-5).

Hallemos la derivada % p

d 2, d 2 _d ¥1
—(x-)"+ — 1)" = 3-025
—(x-D* + —(y+1)* = 72025)
= 2(x—l)+2{y+])%¥ =0 “.3)
dy _  x-1
dx ol

Si m; es la pendiente de Lj, la recta
tangente en el punto P| = (4, 3), entonces

2wl

3
G ¥ L3 —(x-4)

= Li:3x+4y-24 =0

Sim;, es la pendiente de L, la recta tangente en el punto P = (4, -5),
entonces

3
=% y Lpy+5 =7(x-4) = Lx3x-4y-32=0.

EJEMPLQO 6. | Hallar la recta tangente a la siguiente curva

ye™ =2+ x?
en el punto donde x = 0.
Solucién

Hallamos la derivada y'
Derivando ambos miembros de la ecuacién se tiene que:
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(ye"y ) = (2+x2 ) = y'eY +y(exy)l =2x =

y'e™ + y(e"‘y( y + xy'))= 2x = y'e™+ yZeW 4 xyy'e® = 2x

—ylaXy
= y'(cxy+ xyexy) = Zx o yzcxy - ':zx—yi_
e (1+xy)

Hallamos la recta tangente:

Reemplazando x = 0 en la ecuacion de la curva v
yew)y =2+07 = y=2

Luego, el punto de tangencia es (0, 2).

La pendiente m de la tangente en (0, 2) es

la derivada y'en (0, 2). Esto es,

2,02 _
e 2 = e e L a o g

e@2(1102)) 1 I\ X

En consecuencia, la recta tangente a la curva en el punto donde x =0 es:

y—-2=—-4(x-0), dbien, y+4x=2

TEOREMA DE LA FUNCION INVERSA

En este parte trataremos rapidamente las condiciones que garantizan la existencia
y la diferenciabilidad de la funcién inversa. La demostracion que presentamos es
parcial. El lector interesado puede hallar la prueba total en el problema resuelto 7.

TEOREMA 4.1 ] Teorema de la funcién Inversa.
Si f es diferenciable en un intervalo abierto I en el cual f’
es continua y no se anula, entonces

a. f entodol, tiene inversa f .

b. ' esdiferenciable y para cada x en f{I), se cumple que:

(Y@ = ———
f’(r‘(x) )
Este teorema, con la notacidon de Leibniz, nos dice que:
o 1/9X 6 bien, o =1
dy dx dx dy

Demostracion
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La demostracién que aqui presentamos presupone que la inversa f s
diferenciable. Derivando implicitamente, deducimos la férmula enunciada.

Bien, por definicién de funcion inversa tenemos:
y=1(x) < fiy)=x
Derivando la segunda igualdad respecto a x se obtiene:
1

Py =1 v === (7)) =
(v)y Y St (7)) f'(f-'(x))

Sea la funcidn f(x) = X +3x-2
a. Probar que f tiene inversa en todo su dominio que es R.
b. Hallar (£~ )'(2)
¢. Hallar la recta tangente al grafico de f enel punto (1, 2)
d. Hallar la recta tangente al grafico de f enel punto ( 2, 1)
Solucién

a. Tenemos que f'(x) = 3x+3 y f'(x)# 0, para todo x en R. Luego ftiene

inversa en todo R.

b. .Se tiene que: £'(1) =3( 1) +3(1)=6. Adems,
f1)=(1) +3(1) —=2=2 y,porlotanto, (£')2)=1
Luego,

Q) = ——— =1

ple@) ) 6
e. y-2=f((x-1) = y-2=6(x-1) = y-6x=4

¢ y-1={YO)x-2) = y-i= %(x—z) = 6y—x=4

ANGULO ENTRE CURVAS

Sean C| y C; dos curvas que se intersectan en un punto P ysean Ty y Tz las
rectas tangentes a estas curvas en el punto P. Llamaremos dngulos entre C; y Cz a
los angulos suplementarios que forman Ty y Tz. Sim, y m; son las pendientes de
T y T2 respectivamente, entonces, de acuerdo a nuestro apéndice de Trigonometria,
uno de estos dos angulos es el dngulo 8 que cumple:
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mj —m
tan B s SERITUNE
I+ mym,

Si tan 8 =0, el angulo es agudo; en cambio,
si tan & <0, el dngulo es obtuso.

Se dice que dos curvas se cortan
ortogonalmente si las rectas tangentes en el
punto de interseccion son perpendiculares. O sea,
si las curvas se cortan formando un 4ngulo recto.

5 T
3] ¥
/ C, c,
0 X

EJEMPLO 8.| Hallar los angulos que forman las siguientes circunferencias en el

los puntos de interseccion.

Cpit X +y +2y-9=0, Cpix’+y —dx—-1=0

Solucion

Resolviendo el sistema formado por las ecuaciones de las circunferencias,
hallamos que ellas se intersectan en los puntos A = (1, 2) y B=(3,-2)

a.EnA=(1,2)

Hallamos 1a derivada y' para ambas ecuaciones:

Ay +2y-9=0 =

A2y 42y =0 = Y=
y y
¢ y+1

En A=(1,2),

Por otro lado,
Ly —4x—-1=0 =
2x+2yy' -4 =0 = y'=

En A=(1,2),

Ahora, si 0, es uno de los angulos en A = (1, 2), entonces

ms — my _ 1/2—(—]/3)

tan 6, =

Luego, el angulo agudoes 6] = % y elobtuso, 6, =7 —

l+mm, 1+ (-1/3)1/2)

3n
4

A
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B.EnB=(3,-2)

Ahora, si B, es uno de los dngulos en B = (3, -2), entonces
ms — m 1/2 -3
tan ﬁl = = =
l+m m; 1+ (3)1/2)

B

Luego, el angulo agudo es P = % y elobtuso, fo=m -

EJEMPLO 8.| Probar que cada miembro de la familia (hipérbolas)

xy=k, k=0
corta ortogonalmente a cada miembro de la familia (hipérbolas).

yz—x2=c, c=0

Solucion
xy=k
Tenemos que:
= '+ o= T
xy=k = xy+y=0= vy " yi-xi=¢
Por otro lado,

‘yz-xzzc:> 2yy-2x=0 = y'=i N T B Z
¥

Si P = (x, y) es un punto donde se
intresecta un miembro de la primera
familia con un miembro de la segunda
familia, entonces las pendientes en ese
punto son:

m|=-—l Y mp = —}'(' = mlmz—[—lJ[iJ=—l
X ¥ XY

Luego, las curvas se¢ cortan ortogonalmente.

PROBLEMAS RESUELTOS 4.1

[PROBLEMA 1. | Hallar la recta tangente en el punto (32/2, 3a/2) a la hoja de
Descartes:

X+ y3 = 3axy

Solucion
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d . -
Hallemos d_y derivando implicitamente:
X

X y3 =3axy = 3%+ 3y2—dl :3ay+3axii
dx dx
d a)f—x2

d
= 3(}*2 -ax)—)i =3(ay - xz) = = 3
dx dX y —ax

Ahora, la pendiente en el punto ( 373 . .%a) cs

(213]
_ ay—x2 _ 2 2 " -3a2 iy

y? —ax (3_3J2 —a(ﬁ] 3a2 A

Y

2 2 g
Luego, la recta tangente en el punto dada es: S
y—3—;=(-1)[x—3§J = ytx-3a=0

[PROBLEMA 2.| Probar que la recta tangente en el punto (X, ¥o) a la elipse

2 2
XagX
—KT+ % =1 eslarecta b oY yo—y=l
a b a b2
Solucidn
Multiplicando la ecuacién de la elipse por alb’: {'

Z 2 2
2 2 bZ 1) b

b'x +tay =a
. (Xgs ¥o)
Por ser (X, Yo) un punto de la elipse:
b’ (xo)* +a° (vo): = a b @) —a! . NX

Hallemos la pendiente de la tangente. Para -
esto, derivamos implicitamente la igualdad (1):
2

b2 x° +a2y2 =2’ = 2°x +2a2y9i =0 = L
dx dx a 2 ¥

_ _ bzxo

Luego, la pendiente en el punto (X, ¥o) €8 m =— 5
ay,

Ln consecuencia, la recta tangente en el punto (X, yo) €s
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b?x,

2 2 2 2 Z 2.
5 (X=%) = a"yoy + b XX =2 (¥o)” + b (%)
a‘y,

YYo=~

= a;l Yoy t+ b2 XoX = a.2 b2 {por(2))
Finalmente, dividiendo entre atb’

Xox o To¥ .
a’ b?

[PROBLEMA 3.| El grifico de la siguiente ecuacién es una elipse rotada.
Xt - xy + y2 =4

Hallar las rectas tangentes a esta curva en los puntos donde ésta

corta al eje X. Mostrar que estas rectas son paralelas.
Solucién

y=0 = X -x(0)+ (0 =4 = x=2%2
Luego, la curva corta al eje X en los puntos (-2, 0) y (2, 0)

Derivando implicitamente Ia ecuacién, tenemos;

x—-xy' —y +2yy' =0 =

i 2 -2x
(Zy=n)y =y<dx =y s
2y—-x

La pendiente de la tangente en (-2, 0)

0-2(-2) -
m; = ———— =2, y su ecuacion es
2(0)-(-2)

y-0=2(x-(-2)) = y=2x+4
La pendiente de la tangente en (2, 0)
0-2(2) -
m; = ——— =2,y su ecuacion es
2(0)-2
y-0=2(x-2) = y=2x-4

Observar que las dos tangentes tienen la misma pendiente y, por fanto, son
paralelas.
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FROBLEMA ﬂ Probar que el segmento de cualquier recta tangente a la Astroide
23y yzzs = g2

’

comprendido entre los dos ejes coordenadas tiene longitud a
Solucién

Sea P = (h, k) un punto cualquiera de la Astroide.
Se tiene, entonces: %
LI M
Paso 1. Hallamos la ecuacién de la tangente en
el punto P =(h, k).

Hallemos la pendiente.

Derivando implicitamente:
2/3 2/3

a X
Xty =a2!3 =
2 a3, Ey—mi}’_ - %
3 3 dx
dy VBB ye
dx <173

En particular, la derivada en el punto P = ( h, k), nos da la pendiente

dy k].’3
Cdx|x=h h!/3
Luego, la ecuacidn de la recta tangente, teniendo en cuenta (1), es

K3 ATE o
y-k=- pi73 (x—h) = y+h”3x k™" +k =

iia U323 L 23 g 113 2/3
y+F3—x—k (h J =5 y+h”3x=k a (2)

Paso 2. Hallamos la interseccion de la recta tangente con los ejes coordenados

Haciendo x =0 en (2) se tiene: =7 2?

Y

173 23
Luego, Ia recta tangente corta al eje Y en el punto A = (0, k )
Haciendo y=0en (2) se tiene:

kl’}
hl!’3

1/

13 2/ h 13 2 /

x =k 2" = x= KR =P e
k”3

Luego, la recta tangente corta al eje X en el punto B = (h”3 -

.0)
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Paso 3. Hallamos la longitud del segmento de extremos A y B.

La longitud de este segmento es la distancia d(A, B}, de Aa B.

[aA B = (0 B k”3a2’3}2 . (hmam_ 0)2

2/3 43

/3 43 _ A3 2 / /
L S LI

Luego, a longitud de este segmento de extremos A y Bes d(A, B) =a.

[PROBLEMA 5.| Dada la funcién {{x) = 2x + cos x, cuyo dominio es R.
a. Probar que tiene inversa

b. Hallar ( £~')'(1)
¢. Hallar la recta tangente al grifico de flenel punto (1, i (1)).

Solucidon

a. Tenemos que
f'(x) =2-senx = f'(x)22-1=1 = f'(x) >0,¥vxeR.
Luego, por la parte a del teorema de la funcidén inversa, f tiene inversa en todo R.
b. Se tiene que
f0)=2(0)+cos(M)=0+1=1= f_1(1)=0
Luego, por la parte b. del teorema de la funcién inversa,

1 _ 1 _ 1 _ 1
frel(1yy £'(0)  2-sen(0) 240

=1\ - l
(£71)'(1) -

¢. La recta tangente a la grafica de £~ enel punto (1, £'(1)) = (1,0 ) es

y-0=(WE-1) = y=2(x-1) > 2y-x+1=0

[PROBLEMA 6.| Probar que la familia de parabolas
y=a> (@
se cortan ortogonalmente con la familia de las elipses
x2+2y?=¢c (2

Solucién

y=ax’= y' =2ax
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x2+2y2 =c= Ax+dyy =0 = ' =——-§5—
y Y Y=jp.3
Sea P = (x, ¥) un punto donde se intersecta b
un miembro de la primera familia con uno de
Ia segunda. Las pendientes en este punto son:
xi-2yi=¢
X
m=2ax y mp=-—— :
X

2y

Ahora, considerando que las coordenadas
del punto P = (x, y) satisface la ecuacion (1),

tenemos,
2

— Zax,[_i) . .
2y ¥ y

Luego, las familias se cortan ortogonalmente.

Probar el teorema de la funcidn inversa: Si f es diferenciable en
un intervalo abierto I en el cual f* es continua y no se anula,

[PROBLEMA 7.

entonces
g s -1
a. f, entodo [, tiene inversa f~ .

b. £~ es diferenciable y para cada x en f(I), se cumple que:

1

(1)t =
f'(f"(x) )
Solucién
a. Si f' escontinua y no se anula en I, entonces
f'(z) >0,vzel o f'(z) <0, Vzel
ya que f', de tomar valores positivos y negativos, por el teorema del valor
intermedio, existiria un ¢ en I tal que f'(c) = 0. Pero esto contradice la hipétesis.

Por un resultado simple, que veremos mas adelante (teorema 5.7), en el primer
caso, f es creciente en I. En segundo caso, fes decreciente en I. Sabemos que, en

cualquiera de los casos, f es inyectiva y, por lo tanto, f tiene inversaen L.

b. Sea y =f7'(x), X, un elemento cualquierade f{1) y sea yo=1"'(x, ).

Se tiene que: x=Ry), X, = flyo)
Ahora,
i f—] —f_l

(Y = o —H )

=X, XX,
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Como f es diferenciable en I, fes continua en I. Por lo tanto, f -1 es continua.
Por otro lado, por ser, f ~! continua, se tiene que:

X=X Y=Y

Regresando a (1), tenemos:

Yo = Lim f'(x)-f'(x,) _ Lim ¥-Yo
X—>Xg X—Xg Y=2Yo f(¥)—1f(y,)
_ Lim 1 _ 1
y—=ye Hy)-flyo) Lim  fiy)—f(y,)
Y~Yo ¥Y=>Yo Y- Yo

1 1

) f'lye) (0 (xy)

PROBLEMAS PROPUESTOS 4.1

d
En los problemas del 1 al 23, derivando implicitamente, hallar '&‘f . Las letras

a, b,c ¥ r denotan constantes.

1. 3xF —dy=1 2. xy—x¢=5 3. y2 =dpx
1 1
4. 3xy2—x2y2=x+1 5.;{‘ +y2=2x 6. x3+; =xy
7. (y? - 2xy)t =dy - 3 3.;_-"—y 3 o1=0 9. 2+yl=p
x2 y2
10. g —2:1 11.x+2'\/x_y +y=b 12.x2-2axy+y2=0
a b
13. Vx +1y =b 14, Jy + 3y =x 15. acosi(x +y)=b
16. tan y = xy 17. cot (xy) = xy 18. cos{x -~ y)=ysenx.
19. y=1+xe’ 20. ye¥ = ¢ 21, ¥+ ¥ = PN
22. 2ylny=x 23. lnx+ e ¥'¥ =¢
24, Sea f(x)=5—x—x3.
a. Probar que f tiene inversa en R b. Hallar (f_l Y(3)

¢, Hallar la recta tangente al grafico de fen el punto (1, 3)
d. Hallar la recta tangente al grafico de f enel punto (3, 1)
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25, Seag(x) = % 3T
a. Probar que g tiene inversa en (0, +c0) b. Hallar (g ™' }'(2)
c. Hallar la recta tangente al grafico de g en el punto (1, 2)

d. Hallar la recta tangente al grafico de g™ en el punto (2, 1)
2x

2. Sealify) == =1
e* + 1
a. Probar que g tiene inversa en R b. Hallar (h ' )'(0)

¢. Hallar la recta tangente al grafico de h en el punto (0, 0)
d. Hallar la recta tangente al grifico de h ' en el punto (0, 0)

En los problemas del 27 al 32, hallar la recta tangente a la curva en el punto
indicado.
2 2

27.y% —d4x - 16 =0; (-3,2) 28. 39— —1’4—:1; (-5, -813)
29,2 ~xfxy —2% = 0;(-1,-1) 30, y* + 6xy = 4x* (-1,2)
X2 }’2
31, — + —=1; en los puntos donde x=3,
25 3
% 2n 2n
32. [ = ] + [ % ) = 2; en los puntos donde x =a.
.
33. Hallar la recta tangente a la Lemniscata de Bernoulli Y
22 +y2 2 =253 - y2), S
en el punto (3, 1). X
x 2 yz
34. Probar que la tangente a la hipérbola = = 1 en un punto P = (x,, y,)
a b
tiene la siguiente ecuacién Ll ~y—)2—° =1
a b

35. Probar que el segmento de la tangente a la hipérbola xy = a2, limitado por los
ejes coordenados, tiene por punto medio el punto de tangencia.

36. Probar que la suma de las coordenadas de los puntos de interseccion con los ejes
coordenados de una tangente cualquiera a la curva x'2 + y*2 =p'2 g5 igual a b.
En los problemas 37 y 38 hallar el dngulo de interseccion de las curvas dadas.

3+ -dx-1=0, K +y?+2y-9=0 By=x2 y=x
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39. Probar que la elipse }1(_8+ y?: 1 y la hipérbola x* — y* = 5 se cortan
ortogonalmente.
40, Probar que la Cisoide de Diocles, {2a — x)y% =x° i

y la circunferencia X+ y? = Bax se cortan:

a. En el origen, ortogonalmente. X

b. En los otros puntos, con un angulo de 45°.

SECCION 4.2
DERIVACION LOGARITMICA

Cuando una funcién tiene un aspecto complicado y estd conformada por
productos, cocientes, potencias o radicales, el caleulo de su derivada se simplifica si
se utiliza el procedimiento llamado derivacidn logaritmica. Para esto, se siguen los
siguiertes pasos:

1. Tomar logaritmos naturales en ambos miembros y usando las propiedades
logaritmicas transformar los productos, cocientes y exponentes en sumas, restas
y multiplicaciones, respectivamente.

2. Derivar implicitamente.

3. Despejar la derivada y simplificar.

EJEMPLO 1.| Mediante derivacidn logaritmica hallar la derivada de

(x+1)2

.

Solucion

Pasos 1: Aplicamos logaritmos y simplificamos:
2
(x +1 )

VX2—2

Paso 2. Derivamos implicitamente

Iny=ln = 2In{x +1) - %IH(XZ“Z)

Dylny= 2D, In(x +1) - %Dx!n(xz—Z) =
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1 1 1 1 2
~D,y=2——D 1) — = D -2)=>
xY <+ 1 x{x+1) 2 x(x )

x% =2
1 1 1 1 2 X
S = BT IX] =
y ¥ x+1( ) 2 xz_z( ) x+1  xZ_»

Pao 3. Despejamos la derivada y simplificamos:
2 X x“-x-4
Dyy= Y[— == ] ~ 3 =
X+l we-3 (x4 1 x*-23

_(x+1)2l: x4-x -4 :lz(x+l)(x2—x—4)

(x +1)(x*-2) (x2-2)*

En la practica, los 3 pasos dados se dan implicitamente, sin necesidad de
especificarlos.

1
EJEMPLO 2.] Hallar laderivadade y = [i-t—tj
+

Solucion
: t ) t
Iny=In}|—| =tlhn|—| =tlnt - tln(1+t
y=n(rn) - (i) (140
Esto es,

Iny =tlnt — tln(1+t)
Derivando respectoa t:

Yerlime —[t-l— + 1n(1+t)]= 14 Int ——— —ln(l+t) =
y t 1+t 1+t

. 1 t t Y t t
yv=y|l -——4+hh— | =| — — + In——
1+t 1+t [0 1+t I+t

PROBLEMAS RESUELTOS 4.2

[PROBLEMAﬂ Utilizando derivacién logaritmica, hallar la derivada de

7 (xz—s‘l)(x3+2)

Xx+1

Solucion
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(x* - 1)(x" +2) 2 3 o1
Iny =ln =In[(x - 1)(x +2)] — In3¥ x+1
3\} x+1
= In(x%-1) + In(x* +2) -%ln(x+1)
Ahora,
D,lny =D, In(x.z—l) + Dxln(x3+2)—Dx %In(x+1)
= DL (A1) — DL (P 42 - 2 Dy (X + 1)
x“—1 ;. Gl 3 x+1
1 2x 3x2 1
b X L | x4 2 3(x+1)
2x x? 1
D,y = + =
xY y{ =l Pep 3(X+l)]

x+1

2 3 2
-1
ny=(x ; Wx”+2) Illx i 3;){ 3 1
x*=] 732 Hx+l)

[PROBLEMA 2.| Mediante derivacién logaritmica hallar la derivada de

a.z=x",x>0 b.y=(x)xx:x"x,){>0
Solucion

a. z=x* = Ihz=lhx*=xlhx = Ihz=xhx

Derivamos respecto a x:

o= x(Inx)'+ (x) Inx xl +Ihx=1+Inhx =
z X

z'=z(l+lhx) = z'=x*(1+Inx)

X X
b. y=x¥ = Ihy=lnx* =x*hx. = hy=x"hx

Derivamos respecto a x:

% = (xx)llnx + x*(Inx)

=[x"(1+111x)]lr1:\:+x"l ( por la parte a. )
X
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= xx{:(l«i-lnx)]nx +—1-:| = xx{lnx +In?x+ —l-:| ==
X

X

Y'=}'(Xx{lnx+]n2x+l]J= x"x(x"[lnx+ln2x+l:|]=>
X X

x| 1
y' = x* x* [—+]nx+1n2x]
X

[PROBLEMA 3.| Si x¥= y* hallar D,y

Solucion

Aplicamos logaritmos y luego derivamos implicitamente:
xY=9y* = Inx¥=lny* = yhx=xhy =
yDy,(Inx)+Ihx D,y =xD,(Iny)+lnyD,x =
E

)I)xy = hly - !i =
Yy X

y%+1nxny=x-;—ny +hy = (l.nx—

Inx — x xlny - Xxlny -
¥ Xy ¥y ny=y( Y= )
¥ % x{ylnx — x)

PROBLEMAS PROPUESTOS 4.2

Utilizando la técnica de la derivacion logaritmica hallar la derivada de las
siguientes funciones:

o 2, y= x‘{;,x>0 3. y=x""* x>0

1. y=x

4.y=(lnx)]’”‘ 5.),=23" 6 y=a*x"

)cosx

= - (x2 1™ 9y~ (sen

X 2_ x(xzﬁl
10. y==[l S J_] 11. y= E!ji___ll 12. y= 3 —_—____il
= =Y J (x+1)
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SECCION 4.3

DERIVADAS DE LAS FUNCIONES
TRIGONOMETRICAS INVERSAS

[TEOREMA 4.2 | Si u=u(x) es una funcion diferenciable de x, entonces

. = 1
1. Dy sen L= ;Dxu 2, Dy cos 1u = - ————Dxu
1~ 1 - u?
-1 _ -1 _
3. Dxtan "u = 3 Dyu 4. Dyeot "u = - 5 Dyu
1+u 1+u
5, Dysec lu = 1 Dyu 6. Dy cosec lu = : Dyu
. X — X . X e ¢
uw u?-1 u\f |
Demostracion

Es suficiente probar las formulas del teorema para el caso u=x. El caso general
se obtiene usando la regla de la cadena.

Sélo probaremos (1), (4) y (5). Las otras férmulas se obtienen en forma andloga
(problema propuesto 18).

En vista de que cada funcién trigonomeétrica es diferenciable y su derivada es
continua, su correspondiente funcion inversa es diferenciable.

1. Sea y:sen_lx. Luego, seny = x  y —1;' Ly = g’

Derivando seny = x respectoax:
1 ;
cos y (i)

Pero, cosy=« 1! 1- senzy y cosy >0 en el intervalo —% <y <%.

Luego, cosy= 41— se112y :

Reemplazando este valoren(i):

Dyseny = Dyxx = cosyDyxy=1= Dgy =

1 =,
2 : = = stenix=———~—.
Jl—senzy \/1—):2 {—a?

Dy y

4, Sea y= cot 'x. Luego, coty=x y O<y<m
Derivando coty = x respecto a x:

Dxcoty = Dyx = —coseczy Dyxy=1 =
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1 1 _ 1

Dyy == -- =i
coseczy 1 % cotzy 1+

5. Sea sec lx=y Luego, secy =x, donde 0<y <E oSy < 1:—

Derivando sec y =x respectoax:

Dyxsecy=Dgxx => secytany Dyy=1 =

1 1
Dxy = = ii
i secy tany X tany L

Pero, tany = + 4f sec’y -1 ==+ x2 - 1 . Ademss,

tany>0 en 0<y<% 6 en 1t<y<37 Luego, tany = g i

Reemplazando este valor en (i ):

1 . §
=> Dgsec 1x = !

Dyy = —— —_—
h xw}xz—l xx?xz—l

EJEMPLO 1.| Hallar la derivada de
a y= scn_l( % }y b.y= tan”} \f:_: c. y= coscc_l( X

Solucion
1

Il m =) ==
b. y—Dx(tan'J_)* st/—"“x( 1 ]= 1

1,,(5)’ wWx) 2/x(1+x)
' —-17 3x 1 X
c. y =Dycosec (€)= - Dx(e™)
x e3x ’{e3x )2__ 1 B
1 Ix 3
e TR )= s
V C

EJEMPLO 2. | Probar que la siguiente funcion es constante.

ﬁX)—Sen'l( X;ZJ -Zsen_‘[g], O<x<4.

Solucién
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Recordemos el teorema de la constante: Si f es continua en un intervalo I, entonces
f'{x) =0, vxenl < £(x)=C, ¥Vxenl
De acuerdo a este teorema, patra probar que fes constante es suficiente probar que
f'{x) =0,¥x, talque 0 <x < 4.

Bien, tenemos que:

f'(x) =sten1[xTﬂ2j —2sten"|(§]

X~ Jx
:\/1—((:—2)/2)"‘})[ 2) N &/2)2 [ ]

2 1 2 1 1
m[i] J—(52J¥]
1

\f— ‘/_‘\/4"7" \{4x—x2 \/4x—x2

PROBLEMAS PROPUESTOS 4.3

En los problemas del 1 al 13 hallar la derivada de lus funciones especificadas.

Ly-~= sen”l(z;-] 2. y:sec_l( x/3)
y= sen_le)_{ 4, y = tan_l(x2+ I
—~1f 1 i
5.y= tl[l-‘-—x) 6.y=xV4—x2+4sen1(xf2)
—X

T.y=+ 1-x2 + xcosecnl(lfx) 8.y~ sen” ! '\fsenx
9.y = tan—1|:%(ex - e'x)} 10. y = cos_l(lnx)

= Fapi1 =1 - )
11. y = tan x + cot X 12. y = tan(cos "x)

= 1

13.y = 2¢cos (1-5 x)+ Vdx - x°

En los problemas 14 y 15 hallar la derivada y'.
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14. tan_l(x+y)=x 15, xy= tan_l(x/y)

16. Hallar la recta tangente a la curva f{x) = tan”! (3/x ) en el punto donde x = 3.
17. Hallar la ecuacién de la recta tangente a la curva

y=cas”' [ﬁ (x -122 )] en el punto donde x=0.
18. Probar las formulas (2), (3) y (6) del teorema 4.2.

19. Probar que la siguiente funcion es constante
- -1 -1\
y=lcos™x + sen” x

20. Probar que la siguiente funcién es constante

f{x):thm_l ,j: —sen”! [K—_IJ, donde x 20
x+1

— — — —
= = === ——

SECCION 4.4

DERIVADAS DE ORDEN SUPERIOR, VELOCIDAD
Y ACELERACION

Al derivar una funcién f obtenemos la funcidn derivada f', cuyo dominio estd
contenido en el dominio de f. A la derivada f' podemos volver a derivarla
obteniendo ofra nueva funcion (f')’, cuyo dominio es ¢l conjunto de todos los

puntos x del dominio de f’ para los cuales {* es derivable en x; o sea todos los
puntos X del dominio de f’ para los cuales existe el signiente limite:

"y Lim f'(x+h)-T'(x)
f Xj= —_—
(1) (x) i b
Lafuncién (f')" se llamasegunda derivada de f yse denota por 1”. Si

f"(a) existe, diremos que f es dos veces diferenciable ena y que f"(a) esla
segunda derivada de fena.

Con las otras notaciones, la segunda derivada de y=1f(x} se escribe asi:

a2 d2f(x
pZgey. Diw, =L, L
dx dx

En vista de que f" es la segunda derivada de f, a ' la llamaremos primera
derivada def.
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Hallar la primera y la segunda derivadas de cada una de las
siguientes funciones:

1
a. fix)=x> b.y=x3—7x2—2x+1. c.u=7.
Solucién
2
a. f'(x) =2x, f"(x)=2. .:y=3x —14x -2, jx—;=6x—l4
X
du 1 d’u_d{ B 2
¢ =-3, —m=—\-t""]=-(-2" = =

El proceso de derivacién de una funcion f podemos continuarlo més alla de la
segunda derivada. Asi, si derivamos " obtenemos la tercera derivada de f, que se
denota por f ™. Esto es,

£ = (£7)

Nuevamente, sia f" la volvemos a derivar, obtenemos la cuarta derivada de f,
y asi sucesivamente. A las derivadas de una funcion, a partir de la derivada segunda,
se les llama derivadas de orden superior.

La notacion anterior, cuando el orden de derivacion va mas alld de 4, es
incomoda. Para mayor facilidad, el orden de la derivada se abrevia mediante un
superindice cncerrado entre paréntesis, del modo siguiente:

=g, 98—, ¥R =17, 2P—gw,

Estas derivadas, con las otras notaciones, se escriben asi:

df _o_ o
f' =D{H =3, - =D 3
- p3 d’f W (g d*f
== D (f dx3 ’ f =‘f D (f d 4

EJEMPLO 2.| Hallar todas Jas derivadas de la funcién  f{x) = x>

Solucién

£'(x) =3x%, fPx)=6x, fPx)=6, fYx)=0y f™x)=0,para n>4.

Ll el

EJEMPLOQ 3.| Hallar las derivadas hasta de ordend de y =

Solucion
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Tdx "

% 51_2_2312 %(—;lfj ) Ed;("“dz) =—(-2x7 = x%
> %z %[fs"] - dﬁ;@xﬂ) = I = x%
4 2%4 d%(i?) g ;—x(—&c“‘) =—6(-4)x " = i_‘s‘

VELOCIDAD

Vimos que para precisar el concepto de velocidad instantinea tuvimos que recurrir
a un limite de la velocidad promedio, el cual nos condujo a la derivada.
Formalicemos esta idea en la siguiente definicion.

DEFINICION. | Sea s = f{t) la funcidn posicion de un objeto que se mueve a lo

largo de una recta. La velocidad (instantanea) del objeto en el
instante t estd dada por

_ ds -
V(t)— E f(t)

La velocidad es positiva o negativa segin ¢l objeto se desplaza en el sentido
positivo o negativo de la recta numeérica. Si la velocidad es 0, el objeto esta en reposo.

EJEMPLO 4. Un objeto se mueve sobre una recta de acuerdo a la ecuacion
s=3t°-8t+7,
donde s se mide en centimetros y t en segundos.

a. Hallar 1a velocidad del objeto cuando t =1 y cuando t = 5.
b. Hallar la velocidad promedio en el intervalo de tiempo [1, 5].

Solucion

d:
a. Tenemos que  v(t) = d—: = ot - 8. Luego,

v(1)=6(1) - 8 =— 2 cr/seg y ¥(5)=6(5)-8=22cnvseg

s(5) —s(1) _ 42-2

b. La velocidad promedio en el intervalo [1, 5] es P 3

=10 cm/seg

I
|
I

—_— — E——
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ACELERACION

Derivando la funcién posicién de un objeto en movimiento rectilineo obtuvimos la

velocidad. Ahora, tomando la funcién velocidad podemos calcular la aceleracion
promedio y la aceleracion instantinea.

DEFINICION. | Sea s = f{t) la funcion posicion de un objeto que se mueve a lo

largo de una recta. La aceleracion (instantanea) en el instante t es

EJEMPLO 5.] Un objeto se mueve sobre una recta segun la funcién posicion

s=10 —3t+1,
dondc s se mide en metros y t en segundos.

a. ;En qué instante la velocidad es 0?

b. ;En qué instante la aceleracion es 0?

¢. Hallar la aceleracion en el instante en que la velocidad es 0.
d. ;Cuindo el objeto se mueve hacia delante (a la derecha)?

e. ;Cuando el objeto se mueve hacia atras (a la izquierda)?

Solucién
Tenemos que:
ds 2 dv
v(it)= — = 3t -3 afty= — =6t
¢ dt ¥ o dt
Luego,

a.

c.

d.

LV =0 3H2-3 =0 3a+1)t-1)=0& t=-1 6 t=1

a(t)=0< 6t=0 < t=0. Esto es, la aceleracion es 0 solo en el instante t =0
a(-1)=6(-1) = - 6 m/seg’.  a(1)=6(1)= 6 m/seg>.
E!l movimiento ¢s hacia adelante < v(t) >0
& -3 >0 I+ 1)(t-1)>0 Ste (-0, -1)U(1,+0)
M Tt A

-1 1

v

e. El movimiento es hacia atrds < v(t) <0

& 3t2-3 <0 & +D{-1)<0 < te(=1,1)



232 Capitulo 4. Otras Técnicas de Derivacién

El siguiente dibujo muestra, esquemdticamente, el movimiento del objeto.
Advertimos que el objeto se mueve sobre la recta y no sobre la curva superior.

——

< 1

MOVIMIENTO DE CAIDA LIBRE

Un movimiento de caida libre es un movimiento de aceleracién constante, donde la
aceleracion es la aceleracion de la gravedad. El valor de esta aceleracion a la orilla
del mar es g = 9,8 m"seg2 en el sistema métrico o g = 32 pies!segz en el sistema
inglés.

Supongamos que un cuerpo es lanzado verticalmente
desde una altura h metros sobre el nivel del suelo con una
velocidad inicial de v, m/segz. Si el sentido positivo es
hacia arriba y si despreciamos la friccion del aire,
entonces después de t segundos el objeto se encuentra a
una altura de s metros sobre el suelo, donde

- -

gr-_-.---x

; 1
s=—5gt2+vot +h=-49¢+vt+h

AT

suelo
En el caso de que s y la altura h se den en pies y la velocidad v, en pies/ segz, la
formula correspondiente es

i—%gt2+v¢,t +h :——;-(32}12+v,,t +h=-160+vgt + h

2

s s
Observar que la aceleracion es e T
dt

EJEMPLO 6. | Una pelota es lanzada hacia arriba desde la azotea de un edificio de

58,8 m de altura y con una velocidad inicial de 19,6 m/seg.

a. ;Cuando la pelota alcanza su maxima altura?
b. ;Cual esta altura maxima (respecto al suelo)?
¢. ;Cuando la pelota llega al suelo?
d. {Con que velocidad llega al suelo?

Solucion

Tenemos que h=588m. y v,=19,6 m/seg. Luego,
s=-49C+196t + 588 y v()=-98t+ 196
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a. La pelota alcanza su mdxima altura cuando:

vi)=0< =98t + 196=0 <1 ='—;% 2. Esto es, después de 2 segundos.

= 2. Esto es,

b. La altura maxima es el valor de s cuando t
s=-492)" + 19,6(2) + 58,8 = 78,4 metros

c. La pelota llega al suelo cuando s = 0. Luego,
~49¢+ 19,6t + 588=0 = " —4t—12=0
= (t-6)(t+2) => t=6 o

(dividiendo entre — 4,9)
t=-2
La pelota llega al suelo después de 6 segundos. Desechamos -2 por negativo
d. La velocidad con que llega al suelo es la velocidad en el instante 6 seg. Esto es,

v(6) = -9,8(6) + 19,6 =~39,2 m/seg.

PROBLEMAS RESUELTOS 4.4

[PROBLEMA 1.] Hallar las tres primeras derivadas de la funcién

y= ax+b
Solucidn
dy d 1 d o 2d
— = — =— b)) =- + —(ax+b
dx dx(ax+b] dx(ax+ ) (ax+b) dx(a‘H- )
=—(ax+b)7(a) =- ——
(ax+b)

2
..d__z.ai[_d_y.Jz_d_ _—a_ =i(_a(ax+b)_2)
dx?2  dx{ dx dx (ax+b)2 dx

232

= (-2)(—a)(ax+b}‘3i(ax+b) = 2a(ax+b)(a)= —= —
dx (mul-b)3
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SOy _afd?y)_df 2 _df,2 3
—T_a[;x? Cdx (ax+b)? —dx(2a o) )
3
= 3020y ax+b )4 L (axb) = -3(2a2 W ax+b) Ha) = - —2
dx (ax+b)4

[PROBLEMA 2. Probar que la funcién y =( X -1 )2 satisface la ecuacion

(- 1)y + 29 - 6y =0

Solucion

En primer lugar calculamos y(z), ym,y(4)

Y = di(xz— 1P =2(x" - 1)(2x) =4x - 4x
X

2 _ d 3 2
= S (e’ —ax) =12:% -4 1
y dx( x) X (§Y)
@ ¥ = f-( 122-4)y=24x y (3 yV=24
X

Reemplazando (1), (2) y (3) enla ecuacién dada:

(= 1)y + 2y — 6y = (- 1)(24) + 2x(24x) - 612" - 4)
= 24x 24 +48x% - 72x° +24=0

{PROBLEMA 3.| Si x2+y2=r2, Hallar: a. y' b. y" €y

Solucién
: T 2.2 %
a. Derivando implicitamente x™ +y =1":

2x+2yy'=0 = y' -t
Yy

b. Derivando implicitamente a 2x +2yy’ =0:
2+2(y' Y +2yy"=0 =

[

1+ _ i+ xip? o xPey?
y y y3

. _

b
L")
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¢. Derivando implicitamente a 2 +2( v’ )2 +2yy =02

4y'y" + 2y'y" + 2yy" =0 = 3y¥y" + yy" =0

[PROBLEMA 4. ] Hallar la derivada de orden n de la funcién
Y = sen ax

Solucidén

" . " T
Usaremos la identidad trigonométrica: sen ( 0 + E) =cos @

v = (senax )’ = (cosax )( ax)' =asen ( ax -+ %)

y(2J = [asen (ax + g)]' = [acos (ax+ %)] [ax + g]'

= [acos(ax+%)] [a] =a2cos(ax+ g-):azsen((ax+g)+ %)

= azsen(ax+ 2% )
¥y = [a%sen (ax+2% )]' = [azcos (ax+2§ )]I:a:\c+21r,!-t ]'
= g%cos (ax+2'72't' )Na] =a’cos (ax+2§ ) =a’sen (ax+3§ ).

Observando las tres primeras derivadas conjeturamos que se cumple la igualdad

¥*™ = afsen {ax + n% ). (1)

Probemos la validez de esta formula por induccién. Sélo falta verificar que se
cumple para n + 1:

Y =[] = [a%en (ax+r1;—r )" = [a"cos (ax+n% )[ax + ng] '
= a"cos (ax+ng )Na] =a""cos (ax+ n%)

=a"lgen [(ax+ng J g] = a"'sen (ax + (n + I)TZ_I )-

Luego, (1} se cumple para todo n natural.
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'PROBLEMA 5.] Hallar la derivada de orden n de la funcién

_I+x
Y=1-x
Solucién
D [1+x],(l—x)(H&'—(HX)(l—X)' _-xD-(1+x)1 -9 1
A e A (1 -x)? (] =% (1 -x)?

o[22 ]- [2"(1_—1? ]=2p,[1-97] = 2¢:20-971)

2 2!
-2(1 = =2—-

-2

p} [{22 1= o725 1 -20.20-97] = 20030 -9

L, 2, 3
(l—x)“ (1-x)*

B[t ] = D[?- ] =2 20001 - 0] = 2003341 - 0751
I3H4l PN 4!
(1 x)° (1-x)°

Observando las cuatro primeras derivadas conjeturamos que se cumple la igualdad

1+ !
w2 =t M

Probemos esta férmula por induccion. Sélo falta verificar que esta férmula se
cumple para n + 1:

A Pl S N 8 el | B R E P

=2Dy [ﬂ! (1 —x}_("”)] =2n![-(n+ D] %"V
=2(n+1)X1 —x)*("”) =2in_+_1_)!_

(1 _x)n+2

Luego, (1) se cumple para todo n natural.
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[PROBLEMA 6.] Siy=1f{u) y u=g(x) tienen derivadas de segundo orden, probar
que:
d?y :d_zx[i“_ P, dydh
dx?  du?\dx du gx?

Solucién
A la igualdad de la regla de la cadena le volvemos aplicar la misma regla:
dy dydu ﬁ_ﬂ_(ﬂ -d(dy du
dx du dx dx?  dx\ dx dx \ du dx

- (R  dvfa an) a’y du Y du)_ dy d’u

dx du J dx du | dx dx du? dx )\ dx du (gx?

_ Sy dy dPu

du? \ dx

du gx?

|PROBLEMA 7.| Siy=f{u) y u=g(x) tienen derivadas de tercer orden, probar
que:

ﬂ=ﬂ(@_]s i 3d2yd2udu 2 dy d*u
dx?  du?\dx du? dx? dx  du g3
Solucion

A la igualdad del problema anterior volvemos aplicar Ia regla de la cadena:

dy _dfdly)_ d ﬁ(d_“]2+ dy du
3 x| dx? dx| qu? \ dx du gy ?

T TN T
du? dx? dx du gx?
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PROBLEMAS PROPUESTOS 4.4

En los problemas del 1 al 6 hallar y".

1. y=y b2 -x? 2. y=In 3 14x? 3. y=(1+x")tan™' x

4, y=+ 1-x2sen 'x 5. y= e’j; 6. y= (sen‘lx)z

En los problemas del 7 al 14 hallar las derivadas de segundo y tercer orden.

7. y=x"—4x’ - 2x+2 8.z=% xs-—% xﬁ'—%x2 9. fix)=(x-1)*
10. g(x) = (x% + 1) 1. y=+vx 12. h(x)=2f:x
13.y=xsenx 14, y=x3c*

En los problemas del 15 al 20 hallar y".
15. xy=1 16. y* = 4ax 17. 3 +y3 =1
.=y 19, \/;+\/? =i 20. b%x? +azyz =a’h?, a y b constantes

21. Probar que la funcién y=x*+x7 satisface la ecuacion  2xy' - x?y" = —4x*
22. Probar que la funcién y = —;-(x2 +2x+2) satisface la ecuacién 2yy" — 2y’ = x?

X4 a

23, Probar que la funcién y = i +b, donde a y b son constantes, satisface
X

la ecuacion

—;-x"y"' - x’y" + 2x%y'=5a

En los problemas del 24 al 38 hallar la derivada de orden n de la funcién dada.

24, y=x" 28,y 26.yianrl
27.y=ax" 28.y=ax"+ap x" ' +..+ax+a, 29.y=(ax+b)"
1 1 1
0.y=— 3l.y= — 32.y=
. X 4 I-x " “x-a
33.y=cosax 34, y=sen’x 35 y=¢*
36.y=xe" 37.y=xInx 38. y=In(l+x)

En los problemas del 39 al 42 hallar y" para los valeres indicadoes.

39-)/:(2—?‘2)4;3:1 4U.y=xdx2+3;x:—l
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s x=1 42. X +2y%=6; x=2, y=1

1
dly=Jx+—
: 4 ‘/;

Enlosproblemas 43y 44 sedalafuncion de posicién, con las unidades en
metros y segundos. Contestar las siguientes preguntas:

a. ;En qué instantes la velocidad es 07 b. ;En qué instantes la aceleracion es 07
c. ;Cuando el objeto se mueve a la derecha?
d. ;Cuando el objeto se mueve a la izquierda?

54
43.s=0-3% - 24t +8 44.s=t2+T

En losproblemas 45y 46sedalafuncion de posicidn, con las unidades en
meftros y segundos. Hallar la aceleracion en los puntos donde la velocidad es nula.

2
1
R 46 s=d% + ——
2+t V2t
47. Un objeto se mueve en linea recta de acuerdo a la funcién s= - 362 - 24t +8.
Hallar su velocidad en los instantes donde la aceleracién es nula.

48. Una roca es lanzada hacia arriba desde la parte superior de una torre. La posicion

de la roca después de t segundoses s=-1 6t> + 48t + 160 pies.
a. ;Cual es la altura de la torre? b, ;Cual es la velocidad inicial de la roca?
¢. ;Cudndo alcanza la altura maxima?  d. ;Cuando alcanza el suelo?
e. ;A qué velocidad alcanza el suelo?

49. Si un proyectil es disparado desde el suelo verticalmente hacia arriba con una
velocidad inicial v,, la altura del proyectil, después de t segundos, esta dada por

S 1g1ﬁ2+vt
2 o

v,
a, Probar que el proyectil alcanza su maxima altura cuando t= ‘él :

2
b. Probar que la altura méxima es s = ;—0 ,
g
50. ;Con qué velocidad inicial v, debe dispararse un proyectil desde el suelo
verticalmente hacia arriba para que alcance una altura maxima de 705,6 metros.

Sugerencia: Ver el problema 49.

51. Desde lo alto de un acantilado es lanzada una piedra verticalmente hacia abajo,
en direccién al mar, con una velocidad inicial v,. Si el sentido positivo es hacia

abajo, la posicion de la roca después de t segundos es s = 4.9 + v, t metros.

La roca llega al agua después de 4 segundos y con una velocidad de 58,8 m/seg.
Hallar la altura del acantilado.

52. Desde lo alto de un acantilado se dejan caer dos rocas (velocidad inicial nula),
una tras otra con 3 segundos de diferencia. Probar que las rocas se separan con
una velocidad de 3g metros por segundo.
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SECCION 4.5
FUNCIONES HIPERBOLICAS Y SUS INVERSAS

Las funciones hiperbélicas se definen en términos de las funciones y=¢”, y= ¢
Las funciones trigonomeétricas estan relacionadas con el circulo trigonométrico:
X+ yz =1,
razon por la cual a estas funciones se las conoce con el nombre de funciones circulares.

X

Las funciones hiperbélicas estan relacionadas con la hipérbola:
2oyt
de donde derivan su nombre.

Las funciones hiperbodlicas, al igual que las trigonométricas, son seis: seno hiperbolico
{senh), coseno hiperbdlico (cosh), tangente hiperbélica (tanh), cotangente hiperbdlica
{coth), secante hiperbolica (sech) y cosecante hiperbélica (cosech ).

X -X —X
e —e + e
(DEFINICION.] 1. senhx= —— 2. coshx= "—Tm—
h
3. tanh x = 01X 4. cothx= eoehx
cosh x senh x
1
5. sechx= 6. cosechx =
cosh x senh x
Los dominios, rangos y graficos de estas funciones son como sigue:
y =senh x y = cosh x
Dom. =R, Rang. =R Dom.=R, Rang.= [1, +o)
3
\\\ ‘,,l
0 1
= L L) ///,Acx
) . A
== X
y =tanh x y=coth x

Dom. =R, Rang. =(-1,1) Dom.= R-{0}, Rang.=R-[-1,1]
Y

N e
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y =sech x y = cosech x
Dom. =R, Rang. = (0, 1] Dom.= R-{0},Rang. =R~ {0}
Y4 v

Una de las aplicaciones més conocidas de las funciones hiperbdlicas es la
descripcion de la catenaria (de catena, palabra latina que significa cadena). La
catenaria es la curva que forma un cable flexible suspendido de dos puntos a la misma
altura. La ecuacion de esta curvaes ¥y =a cosh (x/a).

El arco Gateway de San Luis, Missouri es una de las estructuras mas notables y
elegantes de los Estados Unidoes. Da la falsa impresion que es un arco de pardbola y
que es mas alto que ancho. En realidad es una catenaria al revés, hecha de acero
inoxidable hueco, que tiene 630 pies de alto y 630 pies de ancho. Fue terminado en
1.965. El arco es 75 pies més alto que el monumento a Washington y 175 pies mds
alto que la Estatua de la Libertad. La ecuacion de este arco es

y = 693,86 — (68,767) cosh (3x/299)

y = a cosh (x/a)

La catenaria

Arco Gateway
San Luis, Missouri
Una catenaria invertida

Las funciones hiperbdlicas se comportan de una manera muy similar a las funciones
trigonométricas. Las siguientes identidades nos muestran parte de esta similitud.
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IDENTIDADES HIPERBOLICAS
[TEOREMA 4.3| Se cumple:

1. senh (-x) = —senh x 2. cosh(—x) = coshx
3. cosh’x — senh’x =1 4. 1-tanh®x = sech’x
5. 1- coth’x =— cosech’x

6. senh (x+y)=senhxcoshy+coshxsenhy

7. senh (2x) = 2senh x cosh x

8. cosh(x+y)=coshxcoshy+senhxsenhy

9. cosh(2x)= cosh® x + senh’x

coshZ;c -1 11. cosh’x = coshZ; + 1

10. senhzx =

Demostracion

Estas igualdades siguen inmediatamente de la definicion de las funciones
hiperbdlicas. Aqui sélo probaremos 3, 4 y 10. La igualdad 6 la probamos en el
problema resuelto 3. Las otras, las dejamos como ejercicios al lector.

5 2 2
X -=X X -X
et +e et — ¢
3. coshzx— senhzx = [ ] - [ ]

2

"y gL gt Ry g .
4 - 4
defe™ 4 _ {
4 4

4, Sien 3 dividimos entre coshzx, obtenemos:
cosh? x senh’x _ 1

cosh? x cosh?x coshzx

= 1- tanhzx = sechzx

10. De la identidad 3 obtenemos: cosh® x = 1 + senh’ x. Reemplazando este valor de
cosh’x en 9:

cosh2x - 1
2

cosh(2x)=1+ 2senh’x = senh’x =

La identidad 3 nos permite comparar las funciones trigonométricas con las
hiperbélicas. Tomamos la circunferencia (circulo trigonométrico) X+ y2 =1, la
b 2 2 )
hipérbola x"— y" =1 y unnumeroreal t>0.
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Y
Y P= (cosh t, senh t)
P=(cost,sent) Y \
~
ALY
\
|
0 1 - B 1 X
y
x Fd
- - 2

El punto P = (cos t, sen t) se encuentra sobre el circulo trigonométrico, ya que
senzt + coszt =1, En este caso, t puede interpretarse como la medida, en radianes,
del dngulo POX.

Por otro lado, el punto P, = (cosh t, senh t) esta sobre la hipérbola, ya que de
acuerdo a la identidad 3, c:osh2 t -senh2 t = 1. En este caso, t no representa
ningun angulo. Sin embargo, existe una propiedad comun para t en ambos casos: Se
prueba que el drea del sector circular determinado por t en el circulo trigonométrico
es igual al drea de la regién sombreada en la figura de la hipérbola. Esta area comun

t -
es A= 5" Este resultado lo probaremos en el proximo curso.

DERIVADAS DE LAS FUNCIONES HIPERBOLICAS
I TEOREMA 4.4| Si u= u(x) es una funcién diferenciable de x, entonces

1. Dysenhu=coshu D, u 2. D,coshu=senhu D,n
3. D,tanhu= sech’ 1 D,u 4. D, cothu=- cosech’ u D,u

5. D,sechu=-sechutanhu D,u 6. D, cosech u=— cosech ucothu D,u

Demostracién

Probamos solo 1 y 3. Las otras se prueban en forma aniloga.

X _ X DueX <D X X _(_a—X
l.stenhx—Dx(c £ }— g e e

2 2 2
X s —X
Sl L coshx.
2
hxD,.senhx - senhxD h
3. D, tanhx = D, senhx _ coshxDy x — senh x D, coshx
cosh x cosh? %
cosh? x - senh’x 1

2
- 5 = > = sech™ x
cosh‘x cosh“x
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EJEMPLO 1.| Si y=Intanh 2x, probarque D, y =4 cosech 4x.

Solucién

p 2
D
Dyy = D, (1 taah 25)= Dy tanh2x _ sech®2xD,2x _ 2sech”2x

tanh 2x tanh 2x tanh 2x
e i sec112 2% 1 2 ! cosh 2x _ 2 1
tanh2x  cosh?2x  senh 2x senh 2x cosh 2x
= I 2 = nlf:4 =4 cosech 4x
Esenh 4x AR =

FUNCIONES HIPERBOLICAS INVERSAS

Mirando las graficas de las funciones hiperbdlicas vemos que cuatro son
inyectivas. Las no inyectivas son y = cosh x e y = sech x. De estas dos funciones,
restringimos sus dominio a [0, +wo ) para lograr inyectividad. De este modo,
conseguimos las funciones inversas de las seis funciones hiperbélicas. Aqui estan las
gréficas de estas inversas.

senh™: R— R cosh™: [1,40 ) = [0, +o0 )
Y A
Y1
0 =
X
0 1 E
tanh™: (-1, )>R coth™: (w0, -NU(1,+0) > R
: Y A i Y 1 |
: : i !
et f1X -1 o 4 X
| E ! E
1 : :
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sech™ 1 (0,1] - [0,+0) cosech™ :R—- {0} >R - {0}
.

'y

Y

El siguiente teorema nos presenta a las funciones hiperbolicas inversas en
términos de la funcion logaritmo natural.

| TEOREMA 4.5 |
1. senh”'x =In(x+vVx?+1) 2. cosh™'x =In{x+vx*-1), x 21
2 pip Ty o= L. g 222 | xp <1 4 ol T = 2 g X2 , x| >1
2 I-x 2 x-1

/ 2

5. sech™'x = In iﬁ_ 0<x<1
X
‘J 2

6. cosech 'x =In l+ _WIT“}"_X. ,x=0

X X

Demostracién

Ver el problema resuelto 5.

DERIVADAS DE LAS FUNCIONES HIPERBOLICAS INVERSAS

| TEOREMA 4. 6] Siu = u(x) es una funcién diferenciable de x, entonces

1. Dysenh 'u= L D,u 2. D, cosh 'u=

I Dyu
Vi1+u? u?-1
-1 1 -1 1
3. Dytanh m = — Dyu 4, D,coth u = 3 D,u
1-u” 1-u
-1 1 -1
5 D,sech 'u=-—o—=—"D,u 6 D, cosech u =-

1
—— D,u
uv1-u? lulw}]+ll2 '
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Demostracion
Probaremos sélo 1, las otras se dejan como ejercicio para el lector.

1. Lo haremos de 2 formas.

Método 1

Si y=senh™'x, entonces x =senhy.
Derivamos implicitamente respecto a x esta ultima igualdad:

Dxx: stenhy = IZCOShy D‘y = ny: > =
coshy
D, senh 'x = : (2)
coshy

Por otro lado, de la identidad coshzy - senhzy =1y de coshy =0

obtenemos que:
coshy = 4 1+senh?® y = \[l+x2

Reemplazando este valor en (a) obtenemos lo deseado:
1

D, senh 'x =
1+x2
Método 2

De acuerdo a la igualdad 1 del teorema 4.5:

stcnhflx =D, In(x+ yx? +1 )= ——I—Dx (x+ Vx2+1)
x+yx? +1

x+vVx2 41 x2+1
1 Vxlsl+x|_ 1

x+\fx2+1 x2+1 x“+1

(]

* [EIEMPLO 2.] Si y=sech '(cosx), hallar D y.

Solucidon
1

cosxwi l—coszx
|

= - —— (-senx)=

i §
2
cosX y sen“x AN

D,y = D, sech™ (cos x)=— D, cosx

=8eCX
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PROBLEMAS RESUELTOS 4.5

[PROBLEMA 1.| Hallar la derivada de:

a. y=tarih_l( tan x ) b. y= %(xz - l)coth_lx + %
Soluciéon
a.ny=;seczx= 12 12 - . o 1 =gec 2%
l-tan“x 1- sen“x cos“x cos” x—sen‘x ©C0s2X
cos®x

+ xcoth 'x + i
2

[PROBLEMA 2.] Una linea eléctrica se sostiene sobre dos postes que estana 30 m.
de distancia uno del otro. El cable toma la forma de la catenaria
f{x) = 25 cosh (x/25) —-13
a. Hallar pendiente de la curva en el punto donde se encuentra
con el poste derecho.
b. Hallar el dngulo & que forma la linea eléctrica con el poste,

Solucidn
a. Se tiene que: Y
1
£'(x) = 25 senh (x/25) — = senh (x/25) ¢
25 12
La pendiente en el punto indicado es:
m=1'(15) =senh (15/25)
-15 0 15 X
206 _ =06
= genh (0,6) = S —— =0,6367

b. Si & es el angulo de inclinacidn de la recta

tangente en el punto indicado, entonces
i) 180 .
o= tan (0,6367) =0,567 rad. = —(0,567)=32,48
L

Luego, el angulo que forma la curva con el poste es:

6 =190°— 32,48 = 57,52°
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[PROBLEMA 3. | Probar las siguientes identidades:

a.coshx + senhx=e* b.coshx — senhx=¢™ "
c. senh(x+y)=senhxcoshy + coshXsenhy
Solucién
X -X X _ X% X
a. coshx + senhx=—0°  + &~ ¢ - = =¢*
2 2 2
X —X X =X —-X
b.coshx — senhx=S*% & — ¢ 20 =1 o
2 2 2
ex+y_e—(x+y) 1
c. senh(x+y)= —————— = —[e*e¥ —eFe¥]
2 2
1
E[(coshx+senhx)(coshy+senhy)
—( cosh x —senh x ) ( cosh y—senh y )]
1

—[ 2senh x coshy + 2cosh x senh y ]

[\

= senhx coshy + cosh xsenhy

{PROBLEMA 4. Probar las igualdades dadas en el teorema 4.5:

1. senh 'x =In(x+ yx2 +1 ) S cosh'x =ln{x+Vx*-1), x21

z 1 1
3.fohx =~ o5 |x| <1 4 com x——l e [x] >
...x —
f 2
5. sech”'x =1In 1—1-—)(— 0<x<l1
X
’ 2
6. cosech 'x =In : + NEEE ,x#0
x x|
Solucion
Probamos 1, 3 y 6. Las otras tres se resuelven de manera analoga.
X =R
1. Sea y=senh x. Luego, y= 6—2—- . Despejamos x en términos de y:
e’ - e X _ =X 2x L
yz—-T—— Det-e =2y = eF- 1=2ye*> e’ X_ 2ye* -1=0

Resolvemos esta ecuacion de segundo grado:
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ex=2yi J4y2+4 By 2\/y +1 J_
Como, \,‘y +l>\/_ ¥y, tenemos y+\fy +1 >0, y—\}y +1 < Q.

Como ™ >0, escogemos la raiz positiva, Estoes, e* =y + 4 y +1.
Tomando logaritmo; x=1In (y + of y2 +1 )
Cambiando de variables: y=In( x + v x?+1 ).

X _e"¥y/2 X _,-X 2x _
3. Seay=tanhx=senhx:(e € )2 e - _ e 1
coshx  (e*+e™}/2 eX+e™™ e®* 4 1
Despejamos X en términos de y:
2x
-1
y= ez = e —l*y(e *+1) = ezx—1=ye2x+y:>
e* + 1
eX—ye* =1+y = e (l-y)=l+y = ezx=—1+y
=Y
Tomando logaritme y luego, cambiando de variables:
1+ 1+
x=In —2 = x=—1—ln 1= y:l]n L+
1-¥ 2 l-y 2 1-x
6. Sea y=cosechx. Luego,
_. & _ 1 _ 2 _ 2e*
senhx  (g¥ —e"‘)/fz e* - e g2 1

Despejamos x en términos de y:

X
g 28 e )= o g2 eyml

er _
x 2%+ 444y « Lty l+y?
g =———— = g = ——
2y y
x . i+y’
Como e >0, debemos escoger el valor positivo de . Para esto,
¥

analizamos dos casos: y<0, y>0

2
1+ \f 1+
Si y <0, el cociente ik kit 8 es positivo si el numerador es negativo, y esto

sucede cuando tomamos como numerador a  1- \f 1+ y2 . Luego,
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1+ e s
Si y >0, el cociente —————— es positivo si el numerador es positivo, y esto

sucede cuando tomamos como numerador a 1 +\/ 1+ y2 . Luego,

ex = ..1-+_ Il-'-yz = ..1_ + ...,_1.:_).,.?_ = l - L 1+ yz
y y y y |y
En cualquiera de los dos casos hemos conseguido que:

Tomando logaritmo y cambiando de variables, obtenemos que

i d1ex?

y=lﬂ ;+——[-;(-i—

PROBLEMAS PROPUESTOS 4.5
En los problemas del 1 al 10, hallar la derivada y' = Dy y de la funcion dada.

1.y= tanﬁl(cosh Xx) 3, y= &
3, y=xMBhx 459 4.y= Lo + L2
2 2 6
5. y= ¢™ cosh bx 6 y= ‘#Hﬂh—x
| ~tanh x

2 L X
7. y={(cosech™'x ) 8.y =senh a_z‘
9. y=tanh™'(sec x ) 10. y =tan 'x + tanh 'x
11. Probar las siguientes identidades dadas en el teorema 4.3:

a.senh(—x) =-senhx b, cosh(-x) =coshx e 1- colhzx = cosechzx

d. cosh (x +y ) = cosh x cosh y + senh x senh y
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12. Probar las identidades:
a.senh{x—y)=senhxcoshy — coshxsenhy
b. cosh { x — y ) =cosh x cosh y — senh x senh y

c. cosh x + cosh y = 2cosh 1 cosh 2—%
d. senh x + senh y = 2senh Xry cosh %
¢, cosh x — cosh y = 2senh % senh x_;_x

f, senh3x=3senhx +4 senh3x
13. Probar las igualdades 2, 3, 4, 5 y 6 del teorema 4.5,

SECCION 4.6
RAZON DE CAMBIO

Razon de cambio es otro nombre que se le da a la derivada cuando ésta es vista
como el limite de un cociente (razén) incremental. Por definicién, si x, es un punto
del dominio de la funcion y = f{x), entonces

f’(x0)=um '—Al,dondeAy=f(xo+Ax)—f(xo) y AX=X—X,
AX >0 Ax

Elincremento Ay = f{x, + Ax) — {{x,) mide el cambio experimentado por y = f(x)
cuando cambia de x, a %, + Ax. El cociente

Ay _ flx, +4x) - flx,)

Ax Ax
es la razon de cambio promedio de y respecto a x, cuando x cambiade X, a X, + Ax.
El limite de este cambio promedio cuando Ax — 0 es la razén de cambio instantaneo
de y respecto a x en x, Pero éste no es otra cosa que la derivada £'(x,). En

resumen:
Si y = f(x), 1a razén de cambio (instantinea) de y respecto a xen x, esf'(x,).

Esta nueva interpretacion de la derivada como una razén de cambio amplia el
panorama de sus aplicaciones. El mundo en que vivimos es un mundo dindmico y
cambiante. La poblacidn aumenta, los recursos naturales disminuyen, la inflacion
baja o sube, la produccion baja o sube, ctc. De estos fenémenos, que pueden ser
cuantificados mediante una funcidn, es importante conocer su correspondiente razén
de cambio. Asi, a un ingeniero le interesa saber la razon con que sale el agua de una
represa; a un d emografo o bidlogo le interesa saber 1a tasa de crecimiento de una
poblacién (humana o de insectos); etc. Conocemos ya dos razones de cambio: la
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velocidad y la aceleracién. La velocidad es la razéon de cambio de la distancia
respecto al tiempo vy la aceleracion es la razdn de cambio de la velocidad respecto al
ticmpo.

Sea V el volumen de un cubo de x cm. de arista. Estoes V =x".
a, Hallar la razén de cambio promedio de V cuando x cambia de
5a35,1
b. Hallar la razon de cambio de V cuando x = 5.
Solucién

a. Tenemos que x,=5, Ax=15,1 -5=0,1. Luego,
AV _ V(o +8%) - V(x,) _ V(5 +01) - V(5) _ (51)° -5°

Ax Ax 0,1 0,1
b. Nos piden V'(5) . Bien,

=76, 51 em’

V(5 =3 = V(5)=3(5%=75em’

En Economia se usa el término marginal para referirse a la razon de cambio. Asi,
el costo marginal es la razén de cambio (derivada) de la funcién costo.

EJEMPLO 2.| Una empresa estima que ¢l costo de producir X articulos es

C(x) = 0,5 + 6x +2.000
a. Hallar la funcion costo marginal.
b. Hallar el costo marginal al nivel de produccién de 100 articulos.
Solucion

a. C'(x) =x+6 b. C'(100) =100 + 6 = 106

RAZONES DE CAMBIO RELACIONADAS

Supongamos que tenemos dos variables, digamos X e y, que ambas son funciones
del tiempo: x =1f{t) ¢ y=g(t) y que estas variables estén relacionadas mediante una
ecuacion F(x, y) = 0. Derivando implicitamente esta ecuacién respecto al tiempo, se

. - : . dx d
obtiene otra ecuacion que relaciona las razones de cambio e y EX Por este
t

. : dx d .
motivo diremos que I y :11 son razones de cambio relacionadas. En esta
t t

situacion, si se conoce una de ellas, es posible encontrar la otra.

ESTRATEGIA PARA RESOLVER PROBLEMAS DE
RAZONES DE CAMBIO RELACIONADAS

Se sugiere los siguientes pasos en la solucién de un problema de razones de
cambio relacionadas. Estos pasos pueden tener variaciones ocasionales.
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Paso 1. Construir una figura que ilustre el problema, indicando Ias constantes y las
variables.

Paso 2. Identificar la informacion que se pide., Ademas, escribir los datos que se
proporcionan.

Paso 3. Escribir las ecuaciones que relacionan a las variables y las constantes.
Paso 4. Derive (implicitamente) la ecuacién hallada en el paso 3.

Paso 5. Sustitayase, en la ecuacion que resulta al derivar, todos los datos pertinentes
al momento particular para el que se pide la respuesta.

Una bailarina de ballet de 1,60 m, de estatura se encuentra
ensayando en una habitacién que estd alumbrada por un foco
colocado en el centro a 4 m. de altura. Si en determinado instante
la bailarina se aleja del centro a razén de 45 m/min. ;A razén de
cuantos metros por minuto crece su sombra en ese instante?

Solucion

Paso 1. Construccion de una figura. __E
/

Paso 2. Identificar la informacidn que se pide.
Seat, el instante en el que la bailarina
se aleja a 45 m/min. o sea cuando

dx 4
— = 'mi
atli=t, 45 m/min.
; ds
Se pide hallar &t |p=t, donde s esla

longitud de la sombra.

Paso 3. Por semejanza de tridngulos se tiene que
3 1.6 2

5+x*—4—:>5=§x )

; i ds 2d
Paso 4. Derivamos la ecuacion (1); "3 ai

dt
Paso 5. En [a ecuacion anterior, tomando t =t, se tiene:

ds
dt

2 dx

t:to_ 3 dt

I E
t=to dt

_2
t=ta 3

(45 m/min.) = 30 m/min.

Esto es, en el instante t, la sombra crece a razon de 30 m/min.

En la practica, los 5 pasos enunciados anteriormente, no se cspecifican,
guedando sobreentendidos.
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EJEMPLO 4. | Los extremos de una escalera de 5 m de longitud estin apoyados

sobre una pared vertical y sobre un piso horizontal. Si al empujarla
por la base se logra que ésta se aleje de la pared a razén de 20
nVseg. ;Con que rapidez baja el extremo superior de la escalera
cuando la base estd a 3 m de la pared?

Solucidén

Sea x la distancia de la pared al extremo inferior de la escalera.
Sea h la altura desde el suelo al extremo
superior de la escalera.

Nos piden hallar larapidez conque bajael
extremo superior de la escalera cuando la base
estd a 3 m de la pared. En ofros términos, nos

]

]

7

piden la razon de cambio de h respecto al tiempo h
cuando x = 3. Es decir, nos piden: ‘
i

dh i

dt[x=3 .

Como dato nos dan Ia razon con que la base de la escalera se aleja de la pared. Es
decir nos dan

B 20/seg
dt
Aplicando el teorema de Pitagoras tenemos:
12 el e (1)

Derivamos implicitamente esta ecuacién respecto a t. En la ecuacidn resultante,
sustituimos los datos que son validos para el momento en que x = 3.

ZhE +2xd_x=0=> dh __x dx 2
dt dt dt h dt

d
Pero, ??: = 20 m/seg. Ademas, cuando x = 3, de (1) se tiene que

h=v52-x2 = y52-37 = /16 =4

Reemplazando estos valores en (2):

dh 3
B P Stmisen ) == 15 a5
- Ll M
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EJEMPLO 5.| Un avion vuela horizontalmente a una altura constante de 4 Km. y

a una velocidad constante de 300 Kmv/hora, La trayectoria pasa por
una estacion de radar desde donde el operador observa al avion.
Hallar la velocidad con que cambia el angulo de inclinacién € de la
linea de observacion en el instante en que la distancia horizontal
del avidn a la estacion de radar es de 3 Km.

Solucidn

Sea x la distancia horizontal del avidn al radar.

Se tiene que:
X ; 1
cotf= a obien O=cot (x/4)

Derivando respecto a t:

L ..(ljd_"= -4 dx
dt 1o x/42\4)dt 164+x? dt

: d ; : -
Nos dicen que -ﬁ = -300 Km/h, donde el signo negativo significa que la
distancia x es decreciente.

Ahora, cuando x = 3:

® =4 (-300)=48radk
dt[x=3 16+32

PROBLEMAS RESUELTOS 4.6

[PROBLEMA 1.] Un barco navega con direccién norte a razén de 12 Km./h. Otro
barco navega con direccion Este a 16 Km./h. El primero pasa
por la interseccién de las trayectorias a las 3.30 P. M. y el
segundo a las 4 P. M. ;Como estd cambiando la distancia entre
los barcos,

a. A las 3:30 P. M.? b.Alas 5P.M.?

Selucion

Comenzamos a computar el tiempo desde el instante en que el segundo barco
pasa por la interseccién de las trayectorias. Esto es, t =0 a las 4 PM. En este instante

el primer barco se encuentra a 12(1/2) = 6 Km. al norte de la interseccion. Después
de transcurrir t horas el primer barco se encuentraa 6 + 12t Km. de la interseccion,
y el segundo a 16t Km.
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Sea d(t) la distancia entre los barcos t horas
después de las 4 P. M. Se tiene que a las 3:30 P. M,

t=—é‘ yalas 5 P.M, t=1.
Se pide hallar:

a. d(-172) y b d(1)
Por Pitagoras se tiene que:

) =(6+ 1207 + (16 =

d%() = 4008 + 144t + 36

Derivando la iltima ecuacidn con respecto al tiempo t:

400t + 72
4001 + 144t + 36

2d@) d'() =800t + 144 =  d'(1)=

. Luego
400(-1/2)+72

J400-1/2)2 + 144(-1/2) +36
Esto es, a las 3:30 PM., la distancia entre los barcos estd cambiando a razén de -16

Km./h. (el signo negativo significa que en el instante dado la distancia esta
decreciendo).

b. Alas5P. M. t=1. Luego,
s ADOCLYHTE
d'() = s g = 19,60 Km./h.

\J400(1)? + 144(1) + 36

A las 5 P. M. la distancia entre los barcos estd cambiando a razén de 19,16 Km./h.

D =

a. Ahora, alas 3:30 PM. t=-

d'(-12) = =- 16 Km./h.

[PROBLEMA 2. | Una piscina tiene 16 m. de largo, 12 m. de ancho y una
profundidad de T m. en un extremo y 5 m. en el otro, teniendo
como fondo un plano inclinado. Se vierte agua en la piscina a

razén de 4 m’/min. ¢Con qué velocidad se eleva el nivel del
agua cuando éste es de 1 m. en el extremo mas profundo?
Solucién

Sea h el nivel del agua y sea x el largo de
la superficie del agua cuando esté a nivel h.
Se pide encontrar -

dh

1
h=1
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Ademas, si V es el volumen del agua en la piscina, nos dicen que éste estd
creciendo a razén de 4 m*/min. Esto es, nos dicen que

dv

— =4 m3/min.
dt

—_——a e -

Bien, por semejanza de tridngulos:
X h
1§ “a = x=4 (O
Por otro lado, el volumen del agua de la piscina es:
V= %(12) = 6xh

Reemplazando (1) en esta igualdad: V = 24n’

dh
Derivando esta ecuacion respecto a t: ‘;—\: =48h a0

Recordando que CL—‘: =4 m*/min. y particularizandola para h = 1, se tiene:

dh| 1
12

8 =
h=1 ! h=1
El nivel del agua, cuando éste esta a 1 m. de altura, crece a razén de 1/12 m/min,

dh
4=48(1) 5,

[PROBLEMA 3_] Un ciclista estd corriendo en una pista circular a razén de 360
m/min. En el centro de la pista alumbra un foco el cual proyecta la
sombra del ciclista sobre una pared que es tangente a la pista en
un punto P, ;Con qué velocidad se mueve la sombra en el instante
en que el ciclista ha recorrido 1/12 de la pista desde P?

Solucion

Sean:

r = el radio de la pista
s = la longitud del recorrido del ciclista a partir del punto P.
S = Ia longitud del recorrido de la sombra sobre la pared.

S 1
Nos piden gd—t cuando s= Iz de la pista desde P, P e
d
y nos dicen que d_: =360 m/min.
Se tiene que: e
B=% radianes, S=rtan0 = S=rtan(i)
r

Derivando la tltima ecuacién respecto a t:
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ds 2 s) d s) _ (1 J 2( s\ds
=5 =rsec’| ~|—| =|=r| — |sec”| = |—
t rjde\ r r r)dt

Pero, cuando s = ]]5 de la pista desde P se tiene que:

=V ]

] 1 s
s=E(2nr)=gnr = [ =

Luego, cuando s = é de la pista, de (1), se tiene:

98— sec(£)(360) = (2/3 J (360 m/min ) = 480 m/min,

{PROBLEMA 4.] Un abrevadero tiene 10 pies de largo y tiene por extremos dos
trapecios de 4 pies de altura y bases de 4 pies y 8 pies. Se vierte
agua al abrevadero a razén de 24 pies3/min. (Con qué rapidez

crece el nivel del agua cuando el agua tiene 2 pies de
profundidad?

Solucidn

Sean;

h = altura del agua en el instante t { t en minutos)

b = el ancho de la superficie del agua al nivel h.

V = el volumen del agua cuando ésta tiene
nivel h.

Nos piden % 4
h=2

Vv
Nos dicen que d?t_ =24 pies3fmin‘

Hallemos V. Sabemos que V = 10A, donde A ¢s ¢l 4rea de una cara lateral,
Como esta cara es un trapecio, se tiene

A= %(b+4)h (1)

Sacamos aparte el trapecio que conforma la cara e R R B
del frente, al cual lo hemos agrandado para obtener
una mejor visualizacién. Los dos tridngulos
remarcados son semejantes. Luego,

k _h h
— __=> — g
4

2 2 4

st i
g
i
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Pero, es facil ver que k= % . Luego,

Eﬁ:ﬁ:;. b=h+4
2 2

Reemplazando este valor b en (1) tenemos: A = %( h+4+4)h = %( h+8)h

En consecuencia, el volumen del agua es

V= m(—;-(ms)h) = 5h% + 40h

Derivando respecto a t
dv dh dh 1 dVv
ar ~(0h+40)r = §¢ ~Ton-40 dt

En particular, cuando h =2

dh 1 dv

RO B 1 .3 L . B
dt T10(2)+40 dt ‘%'(2413"35 /min) = 0,4 pies’/min.

h=2 h=2

[PROBLEMA 5.| Un tanque tiene la forma de un cono invertido de 8 m de radio y

24 m. de altura. Se vierte agua al tanque a razén de 40 m’/hora. y
a la vez se saca agua para regar, El nivel del agua esté subiendo a
razéon de 4 m/hora cuando éste tiene 3 m. de altura. ;Con qué
rapidez sale el agua en ese instante?

Solucitn
Sean:
t = ¢l tiempo medido en horas.
r = el radio en metros de la superficie del agua en el instante t.
h = la altura del nivel del agua.
V = el volumen del agua en el instante t.
S = la cantidad de agua que ha salido

hasta el instante t.

dS
Nos piden hallar At

h=3

Nos dicen que %% = 4 m/hora.

h=3

Es claro que:
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Razén de cambio de V = Razén de entrada del agua — Razén de salida

Esto es,
v
d—=40_§:> §=40_d_\f:> ~d§. = ()_d_v )]
dt dt dt dt dt jh=3 dt h=3
Pero, el volumen del agua es
\ =% ar’h @)
Por semejanza de tridngulos se tiene 8 ;
r 8 1
b= = T3 h 3) } i
4 1 .3 :
Reemplazando (3) en(2): V= 27 wth 24
h '
Derivando respecto a t :
dv _1 _,dh é

dt ~ 9 ™ 4y
En particular, cuando h = 3, se tiene

dv 1 2 dh 1 2 3
i = = = < 7n( 3 )°(4 m/hora) = 4n m/hora
dt h=3 9 atjh=3” 9" :
Reemplazando este resultado en (1):
4 wg0-%Y| = 40-4x » 2743 M.
dt| dt h=3

[PROBLEMA 6.| Se tiene un tanque semiesférico de 5 m. de radio, el cual esta
lleno de agua. Se comienza a vaciar el tanque abriendo una pluma
situada en el fondo. Por la pluma salen 3.500 litros/hora. ;Con qué
velocidad baja el nivel del agua cuando éste tiene 1,25 m. de
altura? Se sabe que el volumen de un casquete esférico de altura

h en una esfera deradiores V= nrh2 - %ﬂh:;.

Solucién
Nos piden hallar o
dt |h =125
Sabemos que 3.500 litros’h = 3,5 m/h

- dVv
Nos dicen que ¢ ©Sconstantey que

av

Tr = 3.500 litros/h =~ 3,5 m/h.




Capitulo 4. Otras Técnicas de Derivacién 261

El volumen de agua, tomando en cuenta que r =5 m, es

V= SIth2 - %n]‘g

Derivamos esta funcién respecto al tiempo t ( t en horas )

av _ dh _odh _ db 1 4V
dt _lonhdt g dt = dt ﬁnh(lO—h)_dl—

En esta ultima igualdad, particularizando para h = 1,25, tenemos:
dh I

= s 8.8} =0 1EID
dt (h=125 n(1,25)(10-125)

[PROBLEMA 7.| Un bombillo alumbra desde el extremo superior de un poste de
48 pies de altura. Desde un punto situado a 64 pies de altura se
suelta una pelota de acero, cuya trayectoria estd a 15 pies de
distancia del bombillo. Hallar la velocidad con que se mueve la
sombra de la pelota en el instante en que ésta golpea el piso. La

posicion de la pelota, después de t segundos, es s = 16t

Solucion

Sea T el punto donde la pelota golpea el piso. Sea x la distancia desde el punto T
a la sombra S.

La pelota golpea el suelo cuando
s=64 =5 16 =64 =5 =4 = t=3
O sca, la pelota golpea el suelo 2 seg.

después de soltarla.

1 I b

| ] 1

16 1

Nos piden hallar: % i ; :
t=2 B & 1{A ] :

Los tridngulos STP y BAP son semejantes. : '
Luego, ] i
-+ 1

x _h ~1sh :

15 b = x=15 b 4 }

]

i

Pero,h=64-5s y b=s-16.

En consecuencia,

Derivando esta ccuacion respecto al tiempo,
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Ahora, para t = 2 se tiene

0(2
& —-—92—(—)—2 =~ 20 pies/seg.
dt|t=2 (25 =1j

{PROBLEMA 8.| Un cable de 14 metros de longitud que pasa por una polea P y
enlaza dos carritos. El punto O estd en el suelo, directamente
debajo de la polea y a 3 metros de ésta. El carrito A es halado
alejandolo del punto O a una velocidad de 40 m/min. ;Con que
velocidad se acerca el carrito B al punto O en el instante en que
el carrito A esté a 4 metros de O.

Solucién
Sean x y. z las distancias de los carritos A y B al punto O, respectivamente.
Nos dicen que _d_x =40 m/min y nos piden d_z_
dt dt|x=4
Los carritos A y B, ¢l punto O y la polea P forman dos tridngulos rectangulos
cuyas hipotenusas estan cubiertas por el cable.

Las longitudes de las hipotenusas son \f 2 &3 y \f x2 432, Luego,

Vz2+ 9+ x2+9 =14 (1

Derivando respectoa t:

2
9
_ 2z d | 2x A _, ﬁz_x__h’f;ﬂ @
24 z2+9 dt 2Wx249 dt dt zVy x%+9 ¢

Si x =4, de (1) obtenemos:
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V221944240 4= 2 49+5-14 = V2240 -9 = 2=6/2
Luego, reemplazando x=4 e z=5J2 en (2)

dz =20 (40mmin)=-2L =247 ~-33,94 m/min

dijx=4 " 6J2(5

El signo negativo de la velocidad anterior significa que distancia del carrito B al
punto O es decreciente.

PROBLEMAS PROPUESTOS 4.6

1. El consumo anual de gasolina de cierto pais es C(t) =32,8 + 0,3t +0, 15t donde
C(t) es dado en millones de litros y t es dado en afios computados al iniciarse el
afio 2.004. Hallar la tasa de consumo anual al iniciarse el afio 2.010.

2. Se ha determinado que dentro de t afios la poblacién de una comunidad serd de
20
P(t)=12 - i+3 miles de habitantes. Hallar:

a La tasa de crecimiento despues de 7 afios.

P |

b. La tasa porcentual después de 7 afios ( tasa porcentual = 100 P(t)

3. Se arroja una piedra a un estanque y produce olas circulares cuyos radios crecen a
razon de 0,5 m/seg. Hallar la razon con que aumenta el irea del circulo encerrado
por una ola cuando el radio de ésta es de 3 m.

4. Un tanque de agua tiene la forma de un cono invertido de 15 m. de altura y Sm.

de radio. Si se le estd llenando de agua a razén de 6a m? por minuto. ;Con qué
rapidez crece el nivel del agua cuando éste tenga 6 m. de profundidad ?.

5. Los extremos de una escalera de 20m. estdn apoyados sobre una pared vertical y
un piso horizontal. Si el extremo inferior de la escalera se aleja de la pared a una
velocidad de 6 m/min. ;A qué velocidad se mueve el extremo superior cuando la
parte inferior estd a 12 m. de la pared?

6. Un barco navega con direccion Norte a razén de 6 Km./h. Otro barco navega con
direccién Este a 8 Km./h. A las 11 A. M. el segundo barco cruzé la ruta del
primero en un punto en el cual €ste paséd 2 horas antes. ;Como estd cambiando la
distancia de los barcos a las 10 A. M.?

7. Desde la parte superior de un poste de 7,2 m. alumbra un bombillo. Un policia
de 1.80 m. de altura se aleja caminando desde el poste, a una velocidad de 48
m/min. ;Con qué velocidad crece su sombra?
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8. Se estaciona un bote en el muelle haldndolo con
una polea que estd a 16 pies encima de la
cubicrta del bote. Si la polea enrolla la cuerda a
razon de 48 pies/min, hallar la velocidad del
bote cuando quedan 20 pies de cuerda,

9. Una particula se mueve sobre la pardbola y = x>+ 6x. Hallar la posicién de la
particula cuando la razén de cambio de la coordenada y es 4 veces la razon de
cambio de la coordenada x.

10. Cada lado de un ftridngulo equildtero mide x cm. y aumenta a razén de 10
cm./min. ;Con que rapidez aumenta el drea del triangulo cuando x = 20 cm.?

11. Las dimensiones de un cilindro circular recto estan variando. En un cierto
instante, el radio y la altura son 8 cm. y 20 em., respectivamente. Si el volumen
permanece constante y el radio aumenta a razén de 3 cm./seg., hallar la variacion
de la altura en ese instante.

12. El gas de un globo esférico se escapa a razon de 360 pies®/min, Hallar:
a. La rapidez con que disminuye el radio en el instante en que éste es de 3 pies.

b. La rapidez con que disminuye el drea de la superficie en el instante en que el
radio es de 3 pies. Se sabe que el area de la superficie esférica es S = dnr2.

13. Sean V, S y 1 el volumen, el drea de la superficie y el radio de una esfera

\' 4
respectivamente. Probar que: (fi—t = %%?— .Sesabeque: V= 3 ar y §= 4nr?,

14. En cada uno de los extremos de un cilindro circular recto de radio r y altura h se
coloca una semiesfera de radio r. El radio aumenta a razén de 0,5 m/min. Si el
volumen permanece constante, hallar la razén de variacién de la altura en el
instanteenquer=4m.y h=6m,

15. Un avién vuela horizontalmente a una altura constante de 900 m. de altura y con
velocidad constante. La trayectoria pasa sobre una estacion de radar desde donde
el operador observa el avién. Cuando el angulo de inclinacién de la linea de

; y 1
observacion es de n/3, este 4ngulo esta cambiando a razén de a5 rad/seg. Hallar

la velocidad del avion.

16. En una planta de materiales de construccion una cinta
transportadora deposita arena en el piso a razén de 3
m>/min. La arena forma un cono cuyo diametro de la
base es 3 veces la altura. Hallar con que rapidez
cambia la altura del cono cuando ésta es de 2 m.
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17. Un tanque tiene 5 m. de largo. Su seccién transversal es

18.

19.

R en los extremos es V=% h(r?+R%?+rR)

20. Un campo de béisbol es un cuadrado de 90 pies de

un ftridgngulo rectingulo isdsceles. Se vierte agua al
tanque a razén de 15 m>/hora. ;Con qué rapidez sube el
nivel del agua cuando éste tiene 0,5 m. de profundidad?
Sugerencia: En un tridngulo rectdngulo isésceles, la
altura correspondiente al angulo recto es igual a la
mitad de la hipotenusa,

Una piscina tiene 50 m. de largo, 25 m. de
anche 'y su profundidad aumenta
uniformemente de 1,5 m. a 5,5 m. en una
distancia horizontal de 20 m., continuando
horizontalmente los 30 m. restantes, La
piscina se estd llenando a razén de 120 F===30 ====f==2p -=|

m>/hora. ;Con qué rapidez sube el nivel del
agua en ¢l instante en que éste estd a 3 m.
de la parte mas profunda?

Un tanque tiene la forma de un cono circular recto
truncado de 6 m. de altura, de 5 m. de radio mayor v 3
m. de radio menor. El tanque se estd desaguando a 6
razon de 16,97 m>/hora. Hallar la rapidez con que baja
el nivel del agua cuando éste tiene 4 m. El volumen V
de un cono circular recto truncado de altura h radios r y

Segunda

lado. Un jugador est4 corriendo de la primera base
a la segunda con una velocidad de 17 pies/seg.
Hallar la velocidad con que se acerca el jugador a Primera
la tercera base en el instante en que éste se i

encuentra a 60 pies de la primera base.

21. Un edificio de 60 m. proyecta su sombra sobre el piso horizontal. Mets

22,

El angulo que forman los rayos solares con el piso disminuye a
raz6n de 15° por hora. En determinado instante del dia la sombra

del edificio es de 80 m. Hallar la razén en que cambia la sombra en
ese instante.

Un avion se eleva con un dngulo de
inclinacién de 30" y a una velocidad
constante de 600 Km./hora. El avién pasa a
2 Km, por encima de un punto P en el suelo.
Hallar la razén de cambio de la distancia de
P al avién 1 minuto més tarde. Sugerencia:

ley de los cosenos, d% =a® + b? — 2ab cos a.
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23.

24,

25.

26.

27,

28.
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Una escalera de 13 m. de longitud estd apoyada

sobre un talud inclinado a 60° respecto de la
horizontal. La base es empujada hacia el talud a
razén de 2,9 m/seg. Hallar la rapidez con que se
desplaza el extremo superior de la escalera cuando
la base estd a 5 m. del talud. Sugerencia: Ver la ley
de los cosenos en el problema anterior.

Un faro esta situado a 2 Km. de una playa recta y su luz gira a razon de 2
revoluciones por minuto. Hallar la rapidez con que se mueve el rayo de luz a lo
largo de la playa en el momento en que éste pasa por un punto situado a 1 Km.
del punto frente al faro,

Un bombille alumbra desde el extremo superior de un poste de 60 pies de altura.
Desde un punto situado a la misma altura se suelta una pelota de acero, cuya
trayectoria est4 a 20 pies de distancia del bombillo. Hallar la velocidad con que
se mueve la sombra 0,5 segundo después de soltarla. Recordar que la posicién

de la pelota, después de t segundos, es s = 1612,

Un policia de 6 pies de altura estd haciendo guardia

a 12 pies del punto P que estd directamente debajo 5
de una lampara que cuelga a 28 pies sobre el suelo.

La ldmpara comienza a caerse por lo cual la
sombra del policia comienza a crecer. Se sabe que

la longitud de la trayectoria de la linterna es s = 5
161 pies en t segundos. ;Con qué velocidad crece p 12 1
la sombra cuando t = 1?7

Ay = o’

28

Dos resistencias, R, y R,, estan conectadas en
paralelo, como indica la figura. Se sabe que la R,
resistencia total R es tal que:

R, cambia a razén de 0,5 ohms/seg y R, cambia a razén de 0,3 ohms/seg,
;{Coémo cambia R cuando R; =60 ohmsy R,= 80 ohms?

Sabiendo que un trozo de hielo esférico se derrite a una razén proporcional al
area de su superficie,
a. Probar que la razén con que se contrae su radio es constante.
b. Si, adem4s se sabe que después de una hora el hielo que queda es un 1/8 de
la cantidad inicial, hallar el tiempo que tardard en derretirse

e g . b dr
completamente. Sugerencia: Si r, es el radio inicial y It - k, entonces

r=kt+r,.
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SECCION 4.7
APROXIMACIONES LINEALES Y DIFERENCTALES

APROXIMACION LINEAL

Sea y = f{x) una funcion diferenciable en a. La recta tangente a la grafica de f
en el punto (a, f{a)) tiene por ecuacion:

L: y=fla)+ f'(a)(x-2) i

Comparando la grafica de f v la recta tangente
observamos que, para los x cercanos a a, los L
puntos  (x, f{x)) de la grafica de f estan proximos (@, f{2))

a los puntos (x, f{la) + f'(a)(x — a)) de la recta
tangente. Por consiguiente, para los puntos x =
proximos a a, se cumple que: <

f(x) ~ f(a) + '(a) (x —2) (1

A esta aproximacién se le llama aproximacién lineal o aproximacién
tangencial de f en a y la funcidn lineal

_ L(x) = f(a) + £'(a) (x - a) @)
es la lincarizacion de f en a.

EJEMPLO 1.] a. Hallar la linearizacién de la funcién f(x) = v/ x enx =4

b. Usar la linearizacidn encontrada para aproximar:
395 y 402
Solucion

a. Buscamos: L(x) =f{4) + '(4) (x — 4) . Se ticne:
1 1
2/x 2/

Luego, la linearizacion buscada es: L{x)=2+ %(x —-4)= % +1

f4)=v4=2 y f(x= = f'(4)=

& -

4.2)
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b. La aproximacion lineal es Vx = % + 1. Luego,
V394 = §§f +1=0985+1=1985

J2.02 = % +1=1,005+1=2,005

Mi calculadora dice que +f 3,94 = 1,984943324 y que 4 4,02 = 2,004993766

DIFERENCIALES

Sea y = f{x) una funcién diferenciable. Segun la notacidn de Leibniz, el
simbolo % representa a la derivada de y respecto a x. Ahora introducimos el
concepto de diferencial que dara significado propio tanto a dx como a dy en tal
forma que g}% pueda ser vista como un cociente de dy sobre dx.

Si Ax es cualquier incremento de x, enlonces

Ay = f(x +Ax) —1(x)  (3)

es el correspondiente incremento de y. Sabemos que

Lim Ay _ £'(x)
Ax—0 Ax ’
; & o Ay o s
Luego, si Ax es pequefio, la razon incremental o ¢s una aproximacion a la

derivada f'(x). Este hecho lo expresamos asi % ~ f{'(x).De aqui obtenemos:
X

Ay =~ 1'(x) Ax @)

Esta expresion nos dice que cuando Ax es pequefio, la expresion f'(x)AX esta

proximo al incremento de Ay. Por este motivo es conveniente fijar la atencion en
esta expresion. A continuacion le damos un nombre y nos ocupamos de ella.

[DEFINICION .| Sea y = f{x) una funcién diferenciable y Ax un incremento de x.

Llamaremos;

a, Diferencial de x, denotada por dx, es el incremento Ax. Esto es,
dx = Ax

b. Diferencial de y, denotada pordy o df, a
dy = {'(x)Ax =f"(x)dx

Notar que dy es funcién de dos variables, x y Ax.
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EJEMPLO2.| Si y=x" —2x"+x-+3, hallar

a. dy b. Evaluardycuandox=2 y dx=0,03
Solucién
a. dy= di(x3—2x2 x4+ Ddx = (3% —dx+1)dx
X

b. Cuando x=2 y dx=0,03, seticne
dy=[3(2) - 4(2)+ 110,03 = 015

[OBSERVACION. |Sien dy = f'(x) dx exigimos que dx # 0, podemos dividir

d
ambos lados por dx para obtener d—y = {'(x).Esto nos dice
X

d
que el simbolo d—y, que es la derivada de y respecto a x,
X

puede ser pensado como ¢l cociente de la diferencial dy entre
la diferencial dx.

REPRESENTACION GEOMETRICA DE LA DIFERENCIAL

La. fipura nos muestra una representacion geométrica de la diferencial.

Y

f{x + Ax)

y=1

Larecta PS eslarecta tangente al graficode y=f{x) enelpunto P=(x,y). La
pendiente de esta tangente es £'(x) . Por lo tanto,

RS = f'(x)dx = dy.

Por otro lado, G es el punto (x + Ax, f{x + Ax} )} y el segmento RG es igual a Ay.
Se ve que para dx = Ax pequefio se tiene nuevamente la expresion (4):

Ay ~ dy =1'(x} dx “)
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EJEMPLO 3.| Sea y=fix)= X+ 4x-3. Hallar, Ay, dy y Ay-dy

a, Para cualquier x y cualquier Ax

b.Para x =2 y dx=0,01
Solueion

a. Ay = fix+ Ax)—f(x) = (x+Ax)” +4(x +Ax) -3 — (x° +4x~3)

= 2xAx + 4Ax + (Ax)° = 2(x + 2)Ax + (Ax)?
dy= f'(x)dx =(2x+4)dx =2(x+2)dx

Ay -dy = (Ax)°

b. Si x =2, Ax=dx =0,01, reemplazando en (a), tenemos
Ay= 2(2+2)(0,01) + (0,01)° =0,08 + 0,0001 = 0,0801
dy = 2(2 +2)(0,01) = 0,08
Ay —dy = (0,01° = 0,0001.

APROXIMACION LINEAL EN TERMINOS DE LA DIFERENCIAL

Tenémos la aproximacion lineal:

f(x) = f(a) + f'(a) (x — a) 1)

Ahora queremos expresar esta formula en términos de la diferencial. Para esto,
hacemos x = a + Ax, demodo que Ax = x - a. Luego, reemplazando en (1)

obtenemos:
fla + Ax) = f{a) + f'(a)Ax, obicn fla+ Ax) =~ f(a) +dy

Por ultimo, cambiando a por x, sc tiene:

f(x + Ax) ~ f(x) +dy (5)

Esta formula también se puede obtener facilmente de las formulas (3) y (4). Sin
cmbargo, preferimos la deduccién que hemos hecho, porque ella nos indica que
ambas formulas, la (1) y la (5), expresan la misma aproximacion y, por lo tanto, las

dos nos conducen al mismao resultado.

EJEMPLO 4.| Usando diferenciales hallar un valor aproximado de ¥es.

Solucion

Consideremos la funcion y=fix)= ¥ x . Su diferencial es:
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1
dy = f'(x)dx = ——dx
3)&2”

Reemplazando estos valores en [a expresion (5) tenemos:

3Jx+Ax ~ {[;4“
3x

El niimero entero mds préximo a 635 que tiene raiz cubica exacta es 64. Luego,
haciendo x =64 y Ax=dx =1 en laexpresion anterior tenemos:

Y65 = Yeart = Y64 + ———(1) =4 + 35 ~ 40208333
364"

1
i dx

Se sabe que ¥ 65, con 7 cifras decimales, es 4,0207258. La aproximacién que
hemos encontrado es exacta hasta la tercera cifra decimal.

ESTIMACION DE ERRORES

La diferencial tiene aplicacién en la estimacion de los efectos causados por los
errores cometidos al medir ciertas magnitudes. Sea x la variable cuyo valor es
estimado con cierto error posible. Sea y = f(x) otra variable que es funcion de x.
Al calcular y = f{x) a partir de x también se cometera un error. Si el valor correcto
es x + dx, entonces el error de medicién es dx. Por otro fado, el valor correcto de
la variable y es f(x + dx), y el valor calculado con error es f(x). Luego, el error
cometido en la variable y, llamado el error de propagacion, es

Ay = fix + dx) - f{x).

En consecuencia, si el error dx es pequefio, que es lo esperado, el error Ay puede
ser aproximado por la diferencial dy = f'(x)dx . Esto es

Errordey = Ay= dy=f"(x) dx

No es igual cometer un error de 1 cm. al medir un metro que cometer el mismo
error al medir 10 metros. Para distinguir estas situaciones se define €l error relativo
y el error porcentual.

DEFINICION.| Si Ay es el error de y, entonces
Ay

1. El error relative de y es el cociente — = Q}I
'
A d
2. El error porcentual de y es 1002 ~ 100t
y



272 Capitulo 4. Otras Técnicas de Derivacion

En general, el valor exacto del error cometido no es conocido, ya que de serlo,
seria muy facil corregirlo. Lo comin es que se conozca un margen del error; es decir,
un numero £ >0 tal que

|dx| <e

EJEMPLO 5. Se ha encontrado un tumor en forma esférica en el cuerpo de cierta

persona. Se calculd que el radio del tumor es de 2 cm. con un
margen de error de 0,05 cm.
a. Estimar el margen de error al calcular el volumen del tumor.
b. Estimar el margen de error relativo,
c. Estimar el margen de error porcentual.
Solucién

a. El volumen de una esfera de radio r esta dado por
V= %m’3 y,por tanto,  dV =dar’dr
El margen de error al medir el radio es 0,05 cm. Luego,
|dr| £ 005 y |AV|= |dV{ =] 4nr¥dr| < 4m(2)%(0,05) ~2,51 cm’

Esto es, una estimacién del margen de error al calcular el volumen con los datos
dados es 2,51 ecm’.

2
g |20 O o R - 0,075
v v

3)dr | _ 005
T
(4/3)nc’ 2

¢

¢ | 100% ~ | IOOdTV < 1000,075) = 7,5%

[TEOREMA 4.7] Siu y v son funciones diferenciables de X y ¢ es una constante,

entonces
1. de=10 2. d(cu) = cdu
3. d{u £ v) =du £ dv 4. d(uv) = udv+vdu
5. d(%) < Yl-wey 6. du™ = mu"lgu

v
Demostracion

Cada una de estas igualdades viene de las correspondientes formulas de
derivacion, Aqui probaremos (4) y (5), dejando las otras como ejercicio para el
lector.

4. Sabemos por definicion que:
du = -d—udx y dv = od dx
dx dx
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Por otro lado, por la regla de la derivada de un producto, sabemos que:

d, . dv _ du
E(uv) g t Viax
Luego,
d d
d{uv) = ( uﬁ +v -g% Jx =u a& dx + v%dx =udv +vdu
5. Porregla de la derivada de un cociente sabemos que:
i[}l)= dx dx
dx\ v v2
Luego,
\rgli—uﬂ vgdx —uﬁdx
[u] dx dx . . dx dx  _ vdu — udv
d|—|= e dx = =
¥ v v? v?
er
EJEMPLO 6.| Hallar dy si y =
x% +1
Solucion

(x2+1)d(e?*) - eZ¥d(x2 +1)

dy (pors)
(x2+1)?
(x? +1)(2e™dx) - e?*(2xdx) _ 2e2"(x2—x+1)dx
(x2+ 12 (x2+1)2

PROBLEMAS RESUELTOS 4.7

[PROBLEMAL] Hallardy si y +3xy+x =4

Solucién

Aplicando las propiedades de la diferencial enunciadas en el teorema 4.7 tenemos:
diy’ ) +dGxy) +d(x%) = d(@) = 3y’dy + 3xdy+3ydx+3x°dx = 0 =

2
X +ydx

3y’ +x)dy = -3 +y)dx = dy =-
Y +X
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[PROBLEMA 2.] Sea A el 4rea de un cuadrado cuyo lado mide x. Esto es, A = x2
a. Hallar AA, dA y AA-dA
b. Mostrar graficamentea A, AA, dA y AA-dA

Solucién
L X 2 2
A, AA=(x+dx)"~ x* = 2xdx + (dx)
dA=2xdx, AA-dA=(dx)
b. Dibujemos los cuadrados de lados x y (x+ dx).

Las 4reas de los rectdngulos formados son:

Ry=xdx,Ry=xdx y Ry = (dx)°
Luego,

AA =2xdx+ (dx)® = R;+Ry+R3

dA =2xdx=xdxt+xdx = Ry + Ry
AA —dA = Rj

[PROBLEMA 3.| Aproximar el valor de senz[% + o,os) mediante:

a, Aproximacion lineal  b. Aproximacion con la diferencial.
Solucién

Sea f(x) = sen’x. Se tiene que:
fin/d ) =sen’ (w4 )= (V2/2)2 =172

fi(x)=2senxcosx=sen2x = f'(n/4) =sen(2n/d4 y=sen(n2)=1
a. Sabemos que: f(x) = f(a) + f'(a) (x — a). Tomando a= % se tiene:
fix)=f(n/d }y+ f'(n/4)(x—n/d) =% + I{x—-n/d)
Luego, la aproximacién lineal de f(x) = sen’xen a= % es:
2 l =
senN'X & X+———
2 4
Ahora, parax = g— + 0.08, se tiene:

sen[ Z+008|~ ([ Z+o008]+ L% =1 o08-0508
3 4 2 3
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b. Sabemos que: f(x + Ax) = f{x) +dy =f(x) + f'(x)dx.
Luego, parax= % y dx=Ax=0,08 se tiene:
1
f(rid +AX) = f/4)+ f'(n/4)dx =E+ 1{0,08 ) =

senl(% i 0,08} ~ %* 1{0,08 ) =0,508

[PROBLEMA 4.] Se quiere calcular el volumen de un cubo a partir de su arista en
tal forma que el margen de error sea de 6 %. Estimar el margen de
error porcentual con que debe medirse la arista.

Solucidn

Si V es volumen del cubo y x es la arista, entonces

B " dv _ 3xPdx _ dx
V—x, dV = 3x"dx y v —T—Bx
Luego,
\100% <6= \100(39"-N 6$|100—|52
X

Por tanto, el margen de error porcentual de la arista debe ser de 2 %

[PROBLEMA 3.| El periodo de un péndulo es el tiempo que demora para dar una
oscilacion completa y este viene dado por

T=2RF
g

donde L es la longitud del péndulo, g es la aceleracion de la
gravedad y T se mide en segundos. El péndulo de un reloj, debido
al calor, se ha dilatado y su longitud ha aumentado 0, 4 %.

a. Calcular el porcentaje aproximado del cambio del periodo.

b. Calcular el error aproximado del reloj en un dia.

Solucién

a. Nos dicen que: IOOd—:- ={0,4. Ademas:

T=2HE= jlg\/_:nn j"_(;;‘_%édj?
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dT ndl/Jg VL dL [ dL

100 =100 —"-T=—== 100 100 —J— %(0'4): 0,2 %

27‘[\{_,'.\/_ Z

b. En cada segundo, el reloj tiene un error aproximado del 0,2 %, o sea, de 0,002
segundos. Luego, en un dia, el error aproximado es de:
24(60(60)(0,002) = 172, 8 segundos = 2,88 minutos

PROBLEMAS PROPUESTOS 4.7

En los problemas del 1 al 3 hallar: a. Ay, b, dy c. Ay — dy
l.y:xz-l Z.y:ex J.y=Inx

En los problemas del 4y 5 calcular: a, Ay b.dy ec. Ay —dy, paralos valores
dex y dx dados.

4y =x>—4x, x=-1, dx=0,03 5.y=107, x=1, dx=-0,01

En los problemas del 6 al 9 se proporcionan aproximaciones lineales de la
funciones dadas en a = 0. Verificar que estas aproximaciones son correctas.

6. \/' X+ z\/_ fx 7. senx=X

X
8. tanx=X 9. e =1+x

En los problemas del 10 al 15 hallar dy

2
10. y=e X 1. y=+1-x2 2. y=3 3 %l

x+1

13. x2+y% =25 4. x2+2fxy-y? = 15. y= Jj—\/‘

16. Probar que para valores pequefios de | Ax | se cumple que

Yx+ax =~ Yx+ _—nAx ]
nvx"~

En los problemas del 16 al 21 hallar un valor aproximado de la expresion
indicada.

17. /80 18. ¥82 19. ¥ 218

20. J2 + 3382 21, tan~(e"%%) 22, In 1,07
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23. Aproximar el valor de cos* (n74 + 0,01)

: o P 1 b
24. Aproximar el valor de sen( 60° 1’ }. Sugerencia: 60° 1 3 + 60( T )
25. Un cubo de metal tiene 12 cm. de arista. La arista aumenta en 0,2 cm.
a. Aproximar con la diferencial el incremento del volumen.
b. Hallar el valor exacto del incremento.
c. Aproximar con la diferencial el incremento del drea total.
d. Hallar el incremento exacto del area total.

26. Se tiene un tubo de hierro de 8 m. de largo, 6 cm. de radio y 0,4 cm. de espesor.
Usando la diferencial aproximar el volumen de hierro del tubo. El volumen de un

cilindro circular rectoes V = nrzh, donde res €l radio y h la altura.

27. Se quiere calcular el drea A de una esfera a partir del radio r mediante la formula
A =4nr" yen tal forma que el margen de error sea de 5 %. Estimar el margen
de error porcentual con que debe medirse el radio.

28. Al medir el radio de una esfera se obtiene 4m. Esta medida es segura hasta 0,01 m.
a. Estimar el margen de error al calcular el volumen de la esfera.
b. Estimar el margen de error porcentual.

29, Al medir una circunferencia mayor de una esfera se obtiene 72 cm. con un margen
de crror de 0,5 cm.
a. Estimar el margen de error al calcular el drea de la esfera. A= 4mr?
b. Estimar el margen de error relativo al calcular el area.
¢. Estimar el margen de error al calcular €l volumen de la esfera. V= (4/3)111'3
d. Estimar el margen de error relativo al calcular el volumen.
Sugerencia: C=2nr y dC=2ndr

30, Un cateto de un triangulo rectangulo mide exactamente 30 cm. Al medir el angulo
opuesto a este cateto se obtiene 60°, con un margen de error de 0,5 °.
a. Estimar el margen de error al calcular la hipotenusa.
b. Estimar el margen de error porcentual al calcular la hipotenusa.

31. Se estima que el proximo mes, se venderan 8.000 unidades de cierto producto,
Esta estimacion tiene un margen de error de 3%. La funcidn ganancia es

G(x) = 5x - 0,0002 x> délares,
donde x es el mimero de unidades vendidas por mes.

a. Calcular la ganancia que dejaran los 8.000 articulos

b. Estimar el margen de error de la ganancia con el célculo anterior.
¢. Estimar el margen de error relativo,

d. Estimar el margen de error porcentual.
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BREVE HISTORIA DE LA FAMILIA BERNOULLI

La familia Bernoulli es caso extraordinario y unico en la Historia de la
Matemqtica. Ella aporté a la ciencia alrededor de una docena de brillantes
matemdticos de primera linea, a lo largo de tres generaciones. La disnatia se levanid
sobre dos columnas, configuradas por los hermanos Jacob y Johann, quienes fueron
los mis distinguidos seguidores de Ligsniz en la linea de Cdlculo. Son hijos de
Nicolaus Bernoulli, un comerciante de Basilea, Suiza.

Jacob tuvo la citedra de Matemdticas y Fisica en la Universidad de Basilea, desde
1.687 hasta su muerte. Johann aprendio  Matemadticas guiado por Jacob, quien era
12 arios mayor. En 1.695, a Johann le ofrecieron y acepté la citedra de Matemdticas
en la universidad de Groningen (Holanda), donde estuvo hasta el ario 1.705. Regresé
a Basilea y ocupd la citedra que quedd vacante a la muerte de Jacob. Su hijos
Nicolds y Daniel fueron amigos de Leonardo Euler, con quien, cuando jovenes,
recibian clases de matemdticas de Johann.

E! apellido Bernoulli aparece, con frecuencia, ligado a muchos resultados claves de
las Matemiditicas, Asi, en el estudio de las curvas enicontramos la Lemniscata de
Bernoulli; en las ecuaciones diferenciales, la ecuacién de Bernoulli; en la teoria de
series, Los ndimeros de Bernoulli, etc. Estos y ofros resultados no son
contribuciones de un solo hombre, sino de varios miembros de la familia Bernoulli.

ARBOL GENEALOGICO (Matemiitico) DE LA FAMILIA BERNOULLI

Nicolaus Sinior
(1.623-1.708)

| | i
Jacob I Nicolaus 1 Johann i
(1.654-1.705) (1.623-1.708) (1.654-1.705)
.
[ | l
Nicolaus I  Nicolauns I1] Daniel Johann I
(1.687-1.759)  (1.695~1.726) (1.700-1.782)  (L.710-1.790)

[ | 1
Johann IIT  Daniel I1 Jacob IT
(1.746-1.807)  (1.751-1.834) (1.759-1.789)

Jacob I Johann I Daniel [ Johann III
(1.654-1.705) (1.667-1.748) (1.700-1.782) (1.746-1.807)
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G.F. A.
MARQUES DE L’HOPITAL
(1.661 — 1.704)

Guillaume Frangois Aantoiene Marqués de L'Hépital nacié en Paris el
aio 1.661, dentro de una familia noble y acomodada. Cuando joven pretendio hacer
una carrera militar. Debido a su corta vision tuvo que abandonar su pretension,
para dedicarse a la Matemdtica. Fue discipulo y amigo de un famoso matemdtico de
aquella época, el suizo Johann Bernoulli (1.667-1.748). En 1.692 publico el primer
libro de cdlculo de la historia: “Analyse des Infiniment petit” (Andlisis de los
infinitamente pequesios). En este texto aparece un método para calcular el limite de
un cociente donde ambos limites, numerador y denominador, son nulos. Este
método lo ha hecho famoso gracias a que le dieron el nombre de “Regla de
L’Hépital”, |. Bernoulli sostuvo que él fue el creador de esta famosa regla. La
veracidad de esta afirmacion recién fue comprobada en 1.922, cuando en la
biblioteca de Berna se encontro el texto del curso de Cdlculo que dictaba Bernoulls,
en el cual aparece la regla.

ACONTECIMIENTOS IMPORTANTES

Durante la vida de L'Hépital, en América y en el mundo hispano sucedieron los
siguienltes hechos notables: La poetisa mejicana Sor Inés de la Cruz (1.651-1.695)
publica sus obras poéticas, obras que fueron fuertemente influenciadas por el
Gongorismo. En 1.664, los ingleses, bajo el mando del duque de York, toman Nueva
Amsterdam y le cambian el nombre a Nueva York. En 1.671 el pirata inglés Henry
Morgan saquea e incendin la ciudad de Panamd. En 1.682 el cudquero Willian Penn
funda Pensilvania. Ese mismo afio, el francés Robert Cavalier de la Salle llega a In
desembocadura del rio Misisipi, tomd posesion de la regidn y la nomnbrd Luistana, en
honor a su rey, Luis XIV.
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SECCION 5.1
MAXIMOS Y MINIMOS

Las distintas actividades a que se dedica el hombre le plantean continuamente
problemas de optimizaciéon. El comerciante busca maximizar sus ganancias; el
industrial busca minimizar sus costos de produccidn, un conductor cualquiera, casi
siempre, busca la distancia o el tiempo minimo de recorrido, etc. Algunos de estos
problemas se reducen a encontrar el valor madximo o el valor minimo de unna
funcidén. Tales problemas son llamados problemas de optimizacién.

EXTREMOS ABSOLUTOS

[DEFIN!CION. | Sea ¢ un punto del dominio de la funcidn f. Diremos que:
a. f(c) es el valor miximo de f, el maximo absoluto de f o,
simplemente, el maximo de £, si

fic) = f(x), Vx e Dom(f).

b. f(c} es el valor minimo de f, ¢l minimo absoluto de f o,
simplemente, el minimo de f; si

f(c) < f(x), ¥x e Dom(f).
¢. f(¢) es un valer extremo de f si f{c) es un maximo o un
minimo.
EJEMPLO 1

a, El maximo f{x)=cosx es 1 y el minimo es ~1. Estos valores son alcanzados

infinitas veces. En efecto: cos 2nrt =1 y cos (2n + 1)r = —1 para todo entero n.
Y

b. EI minimo de g(x) = Jx que es g{0) = J 0= 0; pero g no tiene maximo.

7

¢. El miximo de h(x) = 1-x“ es h(0) = 1; pero h no tiene minimo.

d. La funcion f{x) = % 1o tiene maximo ni minimo.

Y Y
X
=% N
(s 1
gx)=vx h(x) = 1-x* f)=
Max = no tiene, Min =0 Max =1, Min = ne tiene Max = no tiene, Min = no tiene
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Los ejemplos anteriores nos muestran que algunas funciones tienen los dos
valores extremos, otras sélo uno y otras, ninguno. Necesitamos algunos criterios
que nos aseguren la existencia de extremos. Aqui tenemos uno de los mads
simples, conocido con el nombre de teorema del valor extremo. La demostracion
de éste no estd al alcance de nuestto texto, por lo cual la omitimos.

[TEOREMA 5.1] Teorema del valor extremo.

Si f es una funcién continua en un intervalo cerrado |a, b],
entonces f tiene maximo y minimo en [a, b]; es decir existen
dos puntos ¢ y d en el intervalo [a, b] tales que f{c) es el valor
maximo y f(d) es el valor minimo de f.

EJEMPLO 2. | El siguiente grafico es el de una funcién continua f en el

intervalo cerrado [a, b]. Determinar su maximo y su minimo.

Yt 5

No hay tangente

f(b)

c"—-—_—--——-

L

Solucion

El punto mas alto del grafico es el punto F y el mas bajo es el punto C. Luego, el
maximo de fes f(b) y el minimo es f(c,).

EJEMPLO 3 .| Hallar una funcién, con dominio un intervalo cerrado, que no

tenga maximo. Y :

Solucidn
X, si0<x<2

fix) =

, 512« x<4
x_

Dom(f) = [0, 4] f no tiene maximo. Observar que
f no cumple la hipétesis del teorema del valor
extremno, va fes discontinua en 2.
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EXTREMOS RELATIVOS

En grifico dcl ejemplo 2, los puntos B y D son tales que, aunque no son los mas
altos del grafico, son los mas altos comparados con los puntos vecinos.
Anilogamente, los puntos C y E son los mas bajos de su vecindario. Esta
observacion nos lleva al concepto de extremos locales o exiremos relativos.

DEFINICION. | Sea ¢ un punto del dominio de la funcién f. Diremos que:

a. f(c) es un miximo local o un maximo relativo de f, si existe
un intervalo abierto [ que contiene a ¢ y se cumple que

fc) 2 f(x), vxel

b. f{c) es un minimo lecal o un minimo relativo de f, si existe
un intervalo abierto I que contiene a c y se cumple que:
f(e) < f(x), vxel.

c. f{c) es un extremo local o un extreme relativo de f si f{c) es
un maximo local o un minimo local.

Observar que, de acuerdo a esta definicién, ¢ es un punto interior del intervalo
[a, b], o sea, sia<c <b. Observar también que si f{c) es un extremo absoluto en
un intervalo [a, b] v si a <c <b. entonces f{c) también es un extremo local. Esto
no sucede si f{a) o f{b) es un extremo absoluto.

Observando los puntos B, C, D, y E la grafica del ejemplo 2, que corresponden
a extremaos locales, se puede conjeturar que las rectas tangentes en estos puntos son
horizontales (pendiente nula) o que no tienen rectas tangentes (la derivada no
existe). A continnacion formalizamos y demostramos esta conjetura.

| DEFINICION. | Un ntimero critico de una funcién f es un nimero ¢ en el
dominio de ftal que f'(¢)=0 o f'(c) no existe.
En este caso, el punto (¢, f(c)) es un punto ecritico.

[TEOREMA 5. 2| Teorema de Fermat
Si f tiene un extremo local en ¢, entonces ¢ es un niimero
critico.

Demostracion

Si f'(c) no existe, el teorema se cumple. Supongamos que f'(c) existe. Debemos
probar que f'(c) =0
Caso 1. f(c) es miximo local

Como existe {'(c), debemos tener que:
Lim fle+h) —flc) _ Lim fle+h) - f(c)
h—0* h h—0~ h 1)

Por ser f{c) un maximo local, existe un intervalo abierto I que contiene a c
tal que para los ¢ + h que estan en el intervalo I, se cumple:

f'{c) =
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flc+h)<flc) y,portanto, flc+h)-flc)<0 (2)

Luego, para h > 0 se tiene:
flc + hhl - flc) <p = Lim f(c+h) - f(c) B
h—0" h
Ahora, para h <0, tomando en cuenta ( 2 ), se tiene
flc + h) — f(c) S Lim f(c+h) = f(c)
T =0 =2 e g
h—0 h
De (1), (3) ¥ (4) obtenemos que f'(c) =0.

=20

Caso 2. f(c) es minimo local.

Sea g(x) = — f(x). Como f{c) es un valor minimo de f, entonces g(c) = — f{c)
es maximo de g. Por el caso 1, g'(c)=0. Portanto, f'(c) =-g'(c) =-0=0.

[OBSERVACION. | La proposicién reciproca al teorema de Teorema de Fermat
no es cierta. En efecto, los siguientes dos ejemplos son
contraejemplos.

EJEMPLO 4. | Sea la funcién: f{x) = x’ .Demostrar que 0 es numero critico.

Observar que f(0})=0 no es un extremo local,
Solucién 2k
=3 = rO=0

Luego 0 es numero critico de f. g

Mirando el grafico se ve que fno tiene un extremo local en 0.

EJEMPLO 5.| Hallar los nameros criticos de la funcion
fix)= 3‘\} %2 =2

Solucion

Hallemos la derivada de

Y
fix)=3% x2 —2x = fx) =302 - 208 = \i . /
x-1 0 : 2 X

wxy = Lix2 _ oY 2Bloy 9y~ 2 X1
f'(x) 3(x 2x) “(2x - 2) YT ]M

Ahora,

f'ix) =0 & x-1=0 = x=1
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Ademas, vemos que f'(x) no esta definida en x=0 ni en x=2. Luego, los
numeros criticos de fson 1,0 y 2.

Observar en el grifico que f{1) = 1 es un minimo local (y absoluto). Sin
embargo, ni f{0) =0 ni f{2) = 0 son extremos locales.

ESTRATEGIA PARA HALLAR LOS VALORES EXTREMOS EN
INTERVALOS CERRADOS FINITOS

De los dos teoremas anteriores obtenemos la siguiente estrategia para hallar los
valores extremos de una funcién continua f en un intervalo cerrado [a, b].

Paso 1. Hallar los puntos criticos de f en el intervalo [a, b].
Paso 2. Evaluar fen a, en b y en los puntos criticos.
El mayor de los valores del paso 2 es el maximo; y el menor, es ¢l minimo.
EJEMPLQO 6. | Hallar los extremos absolutos de la siguiente funcién en el
intervale [1, 9]

x3
fix) = 5 4x% ¢ 12x + 3

Solucién

Paso 1. Hallar los puntos criticos de f en el intervalo [1, 9]:
f'(x)=x>-8x+12=(x - 2)(x— 6)
f'{ix) =0 <& (x-2)(x-6)=0& x=2 6 x=6

Por tanto, los puntos criticos de fson 2 y 6 y ambos estdnen [1, 9]

Paso 2. Evaluamos f en la frontera de Y
{1, 9] y en los puntos criticos. 30 1

_ P 2 L4
f1)= - 40P +1AD+3= =,

{2, 30}

3
f(9) :% — 49)* +12(9) +3 =30

2 41 {2,41/3)
f2)="—— 422+ 12()+3=—,
3 3 R
63 !
f(6)=T— 4(6Y + 12(6) +3 =3 ;
3+

Luego, el maximo es f{9) = 30 y el
minimo, f{6) = 3.
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EJEMPLO 7.| Hallar los extremos de la siguiente funcién en el intervalo [0, 4]
g0 =3~ (x-3)?

Paso 1. Hallemos los puntos criticos de g en el intervalo [0, 4]:
g0 =3-(x-3"" = g =- % -3 =
2 ¥ &
R x-3

Solucién

gx)=-

3.3

g' noestd definidaenx =3 yno se
anula en ninglin punto. Luego, g tiene
un lnico punto critico que es 3 y éste
esta en el intervalo [0, 4].

Paso 2. Evaluamos g en [a frontera de [0, 4]
y en los puntos criticos:

g(0)= 3 - 31/(0—3)2 =3-39=0919
e@=3-3Y(4-3)2=3-1=2
g)=3-(3-32 =13

Luego, el maximo es g (3) =3 y el minimo, g(0)=3 - o = 0,9199.

PROBLEMAS PROPUESTOS 5.1

En los problemas del 1 al 8 graficar la funcion y, solamente observando el
grdfico, determinar el mdximo y minimo absolutes. Para graficar, usar las
técnicas de traslacion y reflexion, explicadas en la seccion 1.1.

1. f{x)=4—x2 2. g)=|2-x|-1 3. h(x)=|4 - x?|

4. fixy= —x3-2 5.g(x) = x—l_f,en(l,.’i) 6. g(x) = i,en[4/3,3]

2-x,5ix<1 e*, six<l

,en[-1,2]
4-—x2,six21

7. h(x) = { en {4, 4] 8. flx)= {

Inx, six>1’

En los problemas del 9 al 14 hallar los niumeros criticos de la funcién dada
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9. f(x) =x(3x - 8)*®  10. g(x)= x +senx 11. h(x)= |x’- 8|
12. f{x) = [x:[l 13. hix)=xe * 14. g(x)= sen’x +cos x, en [-1, 2x)

En los problemas del 15 al 22 determinar el mdximo y el minimo absolutos de
la funcidn en el intervalo cerrado indicado.

X X
15, 88 =75, enlld] 16. )= 57 en [-2,3]
17.8) =tanx—x en [5 5] 18. f{x) = 1 = (x - 3) en [-5, 4]
T T 2
19.1(x)=senx +cosx en [——2-5] 20. f(x) =cos"x + senx en [0,n]
-x In x
21. g(x)=e "senx en [0, 2n] 22.f(x):—7 en[1, e]
X

23, Probar que la funcidén cuadratica
fix) =ax’+bx+ c,ax0,
tiene exactamente un numero critico en R.
24, Probar que la funcion cuibica
f(.‘n):ax'w‘*rln:2 +cx+d,a=0,

puede tener dos, uno o ningin nimero critico en R . Sugerencia: ;Cuéntas
raices puede tener una ecuacion de segundo grado?

25. Probar que un polinomio de grado n puede tener a lo mis n — I mimeros
criticos en R.

SECCION 5.2
TEORMA DEL VALOR MEDIO

DEFINICION. | Sea { una funcién. Diremos que:

a, f es diferenciable en un intervalo abierto (a, b) si f es
diferenciable en todo punto de (a, b). Esto es,
If'(x),Vxe(ah)
b. f es diferenciable en un intervalo cerrado [a, b] si f es
diferenciable en el intervalo abierto (a, b) y tiene derivada por
la derecha en a y por la izquierda en b,
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Por supuesto, también se tiene diferenciabilidad en un intervalo semiabierto, la
cual se define de manera obvia.

Es facil ver, que si f es diferenciable en un intervalo I, fes continuaen L.

[ TEOREMA 5.3| Teorema de Rolle.
Si fes una funcién que cumple:

1. fes continua en el intervalo cerrado [a, b].
2. fes diferenciable en el intervalo abierto (a, b).
3. f{a)=f(b)

Entonces 3 ¢ € (a2, b) tal que f'(e)=0.

Y f'(c,)=0

Demostracion
Sea f{a) =f{b)=k
Caso 1. fes la funcién constante f{x) = [(a) = f{b) =k, ¥x e [a, b].
En este caso, tenemos que f'(x} = 0, ¥x e (a, b). Por tanto, cualquier
niimero ¢ € (a, b) cumple con f'(c) = 0.
Caso 2. f no es constante. Luego, exisle x, € [a, b] tal que f(x,) # k.
Como f es continua en el intervalo cerrado [a, b], por el teorema del
valor extremo, f tiene maximo y minimo en [a, b].
Si f{x,) > k y f{c,) es el méximo de f en [a, b], entonces f'(c;) =0y

flc) = f(x,) > 0. Luego, ¢, #ay ¢, # by, por tanto, ¢; € (a, b).

Si f{x,) < 0 v f(c,) es el minimo de fen {a, b], entonces f'(cy) =0 y
f{c;) <f(x,) <0.Luego,c:#ay c; #by, portanto, ¢; € (a, b).

Michel Rolle (1.652-1.719). Matemdtico francés. Inicialmente, trabajo en Paris
en un modesto empleo de escribano de notarias. En 1.699 fue electo como
miembro de la Real Academia de Ciencias. Hizo contribuciones al Algebra y a la
Geometria. Pero es mds conocido por el teorema que whora leva su nombre, el
cual aparecio en su libro Traité d’algébra publicado en 1.690.
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|TEOREMA 5.4| Teorema del Valor Medio (de Lagrange)

Sea f una funcidn tal que:
1. fes continua en el intervalo cerrado [a, b].
2. f es diferenciable en el intervalo abierto (a, b)
Entonces 3 ¢ e (a, b) tal que:

f(b) - f(a)

f(b) — f(a) =f"(c)}(b—a) obien f'(c)= -
~-a

Geomeétricamente, este teorema nos dice lo siguiente:

La recta secante que pasa por los puntos Py = (a, f(a)) y P> = (b, f{b)) tiene por

. b) — f(a ,
pendiente m = K_ﬁ_l v la pendiente de la recta tangente en el punto

(c, f(c)) es f'(c).

Luego, el teorema dice que, si el grafico de una funcion continua tiene una
tangente en cada punto entre a y b, entonces existe por o menos un centrea y b,
tal que la recta tangente en el punto (c, f{c)) es paralela a la recta secante.

Y -
(b, 1(b))
(a, f(a))

=
-

a c
Demostracion

La recta que pasa por P, =(a, f{a)) y Py = (b, f(b)) ticne por ecuacion

f(b) — fla)
y=fla) + e S (x—a)

Introducimos la nueva funcion

fib) — f{
800 = 0~ f(e) ~ o=y _y,

que es la diferencia entre |a funcidn f'y la recta anterior,

Veamos que g satisface las hipétesis del teorema de Rolle:

1. La funcién g es continua en [a, b], ya que g es la suma de dos funciones
continuas en [a, b], que son f v el polinomio

b) — f{
pe9 = - fla) - AT gy,
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2. La funcion g es diferenciable en (a, b), ya que f y el polinomio p(x) también lo

son. Ademas,

b) — fi
0 = P - 1212

b) —
3. g(a) = f(a)—f(a) - E‘-bL_g‘al(a—a) =0

fitb) -
Bb) = fib) - (a) ~ "2 (b 2) =0

(1)

Las hipdtesis del teorema de Rolle se han cumplido, luego, 3 ¢ € (a, b) tal que

ge)=10
Sien (1) tomamos x = ¢, obtenemos

—f{b
geo) = fig -0

De(2) v (3) se ;iene

2

3

f'(e) - Ll 0 = f(b)-fa)= f'(cb-a)

b-a

Joseph Louis Lagrange (1.736—1.813) Nacié en Turin
(Italia), pero de ascendencia francesa. Es uno de los
dos matemdticos mds notables del siglo XVIHi. El ofro
es Leonardo Euler. A los 19 afios creo el Cilculo de
Variaciones.. Sucedid a Euler en la direccion de la
Academia de Ciencias de Berlin. En Paris fue
nombrado  profesor  de las  recién  fundadas
instituciones: Escuela Normal y de la Escuela
Politécnica. Fue miembro de la comision que cred el
Sistema Métrico Decimal. En 1.778 publicé una de las
mds importantes de sus obras: Mecdnica Analitica.

EJEMPLO 1.} Hallar todos los nimeros ¢ que satisfacen la conclusion del

teorema del valor medio para la funcidn fix)=1+x+ x%—2x3

en el intervalo (-1, 1].
Solucion

En primer lugar vemos que la funcién f, per ser un polinomio, es continua y
diferenciable en todo R y, en particular, en el intervalo [-1, 1].

Nos piden encontrar los ¢ € (-1, 1) tales que:

s F) =D
fe) = = (1)
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Pero,
f-1)=3, 1) =1y f'(x) =1+2x-6x*

Luego, reemplazando estos valores en (1):

_fO-f¢=1
1=

= 24+2-6c2=0 =32 —c—-1=0 =

Tl 13 1+:/13

=-0434 =" ¢ ~ 0,768

f'(e) = 1+2¢—E;c2:'12;3

L1

X

Vemos que ambas raices estan en el intervalo (-1, 1).

En términos de velocidades, el teorema del valor media dice que la velocidad
promedio, en algin instante, coincide con la velocidad instantdnea. El siguiente
ejemplo ilustra esta situacidn.

Dos casetas policiales A y B distan entre si 147 Km. Un
automovil pasa por la caseta A a las 2 P. M. y por la caseta B
a las 3:30 P. M. Un oficial de transito de la caseta B, que sabfa
Cilculo, 1 e dijo al conductor: *“ Ciudadano, Ud. sabe que en
esta carretera la mixima velocidad permitida es 90 Km/h y
Ud. se excedis. Tengo que levantarle una infraccién”
Demuestre que el oficial tenia razén.

Solucion

Sea s = f{t) la funcién de desplazamiento del conductor, donde el tiempo lo

medimos en horas a partir de las 12 M. Suponemos que esta { es diferenciable.
Sabemos que la derivada f'(t) es la velocidad instantanea en el instante t.

La velocidad promedio del automévil en el recorrido comprendido entre las dos
casctas es:

f3.5) - f2) _ 147
390 1.5

=98 Km'h

Pero, por ¢l teorema del valor medio, existe un instante t,, entre las 2 P. M. y las
3:30 P. M. tal que:

£(3.5) - £(2)
35 =2
Luego, en el instante t, el conductor excedié la velocidad maxima permitida.

=f'(ty) = f'(to) =98 Km/h
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Una aplicacién importante, del teorema del valor medio es el siguiente
resultado, en el cual hablamos de un intervalo I. Este intervalo puede ser de
cualquier tipo: abierto, cerrado, semiabierto, infinito, etc.

]ﬁOREMA 5.5| Teorema de Ia Constante.

Sea funa funcion continua en un intervalo I,

f'x)=0,¥Vxel < fx)=C, Vxel,
donde C es una constante.

Demostracion

Una parte del teorema ya no es novedad. En efecto, ya sabemos que si f es una
funcion constante, entonces su derivada ' es la funcidn constante 0. Por tanto,
aboquémonos a probar la parte reciproca.

Sean x; y x, dos puntos cualesquiera del intervalo I tales que x; < x,.

Por hipdtesis f'(x) =0 para todo x € 1. En particular, f'(x) =0 para todo x
en [%;, X;]. Luego, f es diferenciable en [x;, X;] y por el teorema 5.1, f también
es continua en [x;, X;]. Se han satisfecho las hipétesis del teorema del valor
medio, luego existe ¢ = (X, X,) tal que

flxy) — f{x;) = £'(c)(x; — %)
Pero, f'(c)=0. Luego, fix)) - f(x;) = 0 = fixy) = fix,)

Como x; y X, son dos puntos cualesquiera de I, entonces f es constante en L.

EJEMPLO 4.| Demuestre que sen 'x + cos™'x = %
Solucion
Sea f{x)=sen'x + cos'x. Se tiene:
fi(x)= . 0

1 — =
\/ 1 -x2 \l f ™
Luego, por el teorema anterior, existe una constante C tal que f(x)=C.

Hallamos esta constante: Tomando x = 0 se tiene:

C=f{0)=sen”'0 + cos'0=m/2 + 0 =n/2
Luego, sen'x + cos™'x =n/2
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[TEOREMA 5.6 Teorema de la diferencia constante.

Scan f'y g dos funciones diferenciables en un intervalo L.

f'x)=g'x), Vxel, = f(x)=gx)+C,Vxel,
donde C es una constante.
Demostracion

Sca h(x)=fix) — g(x).

La funcién h es diferenciable en, yaque f y g lo son, Ademas,
W) =f'(x)-g'(x)=0, ¥xel

Luego, por el teorema anterior, existe una constante C tal que

h(x)=C, Vxel = fix)-g(x)=C, Vxel = flx)=gx)+C, Vxel.

En la linea del teorema de Rolle y del teorema del valor medio contamos con el
siguiente teorema, que generaliza los dos anteriores.

[ TEOREMA S.'J’] Teorema del valor medio de Cauchy.

Sea f y g dos funciones tal que:

1. f y g son continuas en el intervalo cerrado [a, b].

2. f y g son diferenciables en ¢l intervalo abierto (a, b)
Entonces 3 ¢ € (a, b) tal que:
(1(b) - f(a) ) g'(c) = (g(b) - g(2) ) £ '(c)

Si g(a) # g(b) , entonces la igualdad anterior puede escribirse asi:
I'te) _ f(b)-f(a)
g'(c) gb)-g@)

Demostracion

Ver el problema resuelto 9.

El teorema del valor medio es un caso particular del teorema de Cauchy. En
efecto, si en este ultimo teorema tomamos g(x) = x, tenemos que

g(b)—g(a) =b-a y glc)=1

Estas igualdades reemplazadas en la igualdad anterior nos da la igualdad del
teorema del valor medio.

EJEMPLO 3.| Hallar unc e (0, 1) que satisface ¢l teorema de Cauchy para

las funciones fix) =x" y g(x) = x° en el intervalo [0, 1].
Solucion
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Es evidente que f y g son continuas en [0, 1] y diferenciables en (0, 1). Ahora,
(£2)-1))g(©) = (e@-eM) @) = (2°-17)(3?)=(2°-1°) (20)
= 9’=14c=> c(9%c—14)=0 = c=0 6 c=14/9 =

c=14/9 (0e(0, 1))

PROBLEMAS RESUELTOS 5.2

[ﬁ%OBLEMAy Probar que la ecuacion X +3x-2=0 tiene exactamente
una raiz real.

Solucién

Sea f(x) = x> + 3x — 2. Esta funcion, por ser un polinomio, es diferenciable (y,
por tanto, continua) en todo R. Ademas,

f0)=-2 y f1)=2
Por el teorema del valor intermedio, existe un a en el intervalo [0, 1] tal que
fla)=0=>a’+3a-2=0 = acsunaraizde laecuacién x> + 3x-2=0

Ahora probamos que a es la Unica raiz. Procedemos por reduccion al absurdo.
Supongamos que b es otra raiz de la ecuacidn, Debemos tener que f{b) =0,

Supongamos que a < b. La funcién f satisface las hipotesis del teorema de
Rolle en el intervalo [a, b]. Luego, existe un ¢ en (a, b) tal que:

f'(c) =0 = 3¢?+3=0 = 3c?=-3 =>c?=-1
Pero la ultima igualdad es i mposible, ya que ¢? > 0. Esto d emuestra que no

existe tal b.

[PROBLEMA 2.| Usando el teorema de Rolle probar que un polinomio de grado 2

P(x)=ax2+bx+c, azl

tiene a lo mas dos raices reales.
Solucién

Procedemos por reduccion al absurdo. Supongamos que P(x) tiene tres raices
distintas. Sean éstas x|, X, v x3. Esdecir, P(x)=0, P(x;) =0 y P(x5)=0.

El polinomio satisface las hipdtesis del teorema de Rolle en cada uno de les
intervalos [x,, X;] ¥ [xa, x3]. Por tanto,
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ey e(x, %) ¥y 3 ¢ e (X, x;) talesque P'lc)) =0y P'(c;) = 0.

Esto significa que el polinomio P'(x) = 2ax + b ticne dos raices. Pero esto es
imposible, ya que P'(x) es un polinomio de primer grado y tiene una tnica raiz,
~b

uc egs X = q
4 2a

[PROBLEMA 3. Sia> 0, probar que el siguiente polinomio tiene, a lo més, una
raiz real.

+1

P =x""" +ax+b

Solucion
Supongamos que P(x) tiene 2 dos raices reales. Sean estas, x; y X ¥ que X; < Xa.
Se tiene que P{x,) =0 y P(x;) = 0. Por el teorema de Rolle, existe ¢ € (X, x2)
tal P'(c} = 0. Pero,

Px)=(2n+ 1x" +a ¥ P(x)=0,= x™=——"_  Esta ecuacitn,
2(n+1)

por ser a > 0, no tiene raices reales y por tanto, P'(c) = 0 es imposible. En
2ot}

consecuencia, P(x)=x + ax + b no puede tener dos raices reales.

[PROBLEMA 4.] Si fes diferenciable, f2) =-3 y 1< f"(x)<8si2<x<7,

probar que 2 <f(7) <37
Solucién

Aplicando ¢l teorema del valor medio a f en el intervalo [2, 7]: Existe ¢ € (2, 7)
tal que:

—-——f(?_; — ;(2) - = =9 ‘5' ) - hie = (5 =3+5r@) ()
Pero, 1< f'(c)<8 = 5<5f'(c) <40 (multiplicando por 5)
= 2<-3+5f(c) <37 {sumando —3)
= 2 <f{7)<37 (de(1))

[PROBLEMA 5. | Usando el teorema del valor medio probar que

senx<x, ¥x=20
Selucion

Casol. x=0
Para este caso, la desipualdad se cumple trivialmente: 0 =sen 0 <0.
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Caso 2. x> 0.
La funcién f{x) = sen x — x es diferenciable en todo R y, por tanto, es

diferenciable en el intervalo [0, x]. Por el teorema del valor medio, existe
un ¢ en el intervalo (0, x) tal que:

{{(x) - f{0) = f'(c) (x - 0) (1
Pero,
fix)=senx —-x, fl0)=sen0-0=0 y f'(c) =cosc —1
Ademas,
cosc -1<0 #3)

Reemplazando los valores de f{x), {0) y f'(c) en (1) y considerando (2):

senx —X —0=(cosc —1)x S0x = senx —X <0 =>senx <x

[PROBLEMA 6.} Probar que:
a. [tany - tanx| 2|y - x|, Vx, Vy en (~n/2, n/2)

b. [tany + tanx| 2 |y + x|, V%, Vy en (w2, n/2)
Solucidn
" a. Six=y, ladesigualdad se cumple trivialmente.

Supongamos que x <y. (Se procede en forma similar si y <x)

La funcidén f{(0) = tan O es diferenciable en (-n/2, 7/2). Luego, para X ey en
este intervalo, por el teorema del valor medio, existe ¢ € (x, y) tal que:

fly)—-f{x)= f(c)(y-x) = tany - tanx=seczc (y-x) =
]tany—tanx]='sec2c| ly-x| 2|y -x|, (secB21)

b. Six estd en (-7/2, n/2), —x también lo esta. Luego, por la parte a. reemplazando
X por —x y tomando en cuenta que funcion tangente es impar, se tiene:

[tany —tan(-x)| 2 |y - (-x) | = |tany + tanx| 2 |y +x]|

[PROBLEMA 7.| Sean ay b mimeros reales tales que 0 < a < b. Probar que:

L P e
b a a

Solucion
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Aplicando el teorema del valor medio a f{x) = In x en [a, b], tenemos:

Inb-lna _ ! 4onde a<c<b 1)
b-a c

(Inb—lna{_al; (de (1))

a a

[PROBLEMA 8.| Probar que:
3cos'x —cos'(3x - 4x) =, si |x|< %

Solucién
Derivamos la funcién: fx) =3 cos™'x — cos™/(3x — 4x%):
fr(x) = — 3 - 3 —-12x _ 3 3(1 —4x°%) @
: gl J|-(3x—4x3)2 Jiox? 1o 2t —16:5

Se verifica facilmente que 1 y ~1 son raices de 1 — 9x” + 24x* - 16x° . Usando
este resultado logramos la factorizacidn:

1-9 +24x* 216 = — (x= ) (x + 1)(1 = 8% + 165 ) = (1 = )( 1 - 4x% )2
Luego, regresando a (1):
2 2
0 -4b)  _ 3 3(1-4xY) @
J(1-xd)(1-4x2 2 Vi-x2 |1-4x2 v 1-x2

<x£% = xzs%::» 41 1-4x 20

f'(x)=- +

3
\{t—xz

Pero, |x|£%:’> -

1
2
= |I—4x2| 2 ]l

Ahora, regresando a (2):
31 —-4x%) 3 3 3

3
f'(x) =-— + = -+ =
1.[]—3(2 (I—4x2)\f t-x2 \H—x2 \jl—x2

En consecuencia, existe una constante C tal que f{x) = C. Pero




208 Capitulo 5. Aplicaciones de la Derivada

C= f{0)=3cos'0 —cos'0 = 3% - % S

Luego,
3cos 'x —cos'(3x - 4x2) =1

[PROBLEMA 9.] Teorema del valor medio de Cauchy
Sean fy g dos funciones tal que:

1. f y g son continuas en el intervalo cerrado [a, b].
2.f y g son diferenciables en el intervalo abierto (a, b)
Entonces 3 ¢ € {a, b) tal que:
(f(b) ~ f(a) ) g'(c) = (&(b) — g(a) ) £ '(c)
Solucién

Construimos una funcién que satisfaga las hipdtesis del teorema del valor
medio. Esta funcion es:

h(x) = (f{b) - f{a) ) g(x) — (&(b) - g(a) )(x) 1)

Como { y g soncontinuasen [a,b] y d iferenciablesen(a, b}, l1a funciéon h
también cumple estas propiedades. Luego, por el teorema del valor medio, existe
un c e (a, b) tal que:

h(b) — h(a) =h'(c)(b - a) )
Pero,
h(b} = ( f(b) — f{a) )g(b) ~ ( g(b) - g(a) )f(b) =~ f(a)g(b) + g(a)f(b)
h(a) = ( f(b) - f(a) )g(a) - ( g(b) — g(a) )f(a) = f{big(a) - g(b)f(a)
h'(x) = (fib) - fa) )g'(x) - (&(b) - g(a) }f '(x) 3)
Vemos que h(b) =h(a) y, por tanto, de (1) y (3) obtenemos:
h'{c}b—2a) =0 = h'(c)=0
= (f(b) - f(a) )g'(c) - (&(b) - g(a) )f '(c) =0
= (f(b) - fla) )g'tc) = (g(b) —g(a) )f '(c)
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PROBLEMAS PROPUESTOS 5.2

En los problemas del 1 al 4, verificar que la funcion dada satisface las
hipdtesis del teorema de Rolle en el intervalo indicado. Hallar todos los puntos c
que satisfacen la conclusion del teorema.

l.f(x)=x3—4x,[ﬂ, 2] 2.g(x)=senx +cosx—1, [0, 2x]
3. h(x) = 8x22 — x¥3, [0, 8] 4.6(x) = %x ~Jx, [0,4]
En los problemas del 5 al 10, verificar que la funcion dada safisface las

hipétesis del teorema del valor medio en el infervalo indicade. Hallar todos los
puntos ¢ que satisfacen la conclusion del tearema.

5. fx) = v1-x2, [1, 0] 6.g(x)=£+x,[l.2]

7. h(x)=2+ ¥x-1, [1,9] 8. f(x)=Ix ( 1+x%), [0, 1]

9, h(x) = In cos x, [0, /3] 10. g(x)=tan"'x, [-1, 1]

11. Probar que la ecuacién x>+ 10x+4 =0 tiene exactamente una raiz real
12, Sia> 0, probar que la ecnacién x> +ax—1=0 tiene exactamente una raiz

real.

13, Probar que x*+4x +b =0 tiene, a lo mas, dos raices reales.
Sugerencia: Si f{x )= x* + 4x + b. ;Cudntas raices tiene f'(x)=0?

14. Si a y b son constantes y n un natural, probar que la ecuacién
XM pax+b=0
tiene, a lo mas, tres raices reales.

Sugerencia: Sea f{x) = x*""! + ax + b. ;Cuantas raices reales tiene f'(x)=07?

15, Sia y b son constantes y n un natural, probar que la ecuacion
xM+ax+b=0
tiene, a lo mas, dos raices reales.

Sugerencia: Sea f(x) = x¥+ ax +b. ;Cuantas raices reales tiene f'(x)=10?
16. Probar que la ecuacién 3tan x + x> =2 tiene exactamente una raiz en [0, m/4].

17. Si P(x) = (x — 1){(x — 2)}{x — 3)(x — 4), probar que la ecuacién P'(x) = 0 tiene
tres raices reales.

18. Probar que un polinomio de grado 3 tiene a lo mas 3 raices reales. Sugerencia:
Suponga que tiene 4 raices y razone como en el problema resuelto 2.
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19. Probar que un polinomio de grado n tiene a lo mas n raices reales. Sugerencia:
Suponga que tiene n + 1 raices y razone como en el problema resuelto 3. No
olvides usar induccion.

20.Sig(1)=8y g'(x) =3 para todo x, jcudl es el menor valor posible que puede
tener g(5)?

21.Sean ayb reales y nunnatural talesque 0 <a<b y n> 1, Probar que:
na"_l(b -yl i % nbn_l(b -a)
Sugerencia: Aplicar el teorema del valor medio a f(x) = x" en [a, b]
22. Probar que € >1+x, ¥ x>0

23, a.Probar que para cualquier x> 1 existe ¢ € (1, x) tal que

e =0, 1

x -1 2.,/:

b. Usar la parte a. para probar que:

Jx < -;— =+ %, para todo x> 1
Sugerencia: Aplicar el teorema del valor medio a f(x) = Jx en [T
24. Sea g es impar y diferenciable en R. Demostrar que para todo real a > 0,

existe ¢ € (-a, a) tal que g'(c) = &a)
’ a

25. Usando el teorema del valor medio, probar que |senx — seny|<|x-y|.

26. Usando el teorema del valor medio, probar que | tan™'x — tan™' y | <|x-y]|.

27. Probar que: tan"'x + cot’'x =

| A

28. Probar que: 2sen”'x =cos™'( 1 - 28 ),parax 2 0.
Sugerencia: Sea f(x) =2 sen”'x —cos™'( 1 - 2x° ) y probar que f es constante:

f(x) = C. Luego, mostrar que C =0

-, six<—]
29, Probar que: 2 tan"'x + sen‘l[ = J= { i
1+x2 T, six=1

En los problemas del 30 al 32, verificar que la funcidn dada satisface las
hipdtesis del teorema del valor medio de Cauchy en el intervale indicado. Hallar
los puntos c que satisfacen la conclusién del teorema.

30. f(x)=senx, g(x)=cosx,en [0, w/2].

3. fx)=Inx, g(x)= ;](-, en[l, €] 32. fix)=e", g(x)= e, en [0, 1]

— —_—
e e
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SECCION 5.3

MONOTONIA, CONCAVIDAD Y CRITERIOS
PARA EXTREMOS LOCALES

Sea f una funcion y I un intervalo. Recordemos que:

1. f es creciente en el intervalo I si para cualquier par de puntos x;, X, de [ se
cumple que
X1 <% = f(x) <f(x,)
2. fes decreciente en el intervalo I si para cualquier par de puntos x;, X, delse
cumple que
X <X = f(X;) > 1(xz)

3. f es mondtona en el intervalo I si fes creciente o decreciente en I.

Contames con un criterio que nos permitira saber si una funcién es creciente o
decreciente, conociendo el signo de la derivada.

[TEOREMA 5.7| Criterio de Monotonia.

Sea funa funcidn continua en un intervalo I y diferenciable
en todo punto interior de L.

1. Si f'(x) > 0 en todo punto interior de I, entonces f es
creciente en 1.

2. Sif'(x) < & en todo punto interior de I, entonces f es
decreciente en I,
Demostracién

1. Seanx; y x, dos puntos cualesquiera de I. Supongamos que x; < x, Como
[x,, X5] estd contenido en el intervalo I, f es continua en [x;, x;] ¥ es
diferenciable en (x;, x,). Por el teorema del valor medio, existe ¢ en (x;, X5)
tal que:

f(x;) - fix)) = F(c) (X3 -x;).
Pero f'c) >0 y X, —-%; 0= f(x,)-fix))>0 = fix,)<f(x;)
Como x, y x, son dos puntos cualesquiera de I, se concluye que fes
creciente en [

2. Se procede como en 1.
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EJEMPLO 1. Probar que la funcion fix) = J; es creciente en todo su

dominio.
Solucion

El dominio de { es el intervale [0, 4o0), enel
cual f es continua. Ademas f es diferenciable en
el intervalo (0, 4o00) y se cumple que

Pl =0, Ve 0, 1ol | X

24x

Luego, por la parte 1 del teorema anterior, concluimos que f(x) =Jxes
creciente en todo su dominio, [0, 4oc).

La mayor parte de las funciones con las que trabajamos son crecientes en
algunos intervalos y decrecientes en otros. A estos intervalos los llamaremos
intervalos de crecimiento y decrecimiento, respectivamente. De acuerdo al
teorema anterior, estos intervalos estdn comprendidos entre los puntos donde la
derivada se anula o no esté definida, o sea, los puntos criticos de f.

EJEMPLO 2.| Hallar los intervalos de crecimiento y de decrecimiento de Ia

funcién

fix)=2x3—3x% - 12x +5
Solucién

Hallemos los puntos criticos de f:
f'(x) = 6x% —6x—12= 6(x+ 1)}{x - 2)

£(x) =0 <> 6(x+ 1)x~2)=0

& x=-10x=2

Ahora analizamos el signo de la derivada en
cada uno de los intervalos:

(-0, -1), (-1,2) y (2,+00):

xe(-00,-1) & x<-1 = x+1<0yx-2<0=
fi(x) =6(x+ 1)}x-2)>0 = fescreciente en el intervalo (—oo, —1].

Este resultado, asi como los correspondientes a los otros intervalos, los
sintetizamos en la siguiente tabla.

Aqui, la flecha X indica que f'es creciente y la flecha g indica que fes
decreciente.
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-1

303

+a0

fi)=6()-)=+
A

f'(x)=6(+)(-) =-
Y

£'09=6((+) =+
b

La tabla dice fes: Creciente en (—90, —1] y en [2, +00). Decreciente en [—1, 2]

CRITERIO DE LA PRIMERA DERIVADA PARA EXTREMOS LOCALES

El teorema anterior nos permite determinar, ficilmente, cuando un nimero
critico da lugar a un minimo local, un maximo local 0 a ninguno de los dos casos.
En el ejemplo anterior, examinemos el nimero critico —1. El grafico muestra que
antes de —1, en el intervalo (-0, —1), f es creciente y después de 1, en el intervalo
(-1, 2), f es decreciente. En consecuencia, f(—1) = 12 es un maximo local. Los
términos creciente y decreciente, de acuerdo al teorema anterior, podemos

sustituirlos por f'(x)>0en (-, ~1) y por f'(x)<0en(-1,2).

En términos precisos, tenemos el siguiente teorema.

[TEOREMA 5.8| Criterio de Ia Primera Derivada para Extremos Locales.

Sea f una funcién continua en un intervalo (a, b) y sea

¢ € (a, b) un punto critico de f.
1.Si '(x)> Oparax e (a,c)y f'(x) <0 para X e (c, b), entonces f(c) es un
méaximo local.

2.Sif'(x)< Oparax e (a,¢c)y f'(x)> 0para x € (c, b), entonces f(c) es minimo
local.

3. 8i f'(x) tiene el mismo signo en (a, ¢) y en (c, b), entonces f(¢) no es un
extremo local.

i
1
|
1
1
1

M'x)>0

1

— ——— X
Miximo Local

Demostracion

f's}<0 | Tixp>0

f{x)>0

(x>0

— > +—— X

Minimo Local

—_—

€ ¢ X

No hay Extremo Local
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Las conclusiones de este teorema siguen inmediatamente del criteric de
monotonia (Teorema 5.7).

EJEMPLO 3. | Hallar los extremos locales de la funcion f{x) = x(5 — x)*?

Solucion

Paso 1. Hallamos los puntos criticos:

2 E 5(3—x
P =x(5 )6 -0+ - =222
3'\}5 -X
f'(x) =0 = 5(3-x) = x=3.
¥
Ademds, f'(x) noexisteen x=5. Wy
Luego, los puntos criticos de fson 3 y 5. ¥ i
Paso 2. Aplicamos el criterio de la primera :
derivada. Para esto, analizamos el signo de la :
derivada en los intervalos !
0 3 5 x
(—»00, 3)! (3: 5) Yy (59 'H'IO),
Los resultados los sintetizamos en la siguiente tabla:
—a0 3 5 +00
f - u =+ 1 - tl — = L)
W@ | WG PR~ g=*
Dl N Vol

El criterio de la primera derivada nos dice que f(3) = 3%/‘-1 €5 un maximo
local y f(5) =0 es un minimo local.

—

CONCAVIDAD Y PUNTOS DE INFLEXION

Las figuras siguientes, a pesar de ser los graficos de funciones crecientes en el
intervalo [a, b), tienen una diferencia resaltante: Ellas se "doblan" en direcciones
opuestas. La primera es cdncava hacia arriba y la segunda es céneava hacia
abajo. Para definir estos términos con precision observemos sus correspondientes
rectas tangentes. La grafica que es concava hacia arriba siempre se mantiene
encima de cualquiera de sus rectas tangentes. En cambio, la grafica céncava hacia
abajo siempre se mantiene por debajo de cualquiera de sus tangentes. Ahora, si en
lugar de las tangentes nos concentramos en sus pendientes, vemos que en las
graficas céncavas hacia arriba, las pendientes van creciendo, mientras que en las
concavas hacia abajo las pendientes van decreciendo. Como la pendiente estd dada
por la derivada, entonces concavidad hacia arriba significa derivada creciente y
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concavidad hacia abajo significa derivada decreciente. Este dltimo resultado sera
nuestra definicion de concavidad.

DEFINICION.| Sea funa funcién diferenciable en un intervalo abierto 1.
1. El grafico de fes concavo hacia arribaenIsi f' es crecienteen].

2. El grafico de f es concavo hacia abajoenIsi f' es decrecienteen L

Y 4 Y 4

f' creciente < f">10
! decreciente <= "' <0

X X'

Concava hacia arriba Cbneava hacia abajo

El criterio de monotonia aplicado a la funcién derivada nos proporciona un
criterio de concavidad. La frase: "f es dos veces diferenciable en un intervalo I"

significa que existe f''(x), en todo punto x de .

| TEOREMA 5.9] Criterio de concavidad.

Sea funa funcidn dos veces diferenciable en un intervalo
abierto I.

1. Si [ ""(x) > 0 para todo punto x interior de I, entonces el
grafico de f es cdncavo hacia arribaen L.

2. Si f "(x) < 0 para todo punto x interior de I, entonces el
grafico de f es concavo hacia abajoen L.

Demuostracidn

Simplemente se aplica el ¢riterio de monotonia a la funcidn derivada .

EJEMPLO 4. | Hallar los intervalos de concavidad de la siguiente funcion f, es

decir, hallar los intervalos donde f es concava hacia arriba o
céncava hacia abajo.

fix)=x3-3x2+4
Solucion
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Segun el criterio de concavidad, debemos
hallar los intervalos donde f'(x)> 0 y

donde f''(x) <0. ¥

Tenemos que: i
f'x)=3x2-6x y f"(x) =6x-6=6(x-1)
Luego, (,2)

f'x) =0 Sx=1,

f'x) K0 x<ly f'x)>0& x> 1
Para resumir tenemos la siguiente tabla, & l voR a

—00 1 +00
f(x) =6(=)=— | £"(x) =6(+)=+
M U

Los simbolos W y M significan concava hacia arriba y céncava hacia abajo,
respectivamente.

Luego, el grifico de { es concavo hacia abajo en el intervalo (-0, 1), y es
céneavo hacia arriba en el intervalo (1, +00).

PUNTOS DE INFLEXION Y NUMEROS CRITICOS DE
SEGUNDO ORDEN

En el grifico del ejemplo anterior el punto (1, 2) es un punto muy especial para
la concavidad. Precisamente, en este punto el grifico cambia de céncavo hacia
abajo a concavo hacia arriba. Por esta razon a este punto se le llama punto de

inflexién. Observar que para el punto de inflexién (1, 2) se cumple que {"(1) = 0.

DEFINICION.| Sea funa funcién continua en c. Diremos que el punto (c, f{c))

es un punto de inflexién del grafico de f si éste es céncavo
hacia arriba a un lado de ¢ y céncavo hacia abajo en el otro
lado.

Si (c, f{c)) es un punto de inflexién de la funcion y = f{x), para los x cercanos
a ¢ debe cumplirse que los signos de f''(x) antes de ¢ y después de c deben ser
distintos. En el mismo punto c la derivada £''(c) puede o no existir, pero si
existe, debe cumplirse que f''(c) = 0. Luego, los candidatos a ser puntos de
inflexion son los puntos donde {''(c) =0 0 f'(c) no existe, o sea los nameros

criticos de la funcién derivada f', a los que llamaremos niimeros criticos de de
segundo orden de 1.
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EJEMPLO 5.| Hallar los intervalos de concavidad y los puntos de inflexidn del

grafico de la funcién

fl)=-x*+6x2-1
Solucion

Paso 1. Niimeros criticos de '
f'x)=—4x>+12x =
Frx) =-12x2+12=—12(x + 1)(x - 1)

f'(x) =0 < =12(x+1)(x-1)=0

& x=-1 6 x=1

Los puntos criticos de f "'son—1 y 1.

‘ X

Pase 2. Signode f'' en (—o0, 1), (-1, 1)y (1, +o0).
Tenemos la siguiente tabla:
-0 =1 1 +a0

iR == K= | P == @) )=+ Ex) == {tieey=

M U M

Luego, el grafico de f es concavo hacia abajo en log intervalos (-0 -1) y

(1, +o0), y es concavo hacia arriba en (-1, 1).

La tabla, ademas, nos indica que hay cambios de concavidad al pasar por —1 y
por 1. En consecuencia, tenemos dos puntos de inflexion:

-L-1)=(-1.4) y (LAIH=(L4).

Dada la funcién g(x) =¥ x-2 + 1. Hallar:

a. Los numeros criticos de g', o sea los niimeros criticos de
segundo orden de g.
b. Los intervalos de concavidad.
¢. Los puntos de inflexion.
Solucion

a. Puntos criticos de g's
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2

Nx -2

g"(x) no se anula en ninguin punto; sin embargo g"(x) no existe en 2.

gx)=(x-2)""+1 = gw- %{x-Z)_ZB = g'(x)=-

Luego, g' tiene un solo nimero critico, que es 2.

b. Signos de g" en los intervalos (-0, 2) y (2, +oc)
- o0 2 +o0

2 1" 2
—= 5 P
© T :

O 2 ST

gl =-

El gréfico es concavo hacia arriba en (—o0, 2) y hacia abajo en (2, +wo).

¢. De acuerdo al resultado anterior, (2, f{(2)) = (2, 1) es un punto de inflexion.

El siguiente gjemplo nos presenta los conceptos de concavidad y de punto de
inflexion presentes en la vida real.

EJEMPLO 7.| Se vierte agua a razon constante (un volumen fijo por unidad de
tiempo) en el frasco mostrado en la figura. Construir un grafico
de la altura del agua en el frasco como funcién del tiempo:
h=ft).

Solucion

Sin duda que la funcién h = f{t} es creciente. Ain mas la velocidad con que
crece la altura h del agua es variable. Al inicio, debido a la forma del frasco, la
velocidad v(t) con que sube el agua crece hasta llegar al cuello del frasco (cuando
h=1ft,)). A partir de este punto, la velocidad es decreciente. En resumen:

1. v(t) es creciente en [0, t;] vy, por tanto, v'(t) >0 en (0, t;)

2. v(t) es decreciente en [t;, ta] Yy, portanto, v'(t) <0 en(t;, t,)
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Pero, v(t) = £'(t) vy, por tanto, v'(t)= f''(t). Luego,de (1) y (2}
(3 E'M>0en( ) vy (4) £'(1)<0 en(l, ),

de donde concluimos que el grafico de h = f{t) es concavo hacia arriba en (0, t),
es concavo hacia abajo en (t;, t) y que(t, f{t;)) es un punto de inflexidn.

CRITERIO DE LA SEGUNDA DERIVADA PARA EXTREMOS LOCALES

La segunda derivada nos proporciona otro método simple para determinar la
naturaleza de un nitmero critico.

' TEOREMA 5.10| Criterio de la segunda derivada para extremos locales.
Supongamos que f'(c) = 0 y que f'' es continua en un
intervalo abierto que contiene a c.

1. f"(c) >0 => f(c) es un minimo local.

2. f"(c) <0 = f(c} es un miximo local.
Demostraciéon

Como f'{c} =0, ¢ es nimero critico.
1.Como f''(c) >0 y f'' escontinua en ¢, existe un intervalo abierto I tal que

f'(x) >0, ¥xel
Esto significa, por el criterio de concavidad, que el grafico de f es concavo
hacia arriba en el intervalo I. En consecuencia, fic) es un minimo local.

2. Como f''(c) <0 y " escontinua en ¢, existe un intervalo abierto I tal que
f'(x) <0, ¥xel
Esto significa, por el criterio de concavidad, que el grafico de f es concavo
hacia abajo en el intervalo I. En consecuencia, f{c) es un maximo local.

EJEMPLO 8. | Determinar, aplicando el criterio de la

segunda derivada, los extremos locales de
3

f’(x)=—% +x2+3x-4,

Solucién

Hallamos los puntos criticos:

f'Yx) =—x*+2x+3 =—(x+ 1)(x-3)

(—1.-1713)“
£'(x) =0 & —(x+1)(x—3)=0 => x=~1 & x=3
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Los puntos criticos de fson -1y 3.
Aplicamos el criterio de la segunda derivada.

f'(x) ==2x+2=-2(x—-1)

17
Como f (-1} =-2(-1-1)=4> 0, entonces f{(-1) =— 3 esun minimo local.

Como f"(3) =-2(3 —1)=-4<0, entonces f{3) = 5 es un maximo local.

EXTREMO LOCAL UNICO EN UN INTERVALO ARBITRARIO

El teorema del valor extremo (teorema 5.1) garantiza la existencia de valores
extremos de una funcion continua en un intervalo cerrado [a, bl
Desafortunadamente, no tenemos un teorema de ese calibre para intervalos que no
son cerrados. Sin embargo, algo podemos conseguir si sabemos que una funcién
continua tiene un Unico cxtremo local en un intervalo cualquiera 1. El intervalo I
no tiene ninguna restriccion. Este puede ser abierto, cerrado, semicerrado, finito o
infinito.

[TEOREMA 5.11| Un extremo local iinico es un extremo absoluto.

Sea f una funcién continua en un intervalo 1. Si f{c) es un
extremo local inico en I, entones f{c) es un extremo
absolute. En términos mas precisos:

a. Si f(c) es un maximo local en I, entonces fic) es un miximo

absoluto de fen I.

b, Si f(c) es un minimo local en I, entonces f(c) es un minimo

absoluto de fen L.

Demostracion

Ver el problema resuelto 3.

EJEMPLO 9.{ Hallar los extremos absolutos de f(x) =x + a , en el intervalo
X

abierto (0, +o0).

Solucion ¥
Numeros criticos:
2
| b i |
f'ix)=1-— =
x2 XZ

fi(x) =0=> x=10 x=-1

- | mameaaa

Desechamos a —1 por no estar en (0, +o0).
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Apliquemos el critico de la segunda derivada a 1:

2 2
f")= —= = '"(l) = =
x3 3

=2>0
Luego, f{1) =1+ % =2 es un minimo local.

Como f(1) =2 es el finico nimero extremo local en (0, +20), entonces f(1) =2
es minimo absoluto de f en el intervalo (0, +00).

SielintervaloI del teorema anterior es semiabierto: [a, b), (a,b], [a,+%) o
(-, b], es posible que ' tenga los dos extremos absolutos. Es claro que, de ser asi,
el segundo extremo debe el valor de la funcién en el extremo cerrado. El siguiente
ejemplo nos ilustra esta situacion.

EJEMPLO 10.] Si es posible, hallar los extremos absolutos de la funcién
fx) = 9xe ™,
en el intervalo [0, +w)
Selucion

Hallemos los numeros criticos:
f'(x) =—9xe *+9¢ " =-9¢ (x—1)
f'(x) =0=>-9¢ (x-1)=0=>x=1

f tiene un finico mimero critico, que es x = 1,
en el intervalo [0, +o0).

Apliquemos el criterio de la segunda derivada:

frx) =% (x=1)— 9 =9 "(x-2)

foa =9 '(1-2)=— 2 <0
c

Luego, f(1) = 9(1)e_[ == = 3,3 es un maximo local, el cual, por ser el dnico

oo

extremo local , f{1) = 2~ 3,3 es el maximo abscluto en el intervalo [0, +),
e

Por otro lade, como 0 < f{x) parax>0 y f{0) =0, concluimos que f{0)=0es
€l minimo absoluto de fen [0, +oo).
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PRPOBLEMAS RESUELTOS 5.3

[PROBLEMA 1.] EI grifico adjunto es el grifico de la derivada f'de una
funcién continua f. Determinar:

a. Los intervalos de monotonia de f,

b. Los niimeros criticos de f v decidir la clase de
extremo local a que dan lugar.

¢. Los intervalos de concavidad de f.

d. Los nameros criticos de segundo orden de f'y
los puntos de inflexion.

e. Esbozar el grifico de sabiendo que f{0) =3
Solucion.

a. Vemos que f'(x)> 0 en los intervalos (0, 1), (2, 3), (5, +) y que f'(x)<0en

los intervalos (1, 2) y (3, 5). Luego, f es creciente en [0, 1], [2, 3], [5, +) y es
decreciente en [1, 2] y [3, §].

b. Son mimeros criticos: 1, 2, 3, y 5. En efecto:
f'(h= £'(3)= £'(5)=0 y no existe f'(2).

Lapartea y elcriterio de la primera derivada nos dicen que f{1) y f(3) son
maximos locales y que f{2) y f(5) son un minimos locales.

c. f'(x)es decreciente en (0, 2) yen (2, 4). f'(x)es creciente en (4 +w). Luego,

f es concava hacia abajo en (0, 2) y en (2, 4), y es concava hacia arriba en
(4, +oc).

d. La grifica nos muestra que " tiene un
minimo local en X = 4 y, por tanto,
f''{2)= 0. Por otro lado, como f{'es
discontinua en x = 2, no existe f''(2). Y

Luego, tenemos dos ni iticos d y=fx)

go, tenemos dos nimeros criticos de

segundo orden, 2 y 4. Sin embargo, la

parte ¢ anterior nos dice que sdlo

(4, f(4)) es un punto de inflexidn,

e. La grifica que esbozamos sélo nos
muestra la forma de ella, sin mucha
precisiéon en cuanto a las ordenadas de

los puntos notables, ya que estas =
ordenadas son desconocidas.
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[PROBLEMA 2.] Dada lafuncién f{x)= x*e™*, hallar:

a. Los nimeros criticos. b. los intervalos de monotonia.
¢. Los extremos locales.
d. Los niimeros criticos de segundo orden,
e. Los intervalos de concavidad. f. Los puntos de inflexién.

Solucién

a. Niimeros Criticos e Intervalos de monotonia.

f'(x) = 4x°e™* —xe* = x}-x)e*
f'(x) =0 x>(4-x)e™*=0 = x=0 6 x=4
Los puntos criticos son 0 y 4.

b. Intervalos de monotonia:
—00 0 4 +a0

F'(x) =) == | P )=+ =+ | £(x) () = -

\ P %

"La funcion f es decreciente en (—oo, 0] yen [4, +e0) vy es creciente en [0, 4].

¢. Extremos relativos,
El cuadro anterior y el criterio de la primera derivada nos dicen que:

f{0) =0 esun minimo local y f{4)=4 It = 2—“:‘2 ~ 4,7 es un maximo local.
e

d. Intervalos de coneavidad y puntos de inflexion
£'(x) = 12x%e % - axle X — (4xle * —x%e™*) =x(x*-8x + 12)e* =>

(%) =x(x-2)x-6)" f"x)=0=> x=0,x=2 6x=6
Los numeros criticos de segundo orden son: 0, 2 y 6.

e. Intervalos de concavidad:

—00 0 2 6 +a0
f(x) = f'(x) = £(x) = f'ix) =
HEEE = | (HEEm=* | (HEH == | OEHE) =+

) | M U
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La tabla nos dice que la grafica de f es
céncava hacia arriba en (-oo, 0), (0, 2) y en

(6, +o0); y es concava hacia abajo (2, 6).
Los puntos de inflexién son:
(2, f2)=(2, 166" )= (2,22)
¥
(6, f{6)) = (6, 1296 °) =~ (6, 3,2)

[PROBLEMA 3. | Probar el teorema 5.11.
Sea f una funcién continua en un intervalo 1. Si f tiene un
extremo local tinico en I, entonces ese extremo local es un
extremo absoluto. Ain mas,

a. Si f(c) es un miximo local en I, entonces f{(c) es un
méximo absoluto de fen I.

b. Si f(c) es un minimo local en I, entonces f(c) es un
minimo absoluto de fen L.
Solucién

Probamos sélo la parte a. Para b se procede en forma similar.

a. Sea f(c) un maximo local y es el tinico extremo local que ftiene en el intervalo
I. Por definicidn, ¢ es un punto interior de L

Procedemos por reduccién al absurde. Si f{c) no es maximo absoluto, existe
un d en I tal que f(c) < f{d). Supongamos que ¢ < d. Por ser f{c) un maximo

local, existen numeros X,, entre ¢ y d, tal que

fxy)<fe)y<fid) (1)

Pero, por el teorema el valor intermedio, ?
existe un niimero e en el intervalo cerrado
[c, d] tal que f{e) es el minimo de fen [c, d]. !

Se debe tener que fle) < f(x, )y, por (1), Ne
fle) <fic) <f{d). Luego,c <e<d yfle)es
un minimo local distinto de f{c). Esto contradice
la unicidad de f{c).
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PROBLEMAS PROPUESTOS 5.3

1. Bosquejar el grafice de una funcién f que cumple:

f2)=-2, f'(2)=0, f"()>0,¥xeR
2. Bosquejar el grafico de una funcién f que cumple:
f2)=2, Noexiste f'(2), f'"x)>0six<2. f'x)1<0six>2
3. El dibujo adjunto es el grifico de una la
derivada f'de una funcién continua f. =
Determinar: !
a. Los ntimeros criticos de f T

b. Los intervalos de monotonfa.

: : -1 0 2 4 x
e. Los niimeros criticos que cotrespondan ! ;
a maximos o minimos locales
4. El dibujo adjunto es el grafico de la segunda
derivada " de una funcién f.
Determinar:

a. Los nimeros criticos de segundo orden.

b. Los intervalos de concavidad.

¢. Los nimeros criticos de segundo orden 0 l\/}.\/ 3 X

que correspondan a puntos de inflexion
En los problemas del 5 al 18, hallar:

a. Los niimeros criticos. b. Intervalos de monotonia.

¢. Los extremos locales d. Los niimeros criticos de segundo orden

e. Intervalos de concavidad [ Puntos de inflexidn.
5, f(x)=-2x>-8x +3 6. f(x)=x>-3x+1
7s f(x):x3+3x2—9x+12 8. g(x)=x4—2x2+4
0. h(x)=x*+2x> -3x%-4x + | 10. g(x) = \:—2
11. f{x) = (x — 6)\[x 12, fix)=2x13 +x2A
13.g(x)=x| x| 14, h(x)=x -Inx

2

15. f{x) = x¢&* 16. f{x)=x — 2 senx, en [0, 2n]
17. g(x) = cos’x — 2 sen x, en [0, 2x] 18. h(x) =2x —sen"'x, en [-1, 1]

En los problemas 19 y 20, bosquejar el grifico de la funcion continua f que
satisface las condiciones dadas.

19. £'(x)>0si x<0 6 0<x<3, P(X)<0six>3
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fi=0,fl0)=1, f'3)=0, f(3)=4

fr(x)<0si x<06 2<x<5, f"(x)>0si 0<x<2 6x>5
20. f'(x)>0six<2, f'(x)<0si 2<x <5, f'(x)=1six>5.

f((0) = f{4) =0, f(2) =2. No existen f'(2)y {'(5).

fr(x)<0six<0 6 4<x<5, £"(x)>0 si 0<x<2 ¢ 2<x<4

En los problemas 21 y 22, se dan las grificas de la derivada ' de nna
funcién continua f. Determinar:

a. Los numeros criticos de f.

b. Los intervalos de monotonita de f.

¢. Los nimeros criticos que dan lugar a extremos locales.

d. Los nizmeros criticos de segundo orden de f.

e. Los intervalos de concavidad de f.

f- Los niimeros criticos de segundo orden que dan lugar a punitos de inflexion.
g. Esbozar el grifice.

21. ¥ 22.

+

En los problemas 23 y 24 se tiene jarrones en los cuales se vierte agua a una
razon constante. En cada caso, esbozar la grdfica de la funcién altura del agua
como funcion del tiempo, h = {(t). Mostrar la concavidad y los puntos de
inflexion.

23. 24.

En los problemas del 21 al 26, hallar los extremos absolutos de la funcion
dada en el intervalo indicado.

25. h(x)=4x° - 3x%, (~0e, +o0) 24, g(x)=4-2(x - 1)* en [0, +0)
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27. ¢x)=xInx, 0, e) 28, h(x)=(x+1)e "~  (-00, +c0)

29. Probar que una funcién ctubica f(x) = ax’ + bxZ2 + cx + d tiene uno ¥ solo un
punto de inflexion.

30. Si la funcion cibica f(x) =ax® +bx* +cx +d tiene por raices ar;, ry y 1y,
. . il
probar que la abscisa del punto de inflexion es x = 3 (r; +r;+ 13}
Sugerencia: f{x) = alx — r;)(x — ra)(x - r3).

31. Si f y g son concavas hacia arriba en el intervalo I, probar que f+ g es
concava hacia arriba en L.

32. Sifes positiva y céncava hacia arriba en un intervalo I, probar que la funcion

g(x)= [f(x)]2 es concava hacia arriba.

33, Sean f y g positivas y céncavas hacia arriba en el intervalo I, probar:
a. Si fy g son crecientes, entonces fg es concava hacia arriba en L.

b. Si fy g son decrecientes, entonces fg es concava hacia arriba en 1.

SECCION 5.4

FORMAS INDETERMINADAS. REGLA DE
L’HOPITAL

Un limite de una funcién F(x) toma una forma indeterminada en x = a si al

evaluar Lim F(x) mediante las leyes de los limites, (ley de la suma, del cociente,
X—»a

etc.), se obtiene una de las siguientes expresiones:
0 o
-, —, 00, -0, 003 000’ |
a
Estas expresiones se llaman formas indeterminadas.
Asi,

. senx
1. Lim

x—0 X

: ; ; 0
tiene la forma indeterminada 6 enx=0.

x
.o . : )
2. Lim — tiene la forma indeterminada — en x = +oo.

X-»+0 X [oe]
. 1 1 : \ ,
3. Lim|—- tiene la forma indeterminada » —wcenx =0.
x—=0 X sen x

4. Lim (1+x J®*  tiene ia forma indeterminada 1% en x = 0.
x> 0"
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A continuacién estudiaremos cada una de estas formas indeterminadas, Las

fundamentales son dos = u ¥ =,
0 o0

A la indeterminada 0/0 ya la hemos encontrado en el capitulo 3, y la hemos
resuelto recurriendo a procedimientos algebraicos. En esta parte presentamos otra
técnica, conocida como la regla de L Hapital. la cual nos ayuda a resolver todas
las antes mencionadas.

EOREMA 5.6] Regla de L’Hépital. Indeterminadas % v =
[+ o]

Si
1. f y g son funciones diferenciables y g'(x) # 0 cerca
de a, excepto posiblemente en a.
2. Lim f(x) =0 y Lim g(x)=0
XxX—a X—2a
6
Lim f(x) =t ¥ Lim g(x) =t
X—a X—a
fl
3. Existe im 2% (fhutto o Infinkte)
X—>a g (x)
Entonces

lim @ = [im ET(-’—‘-)—
x=a g(x) x—a g (x)

El teorema también es vélido para limites laterales o infinitos. Es decir, se

puede reemplazarx - a porx > a’,x > a ,x - +0, X —» —©

w . v
La forma — es una manera abreviada para resumir cuatro casos:
oo

40 +w© — -—0C

’ L]
+0  —xm  tw - @

Demostracién

Ver el problema resuelto 11 para el caso 0/0. Omitimos el caso w/w.

3_2 o
EJEMPLO L.] Hallar Lim =X~ *2%x~2

Xx =] Inx+x -1
Solucién

Verifiquemos que se cumplen las hipdtesis de la regla de L*Hopital.
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1. Las funciones f(x)= x3 —xt+2x-2 y g(x)=Ilnx+x -1 son diferenciables
enuna vecindad de | (cercade 1)y

g'(x) = ;‘(— +1 y, por tanto, g'(x) =0 cercade 1.

2. Lim (x> ~x2+2x-2)=1-1+2-2=0, Lim (Inx+x=-1) =In1+1-1=0
x—»1 x—1

Luego, el limite dado es una indeterminada del tipo %

3 .2 _ 2 2_
3. Lim Dy(x”-x"+2x-2) _ Lim SXC-2x+2 _ () -2()+2
x—»1 D, (Inx +x -1) x>l Ix +1 1/1+1
_3-2+42_3
1+1 2
La regla de regla de L’Hépital nos dice que:
3_ .2 I _x2 -
g XX +2x-2 _ Lim D(x" —-x"+2x-2) "
x>l Ilnx+x -1 x =1 Dmnx +x—1) 2

En el ejemplo anterior hemos sido minuciosos: Hemos verificado todas
las hipétesis de la regla de L'Hépital. En los ejemplos y problemas que
siguen, con el dnimo de simplificar la exposicién, sélo nos ocuparemos
de la hipétesis 2, para reconocer el tipo de indeterminada. La
verificacion de las otras hipotesis queda a cargo del lector.

EJEMPLO 2.| Hallar  Lim —nX

x = (n/2)~ cot2x

Solucion

Tenemos que:

Lim tanx = 400 y  Lim cot2x =— 90, Este limite es un caso ——
x—(n/2)" x —(m/2)” =0

Aplicando la regla de regla de L'Hopital:

2
D,t i

Lim 0% o pgm xBOK gy SOX x2
x—(m2)” COL2X  y _(2)” Dyeot2x  x_(n/2)~ —2cosec” 2x

2

: 1/cos?x y senZ2x : 4sen’x cos?x
Lim LA ———= = =

: im — = m
x = (n/2)” ~2/sen® 2x x—=(r/2)” ~2cos? x x—=(n/2)” ~2cos? x

Lim  (-2sen®x) = —2 (sen(n/2))’=—2(1 -t

x - (r2)~
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EJEMPLO 3.| Probar que: Lim I": =0, dondep>0

X—>+00 X

Este resultado muestra que cualquier potencia positiva X’ de x,
domina a la funcién logaritmica y = In x. En otras palabras, la
funcién y = In x tiende a +oo mis lentamente que cualquier

potencia positiva x” de x.
Solucién

Tenemos que:

» " . w +a0
Lim Inx = +00, Lim xP =+co, Este limite es un caso —
X—>+m X —> 40 +oC

Aplicando la regla de regla de L"Hépital:
Inx Dy Inx - i I/x . 1

Lim = Lim i m ——
X—3+m X x=>+2 D (xP) x-os0 pxP” X +w x{pxp_i)

P Y

1
P x—>+» Xp + o0

En algunos casos es necesario aplicar la regla de L’Hépital més de una vez. En
el signiente ejemplo la aplicamos 2 veces:

X
EJEMPLO 3] Hallar Lim -n1*e)
X = +00 X

Solucion

i 9 . +a0
Lim In(l+e®) =+, Lim 2x =+, Este limite es un caso ——
X =40 X =+ + oo

Aplicando la regla de regla de L’Hdpital;

X X X X X
L In(1+e®) Lim DxinQlee®) _ (o f1+eX _ Lim %
X 3+ X x—=+m  Dy(2x) X—+o 2 x=+o 2(]+e*)

El dltimo limite también es del tipo /0. Volviendo a aplicar la regla de
L’Hbpital:

X X X
Lig Bl+e™) .0 ® _ Lim S 1
X — 40 2x X —+® 2(]_}.3") x—+m X 2
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X
EJEMPLO 4.| Probar que: Lim e—n =+, donde n es un entero positivo.

X—>+w y

Este resultado los muestra que la funcién exponencial y = ¢"
domina a cualquier potencia positiva x" de x. En otras palabras,
la funcién exponencial tiende a +oc mas rapidamente que
cualquier potencia X" de x.

Solueién

Tenemos que:
. X . n v +0o
Lim e*=+0 y Lim x" =+, Este limite es uncaso — .
X >+ X =+ + 0

Aplicando la regla de regla de L."Héspital n veces:

X X X X
fim o= Lim Dyle) _ L S TR _Dy(e?)
x—+m x X — 40 Dx(x“) x4yl T o Dx(nxn—l)
X X
= Lim ————=_ . .= Lim £ .
x =+ p(n-Dx" x=>+» nn—1)(n-2)... 1x
o T B ol i o ] -
= Lim — = — Lim &= —(+x )=+
X —+x n! n! x o4 n!

[PRECAUCION. | Antes de aplicar la regla de L’Hopital se debe tener la
precaucion de verificar que las hipotesis de ésta se cumplen.
Los dos siguiente ejemplos nos muestran como se llega a
resultados errados cuando no se tiene tal precaucion,

EJEMPLO 5.| Hallar Lim 22 2’2‘

x>0 x4+ x

Solucién

Es un caso -g- . Aplicando la regla de L'Héspital dos veces se tiene:

sen 2x . 2cos2x _ . —4sen2x
= = Lim —————

Lim

m =0
x>0 x4 x2 x>0 l+2x X0 2

Este resultado es incorrecto. Esto se debe a que el segundo limite no es una

forma indeterminada. En efecto, Lim 2cos2x =2#0.
x—0

El resultado correcto es como sigue:
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Lim 2cos 2x
2
Lim SR2X _ . 2¢0s2x _ x50 _2 -
x20 x+x2 x—-0 1+2 Lim(1+2x) 1
x—=>0

EJEMPLO 6.) Hallar Lim XX5%

x—>4c X-—COSX
Solucion

Es un caso % . Aplicando la regla de L'Hopital sc tiene:

! X+ senx ; 1+ cosx
Lim ——— = Lim ———

X—»+m X—=CO5X Xx—>+00 l+5€0X

El ultimo limite no existe. En efecto, para x = 2nx y para x = (2n+1)m, conn
cualquier entero, se tiene:

I+ cos2nm _ 1+1 =2 I+ cos(Zn+D)m _ 1-1 =
l+sen2n 140 I+sen{(Zn+1)r 1+0
Esta oscilacion nos prueba que tal limite no existe y, por tanto, no se cumple la

hipétesis 2 del teorema, la cual pide la existencia de Lim ﬂ :
x>+ g(x)
Pero, tengamos cuidado. Esto no implica que tampoco exista el limite inicial.
Lo tunico que nos dice es que si el limite inicial existe, esto no puede hallarse

usando la regla de L'Hopital y, por tanto, se debe buscar otro método. Asi
procedemos a continuacion:

sen x
x[]_'_ ) ]+senx § 4
; X+ senx q X ; +
Lim ———= = Lim = Lim —&—=_"" =]
. X—>+m X—COSX X —>+00 K[IHCOSX X+ ]_COSX 1-0
X b

PRODUCTO INDETERMINADO. Indeterminada 0-c0

Se busca Lim f(x) g(x), si se cumple que Lim f(x)=0 y Lim g(x) =
X—a X=»a X~—+a

La indeterminacién 0-00 se transforma en 0/0 6 00/00 cambiando el producto
en cociente:

f
Wem=— 6 foem=—
200 f(x)
Hallar Lin}r xIn x
x—=0

Solucion
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Lim x=0 y LimlIn x=-. Luego, es ¢l caso 0-x. Bien,
x—ot x—=0"

Lim xInx = Lim L (e0/c0)
x—0" x—0" 1
X
i

= Lim l’?( = Lim (-x) =0

2

I
x=0" —Ix x—0"

DIFERENCIA INDETERMINADA. Indeterminada o© — o0

Se busca Lim [f(x)— g(x]]. Se cumple: Lim f(x)= o y Limg(x) = «
X—a X—a X—a

La indeterminacién @@ — 0 se convierte en otra de la forma 0/0 6 cofoo,
transformando la diferencia f{x) — g(x) en un cociente de funciones.

EJEMPLO 8.| Hallar Lim [l _ ! ]

xsot Lx sen x
Solucion

Lim [l- : } Lg% (0/0)
. xotLX  senx| , gt Xsenx

= Lim—x-1 (0/0)
x—»0T XCOSX + sen x

. —sen x 0
= Lim =i=i=)
«»0F —Xsen x+ 2cos x 2

POTENCIAS INDETERMINADAS. Indeterminadas 0°, oo, 1®
Se busca
Lim [f(x)]&® . ®
X—a
Son posibles las siguientes formas indeterminadas:

1. Limf(x)=0 y Limg(x)=0, indeterminada 0?
Xx—a

X—>a

2. Limf(x)=® y Limg(x)=0, indeterminada oo?
X—ra X—a

3. Limf(x)=1 y Limg(x)= £o0, indeterminada 1%
X—a x—a
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Si hacemos y = [ f(x) |8’ y tomamos logaritmo tenemos:
Iny=g(x) nflx) (2
De este modo hemos transformado a cualquiera de las tres indeterminadas
anteriores en la ya conocida indeterminada 0-co, la cual, como ya sabemos, es
transformada en 0/0 ¢ wo/x,

Si Limlny= Limgx) lmfix)=L,  (3)
X—a

X—a
entonces, la continuidad de la funcién logaritmo  nos permite meter el limite
dentro de In y. En consecuencia, de (3):

L= LimIny = In( Lim y)= [n( Lim[f(x}]g(")J ==
X~>a X—a

X—=a

Lim [ fix)] 8" = e

X—>a
y el problema queda resuelto.

En resumen, se procede en tres pasos:
1. Se toma logaritmo y se simplifica: y= [f(x)} 8x) o Iny= g(x) In f{x)
2.Sehalla Lim g(x) In f{x)=L

X—ra

3. Lim [f0] 8@ = e*
X—a

2
EJEMPLO 9. Hallar Lim x !+ Inx
x>0t
Solucién
Tenemos que Lim x =0 y Lim =0. Este esun caso 0°,
x>0 x—0F 1+Inx
Ahora,
_2
=x l+Inx — Jpy= Inx = Iny=2 =
¥ ¥ 1+lnx x 1+lnx
ity 3 Ll (/)
x>0t x—pt 1+Inx
. ¥x 4 _ _
=2 Lim — =2 Lim(1) = 2(1)=2
x>0t ],/X x—0"
2

Luego, Lim x !*MX = Limy =¢’
x—= 0" x—0t
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EJEMPLO 10. | Usando la regla de L'Hopital probar que

5 nx
Lim [l-#hJ =g

X —r+w x

Solucion

Este limite es una indeterminada de la forma 1. Bien,

nx :
yz[1+3] —> lny _nxln(1+ijznln(l—+a/x). =
X

X I/x
: .1
Lim Iny =n Lim M (0/0)
X =+ X—>+0 I/X
_sl/
S l+alx .
=n Lim - =n Lim =na
X —»+z0 _1“/ xz X =+ 1 + a/'X
Luego,
a nx
Lim [l + —] = gl
K>+ X

X
EJEMPLO 11.] Hallar el valor d a tal que Lim [3‘-1’3) = G

X—+wo \ X-=3

Solucién
x+a)"
En primer lugar, hallamos Lim | —| .
X—+o ) X—a
N 2a
Xx~-a X—a

Tenemos que:

Ademds,si z=x—aentonces x=z+a y Xx—+w < z—+o, Lucgo,

X X Z+a
Lim ()HHJ = Lim [1 + —ZE-J = Lim (1 +E]
x—tw | X—a X =4 X—a Zup 400 Z
) 2/'51 a 23 Z ) 23 a Z
= Lim [1+ —J [I+ ——J = Lim [l+ —] Lim 1+£
Z—>+00 Z Z Z—» 400 z Z—r+0 Z

a 22 2\’
= ( 1+ 0) Lim (1+ —] = Lim [1+ —-] = ¥ {problema 10)
z

I—»+0 Z Z—>+0

Por ultimo, :
¢ =9 = 2a=In%9=In3*=21n3 = a=In3
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1 5en x
Halbr Tim [-]

x—0T L X
Solucién

Este limite es una indeterminada de la forma «? . Bien,

sen x
1 Inx
y=|— = Iny=senx In|{ — |=~-senx Inx=-
X x cosec x
ey = i (ool )
50 x 0t cosec x
2
s Y e B s g 20 B
x—0t —cOsecx cotx x—0t XCOsSX
= Lim (ieﬂ—") (tanx)=(1)(0) =0
x=—0" \ %
{ ) sen x
Luego, Lim (—] =¥ =1.
x>0t \ X
PROBLEMAS RESUELTOS 5.4
g™~ 2x
{PROBLEMA 1.| Hallar Lim ———— ==
x—>0 X -—senx
Solucién
Este limite es una indeterminada de la forma % . Bien,
X _ X _ X, =X _
Lim € -¢c —2&x _ Lim ete -2 (0/0)
x—=0 X —senx x>0 1-cosx
X =X
=LimE_¢ (0/0)

x—=0 senx

= Lim =2

ef+e™ 2
x—=0 CcosX 1
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[PROBLEMA 2.

Hallar Lun{i - ! }

T x? X tan X

Solucién

Este limite es una indeterminada de la forma <« — . Bien,

l i s
Lim[lé- . } = Lim X2 (0/0)
%30 Lx X tan x x>0 x“tanx

_ sec2x — 1

= Lim
x30 x2gsec?x + 2xtanx

— le C032X
x—0 X " 2x sen X
— €0S X
. 1 - cod; 3 1-cod x
= Lim = = Lim — (0/0)

x=0 x4+ 2xsenx cosx x>0 X"+ xsen2x

. 2sen xcos x
= Lim

x—0 2x + 2xcos 2X + sen 2x

(0/0)

. —2sen’x + 2cosx 2
= Lim =

1
x—=0 2 —4xsen2x + 2cos2x + 2cos2x 2~ 0 + 2+2—E';

[PROBLEMA 3.] Hallar Lim x"sen’, donden > 1
X

X—>to0

Solucion
Este limite es una indeterminada de la forma ©0:0 = 0-00, Bien,

T
% sen —
Lim x"sen— = Lim = (0/0)
X—>+® X x>+ x I
m
- cos — G .
. ( :(2) X n i cos; T sin =1
= Lim e i = )
x—+m _px 0T nx—o+x |l +2, si n>1
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tan x

[PROBLEMA 4.] Hallar  Lim
x—(n2)” tan 5x

Solucion
Este limite es una indeterminada de la forma —. Bien,
o0
2 2
o tanx Lim 5eC 2x o T cos ;x (0/0)
x—)(r:/l)" tan 5x x—-)(ﬂ,fl)‘ Ssec” S5x x—)(rgﬂ)' S5cos“x
=  Tin ~10cos 5x sen 5x  _ Lim S0 10x (0/0)
x—(w2)~ —10cosx senx x—(m2)~ sen2x
10(—-
o TS 10cos 10x _ 10(-1) _ 5
x(m2)~  2c0s2x 2(-1)
[PROBLEMA 5. Probar que Lim x* =1
x—0t
Solucién
Tenemos que Lim x =0. Luego, este es un caso 0°.
x—>0*
Al_lora,
y=x* = hy=xhx=—
1/x
Lim Iny = Lim it (of0 )
x—01 x—0" 1/x
= Lim l/,"z = Lim{-x)=0
x—=0t —l/x x—0"
Luego,
Liminy=0 = Limy=e’=1 = Lim x* =1
x—=0" x0T x—0"

[PROBLEMA 6.] Hallar Lim (2 —x )"0 (m2)

x— 1

Solucidén
Este limite es una indeterminada de la forma 1% . Bien,
n(2 - x)

y = (2_X)tan(m/2) = Iny= tan E111(2—}:)=
2 X
Cot?
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Lim lny = Lim 12=%) (0/0)
x—=>1" 51" o BR
= i -y@2-x) _ -Y@2-x) _ 2
x5 17 = Lopgec? ™ ~Zy? (i
2 2

Luego, Lim (2 —x)%" (rq2) = o2/

x—=1

X
PROBLEMA 7.| Hallar Lim | al®+ pl/¥
|

X =»+00
Solucién

Este limite es una indeterminada de la forma 17

X 1/x 1/x
y= (al/x+ bl/x) :Hny:xln( Jiky bl/x] _In(a"+b"")

1/x
Luego,
al™ina + bl’!"lnb(_ | )
/X, o 1x 22
Lim Iny = Lim il L x
X —> +0 X =+ —l.’)c2
- Lim a”x]na+b]’lxlnb=aDlna+b0In5
X —» +@ LR L al 4 10
Ina + Inb i 1
=13+ 10 _ Yna+ Inb)=—lnab = Iny
o 2(na+n)2na n+ ab

En consecuencia,

X
Lim (al/x+ b]lx] = nvab T,

X—+oo

|PROBLEMA 8.

El marqués de L’Hopital en su libro Analyse de Infiniment
petits (el primer libro de Calculo, publicado en 1.696), para

ilustrar la regla que ahora lleva su nombre, usé el siguiente
limite, el cual pedimos calcular.

3
; 2a3x —x4 —a azx
Lim r
X—a B ax3

,donde a > 0.

Solucion
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! ’ : 0 _.
Este limite es una indeterminada de la forma 5 Bien,

1 1
o 2a3x --x4 - a3 azx = i [gaz'x -x4)5- a(azx)i
X—>a a_m X-rd a—(axs)%
1(2a3x—x4 )_”2(233—4)(3) - 1a(a2x)_2’3(a2)
Lim 2 3

i —% ax )_3/4(3ax2)

i(234-—'@.4)_”2(2513--433) - 1:1(;13)_2”(512)

2 k]
RIRES

) %(ad)_m(—h}) - %a(a3)_2!3(a2) -a -%a 16a

LT 2

Il

[PROBLEMA 9.] Hallar Lim sen x cosec x
x—0*

Solucién

Este limite es una indeterminada de la forma 0-oc. Bien,

sen 'x

Lim sen_lx cosec x Lim
x—0* x->0* S€n X

1

1
= 1
Lim —“"‘=—‘l—=1.

x>0t  COSX

[PROBLEMA 10.] Se tiene un sector circular correspondiente a un 4ngulo central
8 en un circulo de radio r. Sea S(0) el drea del segmento
circular formado por la cuerda PM y el arco PM. Sea T(6) el
area del triangulo rectdngulo PQM. Hallar

Lim S_(G)_
80" T(Q)

Solucién
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S(8) = Area sector OPM — Area tridngulo OPM

=26~ Z(OM)(TF)
2"
N
2 2
-1 26~ersen9=ir2(9 —sen®)
2 2 2

T(e)'“‘a( QM ) QP )=%(O—M—O_Q Y(QP )= %(r—rcosﬂ)(rsenﬂ)

]

%rz(l—cose)(scn8)= %rz(sene—senecose)

= lrz(sene—% sen28)=%r2(25en9— sen 20 )

Ahora,
—r*(8 — scn@) _
im 5© - Lin - =3 pim —2 %29 oy
o0t TO) o0 Zrz(zsm @—sn20) 00" 2sen B —sen20
- 3 Lim l~-cosB 0/0)
psot 2c0s 8 = 2cos 26
8
=2 Lim £ (0/0)
g0t —2sen & + 4sen 26
e TG cos 0 2 1 ok
50" —2c0s 0 + 8cos 28 -2+8 3

PROBLEMA 11.| Probar la regla de L"Hépital para el caso 0/0. Si

1. fy g son diferenciables y g'(x) = 0 cerca de a, excepto
posiblemente en a.

2. Lim f(x) =0 y le g(x) =0

X->a
3. Existe lim w (finito o infinito).
X—>a g (x)
Entonces
B L g 10O

x—>a g(x) X—a g‘(x)
Demostracion
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La demostracién estd basada en el Teorema del Valor Medio de Cauchy.

Consideramos que el limite es finito.

Procedemos para el caso x — a*, El caso x — a~ es similar y si los dos se
cumplen, entonces se cumple para x — a.

f (x)

La existencia de Lim ' implica la existencia de f'(x) y de g'(x) en un
x—a g (x)

intervalo (a, b] en el cual g'(x) = 0.
Se tiene que g(b) # 0, ya que si g(b) = 0, por el teorema de Rolle, existe ¢ € (a, b)
tal que:
gb)~g@ =gc) (b-a)=>0-0=g'c)b-a) (=0,

lo cual contradice el hecho el que g'(x)#0en (a, b]

Como Lim f(x)=0 y Lim g(x)= 0, redefinimos fy g, si es necesario,
x—>at X—>a
haciendo f{a) = 0 y g(a) = 0. De este modo, f y g son continuas en [a, b] y son
diferenciables en (a, b). Luego, por el teorema del valor medio de Cauchy, existe
¢ €(a, b) tal que:

f(b) - fla) _ f'(c) —, f®-0 _ f'(c) - fo) _ f'(c)
gb) - g(@ g'(c) gbd~-0  g'(e) g(b) g'(c)

Ahora, si hacemos b — a*, y como a <c <b, esto obligaaque ¢ —> a". Se
tiene, entonces

Lim b _ Lim & '
b—sat g(b) c—at g ()

lo que es equivalente a la igualdad de limites de la tesis.

PROBLEMAS PROPUESTOS 5.4

En los problemas del 1 al 43 hallar el limite indicado.

. X -ad—a’x+a’ T
1. Lim 5 2 le—z—
X—»a X —-a x— 0 X
. senx . l4cosx
3. Lim 4, Lim ———

x—»n X-=T X=rm tanzx
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5. Lim sec? X — 2fan x 6. Li cot X
x—>n/4  l+cosdx x— ¢~ cot 2x
-1
7. T — 32 $, piy P 2
x— 0~ cot (mx/2) x>0 1—cosx
&, Lim o i, Hy 060 X
x> 42 Y x x=»0 Insenx
X _gx
1. Lim1% 3 8, Lig X
x—=0 x X+ J;
2 |
13. Lim &%° W T S5~ %0 X
X=—T sen“x x=>0 sen3x
X v T 2 =
15. Lim e —H:2 X 22 16. Lim X +Zc<:sx 2
x—0 sen“ x — x x—0 X
{5 oy B s Sl 18. Lim[—l- - i]
s ®  1+cosdx x—1 LInx  Inx
19. Lim[i—l] S | ot
x—1 x-1 Inx Xx—=>01 sen” x X2
PO T N 22, Lim (1-cos x Jcotx
x->0| xsen x ¥ it
23. Lim (1-tan x)sec 2x 24. Lim (1 - x )tanE
x_yf X1 2
25. Lim (x2 - a2)tan 2% 26. Lim x'*
X—>a a X—r +00
27. Lim x5 28, Lim x/(%)
x— 0" x—1
- 1/x . 2 JV/x
29. Lim (1-2x) 30. Lim {1+x
x— 0* x—0*
2
31. Lim (senx)%"* 32. Lim (sen x)*
x>0t x>0
33. Lim (senx )™~ 34. Lim (cotx )!M*
x— 0t x— 0%
_ —1
35, Lim coshx—1 36. Lim tan = 2x
x—=0 1 - cosx x—0 fan ' 3x
37. Lim (x—ln(x2+l)). Sugerencia: Ine*=x  38. Lim (1+ senhx)**
X+

x=>0
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i 1 1 x

39, Lim [—— - J 40. Lim (ex = x)

xoot L X e*-1 X ~> 400

n =1y _ |

41. Lim (Inx) . Sugerencia: z=Inx 42. Lim o

x—=+0 X x=0 x3
43. Lim Lt Sugerencia: z = H

X —»+0 | X

44.Si f' es continua, probar:
Lim fix+h) - f(x—h)

=f'(x
h—0 2h (x)

Sugerencia: Usar regla de L’Hopital derivando respecto a h.
45. Si " es continua, probar:

Lim fix+h) - 2f{2x)+ fx=h) _ £(x)
h—0 h

Sugerencia: Usar regla de L'Hdpital derivando 2 veces respecto a h.

SECCION 5.5

TRAZADO CUIDADOSO DEL GRAFICO DE UNA
FUNCION

A estas alturas de nuestro curso ya estamos en condiciones de esbozar con
mucha precision el grafico de una funcion y = f(x). La técnica puede resumirse en
los siguientes pasos:

A. Dominio. Se determina el dominio de la funcion

B. Simetria y periodicidad

Determinar si se tiene simetria respecto al eje Y o respecto al origen. En
caso afirmativo, el trabajo se reduce a la mitad: Sélo es necesario graficar los
puntos con abscisa x = 0,

Si la funcion viene expresada en términos de las funciones trigonométricas,
determinar la periodicidad. Si esta es p, entonces solo construye el grafico en un
intervalo de longitud p, que puede ser [0, p] o [-p/2, p/2]. Luego esta parte del
grafico se traslada a los otros intervalos.

Recordar que:

a. Una funcion es periddica si existe una constante positiva p tal que

fix +p)=1(x), ¥V x € Dom(f)

Se llama periodo al menor p que satisface la condicién anterior.



Capitulo 5. Aplicaciones de la Derivada 335

b. La grafica de fes simétrica respecto al eje Y <
fes par: f{~x) = f{x), ¥ x € Dom(f).

¢. La grafica de fes simétrica respecto al origen <
fes impar: f{—x) = — f{x), ¥ x € Dom(f).

C. Intersecciones con los Ejes.
La interseccion con ¢l eje Y se encuentra haciendo x = 0. La interseccion
con el eje X se encuentra resolviendo la ecuacion f{x) = 0. Si la ecuacion es
dificil de resolver, se recomienda no insistir.

D, Continuidad y asintotas.
Determinar las discontinuidades y los intervalos de continuidad. Calcular
los limites unilaterales en los extremos de estos intervalos de continuidad.
Estos limites nos proporcionan las asintotas verticales y horizontales.

E. Estudio de f'. Intervalos de monotonia. Miximos y minimos.
Hallar los puntos critices, los intervalos de crecimiento y decrecimiento, los
extremos locales.

F. Estudio de f". Concavidad y puntos de inflexion.
Hallar los intervalos de concavidad y los puntos de inflexion.

G. Esbozar el grifico.
Esbozar el grafico de f con la informacion encontrada en los pasos
anteriores. Si es necesario, calcular algunos puntos extras.

2

EJEMPLO 1.| Graficar la funcién racional f{x) = xzx_ 4
Solucidn
A. Dominio, Dom(f) = Dom{f)=R - {-2, 2}.
B. Simetria y periodicidad. No es periddica.
(_X)Z B X2

Esta funcién es par, En efecto: f{—x)= oy e f(x).

Luego, el grifico de f es simétrica respecto al eje Y. En consecuencia, es
suficiente construir la parte del grafico que estd a la derecha del eje Y; es decir
la parte que corresponde al intervalo [0, +o0). La otra parte se obtiene
reflejando en el eje Y la parte construida.

C. Intersecciones con los Ejes.

x=0 = f{0)=0. Luego, la grafica de f intersecta al eje Y en el punto (0, 0).
2

X
Por otro lado, f{x) = 0 = 224

la grafica de f intersecta al eje X en ¢l punto (0, 0).

=0 = x*=0 => x=0. Luego,
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D. Continuidad y asintotas.

La funcion f es discontinua en -2 y 2. Los intervalos de continuidad son:
(_wi _2)v (-29 2) y (2’ m)'

Asintotas Verticales

. x2 i x?
% Lim gy b. Lim . —
32 22 g x—22 x2 _4
Luego, la recta x = 2 es un asintota vertical. Por simetria, la recta x = — 2

también es una asintota vertical.
Asintotas horizontales.

2

x40 yx2_4  X—orte | - 4/x?

Luego, larecta y = 1 es una asintota horizontal.

E. Estudio de {'(x). Intervalos de Monotonia. Maximos y minimos.
- 8x

) =G4y

Puntos Criticos.
f'(x) =0 = x=0. Ademas, f' no estd definidaen x=-2 y x=2, pero

estos puntos tampoco estin en el dominio. Luego, f tiene un tunico punto
critico que es 0.

Intervalos de monotonia.

—00 -2 0 2 +00

T o I e, i wine X . lops =B
= " e T " F=9

/ ” \ °

Mirando la tabla deducimos que f{0) =0 es un maximo local.

F. Estudio de f ""(x). Concavidad y Puntos de inflexién.

B(3x> +4)
L= ==
(x*-4)
f'(x) no se anula en ningén punto y no esta definida en -2 y 2. Pero
estos puntos no estan en el dominio de f. En consecuencia, la grafica no tiene
puntos de inflexion.
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Intervalos de Concavidad.

—Q0 —2 2 +00
f'(x)= %;% f'{(x) = H = f"(x)-%I)l =+
v E U

G. Esbozo del grafico.

N ; ;
i '
x  flx) ; :
; :
0 0 : '
[ —— (IO I I, S
1 _E T 1§ .
» : '
9 ' 123 4 X
3053 5 i
' 1
4 % ' !

Graficar la funciéon  f{x) = 2sen x —sen 2x
Solucién
A. Dominio. Dom(f)=R.
B. Simetria y periodicidad.
i. fes periddica con periodo 2. Esto es, f{x + 21) =f(x), Y x € R

En consecuencia, solamente precisamos graficar la funcion en un
intervalo de longitud 2n. Escogemos ¢l intervalo [0, 2x). Para obtener el
grafico completo, trasladamos esta porcion al resto de intervalos.

if. La funcion f es impar y, por tanto, su grafica es simétrica respecto al origen.
fl—x) = 2sen (—x) —sen 2{-x) =-2senx —(-sen 2x )
=—(2senx —sen 2x) = - f{x)

En consecuencia, solamente precisamos graficar la funcion a la derecha
del origen, o sea, en el intervalo [0, n]. Sin embargo, por razones didacticas,
persistimos en tomar el intervale[0, 2n]. .

C. Intersecciones con los ejes..

x=0= f{0)=2sen0 - sen2(0)=2(0)—0=0.
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Luegpo, la grafica de f intersecta al eje Y en (0, 0).

Por otro lado,
fix)=0<> 2senx —sen2x=0<> 2senx —2senx cosx=0
<> 2senx(l-cosx)=0 = senx=0 6 cosx=1
= x=0,x=2ny x==x
Luego, la grafica de f'intersecta al eje X en (0, 0), (w, 0) y (2w, 0)
D. Continuidad y asintotas.
f es continua en [0, 2n] y no tiene asintotas.
E. Estudio de f '(x). Intervalos de monotonia, Maximos y Minimos
Puntos Criticos:
f'(x) =2 cos x -2 cos 2x =2 cos x —2 (2cos°x ~1) =>

f'(x) =-2(2cos’x —cos x—1)

1£/T-42)D) _ 143

f'(x)=0<>2cos’x —cosx~1=0 => cosx= - — :

—>cosx=1 0 cosx=-1/2
=(x=06x=2rn) 6 (2n/3 6 4n/3)
Los puntos criticos son: { 0 o 2n) o0 (2n/3 6 4n/3 )

Intervalos de monotonia:
0 2n /3 4n /3 2n
f'(x) ==2()=+ f'(x) =-2(+)=- '{x) =-2(-)=+

Pl % A

La tabla nos dice que f tiene un maximo relativo en x = 21 /3y tiene un
minimo relativo en x = 4n /3, cuyos valores son:

f(2n/3) = 2sen (21/3) —sen 2(21/3) = 2(V3/2) — (=+3/2) = 332~ 26
f2m/3) = 2sen (47/3) — sen 2(4n/3) = 2(=3/2) = (V3/2) =-33/2~ 26

Sin embargo, para x = 0 y x = 2, la tabla nos da informacién incompleta,
ya que no nos dice como es f a la izquierda de 0 a la derecha de 2n. Pero,
debido a la periodicidad, concluimos que tanto a la izquierda de 0 como a la
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derecha de 2z, la funcion es creciente. Luego, x = 0 y x = 2n no dan lugar a
extremos relativos.

F. Estudio de f ''(x). Concavidad y puntos de inflexién
f'(x) =-2( 2cos’x —cosx— 1)y =

f'(x)=-2(-4 cosxsenx +senx)=-2senx{ 1 —4cosx)

f"(x)=04> -2senx (1 —4cosx}=0=> senx=0,6 cosx=:11~

= (x=06 n) 6(x=0=132 0o x =0, ~4,97)
Intervalos de concavidad:

0 0,=1,32 n 0,~4,97 2n

P =t | =010~ | == | =)~

U M U M

La tabla nos dice que son puntos de inflexion:
(01, 81)) =(1,32,€(1,32)) = (1,32, 1,45), (m, f(m))=(n,0) y
(62 f(8,)) =(4,97, f(4,97)) ~ (4,97, 1,45)

De la periodicidad de f obtenemos que (0, f{0)) = (0, 0) y (2=, f{2n)) = (2=, Q)
también son puntos de inflexion,

G. Eshozo de la grifica. Y
f en [0, 2n] ]

1,45

-145 ¢+

34311
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2
EJEMPLO 3.] Graficar la siguiente funcién  f{x) = e * f2

Selucién
A, Dominio. Dom(f) =R.
B. Simetrias y periodicidad. No es periddica.

2 2
fes par. En efecto: fl—x) = ¢~ %) /2 - e X 2 f(x).
En consecuercia, el grifico de f es simétrica respecto al eje Y.

C. Interseccion con los ejes.
ConelejeY: f(0)=e" 0 -
Luego, el grafico corta al eje Y en el punto (0, 1).

/
-.xz,'

Coneleje X:e 2 = 0 no tiene solucién. Luego, el grafico no corta al eje X.

D. Continuidad y asintotas.

x2/

La funcién f{x) = ¢ ¥/ 2 es continua en todo R y, por tanto, no hay
asintotas verticales.
Asintotas horizontales.

2
b &% 02 <t

— =10 y
X+ o0 R
—x2/ 1
Lim ¢*/2 = Lim __ =
x2/2
x> - x>-c g¥’

Luego, v=0, el eje X, es una asintota horizontal.

E. Estudio de f'. Intervalos de monotonia. Maximos y minimos
24 934
fi(x)=e X/ : D, ( —x2/2 )y=-xe ¥/ 2
2
£()=0 & —xe */% =0 = x=0
Luego, f tiene un solo punto critico, que es x = 0.

Intervalos de monotonia:
-0 0 +00

Flx) == Gir)y==% | Plx) =~ (F)=-

” \

fes creciente en el intervalo ( —o0, 0] y es decreciente en [0, +00). Ademas

f tiene un maximo en x = 0, que vale f{0) = 1.
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F. Estudio de "', Concavidad. Puntos de inflexién
2f _ _2/
) ==xe ¥ 2 = )= xe ¥ 2D (-x2/2) -e ¥/t
2]
£"(x) =(x2 -1 )e_x &
Ahora,

2i
f'x)=0 & (x2 - l)e:_x 2= 0 x2-1=0 &x=21
Intervalos de concavidad:

—00 -1 1 + o0

fx)=(+)(+)=+ | =) (+)== | @=(F)(+)}=+

) M (o

La tabla nos dice que el grafico de f es concavo hacia arriba en los
intervalos ( —e0, =1] 'y [1, ¢ ), y que es céncava hacia abajo en el
intervalo [-1,1].

Luego, (-LA(-1)) = (-1,e™%) y (LAM) = (1, ™)
son puntos de inflexidn, 5

G. Esbozo del grafico

x | flx)

0 1

1 e =0,606
2 e? 20,135

[OBSERVACION. | En la Estadistica y en la Teoria de las Probabilidades
aparecen con frecuencia la siguiente funcion, llamada
funcién de densidad normal:

fix) = —b e~ x-w)?/(20%)
204 27
donde p y o con constantes, llamadas media y desviacion
estandar, respectivamente.

La grafica de esta funcidn se obtiene facilmente de la grafica
del ejemplo anterior, mediante las técnicas de traslacion y
estiramiento.
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GRAFICAS CON ASINTOTAS OBLICUAS
2

[EJEMPLO 4.] ion f{x) = ——
EJEMPLO 4.| Graficar la funcién {{x) sz__l

Solucion
A. Dominio.
xeDom(f)ax2>1@ |x| >l &ex<-14 x>l
Dom(f) = (—w,—1) U (1, +x)
B. Simetrias. No es periddica.
La funcion f es par, En efecto:
S
J(—x}z P =

Luego, la grafica de f es simétrica respecto al eje Y y sélo debemos
concentrarnos de graficar fen el intervalo (1, +o0),

fl-x) = = )

C. Intersecciones con los ejes.
El grifico de f no corta al eje Y, ya que x = 0 no esti en el dominio de f.

2
fix)=0= n—)-‘rzm—— =0 = x=0.Pero0no esta en el dominio de f. Luego,

X -1
el grifico de f no corta al eje X.

D. Continuidad y asintotas.
fes continua en todo su dominio = (—oo,—1} U (1, +o0),

Asintotas Verticales:

Lim g

| ——
x=1 2.1

Luego, x =1 es una asintota vertical.

=+

Asintotas Horizontales:
Lim X Lim % +o0

X0 T T x4 e T T
x2 -1 Ji-1/x2 !

Luego, no hay asintotas horizontales.

Asintotas Oblicuas:
De acuerdo al ejemplo 2 se la seccion 2.8, las recta y=x , y = —x son
asintotas oblicuas,
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E. Estudio de f'(x). Intervalos de Monotonia. Maximos y Minimos.
xfxz—l(Zx)— xz[fo x? —l) 3
£ = - X" —2x
2 T
R =1 ( 2] ) R =]

x3 —2x _ x(x2—2) =x(x-w/-2)(x+ﬁ)

- (Z-1)?  (x2-1)" (x2_1)2
f'{x) = x(x(—?)l(;;;ﬁ) =0 = x=0,x=ﬁ s X=- ﬁ
x -

Sélox=+/2 es punto critico en el intervalo (1, +).

Intervalos de monotonia en el intervalo (1, +oc).

1 J2 v

WO __ | gy = DO
+) )

\ 2

- ftienc un minimo relativoen x= ﬁ ysu valores f{ ﬁ )=2

f'(x) =

F. Estudio de f "'(x). [ntervalos de Concavidad. Puntos de Inflexién.

3
f'(x) = (—:2—_12)’3% =
)= (x2-1)"2(3x?-2) - P -2 (32)(x2 -1)"2(2%)
(x*-1)?
(xz—l}m[(xz—l)(sz—Z)-3x(x3—-2x)] <242
B G o) _(xz_l)m
Como X°+ 2 = 0 no tiene soluciones reales y Y

f"(x)>0 ¥ xen(l, +x) concluimos que la
grafica no tiene puntos de inflexion en (1, +o)
y que en este intervalo, la grafica es concava
hacia arriba.

F. Esbozo dc la grafica.
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EJEMPLO 5.] Graficar la funcién f(x) = xe'’¥

Solucién

A. Dominio. Dom(f)=R - {0} =(—=, 0) U (0, +x=)
B. Simetrias y periodicidad. Ninguna simetria y no es periddica.

C. Interscccion con los ejes

Como x = 0 no esta en dominio de f, el grafico de fno corta al eje Y.
Por otro lado,

fix) = 0 & xe!’* =0 = x=0. Pero x = 0 no estd en el dominio de f.

Luego, el grafica de f no corta al gje X.

D. Continuidad y asintotas.
f es continua en todo su dominio = (—w , 0) U (0, +=)
Asintotas verticales:

Los limites siguientes son indeterminaciones del tipo 0 «, por lo que

aplicamos la regla dc L'Hospital. —
1/x l/x( z)
¢ . = ~1/x .
Lim xe!/*= le = Lim e e Lim e'* =" =+w
x—0% ot 1/x x—0" -1/x x—= 0t
1/x lfx( 2)
. . e e -1/x . L
Lim xe'’® = Lim —— = Lim. —————— = Lim el/* =™ =0
x>0 x=0- 1/x Xx—=0 -1/x x— 0~

Luego, la recta X = 0 es una asintota vertical (solo hacia arriba).

Asintotas Horizontales:

Lim xel/* =(+a)e’=(Fe0) (1) =+

X—» +00

Lim xe' —(—:o)e =(—0o)} 1) =
X—> -2

Luego, la grafica de f no tiene asintotas horizontales.

Asintotas Oblicuas:
Mx
. Xe .
= Lim = Lim e'/* =¢"=1
X—> +aC X X— 4+
elrx -1

b= Lim (xe"*- x)= Lim x( e/*-1)= Lim
X—= +w®0 X— +oo X— 40 1/x
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Ty 109
=T e Ty Lim e“":e“=1
X— 420 7]/;;2 X— 40

En forma enteramente analoga, obtenemos que:
1/%
. Xe :
m= Lim =1 y b= Lun(xe”x—x)=1
X——x X X——0
Luego, la recta y = x + 1 es asintota oblicua, a la derecha y a la izquierda.

E. Estudio de f '(x). Intervalos de Monetonia. Maximos y Minimos.

f(x) = xe”"(-—l—) +el/x = ol/x _ 1 ux =[1 B l]e”"
x_2 X X

Puntos Criticos;
1

f'(x) =0 b(l ——Je”"=0=>1—i=0 = x=1
X X

Se tiene un solo punto critico: x = 1. Observar que no existe f'(0), perox =0
no es punto critico porque x = 0 no estd en el dominio de f.
Intervalos de Monotonia:
—o0 0
{x) = (O =+ | £lx) = L=~ £ix) = (Fp=+

A \ &

f tiene un minimo relativoenx =1 y su valores f{l) =e = 2,72

F. Estudio de f ' (x}). Intervalos de Concavidad. Puntos de Inflexion

1 400

f'(x) =ellx_leh'x =
X

1
f"(x)=e”’{——]— b
x2 X
"xX)=0 < -lhe”x =0 & o
3 3

X
No hay solucion.

Intervalos de concavidad:
0

)= (W) =- | ==+ s :
N U 3

No hay puntos de inflexion.

F. Esbozo de la grafica.
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PROBLEMAS PROPUESTOS 5.5

Graficar las funciones siguientes:

1.fx) =% — 6x% + 9x + 1 2. flx)=x*-2x2 +1 3. f(x) = 2x + 5x*°
2
4. fx) = f" 5. fix) = ——= 6. fx)= —
x°+1 (x-1) X +1

7. f(x)=sen x+ 43 cos x en el intervalo [-n,n] ( f es periddica con periodo 2m).

Graficar las funciones siguientes. Ellas tienen asintotas oblicuas.

2 3
N O e 5 fix)= 2D
x-2 x2
10. f{x) = x23(6-x)1"3 11. f(x) = x /%’
SECCION 5.6

PROBLEMAS DE OPTIMIZACION

El resto de esta seccion lo dedicaremos a resolver problemas de optimizacién
en la Economia, en la Fisica, en el comercio y, en general, en la vida real. Estos
problemas estan planteados en términos del lenguaje diario. Nuestra primera
labor, la que requiere ingenio, consiste en traducir el problema al lenguaje
matematico, quedando expresado mediante una funcién, La segunda labor es
rutinaria, solo se tiene que calcular ¢l maximo o el minimo de la funcién
encontrada. Dividimos estos problemas en dos grupos. fegin el intervale donde se
optimiza la funcién sea cerrado o no.

PROBLEMAS DE OPTIMIZACION EN INTERVALOS
CERRADOS Y FINITOS
En este grupo de problemas el resultado clave que usaremos nos da el teorema
5.1, que afirma que toda funcion continua en un intervalo cerrado [a, b] tiene
méaximo y minimo, y estos son alcanzados en los nimeros criticos o en los
extremos a o b.

IPROBLEMA 1.| De un tronco de madera, que tiene una seccion circular de
3 dm. de radio, sc quiere obtener un tablén de seccion
rectangular. ;Qué dimensiones debe tener el rectangulo si se
desea que ésle lenga drea maxima?

Solucion
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Sean X, h v A la base, la altura y el area del rectangulo, respectivamente.
Tenemos que:
A=xh (1)

Expresemos la altura en términos de la base. Para
esto, observamos que el didametro, la base y la altura,
forman un tridngulo rectangulo de hipotenusa 6 dm.
Luego, usando el teorema de Pitagoras, tenemos que

h=v62-x* ()
Reemplazando (2) en (1):

A=xv36—x2

Esta funcion, que expresa el drea del rectangulo en términos de la base, es la
que debemos maximizar. ;En qué intervalo? Como la longitud de la base no puede

ser negativa ni exceder la longitud del diametro, debemos tener: 0 <x <6.

En resumen, buscamos el maximo de la funcién

A(x)=x V36— x2 en el intervalo [0, 6].
Hallemos los puntos criticos:

3% 36 —2x2 2(18 = x%)
AW = x—=—= +\36 - = =
w9 136 - %2 \36-x2 /36 -x2

2
Ap=0 < 28X _ 6 s 18-x2=0 & x=233

v 36-x2

2(18-x2)

Ademas, A'(x) = no estd definida en 6.

36-x2
Luego, los puntos criticos de A(x) son —3\/5 % B\ﬁ y 6. Como —3\@ no
esta en el intervalo [0, 6] lo desechamos y nos quedamos con 3\/5 y 6

Comparemos los valores A(0), A(6) y A(3\2):
A@0) = (ON/36-0% =0, A(6) = 6\/36 - 62 =0,

AGN2)=34236-(342)2 =18

Luego, el maximo de A(x) es A(3\2 ) = 18 y es alcanzado en x =32
Las dimensiones del rectangulo de drea méaxima son:

Base=x=3\ﬁ y altura= h= 1}62_(3\/2_)2 =3\ﬁ

Notar que el rectangulo es un cuadrado.
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|[PROBLEMA 2.| Un fabricante de envases construye cajas sin tapa, utilizando
laminas de carton rectangulares de 80 cm. de largo por 50 cm.
de ancho. Para formar la caja, de las cuatro esquinas de cada
lamina se recorta un pequerio cuadrado y luego se doblan las
aletas, como indica la figura. ;Cual debe ser la longitud del
lado de los cuadrados cortados si se quiere que la caja tenga el
mayor volumen posible?

Solucién
Sea x la longitud del lado de los cuadrados cortados.

Sabemos que:
Volumen de la caja = (drea de la base)(altura)

La altura de la caja es x y su base es un
rectangulo de 80 — 2x de largo por 50 — 2x de
ancho. Luego, si V denota el volumen de la caja
tenemos que,

V = (80 — 2x)(50 — 2x)(X) = 4x> — 260x% + 4000x

X
La longitud x no puede ser negativa ni puede exceder la mitad del ancho dela
lamina inicial. Luego, 0 <x <25,

Debemos hallar el mdximo de la funcién volumen
V(x) = 4x> - 260x% + 4000x,
en el intervalo [0, 251,
Hallemos sus puntos criticos:
V'(x) = 12x% = 520x + 4000
= 4(x - 10)(3x — 100)

100
Los puntos criticos de V(x) son 10 y 3 -

Desechamos 1—2—0 , por estar fuera del intervalo [0, 25]. Nos quedamos con 10.
Ahora, comparemos los valores V(0), V(23) y V(10):

V(0) = (80 - 2(0))(50 — 2(0))(0) = 0
V(25) = (80 - 2(25))(50 — 2(25))(25) = 0
V(10) = (80 - 2(10))(50 — 2(10))(10) = 18.000

Luego, el maximo de V(x) es V(10) = 18.000 cm’ v es alcanzado en x = 10. En
consecuencia, la longitud del lado de los cuadrados cortados debe ser de 10 cm.
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[PROBLEMA 3. | Sc desea construir una pista de carrera de 400 m. de perimetro.
La pista debe estar formada por un rectingulo con dos
semicirculos localizados en dos lados opuestos del rectangulo.
;Cuales deben ser las dimensiones del rectangulo si se quiere
que el area de éste sea maxima?

Solucion

Sean b y x las longitudes de los lados del rectangulo.
Su area es:

A=bx {1
El radio de los semicirculos es g y, por tanto, la

longitud de las dos semicircunferencias es:

b
2(n3 )= ab.
Como el perimetro de la pista es de 400 m, tenemos:
2x + ®b =400,
Despejamos b:
400 -2
== @
Reemplazando (2) en (1)
400 -2
A = === x= 3(200)(«7(2)
I s

La longitud x es no negativa y no puede exceder la mitad del perimetro.
Estoes, 0 < x <200.

Debemos hallar el maximo de la funcién:

A(x)= E(200x - xz) en el intervalo [0, 200].
T
Hallemos sus puntos criticos:
oy 2 ]
A(x)_n (200-2x) =7 {100 —x)
AX)=0 S 100-x=0 < x=100
Sélo existe un punto critico, que es 100,
Comparemos los valores A(0), A(200) y A(100):
A0) = %(200(0) -0%) =0,
2
A(200) = = (200(200) - 200%) =0

20.000

A(100)= 2 (200(100) - (100?) =223
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Luego, el maximo es A(100) = 2&_:{)& y lo alcanza en x = 100,

En consecuencia, las dimensiones del rectingulo de drea méxima son:

- 2(100 2
x =100, l:J=400 2l =—OQ.

I n

[PROBLEMA 4.]| Una isla se encuentra a 800 m. de una playa recta. En la
playa, a 2.000 m. de distancia del punto F que esta frente a la
isla, funciona una planta eléctrica. Para dotar de luz a la isla
se tiende un cable desde la planta hasta un punto P de la playa
y de alli hasta la isla. El costo del tendido de un metro de

3
cable en tierra es 3 del costo de un metro del tendido en

agua. ;Ddnde debe estar localizado el punto P para que el
costo del tendido sea minimo?

Solucién
Sea k el costo de tender un metro de cable en el agua.
Sea x la distancia del punto P al punto F.

La distancia de P a la planta es 2.000 - x. Isla A
: - HOS
El costo del ;endldo del cable en tierra es ' C‘:}
5 k(2.000 - x) ]
800}
La distancia de P a la isla, por el teorema de | @
Pitagoras, €s L e~ e~ ﬁ
- ___» '
F— x—FP
Vx2+(800)2 = ¥ x?+640000  — 2000 |

y el costo del tendido de cable en el agua es

kv x2 +640.000

Luego, el costo total del tendido es:
Cx) = %k (2.000 - x ) + kv x2 +640.000

Ademds, x no debe ser negativa ni exceder 2.000, esto es
0=x<2.000

En resumen, debemos hallar el minimo de la funcién

C(x)= %k(Z.OOO -x)+ kv x% +640.000 en el intervalo [0, 2.000].
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Hallemos los puntos criticos:

. kx
x% + 640.000

_ 3 kx / 2
C'x)=0 & - —k+—F——= =0 < 3kVy x° +640.000 = Skx
) 5 \’x3+640.000

= 34 x2 4+ 640,000 =5x = 9(x? + 640.000) = 25x2 = x == 600

3
Cix)=— 2k +
(x) :

Sélo nos quedamos con 600, ya que —600 no estd en el intervalo [0, 2.000].
Ahora, comparamos los valores C(0), C(600) y C(2.000):

c(0) = -g-k(2.000) + k\/640.000 = 2.000k

C(600) = %k(l A400) + kr[360.000 + 640.000 = 1840k

C(2.000) = %k(O) + k+/ 4.000.000+640.000 = 4004/ 29 k =~ 2.154 k

El costo minimo es 1.840k y es alcanzado cn el punto x = 600. Luego, el punto
P debe localizarse entre la planta y el punto F a 600 m, de éste.

[PROBLEMA 5. | Un hotel tiene 71 habitaciones. El gerente ha observado que
cuando la tarifa por habitacién es §. 50, todas las habitaciones
sont alquiladas y, por cada 5.2 de aumento en la tarifa, se
desocupa una habitacidon. Si el mantenimiento (limpieza,
lavado, etc.) de cada habitacion ocupada es de $.4.

a. ;Qué tarifa debe cobrar el gerente para obtener méxima
ganancia?

b. ;Cuantas habitaciones se ocupan con esta tarifa que da
maxima ganancia?

Solucidn

Sea G la ganancia del hotel. Se tiene que:

G = (habitaciones ocupadas)(tarifa por habitacién.) — 4(habitaciones ocupadas)

Sea x el mimero de habitaciones desocupadas. Se debe cumplir que 0 <x <71.
Ademas:

El niimero de habitaciones ocupadas es 71 —x.
El incremento en la tarifa por habitacion es 2x.
La tarifa por habitacion es 50 + 2x
Reemplazando cstos valores en la igualdad inicial, tenemos:
G{x) = (71 — x)(50 + 2x) - 4(71 —=x) = G{x)=23.266 + 96x — 2x2
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Debemos hallar el maximo de
G(x) = 3.266 + 96x — 2x> en el intervalo [0, 71].
Hallemos los puntos criticos:
G'(x) =9 -4x y G'(x) =0=> 9% -4x=0=> x=24

G{x) tiene como dnico punto critico a 24, que esta en el intervalo [0, 71].
Ahora, comparamos los valores G(0), G(24) y G(71):

G(0) = 3.266 + 96(0) — 2(0)* = 3.266

G(24) = 3.266 + 96(24) - 2(24)*>= 4.418

G(71)=3.266 + 96(71) - 2(712=0

La ganancia maxima es G(24) = 4,418, la cual es alcanzada cuando x = 24,
En consecuencia,

a. La tarifa que da méxima ganancia es 50 + 2(24) = 98 ddlares.

b. Con esta tarifa de 98 délares se alquilan 71 — 24 = 47 habitaciones.

[PROBLEMA 6. | De una ldmina metalica circular se guiere cortar un sector
circular para construir una copa cénica. Hallar la medida del
dngulo central 6que proporcione la copa de capacidad
méxima.

Solucion

Sea R el radio del circulo metalico, h la altura
de la copa y r el radio de su base.
El volumen de la copa, por ser un cono, es

= %mzh ()

La longitud de la circunferencia de la base de
la copa debe ser igual a la longitud del arco
determinado por el angulo 6. Esto es,

2ar=R0O

De donde

_ R
—2.“9 2)

Por otro lado, se tiene que

14

h=vR2-r2 = JR2-(RO2r )

Reemplazando (2) y (3) en (1)

R Jar? _o2 3)
2n
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P
V=V(G)=§n(2R—n8) [25\} 4n? -92 J::»

T

3
vio) = X - 02y 4n? —g? @

24w

Para nuestro problema los valores de 0 que tienen significado estdn entre 0y 2n
radianes, es decir 0 <6 < 2n.

3
Hallamos el maximo de V({0) = —B—-i- 0%y 4n? =62 | en el intervalo [0, 27].
24x

Hallemos los puntos criticos:

2 2
v _ R? —0 gl o[ 362-8x?)
—= 62 +20v 4n? 02 |= 5| -
d® 2452 1}4':12 - g2 24n \/:Inz— 62

\'4
‘c'l—e =0 & 0(30%-822)=0 < 0=06 302 -8x%2=0

< 0=0206 9=21r\)2!3
Ahora, comparemos los valores V(0), V(2r) v V(Zn\/ﬁ ):

4% -0% =0

3
V)= ——
24x

R3

2a (21 Yyanl-2m? =0
V(amf23 ) = —(2m/7 )2 o an? (214273 )2 = 2J—n
Zﬁn

V(2m) =

El maximo de V(8) es V(2n ‘\, 2/3) y es alcanzado en 0 = 214/273

Luego, el angulo central buscado es 0 = 2@ = 2.565 rad. = 146,7°

[PROBLEMA 7.] Hallar las dimensiones del rectangulo con lados paralelos a los
ejes y de area maxima que puede inscribirse en la elipse

73
X
55 -

Solucion

Consideremos un rectangulo cualquiera, inscrito en la elipse y con lados
paralelos a los ejes.
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Sea (x, v) el vértice del rectangulo en el Y T
primer cuadrante. El 4rea de este rectangulo es:
A =4xy

Si despejamos y en la ecuacion de la
elipse se tiene:

B e
Y=g a?-x
Reemplazando este valor en la ecuacién anterior se tiene el drea del rectangulo:
b
AX)=4 —x\a? -
a
Esclaroque 0 <x<a.
- b :
Debemos hallar el maximo de A(x) =4 —x+/a’ —x* en el intervalo [0, a].
a

Hallemos los puntos criticos:

L. b =x brs—= .b#-2%
A(X)_‘q';Xm +4a a—-X _43 az xz
A()=0 & al-2x=0 ©Ox=2 ‘Ea =% *’22

av2 ;
Desechamosa  — 5 por no estar en el intervalo [0, a].

Comparemos los valores A(0), A(a) y A(av2/2)

A0)=420pa?0r =0, A@=42(a)Val-al=0 y
a a

2
a 2

A(av2/2) = 4 b[a

Luego, el maximo de A(x) es A( a2/ 2) = 2ab y es alcanzado en

a
X =

. El valor de y correspondiente a este valor de x cs:

y=2Ja? _@2/2)? = %5-
a

En consecuencia, las dimensiones del rectangulo buscado son

2x=a+y2 y 2y=b\5.

2
2
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[PROBLEMA 8.! En un lago circular de 4 Km. de radio se tienen dos puntos P y
Q, localizados en la orilla y diametralmente opuestos. Un
pescador se encuentra en el punto Py quiere llegar, en el
menor tiempo, al punto Q. El pescador puede remar a razén de
4 Km. por hora y puede caminar a razén de 8 Km. por hora.
¢Con qué angulo 0 debe remar para alcanzar el punto R para
luego caminar hacia Q?

Seolucién

Sea t; el tiempo utilizado remando, t; el tiempo
utilizado caminando y T el tiempo total. Se tiene que:

=t +ly m

El tiempo t; es igual a la distancia de P a R dividida
entre la velocidad del pescador remando. Esto es,
d(P,R)

4

Considerando que el dngulo PRQ es recto (todo 4ngulo inscrito en una
semicircunferencia es recto), se tiene que:

1 =

d(P,R)=8cos0 vy, portanto, tj=2cos8 (2)

Por ofro lado, el tiempo t; es igual a Ja longitud del arco RQ dividida entre la
velocidad del pescador caminando. Esto es,

longitud del arco RQ
th = 8

Pero,
Longitud del arco RQ = 4(angulo central) =4(20)=88 y, por tanto,

t =90 3)
Reemplazando (2) y (3) en (1) conseguimos: T=2cos6 + 6
Esclaroque 0 <0< g‘ . Luego,

Debemos hallar el minimo de T(8) =2cos 8 + 0 enelintervalo [0, n/2].
Hallemos los puntos criticos:
T(@=-2sen0 +1 vy

TO)=0 & —25en0 + 1 =0 & sen0=%<:> 0=%rad.

Comparemos T(0), T(n/2) y T(n/6):
T(0)=2cos 0 =2 horas
T(n/2) =2cos(§ )+ % =2(0) + g = g =~ 1,57 horas.
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T@/6) =2cos (5 )+ ¢ =2 2 +% == + % =225homas

2
. T
Luego, el minimo es T(n/2) = 1,57 horas y es alcanzado en 5 - En

; " R -
consecuencia, el pescador debe salir con un dngulo de 3 Esto significa que le

conviene més olvidarse de la lancha y bordear el lago caminando.

[PROBLEMA 9. | Fl alcance de una pelota arrojada por un beisbolista esta
gobernado por la funcion;
%
A(B) = E sen 20,

donde, B es el dngulo de inclinacion al lanzar la pelota, g es la
aceleracién de la gravedad y v, es la velocidad inicial con que la
pelota es lanzada.

Hallar el 4ngulo que proporcione el méaximo alcance.

Solucién
Debemos hallar el méaximo de =
2 ’
,
A@®)= j;— sen 20 en [0, n/2]. b
Hallemos los puntos criticos: ‘ Z\8
2 &
A'0) =2 -é’— cos 20 '
] VOZ n
AD)=0 < ZE c0s20=0 < cos20=0 = =3

Comparemos los valores A( 0), A(m/2) y A(n/4 ):
2
v,
A(0)= ——; sen2(0) =0

2 2

v, Vo
A(m’2)=§sen2(%)= Esenn:ZO
2 2 2
. k. _ % B X%
Alm/d y= 2 sen2(4 )= 2 sen 5 = g

2
vﬂ

El maximo es A(m/4 )= — , que es alcanzado en % -
t-1

Luego, para lograr el maximo alcance, la pelota debe lanzarse con un angulo de

inclinacion deg‘ Rad.
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[PROBLEMA 190.] Hallar las dimensiones del cilindro circular recto de volumen
maximo inscrito en una esfera de radio R.

Solucion

Sea r el radio del cilindro, h su altura y V su volumen.
Sabemos que:

V = (4rea de la base )( altura ) = nr’h (1)

Por Pitagoras se tiene:

(3y-r-2 = n=2VR2-¢
= V=211:r2\f e apt

Esclaroque 0 <r<R.

Debemos hallar el maximo de

V(r)=2m2v R? —r? en [0, R].

Hallemos los puntos criticos:

2 2
V@O =202+ 4mrR2 2 = 2R )
‘ \JRZ—I‘2 Rz—r2

2nr(2R% -3r)

Vi) =0 & =0 => 2m(2R?-32)=0
RZ -2
& r=0 6 2R2-3P=0=>r=0 6 r= R‘/_
Ademis, V'(r) no estd definidaenr=R.
RV6

Luego, los puntos criticos de V(r) en [0, R] son: 0, T y R

Comparemos V(0) , V(R) y V(R 6/3):

V()= 2 (0¥ Y R2-0%2 =0, V@®)=21RZyRZ-R2=0 y

V(Rﬁ/3)=2n(3§§)2 JRZ-(RV6/3)2 =n59@R3
V3 o3 R6
3

3 yesalcanzado en r=

Luego, el maximo es V(Ry 6 /3 ) = n:4

Por otro lado, sabemos que h=2v R 2 _r? | Luego,
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h=2R2-(RV6/3)} = 2R~ 2R3
R -ri3) = 2= 2

Por tanto, las dimensiones del cilindro buscado son:

R;/g 2R3‘/;_~.1,f55R

=~ 0,817R y altura=

radio =

[PROBLEMA 11.| Probar que el volumen del mayor cono circular recto inscrito

4
en otro cono circular recto es == del volumen del cono

grande.
Solucion
Sean 1, h y V el radio, la altura y el volumen del
cono pequefio. Sean R, Hy V, el radio, la altura y el

volumen del cono grande.
Sabemos que:

1 v=3h @ Vi =5 R

Como los triagngulos ABD y ACE son semejantes,

h R-r H

TR => h=E(R—r) 3)
Reemplazando (3) en (1):

n aH

V=3 R(R ) =3t (R=1]

Vemos que 0 <r<R.

Buscamos el maximo de

V(r)= —rz(R~r) en [0, R].

Hallemos los puntos criticos:

V() = —[r?-( 1) +2(R~1x] ~—[2R 31'2]~——r[2R 31]

R

t.a:]M

V) =0=r=0 6 2R-3r=0= r=0 6 r=
2
Comparemos V(0 ), V(R) y V(—R):

V(O)#——(O)Z(R ())=0, V(R)= R2(R R)=0
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2 2 2 4 2
V(=R =R R-=-R)=—aRH
( )= 3R(3 ]( 3 ) 81"

Luego, el maximo es V( - R)= Si] nRzH. Ahora, teniendo en cuenta (2),
4 rm,2 4
vV Rf—RI—I— RH|=—V
( ) rla R =%

4
Esto cs, el velumen del cono pequefio es 27 del volumen del cono grande.

[PROBLEMA 12.] Se quiere hacer el marco de un papagayo (cometa) con seis
piezas de madera. Las cuatro piezas cxteriores ya han sido
cortadas con las longitudes que indica la figura. ;Qué longitud
deben tener las piezas diagonales si se quiere que el drea del
papagayo sea maxima?

Solucion

La diagonal mas larga divide al papagayo
en dos tridngulos simétricos. Esto implica
que las dos diagonales dividen al papagayo
en cuatro tridngulos rectangulos.

. Si h cs la mitad de la longitud de la
diagonal menor, se tiene que:

0<h=<2

Kren e Ty= Ll = o 4 42 -h? &
2 2

AreadeTZZ%dzh =%J22—h’- h

El drea A del papagayo es igual a dos veces el drea de de T, mds dos veces el
drea de de T,. Luego,

A=416-h2 h +y4-h h= (\/16-112 ++ 4-12 ]h

Optimizamos:

A(h)= (\flt&'wh2 +\/4-h2 )h en el intervalo [0, 2]

Derivando respecto a h:

A(h)—(\flé h%ﬁ) (ﬂ " J4—-hh2 ]h
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(e (T )

=[J16—h2+J4—h2 {u _]6_:;1/4__?}
:[\/16~h2+\/4—h2 ](\/16—_}12‘\/4——112—}12)

V16-h2 Y 4—n?

Am)=0 = V16-h? v 4-h% = b¥ = (16-1") (4—h?)=n

=128 -200° =0 = hzx_z%:%ﬁh:_fi_

Js
Ahora,
A(0)=0 A(z)=[m—o )(2) =212 <43 = 6,93
A(4/J?)=U16 45 ) J4 PP J[ ]
ERAESIENCOR

Luego, A(4/y/5) = 8 es el miximo absoluto.

En consecuencia, las longitudes de las diagonales buscadas son:

Diagonal menor =2h=2— =~ 3,58

~./_ J_

Diagonal mayor =d, + d; \/16 4/( J4 4/J— ———-—-—==447

N

[PROBLEMA 13.| Seva acolocarun posteconun farolenelcentrode una
plazoleta circular de 20 m de radio. ;Qué altura debe estar el
farol para que ilumine fo mejor posible la vereda que rodea la
plazoleta?

Se sabe que la iluminacion I de la plazoleta es
directamente proporcional al coseno del dngulo © de
incidencia de los rayos luminosos e inversamente proporcional
al cuadrado de la distancia d del farol a la plazoleta.

Solucion



Capitulo 5. Aplicaciones de la Derivada : 361

Nos dicen que:

1(8) = k&zﬂg , donde k es una constante
d

De acuerdo a la figura,

2
senf= 22 = 4= 20
d sen O
Reemplazando este valor de d en la ecuacién de iluminacién:
1(6)= kLﬁ2 = Lcos 0 senZ8
(20/sen 0 ) 00

Debemos optimizar:

I(6) = -—k—cos 6 sen28 en el intervalo [0, =/2]:
1'®)= zg;[cose(Z sen8c059)+sen20(—sen9)]

= Losene[zcoszﬂ— senzﬂ]

senZ0 o

2

() =0 = sen8=0 6 2cos° 0= sen’0=> 0=0 6 ;
cos” 0
= 0=06tan"8=2=>0=0 6 0,=tan" Y2 =0,9553
Pero,
1(0) = 0, I(n/2) = 0 y 1(0,9553) =:1—:;—Ocos (0,9553) sen > (0,9553) = 0,00096k
Luego, I{8, ) = [{0,9553) = 0,00096k es el maximo.
Por otro lado, se tiene:

tan9=@ = h= &t
h tan 6

En particular, tomando 8 = 0, y sabiendo que tan 6, = V2 setiene:

20

h —
tan0; 2
Esto es, ]Ja maxima iluminacion en el corredor se obtiene al colocar el farol a
14,14 m de altura.

PROBLEMAS DE EXTREMOS EN INTERVALOS ABIERTOS O
SEMICERRADOS

Apliquemos este tecrema para resolver problemas practicos que se expresan
mediante funciones cuyos dominios son intervalos abiertos o cerrados. El resultado
clave que usaremos es dado en el teorema 5.11, que afirma que un extremo local
(nico es un extremo absoluto.
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EROBLEMA 14.—1 Una fibrica, para envasar alimentos, necesita potes de estafio
con tapa que tengan la forma de un cilindro circular recto y un
volumen de 250 cm®. Hallar las dimensiones que debe tener
el pote si se quiere usar la minima cantidad de estafio en su
construccién.

Solucién

Sea r ¢l radio de la base, h la altura y A el édrea total de las paredes del pote. El

drea es la suma de las dreas de las dos bases, que es 2ar’, mas el 4rea de la
superficie lateral, que es 2arh. Luego,
A =2mr’ + 2arh 1)

Por otro lado, ¢l volumen del cilindro circular recto es

V =nr’h.

En nuestro caso, como V = 2350nr, tenemos que

nrth =250 = rth=250 = h—zfzo

Reemplazando este valor de h en (1):

250 250
A=2m‘2+21rrr—2 = A= 211'(1'2

Vemos que la funcion A no esta definida para r = 0. Ademas, como el radio no

puede ser negativo, debemos tener que r > 0. En consecuencia, el problema
consiste en hallar el minimo de la funcién area:

A(r) =2n(r? + @ ) enel intervalo abierto (0, +o0).

Hallemos los puntos criticos:

A'(r)=2n(2r—2%) 4u(r3 125)

AN=0 = P-125=0 = P=125 = r=5

A'(r) no esta definida en 0, pero 0 no estd en (0, +o0).

Luego, 5 es el tnico punto critico de A(r) en el intervalo (0, +00).
Apliquemos a 5 el criterio de la segunda derivada:

A"(n)=2n(2 +— )= A"(5)=2n(2 + ) =12r>0

Luego, A(5) = ISOn es un minimo local. Como éste es el linico extremo
local de la funcion A(r) en (0, +00), se concluye que A(5) = 150n es el minimo
absoluto.

En consecuencia, las dimensiones buscadas del pote son:

radio=r=5cm. y altura=h= 2—552—0‘ =10 cm.
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[PROBLEMA 15. | Un local tiene dos corredores de 6 y 8 metros de ancho, que
forman una esquina como indica la figura. Hallar el largo del
tubo de mayor longitud posible gque pueda pasar
horizontalmente por la esquina.

Solucion

Tracemos | os s egmentos que, pasando por el vértice interior, tocan fos lados
exteriores de ambos ¢ orredores. Estos segmentos tienen distintas longitudes, La
longitud del tubo que buscamos corresponde a la longitud minima de los
segmentos antes mencionados.

Tomemos uno de [os segmentos. La esquina d ivide a este segmento endos
partes cuyas longitudes las denotamos por x e y, respectivamente. Si L es la
longitud del segmento, tenemos que:

(1) L=x+y (2) x=8sec0
(3) y=6cosec(

Reemplazando (2) y (3) en (1) obtencmos
la funcion:

L(B) = 8secB+ 6cosecd (4)

L{0) no esta definida en O ni en % )

i
Estoes, 0<6<73 .

2

Nuestra tarea es encontrar el minimo absoluto

de la funcion

L(0)=8secB+ 6cosech

: . n
en el intervalo abierto (0, 5 ).

Hallemos los puntos criticos:

L'(0)= 8secOtanf — 6 cosec ! cotd 5

L'(8)=0 <> 8secOtan8 = 6cosecd cotd

1 sen® _ 6_1_ cos

Scosﬁ cos 0 sen @ sen0
3
sen 0 6 5 3
S = = O tan’e = =
cos’0 8 tan 2

= ‘tan0= 33/4 = @=tan’! ‘\3i3/4 )
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L(6 ) tiene un finico punto critico en el intervalo abierto (0, n/2), que es

3 °
=tan'(\[3/4 )= 0,7376 rad. = 42°15' 25"
Analicemos la naturaleza del punto critico:
L"(0) = 8 [sec 6 tan®6 + sec@] + 6[cosec 0 cot’0 + cosec®d]

Como B, estd en el intervalo (0, g) yaqui todas la funciones trigonométricas
son positivas, tenemos que L"( 8, ) > 0. Por tanto, L(B, ) es un minimo local.

. n . -
Ademas, por ser éste el tinico extremo local en (0, 5 ), concluimos también que es

minimo absoluto. Considerando que

1/3
tan G, = J3/ ﬁ 3”3 .
4 433, 323 .
construimos el tnang,uk) adJunto y tenemos:
= )
L(6; Y=8secB, + 6 cosec b e
(42/3 + 3273 )1/2 -1 (42/3 L 3203 )uz
41!3 3113

:2( 4 )2/3 (4213 e 3213)|rz+ 2( 3 )2!3 ( 42!3+ 32!3 )IIZ
5 2(42/3 - 3"1’3 )( 42f3 L 3..!'3 )le 2(42/3+ 32]3 )3/2

=2[%/i€ + JE] ~087m.

[PROBLEMA 16.] Refraccion de la luz.

El principio de Fermat de éptica dice que la luz va de un punto a otro por el
camino que requiere la menor cantidad de tiempo.

Se tiene un punto A que estd a a m. arriba
de la superficie de una piscina y un punto B que
esta dentro del agua a b m. de profundidad.
Desde A parte un rayo, toca la superficie del
agua en un punto O, cambia de direccion y pasa
por el punto B. El 4ngulo aes el dngulo de
incidencia y f§ es el de refraccién.

Si la luz se propaga en el aire a una velocidad
vy, ¥ en el agua a una velocidad vs, usando el
principio de Fermat, probar que

w

en
sen B

Q
=

I
I

<
(¥

Solucién
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Sean x ladistanciade Ca O, d ladistanciadeC aD y T="T(x) ¢l tiempo
que toma el rayo de luz para llegar desde A hasta B pasando por ¢l punto O. Sean
t; v tz los tiempos que toma el rayo de luz para llegarde Aa O ydeOaB,
respectivamente. Tenemos:

Longitud de OA =\fa?+x* y  Longitud de OB = y b2 +(d~x)? .
g

Luego,
2 2 2 2
_lfa + X 4 b +(d-x)
4= vy y = T
2
Pero
T(x)=t; + 13
Luego,

}l 2 +x? \/ b? +(d-x)?
TRy = M=% 4 e
1 Va

Si el camino escogido es el que da tiempo minimo, se debe cumplir: T'(x) = 0.
Pero,

T = X _ d-x
vl\Ja2+x2 vﬂf E32+(d—x)2
Luego,
g Tx)=0 < - = il == M
vl\/az +x2 2 2
Va4 b +(d-x)
Pero,

X d-x
—_— =seng y ————— = zenfl
a +x2 \f bz+(d—x)2

Reemplazando estos valores en (1) se tiene:

seno.  senf sena _ Vi
Vi - Vz sen B Vo .
[PROBLEMA 17.] Un aviso comercial de 9 m. de altura est4 pintado sobre una

pared vertical. La base del aviso estd a 16 m. sobre el nivel

del ojo de un observador. ;A qué distancia de la pared debe

colocarse el observador para que el angulo formado por el ojo

y los extremos superior e inferior del aviso sea maximo?
Solucién

Sea x la distancia del observador a la pared y sea 6 el angulo formado por el ojo
del observador y los extremos del aviso. Se tiene que,
6= a -3, donde
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o = cot

Luego,
- =1 ~1 X
0 = cot 23 cot 75
Debemos hallar un valor de x en el intervalo
(0, +o0) en el cual la funcién anterior nos dé un
maximo absoluto.

Derivamos la funcion respecto a x:

a0 _ 1 [ 1 ]+ 1 ( ]
dx  1(x25)2\ 25/ 1+(w16)2\ 16
25 16

= + =
252 +x2 162 + x2

Ahora hallamos los puntos criticos:

40 _ o o2 16 .25 _ 16

dx 252 4+ x2 162 + x2 252 4 x2 162 + x2

< 250162+ x2) = 16(25% + x2) © 9x%=3.600 = x=20

Aplicando el criterio de la primera o de la segunda se verifica que el punto
criticox = 20 corresponde a un maximo refativo. Ademas, como x = 20 es el
unico extremo relativo en el intervalo (0, +op), estamos frente al maximo
absoluto. Por tanto, para obtener un dngulo maximo, ¢l observador debe colocarse
a 20 m. de la pared.

ﬁ’_ROBLEMA 18.| Se ticne una hoja larga de papel de 24 cm. de ancho. Una
esquina de la hoja es doblada hasta tocar el lado opuesto.
(En que parte debe doblarse la hoja para que la longitud del
doblez sea minima? En otras palabras, hallar el valor de x
que minimiza a L.

Solucion
Tenemos que:
cos B=x/L (1
24x_x =cos o = cos (1 — 28} =cos (n + (-20) )
=—cos(-20) (Ident. Trig. 20)
=—cos 28

= —(2c0s0 - 1) (Ident. Trig. 28)
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1—-2cos’0=1-2(xL)>  (por (1))

_PPan”
e
Luego,
_ 2_5,2 3
8% Lo o 1204-x) =x@-2) =17 = 2
x 1.2 x-12
x3/2

SO
& x-12

Por otro lado, para la esquina doblada alcance el lado opuesto en un punto que
no seala otro esquina inferior, debemos tener que 1 2 < x. En consecuencia la
funcién a minimizar es:

3/2
L(x)= X enelintervalo (12, +00)
x—12
Bien,
3 uz] 32 1
x—12| —x —x 7
Y 2 - 12( 4 _18
eei= 2/x-12 - o) = X (xm)

Vemos que L{x) tiene tres mimeros criticos: 0, 12 y 18. Pero, solo 18 esta en el
intervalo (12, +00). Ademas, el criterio de la primera derivada nos asegura que

L(18) es un minimo local y, por ser este el tinico extremo local en (12, +o0), L(18)
es minimo absoluto. Luego, x = 18 es ¢l nimero buscado.

'PROBLEMA 19. | Hallar la dimensiones de! cono circular recto de volumen
minino que se puede circunscribir en una esfera de radio .

Solucion

\%
Sean
R = radio del cono
h = altura del cono.

x = la longitud de OV

Los triangulos rectangulos VCB y VTO,
por temer un angulo agudo comun, son
scmejantes. Luego,

R= X+T e r(x+r)

r W22 2 g
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RZ = 1'2(>(+r)2 _ rz()c+r)2 ~ rz(x+r)

x2 2 (x+1){x—r1) X—r
El volumen del cono es:
2 2 2
n re(x+r re(x+r
V: _th — Eg(xﬁ-r): E(—)_
3 3 x-r 3 X—-r
Para tener un cono se debe tener que x > r. Luego, debemos optimizar;
_n r? (x+ r)2
3 X-r
Derivando:

N en el intervalo (r, +o0)

a? (x-D@x+0-x+0? _ 7’ x+nx-3n)

V'(x)= . T
073 (x-r)? 3 (x-n?

ViX)=0= x+r=06 x—3r=0 = x=-1r=0 6 x= 3r
Los nimeros criticos son: —r, 3r y r. Pero en (r, +o0) sélo estd 3r.

El criterio de la primera derivada nos dice V(3r) es un minimo. Luego, las
dimensiones del cono buscado son:

h=x+r=3r+r=4r
r{x+r) ~R= r3r+r) 4r? 4r?

¥ x%-r? \((3r)2-1’2 ) \{8:‘2 ) 22

R=

=a2r

[PROBLEMA 20. | Un baftista se encuentra en un punto O de una playa,
observado dos veleros A y B, que se encuentra en un punto
P. Este punto P estd a | Km de distancia y exactamente
frente al observador. Los veleros comienzan a navegar
siguiendo una trayectoria paralela a la playa. El velero B es
3 veces mas rapido que el velero A, Hallar el maximo valor
del dngulo de observacion 8 entre los dos veleros.

Solucion

Si B el 4ngulo POB y o el
angulo POA, entonces
0=pf-a

Sea x la distancia de P al velero A.
Luego, 3x es la distancia del punto P al
velero B. Atin més, tenemos que:

tana=x y tanf=3x

De acuerdo al identidad trigonométrica 23 se tiene:
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fam. D) =R~ tan-tan o . 3x-x _ 2x -
I+tanP tana  1+(3x)(x) 1+3x2
g= tan'l[ o J
1+3x?
Optimizamos:
0= tan_l( 2x 3 J en ¢l intervalo [0, +00) (1)
1+3x

Derivando:

1 2x ‘
0=
/ 22 [1+3X2 J
1+(2x/1+3x )

_ 1 21-3x% _ I 2A1-v3 x)1+V3 %)
1 2/143:2) 7 (43D l+(2x_r'l+3x2) (1+3x%)
Esto es,
= : A 2(1—J3x)(21;ﬁx) ”
1+[2x,:’1+3x2] (1+3x%)
eu=0=>2(1—ﬁx)(l+ﬁx):0:> G D §
(1+3x2)2 J3 43

Desechamos -1/ J3_ por estar fuera de [0, +o0).

El criterio de la primera derivada aplicado en (2) nos dice que 6 tiene un

maximo local en 1/ V3 y, por ser extremo tnico, éste es un maximo absoluto.
Luego, el dngulo buscado es:

B — 2003) | mq[ 20/Y3) J 2 mn-,( _1_J=
!+3(l;}ﬁ)2 1+1 ‘\[_3_

oA

PROBLEMAS PROPUESTOS 5.6

1. (Area Maxima). Hallar las dimensiones de un rectingulo de 72 m. de perimetro
que encierra un drea maxima.

2. (Arca Maxima). Probar que entre todos los rectangulos de perimetro fijo, el
que encierra un drea maxima es el cuadrado.
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3. (Area M4xima). Se guiere cercar un terreno rectangular que estd a las orillas
de un rio. Si se cercan solo tres lados del terreno y se cuenta con 400 m. de
alambrada. ;Qué dimensiones debe tener el terreno si se quiere que tenga
area maxima?

4. (Construccion de envases). Se construye cajas sin tapa utilizando laminas de
carton cuadrado de 96 cm. de lado, a las cuales se recorta un pequefio
cuadrado en cada esquina. ;Cual debe ser la longitud del lado del cuadrado
cortado si se quiere que la caja tenga volumen maximo?

5. (Construccién de envases). Se construyen cajas sin tapa utilizando ldminas de
cartén rectangulares de 21 cm. por 16 cm., a las cuales se recorta un pequefio
cuadrado en cada esquina. ;Cual debe ser la longitud del lado del cuadrado si
se quiere que la caja tenga maximo volumen?

6. (Construccién de envases), Se construyen cajas
con tapa utilizando lidminas de cartén
rectangulares de 8 dm. por 5 dm, a las cuales se
les recortan los cuadrados y los rectangulos
marcados en la figura adjunta. ;Cudl debe ser la
longitud del lado del cuadrado si se quiere que
la caja tenga méaximo volumen?

7. (Construccién de envases). Se construyen cajas
con tapa, las cuales también tienen caras
laterales. Para esto, se usan ldminas de cartén
rectangulares de 9 dm. por 6 dm., a las cuales se
les recorta los 6 cuadrados indicados en la
figura adjunta. ;Cudl debe ser la longitud del
lado del cuadrado si se quiere que la caja tenga
maximo volumen?

8. (Volumen méximo).El reglamento del correo
exige que la suma de las longitudes (largo,
ancho v altura) de un paquete no debe exceder
120 cm. Hallar las dimensiones de la caja con
base cuadrada, que cumpla las regulaciones del
correo y que tenga maximo volumen.

9. (Pista de carreras). Se desea construir una pista de carreras de 560 m. de
longitud. La pista debe encerrar un terreno que tenga la forma de un
rectangulo con un semicirculo adjunto a cada uno de los lados opuestos del
rectangulo. El rectangulo debe tener drea maxima. Hallar las dimensiones del
rectangulo.

10. (Pista de carreras). Se desea construir una pista de carreras de 400 m. de
longitud. La pista debe encerrar un terreno que tenga la forma de un
rectangulo con un semicirculo adjunto a cada uno de los lados opuestos del
rectangulo. ;Cual es la maxima drea que puede tener el terreno encerrado?
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11, (Maxima claridad). Se desca construir una ventana de 7
m. de perimetro v que tenga la forma de un rectangulo
coronado por un semicirculo. /Qué dimensiones debe tener
si se quiere que ella deje pasar la mdxima claridad?
Sugerencia: A mayor 4rea, mayor claridad.

12, (Mdaxima claridad). Una ventana de 18 pies de perimetro
estd conformada por un rectingulo coronada por un
triangulo equilatero, El vidrio que cubre el rectangulo es
mais claro que el que cubre el tridngulo. Por pie cuadrado,
el vidrio del rectangulo deja pasar el doble de luz del que
cubre el tridngulo. Hallar las dimensiones de la ventana
que dejan pasar la maxima claridad.

13. (Costo minimo). Dos puntos A y B estan opuestos uno
al otro en las riberas de un rio de 3 K. de ancho. Un
tercer punte C estd en la misma ribera que B pero a 7
Km. rio abajo. Una compafiia de teléfonos desea unir
telefénicamente los puntos A y C. Para esto, se debe
tender dos cables: UUno de A a un punto P, ¢n la ribera
opuesta, y el otro cable de P a C. Si el tendido del cable
en el agua cuesta $ 17.000 ¢l Km. y en tierra cuesta
$ 8.000 et Km. ;Donde debe estar localizado el punto P
para que el costo sea minimo?

e

14. (Costo minimo). En el problema anterior, si ¢l tendido de cable en el agua
cuesta $ 13.000 el Km. y en tierra $ 12.000. ;Ddnde debe estar localizado

el punto P?
Ny
J vg

1sla

£5. (Tiempo minimo). Una isla se encuentra a
4,8 Km. de una playa recta. Enlaplaya, a6
Km. del punto F que estad frente la isla,
funciona una bodega. Un hombre que estd
en la isla quiere ir a la bodega. Se sabe que
el hombre rema a 3 Km./h. y camina a 5
Km./h, ;Qué camino debe seguir para llegar
a la bodega en el menor tiempo posible?

Bungn
|

16. (Tiempo minimo). Si ¢n el problema anterior el hombre rema a razon de 4
Km./h ycamina a razén de 5 Km./h. ;Qué camino debe seguir?

17. (Hoteleria). Un hotel tiene 100 habitaciones. El gerente sabe que cuando el
precio por habitacion cs de $ 45 todas las habitaciones son alquiladas; pero
por cada dolar de aumento, una habitacién se desocupa. Si el precio de
mantenimiento de una habitacién ocupada es de $ 5. ;Cuantas habitaciones

deben alquilarse para obtener maxima ganancia? ;Cudl debe ser el precio por
habitacién?

18. (Agricultura). Una finca estd sembrada de mangos a razdn de 80 plantas por
hectirea. Cada planta produce un promedio de 960 mangos. Por cada planta
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adicional que se siembre, ¢l promedio de produccién por planta se reduce en
10 mangos. ;Cuantas planlas se deben sembrar por hectarea para obtener la
méxima produccion?

19. (Area Maixima).Hallar las dimensiones del
rectdngulo de darea maxima que puede inscribirse
en un semicirculo de radio r.

20. (Volumen méximo). Se planea construir un canal de
concreto para transportar agua a una finca. La seccidn
transversal del canal es como se indica la figura,
teniendo la base y las paredes laterales una misma
longitud b. Hallar el dngulo 6 que permite que el canal
transporte el mayor volumen de agua.

Sugerencia: Exprese el drea del trapecio
en términos de 8 y maximice. v
y=d-x33 4 y= x46-2
L) 1)

21. (Area Maixima). Hallar las dimensiones del
rectingulo de drea mdxima, de lados paralelos a
los ejes v que  puede inscribirse en la regién
acotada por las pardbolas

2 2

y=4-, y=X_ 2

3 6

22. (Resistencia Maxima). De un tronco circular de radio 3 dm. se quiere cortar

una viga rectangular de mdxima resistencia. Hallar las dimensiones del

rectingulo. Se sabe que la resistencia de una viga rectangular es directamente

proporcional a su ancho y al cuadrado de su altura. Es decir, R = kah?, donde

R es la resistencia, k es una constante de proporcionalidad, a es el ancho del
rectangulo y h su altura.

12

23. (Area Minima). Un trozo de alambre de I‘
12 m. se corta en dos partes. Una parte se
doblard para formar una circunferencia y
la otra se doblara para formar un cuadrado.
¢Donde se hara el corte si : a. La suma de
las dreas es minima. b. La suma de las
arcas es maxima?

24. (Area Mixima). Hallar las dimensiones del
rectangulo de drea maxima que puede inscribirse
en un triangulo equilatero de 12 cm. de lado, de
tal modo que un lado del rectangulo descanse
sobre un lado del tridgngulo.

25. (Area Maxima). Probar que de todos los tridngulos isésceles de perimetro
fijo, el que tiene area maxima es un triangulo equilatero.

26. (Area Maxima). Probar que de todos los tridngulos isdsceles inscritos en una
circunferencia, el que tiene drea méaxima es un tridngulo equilatero,
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27. (Area Mixima). Se inscribe un trapecio en un
semicirculo de radio 2, en tal forma que un lado
del trapecio coincide con el didmetro. Hallar
maxima posible drea del trapecio.

373

28. (Area lateral méxima). Hallar las dimensiones del cilindro circular recto de

area lateral madxima inscrito en una esfera de radior.

29. (Volumen maximoe). Hallar las dimensiones del
cono circular recto de volumen maximo inscrito en

una esfera de radior.

Sugerencia: V = Volumen del cono = %nxzh.

Pero, por semejanza de tridngulos: x% = h(2r - h).

Luego, V= % rh?(2r — h),

30. (Area lateral maxima). Hallar las dimensiones del cono circular recto de
area lateral maxima inscrito en una esfera de radio r. Ver la figura del

problema anterior.
Sugerencia: A = Area lateral del cono = nxg.

31. (Volumen miximo). Probar que ¢l volumen del
mayor cilindro circular recto inscrito en un cono

. 4
circular recto es ) del volumen del cono.

32. (Area maxima). Se construyen figuras
conformadas por un tridngule isdsceles de 10
cm. de lado al que se le adjunta un  gemicirculo,
como indica el dibujo adjunto. Hallar:

a. El angulo O correspondiente a la figura de
area maxima.
b. El drea maxima.

Sugerencia: Ver el problema resuelto 5 de la seccién 1.1.

33. (Cerco minimo). Se quiere construir un conuco
rectangular de 7.200 m? de 4rea a la orilla de un rio.
Si sélo se deben cercar los tres lados que indica la
figura, ;cudles deben ser las longitudes de estos
lados si se quiere la menor cantidad posible de

cerco?

34, (Cerco minimo). Se quiere cerrar un terreno
rectangular y luego dividirlo en dos partes iguales
mediante una cerca como indica la figura. El drea de
terreno encerrado debe ser de 864 m2. 8i se desea
utilizar la minima cantidad de cerca, jqué

dimensiones debe tener el rectangulo?




374 Capitulo 5. Aplicaciones de la Derivada

35. (Area minima). Se quiere construir una caja cerrada de madera de 72 dm? de
volumen. La base debe ser un rectangulo cuyo largo sea el doble de su ancho.
a. ;Qué dimensiones debe tener la caja si se quiere usar la minima cantidad
de madera?
b. ;Qué dimensiones dcbe tener la caja si no tiene tapa?

36. (Area minima). Se quiere imprimir un libro, en el cual
cada pagina tenga 3 cm. de margenes superior e inferior y 2
cm. de margen a cada lado. El texto escrito debe ocupar un
drea de 294 cmZ. Si se busca cconomizar papel, ;qué
dimensiones de la pagina son las mas convenientes?

37. (Arca mdxima). Se tienc un terreno rectangular de 480 m2. de area, sobre el
cual se va a construir una casa que tendrd también forma rectangular. Para
jardines se dejaran § m de frente, 5 m. atrds y 4 m, a los costados. ;Qué
dimensiones debe tener el terreno para que el drea de la casa sea maxima?

38. (Arca minima). Para cnvasar sus productos una compafiia necesita potes
cilindricos de hojalata de 2n litros de capacidad y con tapa. Si se busca usar
la minima cantidad de hojalata, ;qué dimensiones debe tener cada pote?

39. (Area minima). Resolver el problema anterior para el caso en que el pote no
tenga tapa superior.

40. (Volumen méximo). Se quiere construir vasos (cilindricos sin tapa) de vidrio
que tengan 1087 cm?. de material. ;Qué dimensiones debe tener el vaso si se
quiere que contenga la mayor cantidad de liquido?

41. (Velocidad mas econémica). Un bus debe hacer un viaje de 500 Km. a una

velocidad constante x Km./h. La gasolina cuesta $ 0,5 por litro, el bus
2

consume 2 + ;—00 litros por hora, y el conductor cobra $ 15 por hora. ;cual

es la velocidad mas econémica?
Normal B

42, (Ley dc reflexion). Usando el principio de
Fermat (la luz viaja de un punto a otro a través
de la trayectoria que minimiza el tiempo) probar
que si la luz parte de A se refleja en un espejo y
pasa por el punto B, entonces el éngulo de
incidencia i es igual al dngul¢ de reflexion r.

43. (Arcas optimas). Se tiene una hoja larga de papel de 24
cm. de ancho Una esquina de es doblada en tal forma
que el vértice doblado toque el lado opuesto, como se
indica en la figura. Hallar el valor de x para el cual:

a. El rriangulo A tenga drea maxima.
b. El tridngulo B tenga drea minima.
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44. (Volumen minimo). Hallar las dimensiones de un
cono circular recto de volumen minimo que
se puede circunscribir en un hemisferio
(semiesfera) de radio 8 cm,

45, Frente a un edificio, y a 27 pies de
distancia, se tiene una pared de 8 pies de
altura. Hallar la longitud de la escalera
mas corta que pueda apoyarse en el suelo,
la pared y el edificio

46, (Altura minima). Hallar la altura minima
h= OP que debe tener una puerta de una
torre para que a través de ella pueda
pasar un tubo AB de longitud 6'\[6 m.
El ancho de la torre es Z\ﬁ m.

SECCION 5.7
METODO DE NEWTON-RAPHSON

Resolver una ecuacion, no siempre es simple o factible, Alin més, la situacidn
se complica cuando en la ecuacién intervienen funciones trascendentes. Asi, no
existen formulas para resolver ecuaciones tan simples como cos x = x.

Para ayudarnos en la tarea de hallar raices de ecuaciones complicadas, vienc a
nuestro auxilio el método de Newto-Raphson. Este método, mediante un simple
proceso de iteracion, podemos aproximar, con |a exactitud deseada, una raiz real r
de una ecuacion fix) =0.

Este método fuc presentado por Isaac Newton (1.642—1.727) en su obra Method
of Fluxions escrita ¢l afio 1.671 y publicada, muchos afios después, en 1.736. Para
ilustrar su método, Newton, como ejemplo, encuentra aproximaciones a la raiz de

la ecuacion x> -2x-5=0 (ver el ejemplo 2, mas abajo).

Joseph Raphson (1.648-1.715) fue un matemadtico inglés egresado de la
Universidad de Cambrige y amigo de Newton. Estuvo involucrade, a favor de
Newton, en la reverta con Leibniz sobre los origenes del Cdlculo. Raphson, a
quien Newion le permitia acceso a sus trabajos, publicc el afio 1,690, mucho antes
que apareciera el Method of Fuxidn, su obra Analisys Aequationum Universales.
En esta obra aparece, por primera vez, el método que ahora se llama de Newton-
Raphson.

Veamos lo que dice este método. Sea f una funcion continua en el intervalo
cerrado [a, b] y derivable en ¢l intervalo abierto (a, b). Si f{a) y f(b) tiene signos
distintos, entonces, el teorema del valor intermedio nos asegura que existe un
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nimero real a <1 <b tal que f{r) = 0. Esto es, r es una raiz de f que estaentrea y b.
Haciendo un esbozo rapido de la grafica de f, elegimos una primera aproximacion x,.
El método de Newton se basa en la hipétesis de que la recta tangente al grafico en el
punto (x;, f{x)) corta al eje X un punto x; cercano a r. Veamos como hallar x,.

La recta tangente L en el punto (x;, f{x;)) tiene por ecuacion:

y= f{x)) - F'(x)) (x—x)
Si esta recta corta al eje X en x;, tenemos

0= fix)) - £'(x)) (x2—x1)

rv

De donde, (x, » [x,)
fi
X2 =X — |(XI) ,8i f"(xl)at() :
£(x1) ER I/
Reiniciamos el proceso tomando x; a : b
en lugar de x; y logramos la tercera — - >
aproximacion x;, dado por 5 X
f
= I(Xz)
f'(x2)

Continuando el proceso, conseguimos una sucesion de apreximaciones x;, Xa,
XJe oo s Xns XDt = o & ,donde

B f(xp)
f'(xq)
Cada aproximacion sucesiva x, se llama una iteracion.

X1 = Xn

Diremos que esta sucesion de aproximaciones converge ar si x, s¢ acerca mas y
mas a medida que n crece; es decir cuando:
Lim x,=r
It ~>» +00
En resumen, tememos:

[METODO DE NEWTON-RAPSON.| Sea f{r) = 0, donde f es derivable en un

intervalo abierto que contienc a r. Para aproximar a laraiz r seguir los siguientes
pasos:

1. Tomar una estimacion inicial x; cercana a r. Ayudarse con el grifico de f.

2. Apartirde x,, hallar n uevas estimaciones x;, X3, .. . 4 Xpn s Xn+is
mediante:

fixy)

- , dondef"’ 20
') nde { '(x;)

Xp+i1 = Xn

3. La aproximacion buscada es xy.; S5i se cumple que xp, | = Xp, con el
2
grado de aproximacion buscada.
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EJEMPLO 1.| Comenzando con x;= 1, calcular las aproximaciones x, X3, X4
¥ Xs de la raiz positiva de la ecuacién:

X" 3=
Solucion
La raiz positiva de x2-3=0es V3. Luego, nos estan pidiendo cuatro

aproximaciones dey 3 .

Bien, la funcién f es diferenciable en todo R y, en particular, en tode intervalo

abierto que contiene a J3 Ademas, f'(x) = 2x
Luego,

Xn+1 = X =%p — = = —
M i xy) 2x,, 2x,,

Ahora, x;, = 1, entonces

f(x“) (xn)2-3 - (x")2+3 = l(x + i]

Xn

(1 75+ —S—J A0S 1,732142857

X4= l X2 + i .l—
1 S 2 1,75 3,5

xs= | 1,7321428574 — 2 | = = SO003I88T7 _, oas0s081
2 1,732142857 3464285714

Una calculadora nos da que 43 = 1,732050808. Vemos que este valor y el de
X5 coinciden en 6 cifras decimales.

[OBSERVACION. | El grado de aproximacion se expresa dando el nimeros de
cifras decimales deseados para la raiz. Asi, si se pide una aproximacion de 3 cifras
decimales, se calculan las aproximaciones hasta que X, ¥ X, coincidan en, por
lo menos, las tres primeras cifras decimales. Otra manera de expresar este
requerimiento se hace pidiendo que las aproximaciones sucesivas Xu+ Y X
difieran en menos de 0,001 = 10~. En general, decit que una aproximacion X,
es de !l:: cifras decimales es equivalente a decir que X;- | ¥ X, difieran en menos
de 107",

A continuacion aproximamos la raiz de la ecuacion x
por Newton en su obra Method of Fluxions.

3 2x - 5 = 0, mostrada
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EJEMPLO 2.| Hallar una aproximacién, con 6 cifras decimales, las raices de

x2—2x-5=0 )
¥

Solucién %

Sea f(x) = x3—2x - 5. El grafico de f nos muestra
que la ecuacion dada tiene una unica raiz real que se
encuentra en el intervalo [2, 3]. Esta afirmacion
también lo comprobamos viendo que f{2) = -1 es
negativo y f{3) = 16 es positivo.

Tenemos que f'(x} = 3523 y 0 T X
3 3
- - 2
Xnel = Xp — f'(xn) = Rg— Xn ‘:.xn 2 i xl12+ 2 /-—?
f (xn) Ix; -2 3){“ -2

El grafico nos sugiere tomar como aproximacioén iniciala x;=2.
Ahora,

2]+ 5 _22+5 2

o= =21
xf-2 <2 10
2%x3+ 5 3
gkt 2 MBD ¥ 5 BIOR _ o, passenion
x3-2  32n?-2 1123
3
= 2337864393 _, 194551482
1116164684
xg= 237820594 _ ) 104551482

11,16143773
Vemos que X5 y X4 coinciden en las seis primeras cifras decimales (en realidad,
en 9 cifras). Luego, 1a aproximacion buscadaes x s == 2,094551482, 6, con 6
cifras decimales,
xs==2,094551

EJEMPLO 3.| Usando el método de Newton-Raphson determinar, con 8§ cifras

decimales, la coordenada x del punto en el primer cuadrante
donde se intersentan las curvas

y=2cosx, y= x
Solucion

Aproximar la coordenada x del punto de interseccion de las curvas y=2cosx €
y = X’ equivale a aproximar la raiz de la ecuacién 2cos x = X, 0, equivalentemente,
la raiz de la ecuacién 2cos x — x° = 0. En consecuencia, aplicamos la regla de
Newton-Raphson a la ecuacidn f{x) = 0, donde f{x) = 2cos x — X2

Tenemos que ' (x) = —2sen x ~ 2x = -2(sen x + x). Luego,
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f(xq) _ _ _ 2cosxy —(x,)°
£'(x,)

n
(xn)2 +2(x, senx, + cosXy)
Xp1 =

Xntl = Xp —

—2(senx, + x,)

2(senx, +xX,)

La grafica nos sugiere que tomemos
como aproximacion inicial a x; = 1.

Luego, -
2
_ I +2((1)sen (1) + cos(1)) :
2(sen(l) +1)
-2 2
_ 3763546581 _\ 0 ceson ; e -
3,68294197
sy I oy oy ceniga
3,749958935
- AE06RNT 1,021689954
3,749362477
X§= FHI0GRSNNS 1 e
3,749362446

- Vemos que Xs y x4 coinciden en 8 (en realidad, en 9) cifras decimales. Luego
la aproximacidn buscada es x5 =1,021689954, o, redondeando a 8 cifras decimales,
X;=1,02168995.

El sistema algebraico de computacion Derive nos da, como solucién
aproximada a esta ecuacion, el valor 1.021689954, é1 cual coincide con xs.

DIFICULTADES EN LA REGLA DE NEWTON-RAPHSON

Algunas veces la sucesién de aproximaciones X;, Xz, X3, . . . X, . . . dadas por el
método de Newton-Raphson, correspondientes a una ecuacién dada f(x) = 0, con
aproximacion inicial x|, no converge. Esto se puede deber a dos razones:

1. Existe una aproximacion xi tal que f'(x;} = 0, o sea cuando la recta tangente en
el punto (xy, f{x,) es horizontal. En tal situacién no podemos calcular x;,,, ya
éste requiere dividir entre { '(x,) = 0.

Puede suceder también que f'(xy), sin ser 0, est¢ muy cercana a 0. En este
caso, la aproximacion Xy, se aleje del la raiz inicial y se ponga proxima a otra
raiz de la ecuacion.

Esta primera dificultada se salva ficilmente eligiendo la aproximacion inicial
con mas cuidado.
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2. Existen ecuaciones f{x) = 0 para las cuales, definitivamente, la regla de
Newton-Raphson no funciona. Veremos en el problema resuelto 3, que la

ecuacion f{x) = 0, donde fix) = 3 x , cae dentro de este caso. Aqui la situacion
es insalvable y, entonces la soluciéon se busca por otros métodos distintos al
Newton-Raphson.

Para ayudarnos patrcialmente, contamos con el siguiente resultado, que se
encuentra en algunos textos de Analisis Numérico::

Sea r es una raiz de f(x) = 0. Si existe un intervalo abierto I que contiene a
r y alli se cumple qne:

flu
L (’;) <1,Vxel, (1)
(f'e))
entonces la sucesién de aproximaciones X, X, Xs, . . . Xp, . ., dadas por el

método de Newton-Raphson, converge a r, para cualquier aproximacion inicial
X, tomada en el intervalo 1.

Decimos que este resultado nos da una ayuda parcial debido a que el reciproco
de ella no se cumple. Es decir, existen sucesiones que convergen y, sin embargo
la desigualdad dada no se cumple.

EJEMPLO 4. | Mediante la condicién (1) anterior, comprobar que la sucesidn de
de aproximaciones encontrada en ejemplo 2 convergen.

Solucion
fx) = x3=2x-5, f'(x)=3x2-2, f"(x)=6x

Ahora, en el intervalo (2, 3), donde 2 < x <3, tenemos que:

ror )| _ | (x3-2e-s Jox) _ | (x2-2x-5)(ex)

(' )| (3x2-2 l (32}

_sl(2oaxmsho) _ 2|22
9 4 | 3 %3
=E 1__2__. 3 <£ I_i__s_ <%(1)<}

Luego, la sucesion encontrada converge.
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PROBLEMAS RESUELTOS 5.7

[PROBLEMA l.I Aproximar, con 3 cifras decimales, las raices de

x?- 6x2+8x+8=0
Solucién
Sea f{x)= x% - 6x2+ 8x + 8. Se tiene:
fix) = 4x3— 12x + 8 =4 (x +2)(x - 1)2, i

f(-2)=0y f(1)=0 /J

El grafico de f nos dice que la ecuacion dada tiene
dos raices: una, ry, en el intervalo [-3, 2] y la otra,
13, en el intervalo [-1, —0].

En vista de que f'(-2) = 0, no se puede tomar x;= -2
como aproximacion inicial para ninguna de las dos
raices. Pero, nuevamente el grafico, nos dice que para
aproximar r, se debe escoger x, < -2, y para aproximar
r;, se debe escoger X, > -2. Mas precisamente, el
mismo grafico nos sugiere que para r; tomemos x; =-3
y para 13, X = —1. Es asi como procedemos a
continuacién:

Tenemos que:

f(xy) _

xg—6x%+8xn+8 B 3xd —6x2 -8
Py 1_ 3 _
n 4(xy —3xp +2) 4(x; ~3x,+2)

Xpt] = Xy —

2. Aproximacion de ry:
X = —3.

N M ) . SO €3
LA -3 +2)  4(-16)

=-2,8228125

X3 =—2,800151689 X4 = — 2,799446153 Xs =—2,79944571
Luego, 1, = x5 =-2,79944571, ¢, con cinco cifras decimales, 1| = -2,79945
2. Aproximacion de ry:

K|=—!.

_3¢-p*-6(-n*-8 _ 11

Xa
4((-1)° -3(-1+2) 4(4)

=-0,6875
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% =—0,679972769 x4 =—-0,67996066 x5 =-0,67996066
Luego, r; = -0,67996066 0, con cinco cifras decimales, r. = -0,67996

[PROBLEMA 2.] a. Hallar el punto P, en la grafica de la funcién y = e* que
esta mas cercano al origen.

b. Hallar la distancia de este punto al origen.

Dar las respuestas con tres decimales de aproximacion.
Solucién

a. La distancia de un punto P = (x, e*) cualquiera del grifico de y = ¢ al
origen estd dada por la funcion:

y=e

d=yx2+ (%)% = Vx2+ >

El punto que buscamos es el punto
cuyas coordenadas minimizan esta
distancia, 0, equivalentemente,
minimizan el cuadrado de esta
distancia:

d2 — xz + er
En consecuencia, debemos hallar los Y
puntos criticos de / ;

d2 =X2 +elx

1/
Bien, i(dz)=2x+2ﬁ:2"=0=> %+ e2%=0 : : '

dx -/ 0 1 X
Resolvemos la ecuacion: x + e2* =0

Sea fix)=x+ 2. Se tiene que

f'x)=1+2¢* y
fxn) _ _
'(xy) [+2¢%0 1+2e%*n e 20 42

X, +en _ @xp-De¥n  2x, -1

Xatl = Xa —
El gréfico de f nos dice la ecuacién dada tiene una tnica raiz y que esta en el
intervalo [-1, 0].
Sea x; =0,5. Entonces:

= —n =l 2091 2 gasseesis
e 2X .7 o205 ., 4718281828
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g, = —DBATI0623 ) 156300053
4,334426452

g, = —BBI2OOOS . renm7st
4,345738007

Luego, la aproximacion con tres cifras decimales es x = - 0,426 y el punto

del grafico de y = e mas cercano al origen es
P, = (- 0,426, e ****) = (- 0,426, 0,653)
b. La distancia de P, = (- 0,426, 0,653) al origen es

d= v x?+ e = | (-0426)2 + 20420 = 560803695 = 0,780

[PROBLEMA 3.| a. Sea a un niimero positivo y k un entero mayor que 1.
Deducir, mediante el método de Newton-Raphson, la

siguiente iteracién para aproximar % ;
1 a

xﬂ+| = E[ (k_l )xn + xkkl J
n

b. Usando esta iteracién, hallar 3/ 17 con una precision de 6
cifras decimales.
La iteracion anterior, para k = 2, dice:

X =lx+zl
n‘12nxn'

Esta formula fue conocida en la antigua Babilonia para

computar la raiz cuadrada -J; ;
Solucion

a. ¥a cs la raiz de la ecuacion fix) = x¥-a. Luego, de acuerdo a Newton-

Raphson,
f(xy) xg—a _ kxf - (x8-1)
X1 = Xn — =Xn — kol = [
f'(xp) ks ¥ %y
k
- kg +2 1 (k-1)x, + :l
ey k Xg

b. Tomamos como aproximacidn inicial x, = 1,5.
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1 17 1 17
= E(“] " T] & 3( 4(1,5)+ - J =1,871604938

X (135)
x3 =1,774374802 xg = 1,762502488
xs = 1,762340377 Xg = 1,762340348

Luego, 17 =1,762340, 6 cifras decimales.

[PROBLEMA 4. | Mostrar que el método de Newton-Raphson no funciona para
aproximar la raiz de la ecuacion

Yx =0

Solucién

La raiz de esta ecuacién es r = 0. Veamos que este valor no puede ser
aproximado por ninguna sucesién Xy, Xz, X3, - - - Xp, - . . d€ aproximaciones, donde
X, es cualquier valor no nulo. En efecto:

Tenemos: f{x) = Ll y f'(x)=

PFTE ¥

LG I 79 I

Xg+l = X , e
T ) T 1f3x,)23

\ .
_M
u?"

=Xp — 3){“ = '—zxn

Luego, la sucesion de aproximaciones es: xj, —2X;, 4x;, —8x;. . . Estas

“aproximaciones”, para cualquier x; # 0, se aleja de 0 a medida que n crece. Es
decir, la sucesidon no converge.

PROBLEMAS PROPUESTOS 5.7

En los problemas del 1 al 6, mediante un esbozo de la funcidn
correspondiente, deducir que las ecuaciones dadas tienen una iinica raiz
Mediante el métode de Newton-Raphsen, hallar una aproximacién a esta rafz
con seis cifras decimales.

1. x> =4x2+2=0 2. X-6x2+9x+1 =0 3. cosx=x

4. cos () = x 5. e *=x 6.xInx=1
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En los problemas del 7 al 11, muestre que f(x) = 0 tiene una raiz en el
intervalo [ab] verificando que f{a) y f(b) tienen signos diferentes. Luego,
mediante el método de Newton-Raphson, hallar una aproximacion a esa raiz,
con seis cifras decimales,

7.flx)=sen2x —-x+l,a=1yb=2 8.f{x)=senx-¢e*,a=2yb=4

9.f(x) =tanx +x, a=2 yb=3 10. f{x)=tan"x—§,a=—3yb:—2
11. f{x) =sen'x —(x-l)z,a=0, yb=1

En los problemas del 12 y 13, hallar el valor del radical dade con 6 cifras de
aproximacion,

12. 319 13. §/2

En los problemas 14 y 15, usando el método de Newton-Raphson, determinar,
con 6 cifras decimales, la coordenada x del punto donde se intersentan las
curvas dadas.

14, y=lnx, y=4x, y=4x—x2 15. , y= tan_lx.,y=2—x
16, a. Hallar el punto Py en la grifica de la pardbola y = x? que esta mas cerca
del punto (2, 0)
b. Hallar la distancia de este punto al punto (2, 0).
Dar las respuestas con tres decimales de aproximacion.

17. Hallar el maximo absoluto de Ia funcién g(x) = cos x + 5% — x*. Dar la
respuesta con 3 cifras decimales de aproximacién.

18. La ecuacion f{x) = 0 tiene una raiz en a, donde fes la funcion

fix) = Vv Xx—a, sixza
—Ja-x,six<a
Probar que ¢l método de Newton—Raphson falla para aproximar la raiz a.

Para esto, probar que .para cualquier nimero positivo h, si x; = a + h,
entonces X, =a—h; ysix;=a—h, entonces x; =a +h.
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RESPUESTAS A LOS
PROBLEMAS PROPUESTOS

CAPITULO 1
SECCION 1.1
La g, i o s 4B
"2 2442 " 3(h+3) " (a+1)a+h+1)
2
2.a.2 b.laz+a+2 c.h +2ah
3 4

3. Dom(f) = [9, +e0), Rang(f) = [0, +c0)

4. Dom(g) = [-4, 4], Rang(g) = [0, 4/3]

5. Dom(h) = (oo, 2] U [2, +e0), Rang(h) = [0, +o0)

6. Dom(u) = Rang) =R 7. Dom(f) =R — {0}, Rang(f) =R

8. Dom(y) = (~o0, 0] U [2, +c0), Rang(y) = [0, +e0). 9. Dom(g) = (-c0, 9] - {5}
10. Dom(y) = (o0, 2] U [2, +0) - { -242, 242 }

[1. Dom(y) = (—os, 0) U [%,m) 12. Dom(y) = (~e0, 1] - {~15 }

13. Dom(y)=[-1,2)  14. Dom(y) = (~w, 5] U (3, +c0)

15. ¥ 16. v
i 2
T ‘ a5 /_
| :
Dom(y) =R, Ran(y) = [0, 1] Dom(y) =R, Ran(y) = [0, «)

18. fix— 1) = (x=5)2
19. f(x)= %xz = -lix 20. U(x) =226.000x - 5.000x2
4.000x, si 0<x <1.000

2L G(x) =
) {4.000.000 +(x ~1.000}(14.000 - 10x), si x >1.000
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22.p(x) = 1.760x — 10x? 23. V(x) =x*(150 - 2x). 24. A(r)=nr?+ %(5* ar)?

25, A(X) = 6(18 — x\x - O 26. A(x) = %(23-4:( -7x)
27.V(x) =4x(40 - x) (25 - x) 28. A(x) = i‘ (x + 4)(252 + 6x)
29.P(0) = 20[cos g + cos gsen g-] 30. V(o) = %i—g g2 \)4112 —p*

3Ly-x+42 =0

SECCION 1.2
. a. y=x'-3 boy=(x—-1" ¢ y=-x+1 dy: @x-1)+1

2_')t
4

b. periodo =

Ll
2
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6. Dom(f + g) = Dom(f — g) = Dom(fg) = (-eo, 1) U (1, 2],
Dom(f) = (~e0, DU(L, 2)
£

7. Dom(f + g) = Dom(f — g) = Dom(fg) = [-4, 2] U [2, 4],
Dom(-f—) = [-4,-2)U (2, 4]
g

8. Dom(f + g) = Dom(f — g) = Dom(fg) = (-2, 2} , Dom(g) = (-2,2)- {0}.
9. Dom(f) = [1, 4] 10. Dom(f) = (-2, 0] 11. Dom(g) = [-2, 3)
12. (fo g)(x) =x - 1, Dom(fo g) = [0, +w0)
(g0 D00 = Y32 =1, Dom(go = (-0, ~1] U1, +e0)
(fo D(x) = x* - 2x? , Dom(fo H=R
(zo2)x) = ¥x, Dom(ge g) = [0, +e0).
13. (fo g)(x) =x - 4, Dom(fo g) = [4, +c0)
(g0 () =\x’ — 4, Dom(g o £ =(~00, ~2] U {2, +a0)
(fo 1)) = x*, Dom(fo f) =R
(g0 8)(x) = YWx—4 -4, Dom(ge ) = [20, ).

14. (fog)(x) = —1?— l, Dom(fo g) = R~{0}
X X

(20 f)x)= ——. Dom(go )= R-{0,1}
X" —X

(foD(x)= x*- 2x° +x, Dom(fof) =R

(g0 g)(x} =%, Dom(go g} =R-{0}

1 _

15. (f() g)(X) =m, Dom(fo g) = [R—{l}

1
el Dom(go f) =R ~{1}
=1 Dom(fod =R-{0,1} , (2080 =X , Dom(gog)=R.
16. (fo g)(x) =—x , Dom(fo g) = (a0, 0]

(go Dx) =

(fo HY(x) =
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(go D)=V 1-vx2-1, Dom(gof=[-v2, -1]U [1, v2]
(fo f(x)= Vx% -2, Dom(fo i)=(—oo,—\/5] U [\[-2.,+00]
(g02)()= v 1-VI-x, Dom(gog)=[0, 1]

1 x2—x
17. (fogo h)(x) = = 18. (fogoh)(x)= 3 3
x* -1 x“—-x+1

1

19. (fo fo £)(x) = x, Dom(fo fo f) =R -{0,1} 20. fx)=3 ,g(x)=1+x.
21 f(x) = x - 3, g(x) =X 22. fx) = ¥x, g0 = (2x-1)?
23. f{x) = i-,g(x)= Vx2-x+l 24. f(x)=;-£~l,g(x =% , h(x)= x*

25. f(x) = ¥x , g)=x + 1, h(x)=x2+| x|
26.§x) = ¥x, gx)=x-1, h() =+x

1
27.8(x)= x* -2x+1  28.g(x)= —
Xx+1

SECCION 1.3
2 g_'(x)= W x+l
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SECCION 1.4
£ 28 g a-f 5% g 2,285 wih
3 4 3 4 6 3 4
c.242  d %JE 6.3 84145 b %JE .. % d.?2 e. 5
9.a. —%m b L0 e —% a0 e —@ 10.% 11. —%ﬁ
3 3 b T E\E m 4
12. -2 13, =247 id. — 12 g 2= X 17 2P
5 7“/_ 3 3 5 30 Q‘F
18. 43 19 2426 20, —> 21—~ 22. — 4-x2
<8 g [ 2

23. J 1";" 24. x = 2sen (0,5) ~ —0,958851077 25.x =2 - 1

26, x=0,8673 0 x~=-14728682

SECCION 1.5
1.3 2.16 3. 125 4 = 5.4 6 2 7. 100
125 A
8. ct=Ll 9Ll gl i, 9H 2. L 13.2
o4 81 32

29. 125/81 30.-1.5%0
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SECCION 1.6
8

1.-6 %4 3-8 4 ,% 53 6.9 7.3 8 = 9. 625
-af3 -1+ k{20 2 e
10. 8,-2 11.5 12. e 13, e+ 14, ¢2  15.¢
In (14/3 3
16. RUB) - 12837 17 15 373 18— ~13086
=12 n {3+log, 3)
8 1408
(4log, 3-1)
20. y=In(x-2) 21. y=In(—x) 22. y=In(x+3)

25, y=2-in|x|

Y

I x

28.2loga+logb—Tloge 29.%10gb—2103a—310gc

-

30. —1na+%1nc —%lnb 31, -;—(Zlna—lnb-tllnc)

3 a’b 43 p3

Yy
3. In — 33. log 34, In
22 (zx)° \fc_?

35. a. y=53(0>5|“3)f b. y:ﬁe(ln(l,Ofi))[
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SECCION 1.7
1.2.127.020 b.5,127% 2.a.%.15.809,88b.22.12%
3. a. 18 millones b. 24,3 millones ¢.2,02% 4. 108.000 5. 6,75 millones

6.6351gr 7.28093gr 8.64.000 millones  9.1.476,28 libras/pic>
10.2.81,87%b.67,03% c. 1484% 11.a.12mil  b.1584] 12.b. 980 mil

c. $.485.889,27 14. 3.924 afios 15. 2,32 horas 16. 4 afios
17. 29,54 meses 18.2.554 libros  19. 81.666,666 millones
20. 29,5 afios 21. 11.460 aios 22.a.11.700.000 b. 12.288.000
c. 12.886.396 d. 13.130.043 ¢.13.130.043 23. a. 1.140.967,37
b, 1.123.3224 24. 3.173.350.575 dolares 25. a. 4,792 afios
b. 4,621 afios 26. a. 7,595 afios  b. 7,324 afios
CAPITULO 2

SECCION 2.1

1. 10 Z.l 3.0 4.g 5.6 6.-10 'f.l 8.12 9.27 10.12 ].l.—1
: 2 3 4 2
1 1 1
12.-1 13.6 14.32 15.8 1le6.— 17. 108 18. Z\E 19, — 20. —
3 /8 4
21. J 22.0 23.- A . 4.3 25, -:i 26.12 27, L 28. E 29, é
4 56 2 3 3 5

4 m 1 3a? !a—bh{c#vd
30.3 31. 3 32. - 33. 3 34. Wl 35. (G- de 38.0 39.0

40.1 41.2 42.-3 43.-2 44.2 45.1 46.0 47.12 48.13 49.3

50. 3 51. 1 52.0 53. 2 54. 287
1+43 2
85.2.5,b.5,¢5 56.2.8,b.8,¢c. 8 57.a. -4, b. no existe

3 si x<0
58. fix)=

T -
seny si Xz

A X

S9.af(x)=|x| ,g(x)=—|x| ena=0 b Las mismas de (a)
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SECCION 2.3

1. -1 2.g 3.l 4.0 50 6. 0 7.1 8.l 9.l
3 2 2 5
10. ——[3— 11. ﬁ 12. £ 13. 7 14. 8 15. L 16. 0
2 8 4 2
17.1 18. 2058 19. —2sena 20. cosda 2. d 22.3
cos(a/2) 3
SECCION 24
2, 1/2 4.0, csencial 5. -2, esencial 6. 2y -2, esenciales 7. 5 esencial

8. 3y -8, esenciales 9. 2, esencial 10. 3, esencial  11. | esencial 12, 3y5

13,4 14.2 15 -1,2 16, a=1lyb=-1 17. a=12/n y b=-712

1
18. a=—-1lyb=1 19. a=b, b cualequiera. 20, {n +% ,nun entero}
21. {4n, nun entero } 22. [0,1)UZ 23.{0} 24.Z 25.R

26. 1,5 27. -19 28.07

SECCION 2.5

1.en 2: towo, —© 2.en2:+w, too  3.en-1:+w, +o  4.end; +w, -0
S.en 5: +ec, —w 6.en 0: +o0, —0; en —2: —o0; +o0
7.en 3: +wo, —o0; en—1: +e0, —® 8. en—2: —o; 400, ; en 2; +w, —©

9 en0:—; 4+ 10.0 11. 40 12, 4+ 13. - 14, -0 15. +o2

16.—0 17.+x 18, - 19.-0 20.+x 21. 1 22.—1

— 23.-» 24. 0
2
25.2 26, 0 27.— 28.+w 29, x=0 30, x= %,F_%
3Lx=1x=-1 32. x=1,x=-1
SECCION 2.6

.0,0 20,0 31,1 4. to, - 5. 12, 122
6.+, -0 T.-00, —o  8.1,1 4w, 4o 10+ 1L+ 12, ]

13. 0, 4.+ 15.-2 16. 0 17. v 18.5/2 19. 0 20. 2
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21.-2 22.1/2 23. 0 24. 12 25. 0 26. 1 27. -1
28.1  29.0  30.0 3.0 35 y=0  36. y=0
37. yZO 38. y=2,y=—2

39. y=1,y=-1 40. No tiene 41, y=0 42, x=—4, x=4, y=-2

43. x=1, y=2, y=-2 4. x=-42, x=\/_2, y=1y=-1.

SECCION 2.7
1. a 2. ! 3. : 4. e S.a-b 6. 1
a ]

SECCION 2.8
1. y=x+1 2. y=x 3.y=%x-l 4, y=2x+2 S, y=x, y=-Xx
6. y=X, y=-X 7. y=2x~2,y=~2(horizontal) B8.y=-x+2

CAPITULO 3
SECCION 3.1

L. =0 2.g@) =1 3. 0@ =3 4{'(f=4 5. g'(-1)=—4

3 3 E o

6. h'(-2) === T.f'(-1) =-6 B.g'(Q) == 9. h'(-I) =3 12.a=-,b==
(-2) 1 (-1 g'(2) A (-1 L 3
13. f(x) =0 14. g'(x) =1 15 h'(x) =3 16.f'(x) =4; 17. g'(x) =4x
18. h'(x) =—i2 19. f'(x) =6x  20.g'(x) =1- Lz 21. h'(x) =3x°
X X

22.a.f'(1)=5 b.Sx—y—3=0 c_x+5y—ll=0 23-3.g’(]2_}=%
box-6y+6=0  e6bx+y-75=0  2d.a h'(x)=x-1 b.(4,11)
] i 1 =
e.3x-y-1=0 25.a. (x) T b.2x -4y +5=0
SECCION 3.2

1 1
Ly =8x-6 2.y'=-3 +x 3y =2 -06x+25
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4.0 =10v° — 6v' + 1,2v

- B
2

16,y = (£ +30) 1%y = (Vre—— |e* 18y =e4e"
24 x
19.y' =3x* - 12x + 11 20.72x° - 50x* - 323 + 2x2 + 10x + 4
2.7 =L 13 —18t4 +2) 22.y'-1 23.u'= 5xx + ﬁ—z
24/t Jx
-1 1 -8
24.y'= —— + 25.v'=— 26.y' =
2Jx  xvx (x—9)? (x-8)2
~t? 3 a2
27.y'= '62 2s.z'=—-12—t-2~ B it 08 =1
(x-3) (t* +1) (t=1)°
4 3 2 2 2 »
30.y'= X +3;x +Sx2-2 gt B —C 32-y,=3ax +bx—¢
(x“+x+1) X 2x4x
48, 9'= 2% sy . o 3s.y'=_"3(2’“—2)2_
Va2 +b2 (x*-1) (x-D%(x-3)
-3 -4 2e*
WS L= T A e e
2Jx(1+2vx)° Wx2a+3¥x)? (e* +1)2
39.x+y+2=0 40.8x+y—-4=0 41.x-2y+2=0
42.-4ax+y+3a2=0 43.(—;-,—%) 4, y=e

e
45. y= —
¥ 2

48, -x+2y-5=0
51 y=x’+2x-3.

5.8 =100 %+ + 0,66

8 g'(x) = Sax? + 4bx > +%’ cx

Il.z'=% t’—% bt

N

+ ——~]0 15.y
4xx 9x\)3 x2

46.(2, - 5’63 ), (=3, 10)

49, y=3x> - 12x

"= _ 6dx’ — 14x° + 90x

Respuestas

-1
6 z'=3— + ij
y oy
5
1-‘,2 9.y|=_ X
a
2 3
12.y'= —+ —
o x?

5

47.3x+y+4=0

50.y= %+ 8x
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SECCION 3.3

1. f'(x) =5cosx—2senx 2. g'(B) =cot@ -0 cosec20 3. y =sena(l+ seczu)

4.y =sec’x + cosec’x 5. h'(t) = 1 6. f'(x) = ol
l+cost x? cos? x
: 2sen x , -2 '
7.g(x)=————z- 8. T 9. y =senx+cosx
{l+cosx) {sent—cost)
108 y-3Wix+3x-1=0 b.y+£x—[3—n:—1:0
9 27
SECCION 3.4
' ] U - 2 X
Ly=| x+ e* 2. y=-2"%In2 3.y ={(ln2)x"+2x )2
[ 25] ( )

4. y'= (—xz +2x }e"‘ 5.y = [l+lnxje" 6. y'= [ +1n2log; x}?x
X xInx

~(In2)%x1
3_y.=1 (In2)”xlog; x g, = 2 .
xe™ (In2)x2* x(1-1Inx)

7. l-xInx

S 10. y 11. y—2ex-e=0 12. 2In2)y+x-4=0

=,
2

SECCION 3.5
1.% =3(x> - 3x+ 52 (2x - 3) 2. f'(x) =-32(15-8x)°

3. gl =188 2P - 1) 4. % — _8(5x— ) O(25x" - 4x)

d
5. -&E = 32x (3 - 8 (=4 + 1)+ 18x (32 — 8) (a2 + 1)

¥ o s
6. £'(n) = 2u(u” -3u-1) T _dl: 8(x 11
(u® -1y? dx  (x+3)
" 2 3 o il 2
8. g(t) = 12¢(3t :2)@ 3+2t+1) 5,y P
(21? =1) Ji-2x 2 14t-202 -8t
5
ROy L. M 12. g'(x)=

41 x2 +1)*2
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23?1 3d2x+1 e {1-=3x")% 12x (1-3x%)

13.y'= == _
Haxe)? Vo x(xa) o (Vxa)
= = 2
15. h'(t) = —3—~—‘-ﬁ 16 —”m =2
201- i) Toe?
18. Fi(x) = ———t 19, 4= 4
{(bz+ 2)3 JIex (1+414x)?
X
2—
20. f'(x)= 3x“-2(a+b+c)x+ab+ac+be 2. y'= 1+24x

2/ (x—a)(x-b)(x-0)  edx(x+x)23

y.:1+2s,/;+2d x+\/;+4&1ﬂx+.\[;

22 23. y' = dsec’dx
Sﬂxﬁwﬂﬂ x+\[x+\/;
24, y' =—cosec2§ 25.u' = -3x’sen( x° ) 26. v' = —3sen x cos’x
il
27. y'=4x3secz( X4)+4 fam’x sec’x 28. z'=—2_\/§ sen'\ﬁ
o= SR g semdx g st
24/ cos X 4&\} coqu (t‘m3x)2l3
- y,=ﬁ2xcosec23\} 1+x? 3. y=- 2tanx o, y’=—2-coscc LI
3(1+x2)2/3 V secx x3 x* x?
¥ - _ 2
35. y'= 3 5 | = Jx sog| Y% Jx 36. y,=__—_225ec : 373
Jx (144%) 1+4x 1+4x (sec? x+1)

1
cos X 1—sen x (1-x2)cosec?(x+—)
3.y = 7V 1 38. y'= X
- +sen x
(1-senx) sy 2 !1+cot(x+l)
X

2 X
—Cosec -
39.y = 23/2 &0, 5= (a—b)sen 2x
2 2
2| 1=cot? E) 2\/asen x+b cos” x
41. y' =senx sen (cos x) 42. y' = —2x senx’ cos (cos x%)

43. y' = —4sen 4x sen (2cos 4x) 44, y'= cos x cos (sen x) cos (sen (sen x))
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45. y'=sen x sen (2cos x) + cos x sen (2sen x)

46, y'= — 22 e’ senx cos (tan vsenx ) 47. y' = sen 2x sec’(sen’x)

24/ senx

2 2
48. y'=—6xe ! 49.y'= m—JZ_Z‘E 50.y'= x"la ¥ (n o lna)
2vx

cot (1/ t)

2
74
51. y'= .l_nz—3cose¢2(1/t)3 52. y'=(In 2)(In 3)sen 2x 35" ¥ gI=
t

53, y'= ! TR L 55, e 12t

2(In5) x,} logs x X ' et

4ax -
e AT TP N I SO
1 2x +1)(x-2)

56.y' =

5 60. y' = 2 Seotx L y'=—-—-2-tan——
50x° -1 X X X

3(3x% +10x+3)
2()(-#1)4
65. h'(x) = [3u® - 4u] (2) = 6(2x — 1)* - 8(2x — 1) = 24x* ~ 40x + 14
2 4
x 67. h'(x) = 5t’(- 2 )= -s(-2vx)*

1
20 V2x3-4 Vx Vx

68. h'(x) = —=X_ 9, h'(x)=(—l2)[ = ]= —
v a(

(b+cx)? a?—x? %%

50, y' =_

62. G'(2)=20 63. F'(0)=-30 64, (fog)(x)=-

66 h'(x) = (6x%) =

372

70. (?E = (9u®- 16" )(2x ) = 18x(x* - 1) - 32x ("2 -1y’

d 4a ax+b
715 = 5v* (2b) = 10b( 3a + 2bx )* 413( e, S0 da(ax+b)°
dy -1 -3x
13530 = ——(0x)s ——
dx 2v372 (3x2_1)3;2
74. 12x+y+11=0, x—-12y+13=0 75.y=%, x=0

76. 7x—18y —13=0, 54x+21y-47=0 77 x-12y-17=0, 12x+y+86=10
78. 8x—y-3=0, 2x+16y-17=0 79 y+d4x-1-x=0, 16y-4x+n-16=0
80.y—-12x +17=0, 12y +x-86=0
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81.6y+ 15x—-5m+ 3J§=0,30y—12x+4ﬂ:+15\/§ =0
82, En(l,0):y-2x+2=0. En(20):y+x-2=0. En(3,0:y—-2x+6=0

83.(0,0) (4,0 vy (2, 16) 84,2y -x-4=0,2y - x +4=0. Son paralelas.
85.y+x=0,9% +x=0 86.y-5x+2=0 87.2y-x-2In2=0
CAPITULO 4

SECCION 4.1
gy Sl
1 d—y=ix 2_2Z=2x_} 3_.dl=_2£ 4_(!1:[4-2)()! 3y

Tdx 2 dx  x d AX T xy—2x2y
5, dy _ 1+0%* 6.‘d"\i _ (3x2 ~y)y? " dy _ y? —2xy?
dx  2x2y ki 1+xy?2 dax  y3_3xy? +2x%y-1
2
dy ¥ 2 dy  x dy -b*x dy \/;
8. = HIx(x -~ 9. === 10.53-=—— 1L —=-==
ax Tx TRy < ¥ dx g2y ax  Jx
2
dy x-ay . dy _ Ay dy _ 6fydy dy
12. 5% By == Wyr~——7= 1545~
A=Y X ) 332 x
y+3y
16.y' = y ycos"') 17.y'=-—i 18, y' = sen (X —y)+ycosx
sec’ Y —X 1-x cos? y X sen (x —y)—sen x
19. yl= e¥ - ey 5 y'= _iL= _‘I_ex..y_,_l
1-xe¥ 2-y eV +ye¥ l+y
2]. y': 2‘-), 1__1. 22. V': __1__ 23_ y': ey/x % _y.
1-3% T 2l+Iny) X

24, b. (f_')'(?,):—:;- c.ytdx=7 d. dy+x=7

25. b. (g—l)'(2)=Tl5 &y-10x=-8 d. 10y-x=8
26. b. (h"1)©0)=1 e y=x d y=x 27.x-y+5=0
28.5x—-6y+9=0 29, y-x=0 30, 14x+13y-12=0
31.9x+204f3 y—75=0.-9x +20~/3 y+75=0
322247 <2en@b) y T-{ -2en(a-b) 33.9x+13y-40=0

a a

37.45" en(1,2)yen(3,-2) 38.0°en(0,0) y 9" 2'en (1, 1).
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3
1. ¥=x**2(1+3Inx)

3. y=2Inx - x"*"!

5. y'=(ln2)(ln3) 3%2%

A87

SECCION 4.2
2. y'= %x‘[;‘uz(z +Inx)

4, y'=%(lnx)1nx(l+ln(lnx))

& Y’= a®x? [ a

N | 2
7 Y,___XJ—X-[I znx) g y':(x2+ l}senX[ X;an & coaE ln(x2+1)J
X x“+1
2
9. y'= (senx )“’”[E)S—)i - senxlnsenx]
sen x

1Y X+ 1
10. y'—(l +—] [ln———-———— ]
X X x+1
2
y o x(x*-1) 1 2x X
11. y = [x+ 2_1- = l]
x“ +1 X 5 R
2_
12.y'=l3 x(x 1§} l+ 2x 2
3V (x+12ix xPo1 x+l
SECCION 43
1 3 1
1 y'= 2y= Y= ———
8]—12 X XZ-" 9 Z‘J; 1-x
4. Yr= , 27(2 5. B . 1 3 6 )"=2 d_,;_xl
X +2x°+2 1+x
7, y'=cosec-1# & b= COS X 9, 3= . 2 -
2y senx - sen’x e
10.y'=- L 11.y'= 0 12, y'=— E secz(cosylx)
xv1-In? x 1-x?
w2
3.y'=Lyax—x2 s {zsgP 18 = X[IX ¥
X X 1+x2+y2

16. 12y +2x—-6-32=0

17.4y +8x—-3n =0
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SECCION 4.4
2 2
- 2{1- .
Ly'=— . 372 2. Y"z——( = 3.y"=2tan "' x + 2x2
(bz—xz) 3(1+x2)2 1+x
-1
" X sen” X s Lf 1 |
4, y'=- e 5.y=—~(—— 3,2}3‘/;
1-x (l—x2 )312 4\ x X
-1
§ e L, g SRS 7. y*=20x> - 24x, y™ = 60x2— 24

2 7]
1-x (1~-x2)3
8. z" = 14x% — 10x* - 1, 2" = 84x° - 40%°
9. f'(x) = 12(x - 1), f"(x) = 24(x - 1)

10. g"(x) = 6(x + 1)? + 24x% (x* + 1), g"(x) = 120x° + 72x

ll. ylc# %’ ym= i"z 12. h"(x)= —4 =5 htn(x)= 12 =
4x 8x (Z+x) (2+x)
13. y"=—xsenx+2cosX, y"=—-xcosx—3senx
14, y' = (4x3 +12x2 +6x )ez", y = (8x3 +36x2 +36x + 6 Je2*
: a2 . 4 3
15’ y" - ia 16- y" — 4? = ,_a 17. i =__2.l‘__i2L‘y_——_2_x
i —~2x2 _ -2 " 1 o _b4
LRagye= 9y5  ox413 19.y"= 232 Bl 2
24.yV=n 254y ®=g 26,y = (n + 1)’ 27.y"V =nla
! 1
28,y =nta; 20.yW=na"  30.yV=(-1)" = 3y
xl'l“" (1_x)n+l

n!

By =t R
(x_a)n+l

33. y™ = 2"cos(ax + n% )

34, yW=2""sen [2x + (n -U%] 35. .Vm) =a"* 36 yV'= (x+n)e*

I A1 =
37 y0= 8 hn aey®e B 50 vy 40
x" (1+x)"

" 11 L] 1 it 3
40.y"(-1)=-"¢ 4Ly'()=3 2.y'Q2)=-5

43 a.en t=-2 y t=4 b.ent=1 ¢ (—m.—Z)U(4,+oo) d. (-2,4)
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44.a.ent=3 b.ent=-332 (3. +03) d. (—e0, 0) U (0, 3)
45. a(=5) = —% miseg®. a(l)= % m/seg? 46. a(1/2) = 2 m/seg’

47. v(1) =-27 m/seg 48.a. 160 pies b. 48 pies/seg c.t= 1,5 seg.
d.t=5seg. e v(5)=-112 pies/ seg. 50.v,=117,6 m/seg.  51.156,8 m.

SECCION 4.5

1. y'=—cosechx 2. y'=2cosh 2x e*"M

tanh x ( tanh x
X

A y=x + sech?x lnx) 4. y'= %sech4%

5. y'=e™[acoshbx + bsenhbx ]

, 1 Jl+tanhx _ 1 , ~2cosech 'x
6. y'=—4 = RpeE
2 Vi-tanhx 24 coshx + senhx |x|1/l+x2

8. y'= L 9. y'=—cosecx 10. y'= p
x4 +at l-x

SECCION 4.6
1.2.100.000 litros/afic 2. a. 200 habitantes por afio b. 2% 3. 3nm?/seg

4. 1,5 m/min 5. — 4,5 m/min 6. -2,8 Km/h 7. 16 m/min
8. 80 pies'rmin 9. (-1, -5) 10. 100-\}—3- em*/min 11. =15 cm/seg
12. _1n_0 pies/min, —240 pies’/seg  14. —% m/min 15. 539 miseg

1 : 8
16. In m/min 17. 3 m./hora 18, 75 m./h 19. 0,9 m/h

20. .. ! ~ -538 pies/seg  21. S—ﬁz 044m/h 22 S0 ~ —592,7 Km/h
V10 36 J124
23. 2,33 m/seg 24, 10m Km/min 25. —1.200 pies/seg

14,3

26. 64 pies/seg 27. 29 = 0,292 ohms/seg  28. b. 2 horas.

SECCION 4.7
. a. Ay =2xdx+ (dx)? b. dy=2xdx ¢ (dx)*
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2.5. Ay= e*(e** — 1) b.dy= e dx e e®(e® —1-dx)
3oa Ay=In(1+2%) bay=2 e+ &
X X X
4.2.-0,1791  b.-0,18 c. 0,0009
5.2.-0,2276278  b.-0,2302585  c.0,0026307

xdx 12. dy= 2dx

dx
V1-x2 3x+)* -2

2x + X
13.dy=-J dx  14.dy = VYR e 1sidy= L i(-l—+l)dx

2y_ {x’;"}r 2V¥x a X

17. 8,9444 18. 3,0092592 19. 6,0185 20. 2,005 21. §+0,04 ~ 0,8254

3x2
10. dy = -0xe dx 1l.dy=-

22, 0,07 23. 0,24 24, 086618 25.a. 864cm b. 87,848 e’

c. 28,8 em? d. 29,04 (:11‘12 26.3.840 = = 12063,71 cm3 27.25%

28.2.0647 m> b.075% 29.2.72n 2292em’  b. 1/72 ~0.01389

e. 1296/1° ~ 131,312 d. 1/48=0,0208 30. a.m/18 ~0,174533 b. 0,504 %
31.2.8527.200 b.S432 ¢ 00159 d.1,59%

CAPITULO 5
SECCION 5.1

1. max. = f{0) =4, min. = no tiene 2. mix. = no tiene, min. = g(2) = -1
3. méax. = no tiene, min. = h(2)=h(-2) =0 4. max, =no tiene, min. = no tiene
5. max. = no tiene, min. = no tiene 6. max. = g(4/3)=3, min.=g(3)=1/2

7. max.=h(-4)=6, min.=Inl=0 8. max. =f{1)=3, min.=f(2)=0

9.0, 2, % 10.t+2nm,neZ 11. 0, 2 12. Todos los reales.
b Sn 3 1
13. 1 14, 0, —, ©r, — 15. max. =f(3)=7% , min.=f{1)= —
=B max. =f{(3)=7 Rl)=<
; 1 ; 1 - n
16. max.=f(1)=3, rmn.=f(—1)=—5 17. mix. = f{w4) =1-7 ,
min.~ f(-/d)=7 -1 18. mix. = f(3) = 1, min. = f{-5) = -3

19. méx.= f(x/4) = Y2 , min. = f{-n/2) = -1 20. max. = f{n/6) = = f{51/6) = 5/4
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2

min, = f{0) = fin/6) = 1 21. méx. = f{ % )= —5 =~0.6447865
€
s e B 2 S |- SN |
mm'_f(—zf)"eST =—0,22489 22. mix.=fe )= 2—c~0,184
min.=f{1)=0

SECCION 5.2
= 1 3.¢=32 4. c=1 5.c=—3{;2~ 6. c=+2

- o
7. e=1 +§J§ L L "]'1“2 ~0,4028 9. c=tan"'( (2 In2)/n )= 0,5847
n
10, 65— 45 F 005227, 6= T2 05297 20. ¢(5) =20
a

bid

30.c=n/4 31. €= %21,58198 32.c=112
e_

SECCION 5.3

X

./
N

-2

3.a. -1,0,2,4  b. Decreciente: (—c0,~1], [0, 2] y [2, 4]. Creciente: [~1, 0] y
(4, +00) ¢ Minimos locales en —1 y 4. Méximo focal en 0

4.a. 1,2y3 b. Concava hacia arriba en (-0, 1) y (3,+c0). Céncava hacia abajo

en(1,2)y(2.3) c. 1y3.

5.a. =2 b. Creciente en (-20,-2], decreciente en [-2, +c0) ¢ f{-2)}=1les
maximo local. d. Notiene e. Céncava hacia abajo en (—20,+20) f. No tiene,

6.a. —1,1 b.Creciente en(—o0, —1] yen[l, +o0), decrecienteen [-1, 1]

¢. f{-1) =3 es maximo local y f(1} =~1 es minimo local d. 0 e. Cdncava hacia
abajo en (—oo, 0) y concava hacia arribaen (0, +o0) f. (0, f{0))=(0, 1)

7.a. =3, 1  b. Creciente en (o0, —3] yen [I, +o0), decreciente en [-3, 1] c. f{-3)
= 39 es maxime local y f(1)= 7 es minimo local. d. -1 e. Concava hacia arriba
en (-0, —1), concava hacia abajoen (-1, +o0) f. (-1, f(-1))=(-1,23)

8 a. -1,0,1 b.Creciente en [-1, 0] y en [1, +o0), decreciendo en (—o0,—1] y en

[0,1] ¢ fi-1)=3yf{1) =23 son minimos locales, f(0) =4 maximo local
d. -/3/3, V3/3 e. Céncava hacia arriba en (woo,—ﬁw }yen (4373 ,+eo),
Céncava hacia abajo en (- +/3/3,4/3/3) . (~=V3/3, 31/9)y (+3/3, 31/9)
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9.a. -2, —1/2,1 b. Creciente en [-2, —1/2] y en [1, +o0), decreciente en (—90,-2) ¥
en [-1/2, 1] e. f(-2) = -3 y f{1) = -3 son minimos locales, f(-1/2) = 33/16
méximo local d. -1/2 -ﬁxz, =172 + 5/2 e. Concava hacia arriba en
(—0,-1/2-3/2) y en (=172 + J3/2, +w0), concaba hacia abajo en
AR ~302. -1 ¢ 323

f. (~12-4372, f(-12-3/2) = (-12-3/2,-073) y
(s J30. 012 4 J3Ye By J3: ~003)

10. a. Notiene b, Decreciente en (—0,2) y en (2, +o0)} ¢ Notiene d. No tiene
e. Concava hacia abajo en (—0,2) y cdéncava hacia arriba en (2, +e0) f. No tiene
11. a. 2 b. Creciente en [2, +o0) y decreciente en [0, 2] e f{2) = 4 V2 minimo

local d. Notiene e, Céncava hacia arriba en (0, +oo) f. No tiene

12. a. -1,0 b. Creciente [-1, +o0) c.

f{—1) =—1 es minimo local d. 0, -8

e. Concava hacia abajo en (—o0, —-8) v

en (0, +o0), concava hacia arriba en
(-8,0)

f. (-8, f(-8))=(-8,0) y (0,1(0))=(0,0)

Y

13.a. 0 b, Creciente en (-0, +o0) ¢. Notiene d. 0 e. Cdncava hacia abajo en
(-0, 0), concava hacia arriba en (0, +o0) 1. (0, 0)

14.a. 1 b. Decreciente en (0, 1] y creciente en [1, +c0) ¢ h(1) = 1 es minimo
local d.Notiene e. Céncava hacia arriba en (0, +o0) f. No tiene

15.a. Notiene b. Creciente en (—oo, +00) ¢. Notiene d. 0 e. Céncava hacia
abajo en ((~co, 0) y concava hacia arriba en (0, +e0) f. (0, 0).

16. a. n/3, 57/3 b. Decreciente en [0, /3] y en Y
[5n/3, 2x], decreciente en [r/3, 57/3]

c. f{n/3)=n/3 -3 =-0,7 es minimo local,
f(57/3) = 5n/3 ++/ 3 = 7 es méximo local
d 7w e. Cocava hacia arriba en (0, n),

Concava hacia abajo en (r, 271)
f. (z, f(n)) = (m,7).

w3 : 2x
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17. a. /2, 3n/2 b. Decreciente en [0, 1/2] y en Y

[3n/2, 2n] e g(n/2) = — 2 es minimo 21
local, g(3n/2) =2 es maximo local  d.
/6, 5n/6,3n/2  e. Codncava hacia abajo
en (0, n/6), (57/6, 3n/2) y en (3n/2, 2m),

A93

concava hacia arriba en (n/6, 5n/6)
f. (/6, g(n/6) = (1/6, —1/4),
(5n/6, g(57/6) = (n/6, —1/4),

=14T

2 1

18. a. —ﬁ 2, ﬁfZ b. Decreciente en [-1, -ﬁ/Z] ¥

en [+ 3 12, 1], creciente en [+ 3 /2, ¥ 3 /2]
c. h(~ J3in ) =—10,68 es minimo local,

h(+/ 3 /2 }= 0,68 es méaxino local,

d. 0 e. Cdncavo hacia arriba en {1, 0) y cdncavo
hacia abajoen(0,1) f. (0,0).

i1 20.

0
[ ol 123 4 5 x ; P x
21, a. O0y4
b. Decreciente en (—cc, 0] y en [0, 4]
Creciente ¢n [4, +o)
¢. Minimo local en 4. X
d. 0y3
e. Concava hacia arriba en (-0, 0) y (3, +0)
Concava hacia abajo en (0,3)
f. 0y3
22. a. -2,0,1y3
b. Decreciente en (—oo, —2], [-2, 0] ¥ [1, 3] ¥
Creciente en [0, 1] y [3, +o0)
¢. Minimo local en 0y 3. Méaximo local en 1
d 0y3
e. Concava hacia arriba en (—, -2} y (2, +w)
Concava hacia abajo en (-2, 0) y (0, 2) 2 TR

]

-2y2
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H h=1{t)
23. = 24.
at M= /
1}
T

T 1]
25, Max: f(1) = 1. Min: No tiene 26. Max: f(1)=4. Min: No tiene

: p

1
1

1 X
1 X
27. Max: f(e) = e. Min: f(1/e) = 1/e 28. Max: f(1y=4. Min: No
Y

A

/ 0 X
SECCION 54
2
L fsh 49 42 s g221%E g3 90
2 2 2 2
210 53
g P, S s 1wl W o el Wl
2 2 12
1.0 s 190 L o200l ol ome 231 24 2
2 2 3 6 n
2
25 -2 96 1271 281 29,2 3001311 321
T e

331 3. L 351 36 2 ! -
e 3

37. + 38, e 39.5 40. ¢
41.0 42, -8  43.0

SECCION 5.5
1. AR B.Ninguna
C. Eje Y: (0,1). Eje X: aprimadomente (0,104, 0)
D. No asintotas  E. max local = f{1)=5, min local=1{{3)=1
F. Conc. abajo en (—c0, 2], Conc. arriba en [2, +o0)
P. inflexion: (2, 3)
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2. AR B.Ninguna C. (0,1),(-1,0),(1,0)
D. No asintotas  E. max local = f{0) = 1, min local = f{-1)=10
min local = f{1) =0 E. Conc. arriba en (-op, ~ V313 ]Jven
[\/5/3, +o0). Conc. abajo en [—51’3, w/3—n’3].
P. inflexion: (—+/3/3,4/9) y (Jf3 /3, 4/9)
3. A.R  B.Ninguna C. (0,0), (—4,6, 0}, (0, 0) :
D. No asintotas ~ E. max local = f{—1) = 3, min local = f{0)=10

F. Conc. abajo en (—o0, 0] v en [0, +o0 ). 1
P. inflexién: No hay. -u/’\

4. A.R  B. Simetria resp. al origen C. (0,0) / " X
S(x+D{(x~-1) ¥
(x2 +1)? 3
Min Jocal = f{—1) = —4, Max local = f(1) =4 P
16(x2 -3)
(x2+1)3
yen [0, \E ]. Conc. artiba en [—~/ZaT ,0lyen [\/5 ,Too )
P inflexion: (-3 =243 ), (0, 0), (3,2+3)
5. A Dom(f)=R - {1} = (o0, 1)U (1, +c0)
B. Ninguna simetria C. Interseccion con los ejes (0, 0)
D. Continua en (—oo, 1) U (1, +oc)
Asintota vertical : x = 1
222 Min, local: 132) = 3/¥& ~1.9
I(x-1)
2(3-x)

o

D. Asintotas: y=0 E.f'(x)=-

E. f"(x)= . Conc. abajo en (~o0, = +/3 |

24 4
101

E. f'(x) =

s 3 X

F. f'(x) = . Conc. ahajo en (—oo, 1) y en [3, +on).

Conc. arriba en (1, 3]. P. De inflexion: (3, 3%) =(3,2.4)

6. A, Dom{f)=R  B. Simetria respecto al eje Y. ¥
C. Interseccion con los ejes: (0, 0)
D. Continuaentodo R, ST ==

No hay asintotas verticales.

Asintota horizontal: y =13 T

E f'(x) = —g‘—z . Min local = f(0) = 0. - | v X
(x=+1)

6(1-3x2)

(x%+13

F. f'(x)= . Cone. abajo en (o0, —v/3/3) yen (4373, +0)
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Conc. arriba en (-3 /3,43/3)
P. de inflexion: (—+/3/3,3/4) y (+3/3,3/4)

7. A. Dom(f) = [-n,n] B. Ninguna simetria.
C. Intersecciones: Eje Y: (0, n).
Eje X: (-n/3, 0), (2n/3, 0)
D. Continua en [—m,n]. Sin asintotas.
E. Min local = f{-5n/6) = - 2. =X

Respuestas

Max local = f{n/6) =2 swe
F. Conc. arriba en {-m, —n/3] y [2r/3, 1]

Conc. abajo en [—w/3, 21/3]

P. de inflexién: (-n/3, 0) v (2n/3,0)

8. A, Dom(f)=R - { 2 }. B. Ninguna simetria
C. Intersecciones: Eje Y: (0, -3).
D. Continuaen R- {2 }.
Asintota vertical: x = 2. Asintota oblicua: y=x-1
E. Max. local: f{0) = -3. Min. local: fi4) =3
F. Conc. abajo en (—o0, 2). Cone, arriba: (2, +00)
No hay P. de inflexion.

9. A.Dom(f)= R — {0 ). B.Ninguna simetria.
C. Intersecciones: No corta al Eje Y.
Eje X:.(1,0)
D.Cont.en R-{0}.
Asintota vertical: x =0,

2 ¢

o

LS

Asintota oblicua: y=x -3

(x-D%(x+2)

x3

Max. local: §-2)=-27/4, Min. local: f{1)=0

E. f(x) =

F. Conc. abajoen (—o0, 0) yen (0, 1] p

Conc. arriba en [1, +¢0)

P. de inflexién: (1, 0}
10. A. Dom(f) =R. B. Ninguna simetria

C. Intersecciones. Eje Y: (0, 0). Eje X: (0, 0), (6, 0)

D. Continua en R. Asuntota oblicua: y = —x + 2

4-x
<3 (6_x)

Max. local: fl4) =234 = 3,17
E. Conc, abajoen (—og, 0] yen [2, 6].

F. f'(x) = 577 - Min local: f{(0} =0

278
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Conc. arriba en [6, +c0). P. de inflexién: (6, 0)

11. A.Dom(f)j=R — { 0 }. B. Simetria respecto al origen *
C. No intersecta a los ejes. D. Cont.enR - {0 }. 2
D. Asintota vertical: x = 0. Asintota oblicua: y =x /
' 1 llx2 - G L]
E.f'(x)=—¢ x+ﬁ) x—2 I B
XI 7:‘;’. -233 X

Max. local: f(—\ﬁ )= —f2 V12, -2,33
Min. local; f(\/i) = \/5 L 2,33

F. Conc. abajo en (~o0, 0). Cong. arriba en (0, +¢0).
No hay p. de inflexién.

SECCION 5.6

1. largo = ancho = 18 cm.
3.100m,200m. 4.16cm.  5.3cm 6.1dm 7. 1dm

8. largo = ancho = altura = 40 cm. 9. 140 m,, % m. 10 %Q m?.
14
11. base =%ie altura rectangulo = ? 12. base = 28 =351,
. 4+m 12-+/3
altura rectiangulo = %—9—‘/{5 ~374 13.EntreByC al,6 Km. deB.
12-43

14, P coincide con C 15, Remar hastaPentre Fy B a3,6 Km. de F
16. Remar hasta la bodega 17. 70 habitaciones, $ 75 18. 88 plantas

19. base=ﬁr,almra=—‘l;2—r 20. -’3i 21.4, 4 22.a=23, h=26

12
23. a) “‘ign ~ 5,28 para la circunferencia b) 12 para la circunferencia (no hay
cuadrado)  24. base = 6 cm,, altura = 3\[3 cm. 27. 33

28. radio del cilin. = gr ,altura= «E r 29.radio cono= ﬂ r, alura= % T

30. radio del cono = %r,almra%r 32.2.8225 b. A =171,4n"

33.60m., 120 m. 34, 24 m, 36 m, 35.a. 3dm, 6dm, 4 dm.

b.332 . 632,232 36. 18 cm. , 27 cm. 37,86 m., 14/6 m.
38, radio=1dm altura=2dm 39, radio = altura= 32 dm.
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40. radio = altura =6 cm. 41.80 Km/h. 43.a.x=16cm. b.x=16cm.
44, radio = 4\/3 cm., altura = 8\[5 cm. 45, 3\)‘ 3% = 46,87 46,8 m.

SECCION 5.7
1. 1,179509  2.0,103803 3. 0,739085 4. 0,835123 5. 0,567143
6. 1,763223  7.1377337  8.3,096639  9,2,028758  10.-2,331122
11. 0377677 12. 2,668402 13. 1,1224620 14. 3,645174  15. 1,146470
16.a, Py=(1,165, 1,357) b. 1,594  17. g(2,058) = 5,586

APENDICES
APENDICE A

1. (-0, 4) 2. (—oo, - 32/3) 3. (1775, +20) 4. (~o0, — 43/37]
5.(17/5,19]  6.(-19,-9) 7.(-2,3) 8. (-1, 1)

9. (o0, =1 ~v2L JU[-1 +421, 40) 10, (-0, -3) U (172, +o0)

11. (-0, 1/3) U (273, +0) 12. (3, 4) 13. [-3, 2] U [1, +o0)
14. (-2, 2] 15.[-103,0)  16.[1/3,1) 17. (=00, -2] U (0, 2]

18. (o0, -1 =43 JU(=1,-1 +4/3 ] 19. (-3, 1)U (0, +o0)
20. (-0, ~2) U (1, +o0) 21.(2-2J3,0)U(3.2+2/3)

APENDICE B
L9 1 2.-43,2 372 40,7 5 (-16/3,143)  6.(-3/2, 92)
7. [2,23] 8. (~o0, - 35] U [-1/5, +o0) 9. (~o0, =1) U (~1/2, +o0)
10. (~o0, - 5/2] U [2572, +o0) 1. [~o0, =31 U [-1, 1] U [3, +o0)
12.[-4, -1y U (1, 4) 13.2,4)- {3} 14.(1/2,+0) 15, [2/3,4]
16. [-1,2] - {172} 17 (-0, 1) U (2, +o0) 18. [-2, 2]. 19.(=1,0) U (0,+c0)

20. (~o0, -7] U [1/3, +o0) 21, M=43  22.M=9  23.M=10
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APENDICE C
1.4 2 -4 3.raices: 1, -2,-1; {(x—-D(x+2}x+1).
4. raices: 1, 1 +4/3, 1 =V3:(x- Dx=-1-+3)x—-1+3).
5. raices: 1, -3/2, 1/2; 4(x — 1){x + 3/2)(x - 1/2).
6. raices:—2, 3/2+47/2,3/2 - J7/2; 20x + 2)(x = 32+ T2 )(x = 372 - J7/2).
7. raices: —1,2, V3, -3; (x+ D x-2)x -V 3)x+43).
8. raices: 1,-1,-2, 1/3; 3(x — D +1)( x +2) (x - 1/3).
9. rafces: —1,-2,1,2,3; (x+1 }x+2)(x—1)x-2)(x-3).
10. rajces: -1, -2, -3,3; (x+ 1)%(x+2)( (x +3)(x - 3).

APENDICE D
LY5, (12, 20242, 2.4 3 7-272, (0, 1+v2)/2)

5.B=(3,9) 6.A=(-1,18) 13.(22)y (4,2 14(,13)y (1, -11)

15. 5x +2y-3=0  16. x*+y%*=9 17. (1,-3), (3, 1), (=5,7)
18.(=2,-5), (0,-9) 19, (972, 1)
20. (y-1F = (x+1)° 21 (x-12 = (y+1® 22. (y+1P = (x~1)?

1

1

(3.4)E

/\

i

— :
B e g--=-- fou="T e

-3 Iy 2
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APENDICE E
2.y=5x-2 3 y=-3x 4y=2x-1 Sy——%x +32 tiy——%x+-’5—2
x, 11 41 1 3
T.y=—+ — B.y=-2x+— 9 x+y=2x-y=14 10. a.y=-35 x+ =
¥ 5 5 y 23 ¥= y ¥ >
94_
b. — 11. 5 12.L, esparalelaal;;L; esperpendicularal,;L, es

perpendicularaL5. 13, a.x-3y-6=0 b. x+2y-13=0 c. y=1
14.y+3x-25=0 153  16.2 17.2/J10 18.2 19. %Jfﬁ

20.28/5 21. C=-7 6 C=59/3 22.5x+12y+40=0,5x+ 12y - 64 =0
23.3x-2y-12=0,3x—-8y+24=0
4

24. a. k # 3, n cualquiera b.k=——§ ,ncualquiera e¢.k=3,n#¥6 d.k=3,n=6.

25.a.k=—4 yn#2 6 k=4 yn£-2 b.k=—-4yn=20k=4yn=-2

¢. k=0y ncualquiera. 26.x-2y—-18=0,2x+y+14=0,2x+y-16=0

APENDICE F
L (x-2)%+ (y+1)2=25 2. (x+3)%+ (y-2)%=5 3. x*+ y2=
4. (x=-DF +(y+1)? =50 5 x-D2+(y+3)H? =9 6 (x+4%+ (y-1)3=16
7. (x-3)%+ (y-D2 =10 8 (x-n2+y2=1 9. (x-3)2+ (y-4)2 =25
10. Centro (1,0),r=2 11, Centro (0,—2),r=2y2  12. Centro (0, -1/2),r= 1/2
13. Centro (1, -2),r=3 14, Centro (1/4, —1/4), r=/10/4
15. Centro (3/2, 1/2), r = 9/4
16. Pardbola, vértice (0, 0) y eje el eje Y, se abre hacia arriba.
17. Parabola, vértice (0, 0) y eje el eje X, se abre hacia la derecha.
18. Parabola, vértice (0, 0) y eje el eje Y, se abre hacia abajo.
19. Parabola, vértice (0, 0) y eje el eje Y, se abre hacia arriba.
20. Elipse, centro (0, 0)
21. Hipérbola, centro (0, 0), vértices (0, =1) y (0, 1), asintotas:y=x,y=-x
22, Hipérbola, centro (0, 0), vértices (-1, 0) y (1, 0), asintotas: y =3x,y =-3x
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23. Pardbola, vértice (0, 9) y eje el eje Y, se abre hacia arriba.

24, Parabola, vértice (1/2, 0) v eje, el eje X, se abre hacia la izquierda.

25. Hipérbola, centro (0, 0), vértices (-5, 0) y (5, ), asintotas: y = % X,y=- %x
26. Circunferencia, centro (0, 0) yr=3/2

27. Parabola, vértice (0, —1/2), eje paralelo al eje X, se abre hacia la izquieda.
28. Elipse, centro (0, 2)

29. Hipérbola, centro (-3, §), vértices (—10/3, -3) y (—8/3, 5), asintotas: y = 3x + 14,
y=-3x-4

30. El punto (1, 2) 31. El punto (1, 1)
32. Hipérbola, centro (-1, 1), vértices (-2, 1)y (0, 1), asintotas: y=x+2,y=-X

APENDICE G
1
l.a.—-‘g—i b. 5 c.—ﬁ d.—? e.-2 2.a o=nn,neZ
b.a= ng nn,ned ¢. ninguno d. ninguno
4 5
e a= —n+2nm 6§n+2mc,nez 6.-1. 7.a.-sena b.0.
J
2n T 1 1 n
B.a =5, b3y 9.a. 7 rad. b. —rad. ¢ —rad. 10. a. 4,71 em,
A2 3 10 3

b.3534cm. e 7,85cm. 11.a. 111,13 km. b. 3.333,76 km. c. 5.000,64 km.
2
d. 897337 km. 12.1.852km. 13. 3 nrad. 14. 61,35 grados.

15. 20,45 grados. 16. (3, -1) l7.P=(—% ,%\ﬁ ) 18. 18.
3 3 2500
19. a. 33[ b. 325 20. 31% 21.2rsen s 22,7 = 795,78 giros por min.
. T
23. 49 revoluciones por seg. 24.y—x+ 4\[_ =0 25. 7

26.x-5y+3=0,5x+y-11=0
27.3x -4y +15=0,4x+3y-30=0,3x~4y-10=0, 4x+3y-5=0,

— e — —
— —— ———
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TABLAS

OPERACIONES
1.a(b+c)=ab+ac 5 Lp & Wik
b d bd
A
5 MR A o 4 il P
b b b < ¢
d
EXPONENTES Y RADICALES
s. a%=1,a=0 6. (ab)*= a* b~ 7. a¥ a¥= a*¥* Y
X
8. iv— =%~ 9. (a¥)Y =a¥ 10. 2% = lx
a a
2t ¥ 1 m
- = N
11 (E)—_x lz.aﬂ—ﬂ 13. a® =4 a —(%‘f;)m
n,
13.Yab =Ya ¥b 15 a_Ya
b b
TEOREMA DEL BINOMIO
16. (atb)? = a2+ 2ab+ b? 17. (a+b)® = a*+3a%b + 3ab%+ b3

18. (a—b)’> =a®-3a%b + 3ab%-b?

19.(a+b)"=2a"+na""b +$"2-_-D a"2p? +...+[:Ja“"‘b" +..+na" b+ b"
20.(a-b)"=a"-na" b+ @ "B e .+(—1)"(:]a“_kb" +..

nn-1)n-2)...{n-k+1)
k!

—na"h+(-1)"b" , donde (:) -

PROGRESION GEOMETRICA

2 3 n-
21. a,=a, ay=ar,a3=ar ,a4=ar,...,a,=ar S,= a,=a
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22.

24. a3

26.
28.
30.

Tablas

FACTORIZACION

3

al-bi=(a+b)a-h)

+ b3=(a+b)(a’-ab+ b?)

23. a2 £ 2ab+ b2 =(a % bh)?

25. a’— b =(a—~b)(a?+ab+ b?)

DESIGUALDADES Y VALOR ABSOLUTO

a<b—a+e<b+c¢
a<bye<0= ac>be

lxi <a & —a<x<a

27. a<byc>0= ac<bc
29. |x| =a & x=2a 6 x=-2a

3. x| >a o -a<x 6 x>a

GEOMETRIA

h =altura, A= Area, AL = Area Lateral,

V =Volumen

Tridgngulo Triangulo Equilitero
h= asen0 J3
h= —a
1 2
8 1 i V3 2
1 b e L
A=—bsen® a
2
Trapecio .
-~ Sector Circular
A= E(a +b) | s=r0
2 (b

Cono Circular Recto

Tronco de Cono

AL=mr{r? +b’ v=2(2+rR+R¥)n

1 3 Q
V=—nrlh

3 AL=mns(r+R)

Cilindro Esfera
S
V=sl - V——nr
AL =2xrh
= 4nr?
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TRIGONOMETRIA

Identidades Fundamentales

1. secx= 2, cosec x=
COSs X senx
3.tanx= -l 4. cotx= cos %
cos X Sen X
5. sen’x +cos’x =1 6. 1+ tan®x = sec’x
7. 1+ cot’x = cosec’x 8. sen{-x)=—senx
9, cos{—x)=cos X 10. tan (—x)=~tanx
Identidades de Cofuncion y de Reduccion
11. sen [;——x)=cusx 12. cos[ %—x] =senx
13. tan E—x =cot x 14. cot E—x =tan x
2 2
15. sec( ;—x) =cosec X 16. cosec (%-x]=se¢x
17.sen(;+x)=cosx 18. cos[§+x)=—senx
19, tan[§+x]=—cotx 20. cos(x+m)=—cos X
21, sen(x+m)=—senx 22, tan(x+m)=tanx

Identidades de Suma y Diferencia
23.sen{X £ y)=SCnXCoSYy * COSX seny
24. cos(x £ y)=cosx cosy + senxseny

tanx & tany t 71
25. tan(x:i:y)=anx_tan_)_ 26,C0{(xd:y)=co xcoty

1 ¥ tanx tany cotytcotx

Identidades del Angulos Dobles y triples

27. sen2x=2sen x Cos X

2

28. cos 2x = cos®x — sen?x =1 — 2sen’x = 2cos’x — 1
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29. sen 3x =3 sen x ~ dsen-x 30. cos3x=4cos> x —3 cosx
2t

31 tan®2x = el
—tanx

Identidades de Reduccion de Potencias

1- cos2x

32. sen2x= ___2__ 13, Sy = 1 + cos2x

1 - cos2x
1 + cos2x

34, tan®x =

Identidades del Angulo Mitad

35. Sen —x—-—-i 1—-__% 36- cﬂsi= + I+COS!
2 d 2 2 1’ _‘2

Transformacion de productos en sumas

37. senxcosy= %[sen (x+y)+sen(x-y)]

38

COS X COS Y %[cos(x+y}+cos(x—y)]

39. senxseny = -lz-lcos(x—y)—eos(x-ky)l

Transformacion de sumas en productos

+ - + -y
40. sen x + sen yﬂZSenx y cos > Y 41, senx —-seny= Zcosiil senfz—y-
+ -y X+ -y
42, cosx-i-cusz.f=21::tlsI y cos > ) 43. cos x — cos y =-2sen 3 scn%l
Ley de los senos
A B s B
44, senA _ senB _ senC
a b c
Ley de los cosenos ¢
a

45, al=b%+ c¢2—2bccos A
46. bl=al+ ¢*~2accos B

47. c’=al+ b%-2abcos C
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FUNCIONES TRIGONOMETRICAS DE ANGULOS NOTABLES

Grados | Radian | sen 0 cos 0 tan 0 cot O sec O cosec 0
0° 0 0 1 0 = 1 T®
A A E e 23
30 6 2 2 3 J3 3 .
n J2 o | V2
el el el B I R 5
n: 1 1 3 243
3 2 2 3 3
T
90° ” 1 0 +w 0 + 1
R 5 N
O 2 2 | -3 5 | —F 3
= [ |
135 4 5 |7 -1 =1 i B 5]
NENENREERE 23
1501 2 2 3 | -3 3 |2
180° T 0 -1 0 F oo -1 + o0
S . I R £ 3
210 6 2 2 3 ﬁ 3 -2
= | J2 | J2
il IS e R e N D e £
REN R i Y
e 3 2 2 V3 y | F 3
3n
270° E3 -1 0 tw 0 F o -1
5= | 3 | L V3 243
el I D R e I A I A
| 2 |42
315° 4 TS kN -1 -1 J2 -
NEN 23
330 6 3 5 = | =3 3 -2
360" n 0 1 0 Fw 1 Fx
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T NTB> AW

EXPONENCIALES Y LOGARITMOS

1. log,x = % 2. log,e = 2. I o
Ina Ina

IDENTADADES HIPERBOLICAS

1. senhx= —l—(e" —e_") 2. coshx= l(e"+e"‘)
2 2
3. tanhx= L’ 4. tanhx= sl x
coshx senh x
5. sechx= ] 6. cosechx =
cosh x senh x
7. coshzx - senhzx =1 8. 1- tanhzx = sechzx
9. 1- coth’x =— cosech’x 10. senh(-x) = —senh x

11. cosh(—x) = coshx
12. senh (xty)=senhx coshy+ coshxsenhy
13. senh ( 2x) =2 senh x cosh x

14. cosh(x* y)=coshxcoshy+ senhxsenhy

15. cosh ( 2x)=cosh®x + senh’x

16. senh’x = E%———l 17. cosh’x = %t—!-

18. senh % =+ [(cohx —1)2 19. cosh % =+ J(cohx +1)22
ALFABETO GRIEGO

o alfa I 1 iota P p rho

B beta K «x kappa X o sigma

Y gamma A A lambda T = tau

o delta M p mu Y v  ipsilon

€ epsilon N v nn ® ¢ fi

L zeta E & xi X x ji

n eta O o omicron ¥ y psi

0 theta I n pi Q © omega
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FORMULAS DE DERIVACION

1. Dy [ f(x) g(x) ] = f(x) Dy g(x) + g(x) Dx f(x)
2 D [‘(") ] _ gD, f(x) - 1D, g(¥)
TLem 18017
3. Dx(u") = nu"" Dyu 6 bien Dx‘( (gx)" ):n(g(x))"_leu

4, Dx eu = eu Dxu 5. Dx all == a" Ina Dxu
1
6. DxIn u) = — Dyu 7. Dylog,u ) = Dyu
u ulna
8. Dy senu)= cos u Dyu 9. Dy cosu)=~senquu
10. Dy tan u) = sec?u Dyu 11. Dx cotu = - cosec’u Dyu
12. Dy secu =secutanu Dxu 13. Dy cosec u =— cosec u cot u Dyu
- 1 o 1
14. Dy sen lu = w————Dyu 15. Dy cos 1u = - ————Dyu
] -n2 1~
16. Dy tan u = 5 Dxu 17. Dx cot lu = - > Dyu
’ 1+u 1+n
-1 1 —1 1
18. Dy sec u= Dxu 19. Dx cosec 'u =———=——Dyu

uy u? -1 uvy ul=1

20. D,senhu=coshu D,u 21. Dycoshu=senhu D, n
22. D, tanh u=sech’u D,u 23. D,eothu=-cose¢h2u D,u

24. D sechu=-sechutanhu D,u 25. D, cosech u=— cosech u cothu D, u

- = 1
26. Dy sec 1u e L Dxu 2 7. Dy cosec lu = — —————=Dxu
uy u?-1 uwvu?-1
-1 1 -1 1
28. D,senh u= ———D,u 29. D, cosh u= D,u
1+u? u-1
-1 1 -1 1
30. D tanh u = D,u 31. D,coth 'u = — D,u
1-u® 1-u
32, D, sech 'u SN - D,u  33.D, cosech 'u =—

1
—————D,u
uyi-u? - |u|\.f]+u2 ;
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. NUMEROS REALES, INTERVALOS,
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. PLANO CARTESIANO, GRAFICAS, SIMETRIAS Y
TRASLACIONES

. LARECTA Y LA ECUACION DE PRIMER GRADO
. CIRCUNFERENCIA, PARABOLA E HIPERBOLA
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APENDICE A
NUMEROS REALES, INTERVALOS,

DESIGUALDADES Y METODO DE STURM
LOS NUMEROS REALES Y LA RECTA NUMERICA

Presentamos brevemente el sistema de los mimeros reales.

Un conjunto de numeros muy conocido es ef conjunto de los nameros enteros:

E=d o032 -161,%3...}

Este contiene, como subconjunto, al conjunto dec los niimeros naturales:

BM={w L& % .

Otra clase importante de nimeros son los niimeros racionales, a los que se les
conoce comunmente con ¢l nombre de mimeros fraccionarios. Un niimero racional es
un cociente de dos nimeros enteros, donde el denominador es siempre distinto de 0.

; . ; - I =3 _§ .

Asi, son mimeros racionales los siguientes: Tl et etc. Todo nimero entero

es un namero racional de denominador 1. Asi, 2 =% ,=5= _TS .

Es usual denotar al conjunto de los ntimeros racionales con la letra Q. Esto es
Q:{ %/a,bel y b0 }

Todos sabemos expresar un mimero mediante su expresion decimal. Asi

| 1 1
a 3 =0500... b.y =0333... ¢ F =18333...

Observen la periodicidad de cstas expresiones decimales.
El siguiente resultado caracteriza a los niimeros racionales:

Un mimero es racional si, y sélo si su expresion decimal es periddica.

Un nimero irracional es un mimero que tiene una expresion decimal no

periddica. Como ejemplos de miimeros irracionales tenemos a 2 , 3 , /E] , el
famoso nimero 7 y el no menos famoso nimero e, base de los logaritmos naturales.
Algunas cifras de sus expresiones decimales son:

J2=141415. . . n= 314159, .. e=27182818284. ..
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El conjunto [R de los miimeros reales es el conjunto formado por Iz union del

conjunto de los mimeros racionales con el conjunto de los mimeros irracionales, Es
decir,
R=QU {imacionales }

Una representacion g eométrica de los nimeros reales se obtiene identificando a
cada uno de éstos con un punto de una recta fija, la cual orientamos eligiendo una
direccion positiva (a la derecha), que indicamos mediante una flecha. Fijamos un
punto de la recta al que le damos el nombre de origen, y le asignamos el entero 0.
Elegimos una unidad de longitud y mediante ésta localizamos el punto que estd a la
derecha del origen a una distancia igual a la unidad escogida. A este punto le
asignamos elentero 1. El punto que estd a la izquierda del origen a una distancia
igual a la unidad, le asignamos el entero —1. Si x es un real positivo, le asignamos el
punto que estd a una distancia x a la derecha del origen. 51 x es negativa (—x es
positivo), le asignamos el punto que estd a una distancia —x a la izquierda del origen.

2 2 e T

-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4

Hacemos, ahora, una afirmacién fundamental:

La correspondenciz establecida es biunivoca: A cada nimero real le
corresponde un tnnico punto ¥ a cada punto le corresponde un Gnico nimero
real.

A la recta, provista de esta correspondencia, la llamaremos recta real o recta
numérica. Se llama coordenada de un punto al nimero real que le asigna esta
correspondencia. Por razones de comodidad, muchas veces identificaremos a cada
punto de la recta numérica con su coordenada. Asi, por ejemplo, diremos "¢l punto
2" para indicar al punto que le corresponde el nimero 2.

En el conjunto R tenemos dos operaciones fundamentales: La adicién y la

multiplicacién. Las otras dos operaciones basicas, la sustraceion y la divisién, se
definen en términos de las dos primeras. El sistema de los nameros reales se
construye a partir de 15 axiomas. Estos axiomas nos deseriben ¢l comportamiento de
la adicion, multiplicacién, de la relacion “menor” (relacién de orden) y de una

propiedad de completitud de R. A esta ultima propiedad solo la mencionaremos.
PROPIEDADES DE LA ADICION Y MULTIPLICACION

1. Leyes conmutativas: a+b=b+a y ab=ba, VabeR
2. Leyes asociativas: a+(b+¢)={(a+b}+e y a(bc)=(ab)e, Va,b,ceR
3. Ley distributiva: a(b+cy=abtac, Ya,b,ceR

4. Elemcntos neutros: 30eR y 31 € R, siendo 01 y son tales que:
at+t0=a y la=a, VaeR
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5. Inverso aditivo: VaeR 3-aeR talque a+(-a)=0

6. Inverso multiplicative: YaeRtalquea=0, 3a'eR talque a.a'=1

Haciendo uso de las propiedades anteriores podemos demostrar la siguiente
proposicion, que por ser importante, la presentamos como nuestro primer teorema.
Su demostracion la omitimos.

[TEOREMA A.1] ab=0 < a=a &6 b=0

La sustraccion y la divisién se definen haciendo uso del inverso aditivo ¢ inverso
multiplicativo, respectivamente, del modo siguiente:

1. a—-b=a+(-b) 2. Sib# 0, entonces %= a.b™!

ORDEN EN R
Admitimos la existencia de un subconjunto no vacio de R, que es el conjunto de

- g +* oo
los niimeros positives, al que denotaremos con R . En la recta numérica, los

numeros positivos son los que estdn a la derecha del origen. Este conjunto nos
permite definir la relacién <, que se lee “es menor que”, del modo siguiente:

DEFINICION.| a<b < (b-a) es positivo

Como consecuencia inmediata de esta definicion obtenemos que:
a es positivo & 0<a

De acuerdo a la recta numérica, a < b significa que el punto que corresponde a a
esta a la izquierda del punto que corresponde a b.

EJEMPLO1.| a. 2<6,yaque 6—2=4 y 4 es positivo

b, —4<-1, vaque —-1—-(-4)=4-1=3 y 3 es positivo,

[DEFINICION. | a es negativo <> a<0

Las relaciones > ( “mayor que” ), £ ( “menor o 1gual que™ ) y = ( “menor o igual
que” ) se definen en términos de la relacion <, del siguiente modo:

DEFINICION. 1. a>b © b<a
2. asb < a<boa=b

3. a2zb © a>b o a=b
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PROPIEDADES BASICAS DE LAS DESGUALDADES

0. Ley dela tricotomia,

Todo par de numeros reales a y b cumple una y solo una de las tres relaciones
siguientes:
a=b, a<b o6 a>hb

0,. Ley de transitividad; a<b y b<¢ = a<ce
05 Ley aditiva: a<h = at+tc¢c<h+e, YVceR

Q4 Ley multiplicativa; a<b <& ac<be, Ve>0

a<b < ac>be, Ye<0
1
0. ¢<a<b ¢ a<b<ﬂ:>l>—
a b

[OBSERVACIONES |

1. Las propiedades O, O3, Oy ¥y Os se cumplen también cuando los simbolos < y
> son recmiplazados por los simbolos <y =, respectivamente.

2. La propiedad Oy, en palabras, nos dice que si los dos términos de una desigualdad
se multiplican por un nimero positivo, el sentido de la desigualdad persiste. En
cambio, si se multiplican por un nimero negativo, el sentido de la desigualdad se
‘invierte.

INTERVALOS

Mis adelante apareceran con frecuencia ciertos conjuntos de ndmeros reales
llamados intervalos, los que se definen en términos de las relaciones de desigualdad
anteriores.

Dados dos nimeros reales a y b, se llama:

1. Intervalo cerrado de extremos a y b al conjunto:

(= ]
"

[a,b] = {x eR/a<x<b} [

2. Intervalo abierto de extremos a y b al conjunto:

{ hY o
(#.b)={xeR/a<x<b} y ¥ g
' a b

Notar que los extremos de un intervalo cerrado pertenecen al intervalo, mientras
que un intervalo abierto excluye a eslos extremos.

Intervalos semiabierto
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3. [ab)={xeR/a<x<b}

[ 3 .
L == ——ff .2
a b
4. (a,b]={xeR/a<x<b} { i >
a b
Intervalos infinitos
5. la,+oo):{xe[Ria£x} Il: —
a
6. (a,+cn)={xelR! a<x} ( e
a
7. (—oo.al={xefo$a} — —
a
\ .
8. (—oo,a)x{xelR/)H:a} 7 >
a

9. (—oo, +a0)=R

Los simbolos + o0 y — o0 son simples notaciones que usamos por comodidad.
Ellos no representan ningin mimero real.

RESOLUCION DE INECUACIONES

Una desigualdad donde aparecen una o mas variables es una inecuacion. Las
inecuaciones que aqui nos interesan son la que tiene una seola variable. Se llama
solucién o conjunto solucién de una inecuacién de una variable al conjunto formado
por todos los nimeros reales que colocados en lugar de la variable producen
proposiciones verdaderas.

Las inecuaciones mas simples son las inecuaciones lineales, que son las
inecuaciones en las que solo aparecen polinomios de primer grado. Estas
inecuaciones se resuclven facilmente haciendo uso de las propiedades basicas de las
desigualdades. Para resolver inecuaciones expresadas en términos de polinomios de
mayor grado o en términos de cocientes de polinomios (funciones racionales)
aplicamos el método de Sturm.

INECUACIONES LINEALES

Una inecuacidén es lineal si la maxima potencia de la variable es 1. Estas
inecuaciones son ficiles de resolver. Para esto, se despeja la variable haciendo uso de
las propiedades basicas de las desigualdades.

EJEMPLO 2.| Resolver la inecuacion: 5x—15 <2x
Solucion

Sx-15<2x & 5x<2x+15  (por Oi, sumando 15 a ambos lados)
<& <15 (por O3, sumando —2x a ambos lados)
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< x<15/3 (por Oy4, multiplicando por 1/3 a ambos lados)
< x<5
Luego, el conjunto solucién de esta desigualdad es el intervalo (— <0, 5)

- 71
=+ -

5

METODO DE STURM

Veamos, en primer término, como funciona este método en el caso de una
inecuacion expresada en términos de polinomios de grados mayores que 1.

Como primer paso, transponiendo términos trasformamos la inecuacidn hasta
darle una de las cuatro formas siguientes:

1. p(x)<0 2. p(x)>0 3 p(x)<0 4. p(x)=0,
donde p(x) es un polinomio de grado 2 o mas.
Este método, en esencia, se basa en el siguiente resultado:

El signo de un polinomio es constante en un intervalo formado por dos
raices consecufivas.

Para esto, dividimos a la recta real en los intervalos, llamados intervalos de
prucba, determinados por las raices del polinomio. En estos intervalos de prueba, el
polinomio no cambia de signo. Para determinar el sigho en uno de estos intervalos
de prueba, se toma un valor cualquiera de dicho intervalo en el cual se evalia el
polinomio. A este valor escogido lo llamarcmos valor de prueba. Los intervalos de
prueba se encuentran factorizando el polinomio. Esto es:

Si p(x)=(x-r)(x-r)(x-r). .. (x-r), donde ri<r; <ry <. ..<ry
entonces los intervalos de prueba son
(=0, ry), (ri, r2), {rr), « « o (a1, rpy, (rp, +o0)

En la recta numérica marcamos los signos para cada intervalo. Esta recta nos da
inmediatamente la solucién. Si la desigualdad viene expresada mediante las

relaciones < & >, todos los intervalos que conforman la solucion son abiertos. Si,

en cambio, la desigualdad se expresa en términos de = ¢ <, los intervalos que
conforman la solucidn son cerrados.

EJEMPLO 3.] Resolver la desigualdad x*-2 <3x +8.

Solucién

Paso 1. Transponemos y factorizamos:
-2 <3x+8 & x2-3x-10<0 & (x+2)(x-5)<0

Paso 2. Las raices de p(x) = (x +2 }{x — 5)son =2 y 5y los intervalos de prueba:
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(—0,-2), (-2,5) y (5+o)
Determinamos el signo de p(x) = (x + 2)(x — 5) en cada intervalo de prueba.
En (—co, -2) tomamos a x = -3 como valor de prueba y obtenemos:
p(=3)=(-3+2)-3-5)=+8 = signo dep(x)en(-o0,-2) es +
En (-2, 5) tomamosa x =0 como valor de pruecba y obtenemos:
p(0)=(0+2)0-5)=-10 = signode p(x)en(-2,5)es —
En (5, +o0) tomamos a x =  como valor de prueba y obtenemos:
p(6)=(6+2) 6-5)=+12= signodep(x)en (5, +o0) es T

Las raices y los signos en los intervalos de prueba los consignamos en la
recta numérica. Asi:

++ 4 T T T =+ o+ + + o+
L)

-2 5
Paso 3. La figura nos dice que el conjunto solucion es (=2, 5)

DESIGUALDADES RACIONALES

Se llama funcién racional a un cociente de polinomios. Para resolver una
inecuacion expresada en términos de funciones racionales mediante el método se
Sturm se siguen los mimos 3 pasos dados en la solucién de inecuaciones polinémicas,

sblo con el agregado que ahora se trabaja con dos polinomios, que son el numerador
y el denominador.

Pasol. Sc transforma algebraicamente la inecuacion hasta obtener una expresion de
la forma siguiente, donde los polinomios p(x) y q(x) estan factorizados,
P o PR, PR 4 4 PR
q(x)

q(x) q(x) q(x)

Paso 2. Se hallan las raices de p(x) = 0 y de q(x) = 0. Marcamos en la recta numérica
p(x)
q(x)
intervalo en que ha quedado dividida la recta. Para hallar el signo se puede
usar los valores de prueba.

las raices halladas, asi como el signo de correspondiente a cada

Paso 3. Determinar el conjunto solucidn observando los signos en la recta numérica.
Si la desigualdad vicne expresada mediante las relaciones <6 >, todos los
intervalos que conforman la solucion son abiertos. Si, en cambio, la
desigualdad se expresa en términos de 2 6 <, los intervalos que conforman
fa solucién son cerrados en los extremos que corresponden a raices del

mumerador y abiertos en los extremos correspondientes a raices del
denominador.
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: x+3
EJEMPLO 4.| Resolver la desigualdad 1 >-3
-X
Solucidn
Paso 1. Transponemos y factorizamos:
X+32_3 = x+3 +3>20& M+320@M2 0
1-x I-x 1-x
Paso 2.

Raices del numerador y del denominador.
2(x-3)=0 y x-1=0< x=3y x=1L

Los intervalos de prueba son:

x-1

(o0, 1), (1,3) ¥

IUx —
Hallemos el signo de —%_3)'

T en cada uno de los intervalos anteriores.
Lo hacemos tomando valores de prueba:

3, +co)

2(0-3
a. En (—oo, 1), tomamos x = 0 y obtenemos a0

0—1 =+ 6. Signo: +

b. En (1, 3), tomamos x =2 y obtenemos 2(52__—_131 =—2. Signo: —

c. En (3, +o0), tomamos X =5 y obtenemos 2‘%2 =+1. Signo: +
++ 4+ + ++

Paso 3. El conjunto solucién es (-0, 1) U [3, +oo).

Observar en la solucidn que en el extremo correspondiente a 3 tomamos el

intervalo cerrado. Esto debido a que la desigualdad viene expresada en
términos de la relacién > y a que 3 es una raiz del numerador.

EIEMPLO K. Resolver ladesigualdad 2t <

2x+7
Solucion

x—1 X+2

En busca de brevedad, los cuatro pasos requeridos para resolver la desigualdad, se
presentaran implicitamente.

Ix+1 < 2x+7 =

Ix+1 B 2x+7 <0 &
x -1 X+2 x—1 X+2
—fx— 2
(x+2)3x+1)-(x-D(2x+7) £ i X“+2x+9
(x-I)x+2)

Ll W
(x-D(x+2)
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El numerador de la altima fraccién es un polinomio de segundo grado con raices
complejas (su discriminante es negativo: b® — dac < 0). Esto significa que este
polinomio no tiene raices reales y, por tanto, no se puede factorizar en términos de
numeros reales. Las raices del denominador son -2 y 1.

Las raices -2 y 1 determinan los intervalos:
(" o, '_2)1 (—2, l)a (19 i CD)
: x2+2x+9 :
Hallemos el signo de ——————— en cada uno de los intervalos dados.
(x-1{x+2)

El numerador, por no tener raices reales, nunca se anula. Luego, este polinomio o
siempre es positivo o siempre es negativo. Para averiguarlo, tomamos un valor de
prueba. As, para x = 0 obtenemos 0% + 2(0) + 9 =9, Luego x% £ 2x + 9> 0, para
todo x. En consecuencia, el signo de la fraccion sdlo dependera del denominador.

a. En (-o0,-2), tomamos x = -3 y obtenemos =+ 3. Signo: +

B
(4D

.
-nE 2’
17 17 ;
c. En (1, 0), tomamos x = 2 y obtenemos m = Signo: +

b. En (-2, 1), tomamos x = 0 y obtenemos Signo: —

El conjunto solucidén es (-2, 1)
+ + + 4+ FFo- - - - - a - + + + + + +

Jacques Charles Frangois Sturm ( 1.803-1.855) , matemdtico
Suizo-francés quien hizo importantes contribuciones a la Teoria

de Ecuaciones.

PROBLEMAS RESUELTOS A

[PROBLEMA 1. | La temperatura Fahrenheit y la temperatura Celsius estin

; : 5 . .
relacionadas por la igualdad C = ~ { F—32 ). Si en cierto dia,

la temperatura Celsius de una ciudad cambié segfin el intervalo

25 < C <40, ;En que intervalo cambi6 la temperatura ese dia en
grados Fahrenheit?
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Solucion
255C=40 = 25< g(F—32)£40 =3

25(9) <5 (F-32)<40(9) = 225 <5F ~ 160 < 360 =

225+ 160 < 5F <360+ 160 385 <5F <520 = %SFS@ =

5
77<F<104

|PROBLEMA 2.| Resolver Xy 22
X

Seolucion

En esta expresion tenemos dos desigualdades, las que resolvemos separadamente,

4 20
— <X y Mo & —
X x—1
., 4
1. Solucion de — <x
X
4 4 4 -x2 (2-x)(2+x)
-—<X<:>;—X<0<:> % <} & - <0

X

Las raices son: -2, 0 y 2. Mediante valores de prueba hallamos que:

I T L i

~2 0 2

Luego la solucién de esta desigualdad es (-2, 0) U (2, +00)

2. Solucion de x < 20
x—1
222l ey g Bpg g EREDZA L
x-1 x-—1 x-1
2 —
x“—x-20 G s (x-5)x+4) <0
x-1 x—1

Las raices son: —4, 1 y 5, Mediante valores de prucba hallamos que:

—————— SR o ok T S A A

! ] L >
1 ! ! =

—4 1 5
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Luego, la solucién de esta desigualdad es (~o0, —4] U (1, 5].

3. Solucidn total. La solucidn total es la interseccion de las soluciones parciales:

[2.0u+ )N [ -qqua.si] =@ 5.

L — >
~— 1 g
2

5

PROBLEMAS PROPUESTOS A

En los problemas del T al 21 resolver la desigualdad dada. Hustre la grdfica del
conjunto solucion.

L. 4x-5 < 2x+3 2. 2(x-5)-3 > 5(x+4)-1

3 2x -5 S 5] 4 5x~1 x+1S 3x-13
4 3 10

5 w223 asi-x 6.5< x_—21<10 7. (x=3)(x+2)<0
8 x-1<0 9, x2+2x-2020 10.2x2+5x-3>0
11, 9x — 2 < 9x? 12, (x=2)(x=5)<-2 13.(x+2)(x-1)(x+3) >0
1 Xy 5 L o2 16, —2_<-3

x+2 X X —
7. 2o le 2 o B2y g9, -l BE

2 X X x+1 3 X+3 e
20. x~s—1< X 21. 4-2x 59 X

1-x 2+x X +32 x-=3

22. En cierto dia la temperatura Celsius de una ciudad varid segun el intervalo
5 <C <20 ;En que intervalo cambié la temperatura ese dia en grados Fahrenheit?

23. En cierto dia la temperatura Fahrenheit de una ciudad varié segun el intervalo
59 < F €95 (En que intervalo cambid la temperatura ese dia en grados Celcius?
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En los problemas del 24 al 30, probar In proposicidn dada.
2. a<byc<d D> a+c<b+d25. a<b y c>d =Da-c<b-d
26. 2 20 = a’>0 Wiopel = ey

28. 0<a<l= a*°< a 29. 0<a<by 0< c<d=ac<hd
30,a#0 = a y a~! tienen el mismo signo (ambos son positivos o ambos
negativos).
o : ; at+h
31. Se llama media aritmética de dos mimeros a y b al nimero —5— . Probar que

la media aritmética de dos nimeros esta entre los niimeros; esto es, probar:

a+b

a<b = a< <b

32. Se llama media geométrica de dos mimeros positivos a y b al niimero fab .
Probar que la media geométrica de dos mimeros estd entre los nlimeros. Esto es,
probar:

0<a<b = a<yab<b

32. Probar que Jab < % ,dondea=0 y b>0. Sugerencia:Q<{a- b)z.
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APENDICE B

VALOR ABSOLUTO
DEFINICION. | El valor absoluto de un nimero real a, denotado por | a |, se define

como:
| l_{a si a=20
3 -a si a<0

O sea, el valor absoluto de un nimero real es igual al mismo numero si éste es 0 6
positivo y es igual a su inverso aditivo si es negativo.

Sabemos que todo nimero positive x tiene dos raices cuadradas, una positiva y
otra negativa. A la positiva la denotamos con + x v alanegativacon —+/ x .

Considerando que v a? es la raiz cuadrada positiva de a%, se tiene que:

Ja_2=|a]

De la definicién obtenemos inmediatamente que:

L, {a]> 0, VaeR 2, —|a| <a<|a|, VaeR

3. |x|=a < x=a 6 x=-a

EJEMPLO1.] a.[5] =5 b. |-8|=8 ¢.|0]=0

TEOREMA B.1| Para todo nimero real a > 0 se cumple que:
[T ple q

1. |x|<a & -a<x<a -

|
I

-a 0 a
2, |x|>a < x<-a 6x>a R ,
7 I

3 |x|£a & —a<x <a

4, |x|2a < x<—a d6x2a 1

I
=
e +- @ I
=
©
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Demostracion

Ver el problema resuelto 1.

EJEMPLO 2.| Resolverla ecuacidn |[x-3| =1

Solucién
[x=~3|=1 &5 x-3=1 6 x—3 =-1¢> x=4 § x=2,

EJEMPLO 3.| Resolver la inccuacién | 2x — 3 | < 5. Ilustrar la solucion.

Solucion

De acuerdo a la parte | de la proposicién anterior tenemos
[2x-3|<5 & -5<2x-3<5 & -2<2x<8& -1<x<4

O sea, la solucién es el intervalo (-1, 4)

L — N X
A Y 7
=1 4

> 4. [lustrar la solucion.

EJEMPLO 4. Resolver la inecuacion

-3
3

Solucién
De acuerdo a la parte 2 de la proposicion anterior, tenemos:

%—2 >4 & 3-2<-4 6 -3"--2>4<:>§<—2 6 X6

3

Lo

o x<-6 6 x>18

Luego, la solucién es (—o0, —6) [ J (18, +c0)
) L.

7 Y 14

-6 18

OTRAS PROPIEDADES IMPORTANTES DEL YALOR ABSOLUTOQO

{TEOREMA B.2| Siay b sonnimeros reales y n es un mimero natural, entonces

a

1. |ab[=]a|b] g U, b0
b |b

3. |a"|=]a|" 4. |a|<|b| & a’<p?

5.|a+b]| < |a|+|b|( Desigualdad triangular) 6. |a-b| < |a|+|b]|
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Demostracion

Ver el problema resuelto 2

EJEMPLO 5. Resolver la inccuacidn | x—2 | <1 + | x|. [lustrar la solucién.

Solucion

Dividimos a la recta en subintervalos y resolvemos la desigualdad en cada uno de
ellos (divide y conquistaris).

Pasol.
Obtenemos los nimeros donde las expresiones encerradas en valores absolutos
se anulan; o sea las raices de | x -2 |=0yde | x} =0. Estas son 2 y 0. Estas
raices dividen a la recta numérica en los intervalos:

(=0,0), [0,2) y [2,+x)

Los intervalos se toman cerrados a la izquierda debido a la definicidn del valor
absoluto. Asi, |[x—=2|=x-2 six=2. Encambio, |x -2 |=—(x—2),six<2.

Paso2.
Resolvemos la desigualdad en cada uno de estos intervalos. El conjunto
solucion en cada intervalo es la interseccion del intervalo con la solucion que se
obtiene. Asi:

En ¢l intervalo (-0 , 0)
Si x<0,entonces [x ~2j=—=(x-2) v |x| =-x.Luego,

[x-2|<1+|x| & ~(x~2)<1+(-x) < x+2<]1-x

< 2<1 & xed (vacio).
El conjunto solucién en el intervalo (—o0, 0) es (—c0,0) 1§ =¢

En el intervalo [0, 2)
Si0<x<2 entonces [x-2|=—(x-2) y |x]=x.Luego,
[x=2]|<1+|x| & (x=-2)<1+x <& x+2<1+x
< 1<2x C:*—;—‘cx < xe(1/2,+w)

Ll conjunto solucion en el intervalo [ 0, 2 ) es
[0,2) M (172, +e0) = (1/2,2)
En el intervalo [2, +0)

Si2<x,entonces {x—-2|= x—2 y |x| =x.Luego,

|[x-2|<1+|x| <= x-2<1+x & x-2<1+x
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¢ -2<1 < xe (-, t0)
El conjunto solucion en el intervalo [ 2, +c0 ) es
[2, +00) M (=0, +e0 ) = [2, +00)
Paso 3.

La solucidn total es la union de las soluciones parciales. Esto es, la
solucion de la designaldad es

o U (172,2) U2, +e0) = (1/2, +x)

v

Fi
\
1/2

EJEMPLO 6.| Hallar un mimero M tal que

|[x-2] <1 = |x*+4x-6|<M
Solucidon

Aplicando la desigualdad triangnlar tenemos que
| %% +4x-6|< [x° |+ |4x—6]

< ||+ 4% |+ 6] = x|+ d|x |+ 6
O sea
12 +4x-6|< [xF+ 4|x|+ 6 (1)

Por otro lado,
[x-2f <] = ~1<x-2<] = 1l<x<3 = |x]<3
= |x12<9 y 4|x <12
De estas desigualdades y de la desigualdad (1) se tiene:
x=2] <l = |P+4x-6| < 9+12+6=27

Luego, M =27 satisface la condicion exigida

PROBLEMAS RESUELTOS B

[PROBLEMA 1.| Probar el teorema B.1:

1. [x|<a < —a<x<a 2. |x|>a <> x<-a 6x>a
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3 |x|€a & —ax<x<a 4. |x|za <> x£—-a 6x =a
Solucién
1. Como—x =|x| y x £ |x|, tenemos que

[X]|<a& —x<a y x<a & -—a<x y x<a & -a<x<a

2. Como|x| =-x 6 |x| =x, tenemos que
[x| >a < -x>a 6x>a < x<-a 6 x>a

La propiedad 3 sigue inmediatamente de 1 yla 4 sigue de 2,

[PROBLEMA 2.| Probar el teorema B.2:

a

1. |ab|=|a]|b] b2 |- '——', b0
bl |b]

3. |a"|=|a]|" 4. |a|<|b| < a’<p?

5. la+b| < |a|+|b| (Desigualdad triangular) 6. |a-b| < |a|+|b]|

Solucién
1. Jab]= (ab)? = Va2b? = @ B2 = |a||b]|

. a
2. Sea b-C Luego,

a=bc = |a|=|bc|=|blc| = {%} =4c|=H}|

3.Sin=0,entonces |a’|=]1|=1 y |a]|®=1.Luego, |a%|=1a|®
Sin>0, |a"|=|aaa ...a| =|a||a||a]. . .|a|=1a]"
n h a J
4.(=)

laj<Ib| =falla|<{a||b| y |a|[|b[<]|b|{b]
= |a]? < |b? = a®<b?
(<)
2<b?= |a? <|b> = a2 - b2 <0
=(la=|b[)([a]|*|b])<0
= [a|—|bl<0 = |a|<|b|
5. Tenemos que:
-lajgas|a] y -|b|<bs]|b]

Sumando estas desigualdades:
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~(lal+[b])<sa+b<|a|+|b]
Aplicando la parte 1 del corolario anterior obtenemos:
[a+Db] = [a|+]|b]
6. |]a-b|= [a +(-b)| < |a|+|-b|=]a|+]|b]

[PROBLEMA 3.] Hallar un nimero M tal que

[x—-1] <l — ﬂ
4 Ix—-1/4|
Solucion
[x—l[<l::>—l<x—l<l = §<x<-'ri
4 4 4 4 4
Pero,
i-:.x-».:ii 3+3><x+3<£+3 y 3—l<x—l<§——l
4 4 4 4 4 4 4 4 4
= E<x+3<£ y -1-<x—l<l
4 2 4
17 1 1
:>|x+3|<T y E<|x—z|
En consecuencia,
1
lx_l[_(E: [x+3]| <l7f4:122___M
fx—1/4| 1/2
PROBLEMAS PROPUESTOS B
En los problemas del 1 al 3, resolver la ecuacion dada.
1. [x-5]=4 2. |2x+1| =x+3 3. |x-2]=3x~9

En los problemas del 4 al 20, resolver La inecuacién dada, Hustrar la solucién
en la recta numérica,

4. |x-4]<3 5. |3x+1]|<1S & | =

el

=2

7. |-3x-2| <4 8 |5x+2]| 21 9. |-4x-3|>1

2 ;
10. [?"—21 >3 11. |x*-5|2 4 12. 1<|x|<4



A20 Apéndices

3-2x <1
1+x

2% 17. |x=1|+|x=2|>1 18 |x—1]+|x+1|<4

13. 0<|x-3|<1 14, |x-1|<|x] 15.

1
1-2x

16. ‘

1
|2+xi

‘

<

19. 20. [3x-5] < |2x—1|+]2x+3]|

x|

En los problemas del 21 al 23, Hallar Un nimero M gque satisfaga la
proposicién dada.

2. [x+2|<1= [ x3-x2+2x+1|<M

22, [x-3|<12> ] <M

| x-2|

|16x +4]
23. [x- 1/4|<1f’8 e S A B
T+x
24.Probar: a.]a-b| > |a|-|b]
Sugerencia: Aplicar la desigualdad triangularen: a=(a—-b)+b

b.la-b| 2 |b|-]a| c.|la|-|bf]< ta-b|
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APENDICE C

ECUACIONES POLINOMICAS

Una funcién polindmica o funcién polinomial de grado n o, simplemente, un
polinomio de grado n, es una expresion de la forma:

n 1
p(x) =anx + agx '+, ..+ ax+ ap, 1)
donde n es un nimero natural, ay, an-, . . ., &y agson reales, siendoay # 0.
Los mimeros a,, @p-;, . - -,a; Y agson los coeficientes def polinomio, siendo a,

el coeficiente principal y ages el coeficiente constante.

Un cero del polinomio p{x) es un nimero c tal que p(c) = 0. En este caso, también
se dice que ¢ cs una raiz o una solucién de la ecuacidon polindmica:

n n-
apX +apx ... +axt+a=0 2)

Enla ecuvacion anterior, sin = 2, tenemos la ecuacién cuadritica, la cual se
acostumbra escribirla asi:

2
ax +bx+c=0,

cuyas soluciones se encuentras mediante la llamada férmula cuadritica, la cual es
conocida desdc los tiempos babilénicos:

i —bxv b2—4ac

= (3

La expresion subradical A =b"— 4ac se llamada discriminante de la ecuacién
PO 2 i
cuadratica ax” + bx + ¢ = 0. Se tiene que:

i 2 < - . g1z
Si A=b" —4ac >0, la ecuacién tiene 2 raices reales distintas.
Si A=b” - 4dac= 0, la ecuacién tiene 2 raices reales iguales.
Si A=b" —4ac <0, laecuacion tiene 2 raices complejas distintas,

Se conocen férmula anilogas la formula cuadritica para resolver las ecuaciones
de tercer y cuarto grado (ver Breve Historia de las ecuaciones de tercer y cuarto
grado), sin embargo éstas formulas no son faciles de manejar, por lo cual aqui no la
las usaremos. Los brillantes matematicos Neil Abel (noruego, 1.802-1.829) y
Evaristo Galois (francés, 1.811-1.832) probaron que no cxiste formula, similar a la
cuadratica, para resolver las ecuaciones de grado 5 o mas.

Nuestra intencion en este apéndice es mostrar un camino prictico para hallar los
raices de algunas ecuaciones de grados mayores o igualesa 3.
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Suponemos que el lector sabe sumar, restar, multiplicar, dividir polinomios, la
regla de Ruffini. Adn mas, en la division de polinomios damos por conocido el
resultado llamado el algoritmo de la divisidn, que dice:

[ALGORITMO DE LA DIVISION. | Si p(x) y d(x) son dos polinomios, y si d(x)
no es polinomio el cero, entonces existen dos unicos polinomios q(x) y
r(x) tales que

p(x) = d(x)q(x) + r(x)
donde r(x)} es cero o un polinomio de grado menor que el de d(x).

p(x) es el dividendo, d(x) es el divisor, g(x) es el cociente y 1(x) es el
residuo.

Nuestro interés se concentra en el caso especial en el que d(x) =x — c. En esta

situacion, el residuo r{x), por ser de grado menor que el grado de x — ¢, debe ser
una constante, a la denotaremos simplemente con r, El valor de esta constante nos el
siguiente teorema.

[TEOREMA C.1] Teorema del Residuo.

Si el polinomio p(x) es dividido por x — ¢, entonces el valor
del residuo es p(c). Esto es,

p(x) = (x - c)q(x) + p(c)

Demostracion
De acuerdo al algoritmo de la division, tenemos:
p(x) =(x —c)q(x) +r

Evaluando la ignaldaden x =c:

p(c)=(c—clq(c) +r=(0)gq{c) +r = r =p(c)

EJEMPLO 1.] Hallar el residuo de dividir el polinomio p(x) = x'— 7x° + 3x + 9

entre X -2
Solucion

De acuerdo al teorema anterior:

r=p(2)=2-72) +3(2) +9=8-28+6+9=-5

[TEOREMA QI Teorema del factor.
x — ¢ es un factor del polinomio p(x) <> p(c)=0

Demostracion

(=) Six—c esun factor de p(x), entonces p(x) = (x — c)q(x) . Evaluando en c:

pic) =(c =c)qlc) = (D)q(c) =0
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(<) Sabemos, por el teorema anterior:
p(x) =(x - c)q(x) + p(c) = (x - c)a(x) + 0 =(x - ¢)q(x)

Luego, x ~ ¢ es un factor de p(x)

[OBSERVACION. | Scgin el teorema anterior, las siguientes proposiciones son
equivalentes:

1. x-c esun factor de p(x) 2. p(x)=0
3. cesuncerodep(x) 4. ces una raiz de p(x)

5. cesuna solucidn de la ecuacidn p(x) =0

EJEMPLO 2. Factorizar un polinomio mediante el teorema del factor
Sea el polinomio p(x) = x> - 4x - 11x + 30,
a. Probar que -3 es un cero del polinomio p(x).

b. Usar la parte a. para factorizar el polinomio p(x).
Soluciéon

a. Tencmos que:
p(=3)=(=3)’ —4(~3) = 11(=3) +30 =27 -36+33+30=0
Luego, por el teorema del factor, -3 es un cero de p(x).

b. Dividimos el polinomio p(x) entre x — (~3) = x + 3. Para esto, procedemos por ¢l
método abreviado o regla de Ruffini:

1 -4 -11 30
-3 -3 21 -30
l I -7 10 0

Luego,
X —4x2 — 11x+30 = (x = (=3))(x* - Tx + 10) = (x + 3)(x* = 7x + 10)

E! polinomio x* = Tx + 10, por ser cuadratico, sabemos factorizarlo hallando sus
raices con la formula cuadratica, o por el método del tanteo, buscando dos mimeros
que sumados de =7 y multiplicados den 10. Estos son -2 y —5. Luego,

X~ Tx + 10 = (x - 2)(x - 5)
Es consecuencia,
X —4x" - 11x+30=(x + 3)(x = 2)(x - 5)
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TEOREMA FUNDAMENTAL DEL ALGEBRA

¢ Toda ecuacién polinomial tiene, al menos, una raiz? La respuesta es afirmativa
lo da el llamado Teorema Fundamental del Algebra, que fue demostrado por C. F.
Gauss en 1.799. Su demostracidn no es simple y requiera de resultados mas
avanzado, por lo que la omitimos.

[TEOREMA C.3] Tcorcma Fundamental del Algebra.

Todo polinomio
n n-
px)=agx + ap,x '+ ... +tax+a, (n>0, a,=0)

con coeficientes complejos, tiene al menos una cero complejo.

Si p(x) es un polinomio de grado n > ¢, el Teorema Fundamental del Algebra nos
dice que existe un ¢y, que es un cero de p(x). Luego, por el teorema del factor,

p(x) = (x — en)qu{x),

donde el grado de q(x} es n — 1.Volviendo a aplicar el Teorema Fundamental del
/\Igebra a q,(x), tenemos que existe ¢;, que es un cero de q;(x). Luego,

P(x) = (x — &1 )(x — c2)qa(x),

donde el grado de q;(x) es n — 2. Siguiendo el proceso, después de n pasos tendremos
n ceros de p(x), ¢, €3, . . . €y, ¥ un polinomio gp(x),de grado 0 tal que:

pX)=(x—ci}(x—cz). . .(x—cn}anlx) (4)
El polinomic q,(x), por ser de grado 0, es una constante.
Estos resultados los resumimos en la siguiente proposicion:

\TEOREMA C.4| Teorema de factorizacién completa.

Si p(x) es un polinomio de grado n con coeficiente principal ay,
entonces cxiste n nimeros complejos, ¢, ¢z, . . . ¢, que son
ceros de p(x) y se cumple que:

px)=ap(x—c)(x—¢3). . .(x—cp} (5)
Demostracion

Sélo falta probar que, en (4), gp(x) =ay.

Si efectuamos la multiplicacion indicada a la derecha de (4) conseguimos un solo
término de grado n, que qq(X)x". Similarmente, si efectuamos la multiplicacién
indicada a la derecha de (5) consegnimos un solo término de grado n, que a,x". En
consecuencia, qp(x) = ap.

Las nceros ¢y, ¢z, . . . ¢y no necesariamente son distintos. Si un cero se repite k
veces, se dice gue ese cero tiene multiplicidad k.
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LOS CEROS RACIONALES DE UN POLINOMIO

Nuestro interés en el este curso de Calculo se concentra en las funciones reales.
En particular, de un polinomio, sélo nos interesan los ceros reales.

El siguiente teorema nos proporciona un camino para hallar los ceros racionales de
un polinomio, o sea las raices de una ecuacion polinomial.

[TEOREMA C.3] Los ceros racionales de un polinomio.

Si los coeficientes del siguiente polinomio son enteros

n N-
p(x)ZanX + ap-X L+ ... oax T a,

y si el racional T reducido a su minima expresion, es un cero del
polinomio, entonces
1. h es un divisor del coeficiente constante a; y

2. k es un divisor del coeficiente principal a,
Demostracién

Ver el problema resuelto 2.

S1 el coeficiente principal del polinomio es a, = 1, esto es,

[ COROLARIO.
p(x)=x" + ag X" '+ ... + ajx+ag
entonces toda cero racional de p(x) es un entero que divide a ag

Demostracion

Si -Ees un cero de p(x), entonces, por el teorema, k divide a a,, =1y, por tanto,

k=16k=-1.Luego, % =h ¢ S —h. Esto es, el cero racional h/k es el entero h &

el entero —h.

ESTRATEGIA PARA HALLAR LOS CEROS RACIONALES

Paso 1. Haga un listado de todos los racionales que son candidatos a ceros, de
acuerdo al teorema de los ceros racionales de un polinomio. De este listado,
identifique cuales son realmente ceros, verificande que p(c) = 0, donde ¢ es
un candidato.

Paso 2, Tome un cero, digamos ¢, conseguido en el paso anterior, Divide, (puede ser
mediante la regla de Ruffini) el polinomio p(x} dado en la ecuacién entre
x — ¢ y hallar el polinomio cociente q(x):
p(x) = (x — c)q(x)
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Paso 3. Repetir los pasos | y 2 con el cociente g(x) y conseguir otro cociente. Seguir
repitiendo el proceso hasta conseguir un cociente que es cuadritico o un
cociente de facil factorizacion. Factorice este ultimo cociente, usando la
férmula cuadrética, si es necesario.

EJEMPLO 3. | Resolver la ecuacion siguiente y factorizar el polinomio

x3—3x2—5x+ 15=0
Solucion

s . e 3 2
Paso 1. Las rafces de esta ecuacion son los ceros de p(x) =x" ~3x™ = 5x+ 15

Como el coeficiente principal es 1, de acuerdo al corolario anterior, los
candidatos a ser ceros raciones son numero los enteros que dividen a 15:

I, -1,3,-3,5 =515y -15
Aplicamos el teorema del factor a estos candidatos.
p(1)=8, p(-1)=1e, pG3)=0 p(-3)=-24
p(5)=40 p(-5)=-150 p(15)=2.640 p(—15)=-3.960
Luego, tenemos so6lo un cero racional, que es el entero 3.

Paso 2. Dividimos el polinomio p(x) = X° —3x° = 5x+ 15 entre x - 3.

| =3 =3 15
3 3 0 -I5

Luego,
X =3 - 5x+15=(x = 3)(x° = 5)=0

Paso 3. El cociente q(x) = X" = 5es ya un polinomio cuadritico, que se factoriza
facilmente como una diferencia de cuadrados:

X' =5 =(x-V5)(x+V3)
Luego, y
X -3 —5x+15=(x-3) (x=vV35 Jx+v5)=0

Las raices son: 3, v 5 y-— J'5 . unaraiz es entera y las otras son irracionales.

EJEMPLO 4.| Resolver la ecuacion siguiente y factorizar el polinomio.

2t d — 93+ 16x-6=0
Solucién

Paso 1. Numeradores posibles (factores de —6): +1, £2, 3, 16.
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Denominadores posibles (factores de 2) @ +1, 42

Racionales candidatos a raices:

*

L

bcf B9 .3 i3,i6,il,iz, e
27 2

| w
(SRR~

Simplificando y eliminando los candidatos iguales:

*1, 2, £3, 16, il, ig
2 2

Sip(x)= 2x4 + x3 - 9x2 + 16x — 6, se tiene:

p(l)=4  p(-1)=-30 p2)=30 p(-2)=-50  p(3)=150
p(-3)=0 p(1/2)=0 p(-1/2)=—-65/4 p(3/2)=45/4 p(-3/2)=-8712
Vemos que p(x) tiene solo dos ceros racionales: -3 y 1/2.

Pasos 2 y 3. Dividimos el polinomio p(x) = 2+ %3~ 9x% + 16x — 6 entre x + 3 yel
cociente entre X — 1/2:

21 -9 16 -6 2 -5 & -2
-3 -6 15 -18 6 1/2 1 =2 )
2 -5 6 -2 0 2 _4 4 0

PO=(x+ R -5 +6x—-2) 20— S H6x—2=(x ~ 1/2)(2x — dx +4)
Tenemos:
p(x) = (x +3) (x — 1/2)(2x% — 4x + 4)

El polinomio 2x% —4x +4 esde segundo grado, cuyos ceros los hallamos
mediante la férmula cuadratica:

LT 162 —4()4) _ 42441
4 4
Luego, por ¢l teorema de factoricacion completa,

=L

2 —Ax+4=2x-(1+iPx-(1-i ) =2(x - 1= i P(x = 1+1)
Finalmente, tenemos que:
2+ o 16k — 6 =2(x+ D) (X~ 12 (x— 1-i Nx = 1+1)

La ecuacidn tiene dos raices racionales, —3, 1/2, y dos complejas, 1 +1, 1 -1

EJEMPLO 5. | Resolver la ecuacion siguiente y factorizar el polinomio.

4% = 16x° + 11x+10=0
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Solucién

Paso 1. Numeradores posibles (factores de 10): £1, £2, +5, +10.
Denominadores posibles (factores de 4) : +1,+2, +4
Racionales candidatos a raices:

S ep s gl g g8 gl oA ol 4B 4l
2 2 2 2 5 4 4 4

Simplificando y eliminando los candidatos iguales:

£1, 42, 45, +10, #1, &1, 23, &3
2 4 2 4
Sip(x) = 4x° — 16x° + 11x + 10, se tiene:
p(1)=9 p(-1)=-21 p(2)=0 p(-2)=-108
p(5) = 165 p(=5) = ~945 p(10) = 2520 p(=10) = =2.500
p(1/2)=12  p(=1/2)=0 p(1/4)=189/16  p(~1/4) = 99/16

p(5/2)= 0 p(=5/2) =125 p(5/4) = 105/16 p(—5/4) = -805/16
La ecuacion tiene 3 raices racionales: —1/2,2 y 5/2.

El hecho de que la ecuacion dada es de grado 3 y de ella ya conocemos 3 raices, el
teorema de la factorizacion completa nos ahorra los pasos 2 y 3, ya que, de acuerdo a
este teorema:

4 — 167 + 11x + 10 = 4(x + 1/2)(x = 2)(x - 5/2) = (2x + 1)(x - 2)(2x - 5)

PROBLEMAS RESULTOS C

[PROBLEMA 1.]| Resolver la siguiente ecuacion, factorizar el polinomio y sefialar
la multiplicidad de cada raiz.

© +xt-2 —atrx+1=0
Solucion
Sea].'.\(x)::ﬂ:5 +xt ot ekt

Como el coeficiente principal es 1, los racionales candidatos a raices son los
venteros divisores del coeficiente constante 1. Estos son: 1 y —1.

p()=1+1-2-2+1+1=0 p(-1)==1+1+2-2-1+1=0

Tanto 1 y -1 son raices. Dividimos p(x) entre x — 1 y el cociente q,(x) enfre x + 1.
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x=-Dx+DE+—x-1)

Si 1 es una raiz miltiple esta también debe ser raiz del cociente:
qg(x)=x3+x2—x4 1
Lo mismo afirmamos de la raiz —1. Veamos:
@(=1+1-1-1=0 Q-1)=-1+1+1-1=0

Estos resultados nos dicen que, efectivamente, | y
Dividimos este cociente entre x — | y nuevo cociente qs(x)

Xt ox—l=(x= D{x+D{x+1)

Luego,

4
X" +x —2x3—2x2+x+1=

A29

-1 son raices de qga(x).
entre x + .

© xtoad cad e x = x =D+ D(x =D x+ D+ D)

=(x~ 1P (x+ 1)

La raices de la ecuacién son 1, con multiplicad 2, y -1, con multiplicidad 3.

[PROBLEMA 2. | Demostrar el teorema de los racionales de un polinomio.

solucion

Si % es un cero de p(x), entonces

px) =apX" + ap X '+ ...

polinomio, entonces

2. kees un divisor del coeficiente principal aj

+ ax + ag,

1. hesun divisor del coeficiente constante ap ¥

Si los cocficientes del siguiente polinomio son enteros

y si el racional T reducido a su minima expresion, es un cero del
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B O R PO

Multiplicando por k":
agh™ + ap_h" 'k + . . . ahk™ T+ ak" =0 (i)
1. Transponiendo ak” en (i ) y factorizando:
h(agh™ + 2, h" %k + .. . ak" )= —ak"

Esta igualdad nos dice que h divide a ak". Como hno divide a k, tampoco
divide a k" vy, por lo tanto, ha divide a a,,

2. Transponiendo a,h™ en (i) y factorizando:
k(ap b + . .. aghk™2 +ak" )= <o

Esta igualdad nos dice que k dividea a ph". Como k no divide a h, tampoco
divide ah" y, por lo tanto, k divide a ap,.

PROBLEMAS PROPUESTOS C

En los problemas del 1 y 2, usando el teorema del residuo, hallar el el residuo
cuando se divide;

1. x3—6x2+11x-6 entre x+ 2 2. 3x4—5x3—4x2+3x—2 entre x —2

En los problemas del 3 y 10, hallar las raices de la ecuacion dada y factorice el
polinomia correspondiente.

3. 2335 —xB=0 4. X-3x*+2=0
3 2: 3 2
5. 4x -Tx +3 =0 6, 2x -2x —-11x+2 =0
7. x* - —sx*+3x+6=0 8 358 — 53 —5x+2=0

9. X’ -3x* -5+ 15 +ax—12=0 10, X +ax* —ax’ - 347 —45x-18=0
En los problemas del 11 al 13, usar el teorema del factor para probar que:

11. x—aesun factorde x" - a" , para todo entero positivo n.

12. x+aesunfactordex” —a" , para todo entero positivo par n.

13. x +aesun factor de x" +a" , para todo entero positivo impar n.
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APENDICE D

PLANO CARETESIANO, GRAFICAS,
SIMETRIAS Y TRASLACIONES

EL PLANO CARTESIANO

Un conjunto sumamente importante y que aparecerd ¢ on mucha frecuencia mas

adelante, es el conjunto R’ formado por todos los pares ordenados (a, b) de nimeros
reales. Esto es,
2
R°={(a,b)/a,beR}

Estamos usando la misma notacion para expresar tanto al par ordenado (a, b)
como al intervalo (a, b). Para evitar confusiones, en el contexto seremos
suficientemente explicitos para indicar cual de los dos conceptos se esta tratando.

Recordemos que un par ordenado de mimeros reales es una pareja de numeros
reales, en la cual se distingue un orden. Es decir, en general, (a, b} # (b, a).

Dos pares ordenados (a, b) y (e, d) son iguales,siysélosia=c¢ y b=d.

Es de fundamental importancia tener una "
representacion geométrica de R’. Para esto |
tomamos un plane cualquiera al cual fijamos. Y =-=- € P=@y
Sobre este plano tomamos dos rectas z !
numéricas perpendiculares a la misma escala |
y cuyos origenes coineiden. ! E

}

Bstas dos rectas nos permiten establecer — " i % @ X
mma correspondencia  biunivoca entre los
puntos P del plano y los pares ordenados -1
(%X, y) de numeros reales, en la forma que
indica la figura anterior. A la recta X se le |

ltama eje X o eje de las abscisas. Larecta Y
es ¢l eje Y o eie de las ordenadas.

El punto de interseccidn O de los ejes es €l origen. Si al punto P le corresponde
el par (%, y), diremos que x e y son las coordenadas de P, siendo x su abscisa e y su
ordenada. Con el objeto de abreviar, identificaremos el punto P con el par (x, y), ¥
escribiremos P = (x, y). Asi, tenemos, por ejemplo, O = (0, 0). Esta comrespondencia

biunivoca también nos permite identificar al plano con R”.

Una correspondencia biunivoca del plano con [Rz, de la forma obtenida

anteriormente, se llama un sistema de coordenadas rectangulares o sistema de
coordenadas cartesianas del plano.
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Se ha adoptado el nombre de "cartesianas” en honor al célebre matematico y
filosofo René Descartes (1.596-1.650), a quién se le otorga la paternidad de la
Geometria Analitica. El plano, provisto con este sistema de coordenadas, recibe el
nombre de plano cartesiano.

EJEMPLO 1. SeaP;=(3,2)

a. Hallar el punto P; que es simétrico respecto al eje X al punto P, = (3, 2)
b. Hallar el punto P3 que es simétrico respecto al gje Y al punto P, = (3, 2}
¢. Hallar el punto P4 que es simétrico respecto al origen al punto Py = (3, 2)

Solucién -
-3.2) 7 “-{_3, 2)
a. Py=(3,-2)
b. P3 = (—3, 2) -3 é “ ;, 3y
o PeiS,3) o TH T
DISTANCIA

TEOREMA D.1| La distancia entre los puntos Py =(x1, y1) ¥ Pa=(x3, v2) es

d(Py, Py)= \((Xz -x)%+ (y2-y1)?
Demostracion

Y
Tomemos el tridngulo rectangulo que tiene

por hipotenusa el segmento que une P = % P2 = (5 ¥2)
(x1, y1) ¥ P2 =1(xy, y2) y por catetos, los
segmentos paralelos a los ejes indicados en la
figura.

Las longitudes de los catetos son | x2 — %1 | i
y | v2 — y1 |- La distancia d(P, P3) es la

longitud de la hipotenusa. Luego, aplicando el
teorema de Pitigoras, tenemos que: X XX

(d{P[,Pz))z =x-x* +lyp-nl’

| ¥Y2= ¥l

de donde obtenemos: d(P, Py )= ‘\! (X2 — x,)2 +(yy — y,)2

EJEMPLQ 2.| Empleando la férmula de la distancia probar que ] os siguientes

puntos son los vértices de un tridngulo rectangulo:

A=(L1LB=3,0y C=47)
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solucion

Calculamos la longitud de los lados del tridngulo:
d(A,B)=\(3 - 1)+ (0-1) :Jz"-le=\l§ Y c
d(A, O =\@- 12+ (1-1) =32 +62 =83
dB,0)=\@ -3+ (7-0) =12+7% =[50 §

B X
Como se cumple que:

d(A, B2+ d(A, C)2 = 5+45 = 50 = d(B, CY.

el tridangulo debe ser rectédngulo, por el teorema reciproco al teorema de Pitagoras,

PUNTO MEDIO

|TEOREMA D.2|  EI punto medio del segmento de recta de extremos P, =(x;,y,)
Y P2 = (%3, }’2) es el punto

YA
(xatx nty Py=(x¥))
M‘( 3 * 2 )
Demostracion

Sea M= (x, y).
Proyectamos el segmento sobre los ejes.

Por ser M = (x, y) el punto medio, x ¢ ¥y
deben ser los puntos medios de los intervalos

[x1,x27 e [¥1, ¥2], respectivamente. luego,

X—%] Sx)—X ® Y-y Ty =
X[+X2

+
2x=x1+tx3 e 2y=yjtyy = X = 5 e y=_)'|2)’z

EJEMPLO 4. | Hallar el punto medio del segmento de
recta de extremos (-3, 0y (1,2)

Solucidén

(-3.0) o_l_ X
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GRAFICAS DE ECUACIONES DE DOS VARIABLES

Dada una ecuacién en dos variables F(x, y) = 0. Se llama grafico o grifica de
esta ecuacion al conjunto

G={(xyeR*/ Fxy=0}

Dos ecuaciones son equivalentes si ambas tienen las mismas soluciones. Asi, las
ecuaciones y =x/2 y 2y = X son equivalentes. Es claro que las ecuaciones
equivalentes tienen el mismo grafico.

Trazar el grafico de una ecuacién no es simple y requiere de conocimientos que
desarrollaremos mas adelante, después de estudiar el concepto de derivada. Sin
embargo, si la ecuacion no es complicada, ésta se puede graficar localizando algunos
puntos. En la eleccion de los puntos a representar se deben tratar de escoger los més
adecuados. Entre estos, estin los puntos donde la grifica intersecta a los ejes
coordenados. Las abscisas de los puntos donde la gréfica intersecta al eje X se llama
abscisas en el origen. Estas se encuentran haciendo y = O en la ecuacién.
Similarmente, las ordenadas de los puntos donde la grafica intersecta al gje Y se
llaman ordenadas en el erigen, y se encuentran haciendo x = 0 en la ecuacion.

EJEMPLO 5. Graficar la ecuacion y=x v

Solucién ol
Interseccién coneleje X: y=0 = =0 =>x=0
Luego, la grafica intersecta al eje X en el punto (0, é).
Interseccion coneleje Y: x=0 = y= 0*=0 a1
Luego, la grifica interfecta al eje Y en el punto (0, 0) e
x -3 -2 0 1 2 3] 3 = .
y 9 4 0 1 4 9 |

Esta curva es una paribola con vértice en el origen cuyo eje coincide conelejeY

SIMETRIAS

CRITERIOS DE SIMETRIA
La grafica de una ecuacion es simétrica respecto al:
a.Eje Y sial sustituir x por —x se obtiene una ecuacioén equivalente.
b. Eje X si al sustituir y por —y se obtiene una ecuacién equivalente.

¢, Origen si al sustituir x por =X e y por —y se obtiene una ecuacién
equivalente,
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EJEMPLO 6. | Probar que:

a. La bruja de Agnesi es simétrica respecto al gje X
¢. La pardbola semiciibica es simétrica respecto al gje Y

b. La parabola ciibica se es simetria respecto al origen.

Y Y
Y
2
/\ S— - "
X
o X
Py=42-y) ¥ =x y=x
Bruja de Agnesi Parabola semiciibica Parabola citbica

Solucién

a. Reemplazando x por —x en la ecuacion de la Bruja:
(-x)y = 2-y) > Xy =4(2 - ¥), que es la ecuacidn de la Bruja.
b. Reemplazando y por —y en la ecuacidon de la parabola semicibica:

( —y)2 = = y2 = x3, que es la ecuacion de la parabola semicibica.

¢. Reemplazando x por — x e ypor —y en la ecuacién de la pardbola cubica:
—y= (—x)3 ™ -y =— X = y= x3, que es la ecuacion de la pardbola cibica

TRASLACION

CRITERIO DE TRASLACION
La grafica de la ecuacion

Fx—-hy-lk}=0
se obtiene trasladando la grafica de la ecuacién
F(x,y)=0,

mediante la traslacion que lleva el origen al punto (h, k).

EJEMPLO 7.| Haciendo uso de la grafica de y = xz, dada en el ejemplo 5, y del

criterio de traslaciérzl, graficar la ecuacion
y=x —10x+23
Solucion
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Solucién

De acuerdo al criterio de traslacion, debemos hallar el punto (h, k) que cumpla:

y-k=(x-h>
Completando cuadrados y transponiendo: .Y .
1
y=x* - 10x +23 = . H
]
y=(x>-10x + 25)+23 —25 < ; :
' f
2 ' ]
y=x-5)"-2 = s ’ s
y+2=(x-5) = o[ \'/ X
=24
y - (2)=(x-5)° 5,-2)

Luego, la grifica de y = x> - 10x + 23 sc obtiene de la grafica de y = X
mediante la traslacion que lleva el origen al punto (5, -2).

CRITERIO DE INVERSION

Si a un punto (a, b) le intercambiamos sus coordenadas obtenemos el punto (b, a).
{Qué propiedad geométrica relaciona estos dos puntos?

Consideremos la recta diagonal y =x, a la
que llamaremos diagonal principal. I

Los puntos (a, b) y (b, a), con
coordenadas invertidas, se caracterizan por
ser simétricos respecto a la diagonal
principal.

Este resultado nos permite establecer la
siguiente proposicién, a la que llamaremos
criterio de inversion. Le damos ese nombre
debido a que, mas adelante, &l nos servira
para construir las graficas de las funciones / i
inversas.

CRITERIO DE INVERSION
La grafica de la ecuacion
F(y,x) =0

se obtiene reflejando en la diagonal principal y = x la gréfica de

F(x,y) =0
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Haciendo uso de la graficade y = X , dada en el ejemplo 5, y del
criterio de inversiénj, graficar la ecuacion
X=y
Solucion

La ecuacidén X = yz se obticne de la
ecuacion y = xz, intercambiando la
variable x con la variable y. Luego, por el
criterio de inversion, la grifica de x =y

se obtiene reflgjando la grifica de y = X’
en la diagonal principal.

PROBLEMAS PROPUESTOS D

En los problemas 1, 2 y 3 hallar la distancia entre los siguientes pares de puntos
Py Oy encontrar el punto medio del segmento que los une.

LP=(0,0), Q=(1.2) 2.P=(1,3), Q=(3,5) 3.P=(-1,1), Q=(1a2)
4, Probar que los puntos A =(-2,4),B=(-1,3) y C=(2, ~1) son colineales.

5.81A=(-3 -5 y M= (0, 2), hallar B sabiendo que M es el punto medio del
segmento AB.

6. 5i B=(8,-12) y M =(7/2, 3), hallar A sabiendo que M es el punto medio del
segmento AB.

7. Probar que los puntos A =(2, -3), B=(4, 2) y C=(-1, 4) son los vértices de un
triangulo isdsceles.

8. Probar que el triangulo con vértices A =(4, 1), B=(2,2) yC=(-1, 4) es
rectangulo.

9. Probar que los puntos A = (1, 2), B=(4,8), C=(5,35) y D=(2,-1) son los
vértices de un paralelogramo.

10. Probar que los puntos A= (0, 2), B=(1,1), C=(2,3) vy D=(-1, 0) son los
vértices de un rombo.

11. Probar que los puntos A = (1, 1), B = (11, 3), C=(10, 8) v D =(0, 6) son los
vértices de un rectangulo.

12. Probar que los puntos A = (-4, 1), B=(1,3), C=(3,-2) y D=(-2, -4) son los
vértices de un cuadrado.
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13. Hallar los puntos P = (x, 2) que distan 5 unidades del punto (-1, -2).
14. Hallar los puntos P = (1, y) que distan 13 unidades del punto (-4, 1).

15, Hallar una ecuacion que relaciona a x con y y que describa el hecho de que el
punto P = (%, y) equidista de los puntos A = (6, 1) y B =(-4, -3).

16. Hallar una ecuacioén gue relacione a x con y y que describa el hecho de que el
punto P = (x, y) dista 3 unidades del origen.

17. Los puntos medios de los lados de un triangulo son M = (2, ~1), N=(-1,4) y
Q =(-2, 2). Hallar los vértices.

18. Dos vértices adyacentes de un paralelogramo son A =(2, 3) y B =(4, -1). Si las
diagonales se bisecan en el punto M = (1, —3), hallar los otros dos vértices.

19. Los vértices de un cuadrilatero son A ={-2, 14),B=(3, 4),C=(6,-2)yD =
(6, 6). Hallar el punto donde las diagonales se intersectan.

En los problemas 20, 21 y 22, aplicando los criterios de traslacion a la grdfica
de la pardbola semictibica (ejemplo 6 ), graficar las siguientes ecuaciones.
20.(y-1P=(x+1P 2L (x-12=(y+1) 22, (y + 1)2=(x - 1)?

En los problemas del 23, 24 y 25, aplicando los criterios de traslacion y de
reflexion a la grdfica de la Bruja de Agnesi (ejemplo 6), graficar las siguientes
ecuaciones.

23. (x— 3)2(y -2y=4(4 -vy) 24, (y- 3)2(x —-2)=4(4-x)
25. (x +3)%(y +2) = 4(~y)

NOTA HISTORICA.

Maria Gaetana Agnesi (1.718-1.779). Nacic en Milan., -
Italia. Desde muy joven demostré talento y aficion por la =~
Matematica. Escribio, en italiano, un texto para la
ensefianza d el Cdlculo D iferencial: Institucion A nalitiche
al uso della Gioventu Italiana. En este libro describio la
curva que ahora se Hama la Bruja de Agnesi, cuyo nombre |
en inicial fue'versiera” (derivada de una palabra latina
que la idea de voltear). En una traduccion del libro se
confundio la palabra “'versiera” con “awersiera’, que
significa “bruja”. De esta confusion viene el nombre de
bruja de Agnesi.

= —_— —_—




APENDICE E

LA RECTA Y LA ECUACION DE PRIMER GRADO
PENDIENTE DE UNA RECTA

Introducimos el concepto de pendiente de una recta para medir la razén de
elevacion o inclinacidn de la recta. Este concepto capta el sentido intuitivo de la
palabra pendiente que usamos en frases como "la pendiente de una carretera” o "la
pendiente de una colina®,

DEFINICION. | La pendiente de una recta no vertical L que pasa por los puntos
Pi=(x,y1) ¥ Pa=(x2 72

Y
es el cociente:
— na=yn
-5
[OBSERVACIONES. ] | X

1. La pendicnte de una recta es independiente de los puntos que se toman para
definirla. Esto es, si P",=(x",¥,) ¥ P'>=(x", ¥3) son otros puntos de la
recta, se tiene:

e £ 1 ¥

o XZ = XI L X'z = x']

4. La pendiente m indica el mimero de widades que
la recta sube (si m> 0 ) o baja (sim <0 ) por
cada unidad horizontal que se avance a la
derecha. Si m = 0, la recta es horizontal.

[TEOREMA E.1| Ecuacion punto—pendiente.
Una ecuacidn de la recta de pendiente m y que pasa por el punto
PO = (xﬂ! )’o} €s

¥ = Yo= m(X = Xp)
Demaostracion

Sea P =(x, y) un punto cualquiera de la recta. De la definicién de pendiente:
Y~ Yo
X—%

=m = ¥-Yo=mX—Xg)
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EJEMPLO 1. | Hallar una ecuacién de la recta que pasa por los puntos

=2.5) ¥ (L=
Solucién

Hallemos, en primer lugar, la pendiente de la recta:
=, =8

i-(2) 3 %

Ahora hallamos la ecuacién punto—pendiente de la recta.
Como el punte Py podemos tomar cualquiera de los dos

puntos dados, (-2, 5) 6 (1, ~1). Asi,siPy=(l,-1),

m=

y={(-==-2(x-1) = y+1=-2x+2 == y+2x-1=

(-2, 5)

0

a-1n X

Si en la ecuacién punto—pendiente tomamos Py = (0, b),
el punto donde la recta corta al eje Y, se tiene que:
y-b=mx-0) = y=mx+b
Esta nueva ecuacién de [a recta se llama ecuacion
pendiente—interseccién.

[ TEOREMA E.2| Ecuacién pendiente-interseccion.

X

Una ecuacion de la recta que tiene pendiente m y pasa por el

punto (0, b) es

y=mx+b

RECTAS VERTICALES Y HORIZONTALES

Ninguna de las ecuaciones de la recta presentadas
describe a las rectas verticales, debido a que éstas no
tienen pendiente.

Supongamos que una recta vertical L cortaal eje X

Y

X=a

y=b

en ¢l punto (a, 0); es decir a su abscisa en el origen.
Un punto cualquiera (x, ¥) estd en L si y sélo si su

abscisa es a; es decir, si x = a. Por tanto, una ecuacion
para esta recta vertical es: x=a

0

X

Por otro lado, una recta horizontal tiene pendiente m = 0, ya que cualquier par de
puntos de la recta tienen la misma ordenada. Luego, reemplazando m = 0 en la
ecuacién punto—interseccion se obtiene, para la recta horizontal, la ecuacion y = b.

En resumen, tenemos:

1, Una ecuacion de la recta vertical con abscisaen el origenaes;: x=a

2. Una ecuacion de la recta horizontal con ordenada en el origenbes: y=b
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LA ECUACION LINEAL

Recordemos que una ecuacién lineal en dos variables, x e y, es una ecuacion de la

forma
Ax+By+C=0,donde A#0 6 B#0

Las distintas ecuaciones que hemos hallado anteriormente para las rectas, ya sean
oblicuas, horizontales o verticales, son todas ecuaciones lineales. Probaremos ahora
que lo reciproco también es cierto; es decir, el grafico de una ecuacidn lineal es una
recta. De hecho, el nombre de "ecuacién lineal" estd motivado por este resultado.

[TEOREMA E.3|El grafico de la ecuacion lineal Ax + By + C=0, A#06B#0
€s una recta. Ademads:

1. SiA#0 y B#0, larectaes oblicua.
2. SiA=0 y B+#0, larectaes horizontal

3. SiA#0 y B=0, larectaes vertical.

Demostracién

; : A &
Caso1.SiA#0 y B#0, despejamosy: y=— Ex ~ 5

Su grafica es una recta oblicua, ya que su pendiente m = — % #0.

Caso 2. Si A = 0, la ecuacion lineal se convierte en By + C = 0. De donde,
despejando y obtenemos = —%, la cual tiene por gréafica una recta
horizontal.

Caso 3. Si B =0, la ecuacién se convierte en Ax + C = 0. De donde, x = — % la

cual tiene por grafica una recta vertical.

[CONVENCION.| Frecuentemente, con el dnimo de simplificar, en lugar de decir
"la recta que es el grafico de la ecuacion Ax + By + C = 0"
diremos simplemente "la recta Ax + By +C=0".

EJEMPLO 2.| Dada la recta L:2x — 3y + 12 = 0, hallar su pendiente, ordenada en

el origen y abscisa en ¢l origen. Graficarla.
Solucion

Despejamosy: y= %x + 4. Luego, la pendiente es m =%
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Sien y= §X+4 hacemos x = 0 obtenemos que
y =4. Luego la ordenada en el origen es 4.
Sien2x -3y+12=0 éen y= —§'—x+4 hacemos y = 0, obtenemos que x = -6.

Luego, la abscisa en el origen es —6. Y

Para graficar una recta basta conocer dos de L
sus puntos. De esta recta ya conocemos los 4
puntos (0, 4) y (-6, 0), obtenidos a partir de la
ordenada y la abscisa en el origen. El gréfico se
obtiene trazando la recta que une estos dos
puntos. ‘ -6 X

SeaL, la recta que pasa por los pumtos P, =(4,6)y P, =(5, 8).
Hallar el punto donde L intersecta larectaL,: x+y-7=0.

Solucién
En primer lugar hallemos una ecuaci6n de L. ¥ [ Ly
Como L, pasa por P, =(4,6) y P,=(5,8), e .
tenemos: (f'ﬁl)
y;6=§:2(x—4) & y-6=2x-4) G, 9
o 2x~-y=-2=0
Luego, Li:2x-y-2=0 N X

El punto donde L; y L, se intersectan, debe temer por coardenadas Ja sobweién
comiin a ambas ecuaciones. Luego, debemos resolver el sistemna:

Li: 2x-y-2=0
Ly x+y=-7=0

La solucién es x = 3, y = 4. Luego, las rectas se intersectan en & puato (3, 4).

RECTAS PARALELAS
Dos rectas del plano, L, y L, . son paralelas si no se intersectan o son

coincidentes; es decir: L; y L, son paralelas <> Lyl L, =0 6 L;=L,
La siguiente proposicion traduce el paralelismo en términos de pendientes.
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[TEOREMA E.4| Sean L, y L, dos rectas del plano que son no verticales y tienen
pendientes m; y m, respectivamente, entonces

Y /L1

L,y L, son paralelas & my=m,

Demostracién
m,y
Sean A; y A, los triangulos recténgulos A,
mostrados en Ia figura adjunta. Se tiene que: S 1 / L,
Ljy L, sonparalelas << A, y A, son congruentes i A, "
K=t S 1 !
X

EJEMPLO 4.| Hallar una ecuacion de la recta L, que pasa por el punto P; = (=1,1)
yesparalelaalarecta L, 2x+3y-8=0.

Soluci6n
Tenemos que: Y
2 8
2 L,
-Luego, la pendiente de L, es m=- 3 \\

Como L y L, son paralelas, por la proposicion 1D - X
; i : o T

anterior, la pendiente de L; tambi¢n es m = ~§ a "

1

Ademds, como L, pasa por P; = (-1,1), tenemos que:

L;: y—I=—§(x+1)<:> Ly: 2x+3y-1=0

RECTAS PERPENDICULARES
Dos rectas en el plano son perpendiculares si éstas se cortan formando un angulo
recto. La siguiente proposicion caracteriza la perpendicularidad de rectas en términos

de las pendientes.
[TEOREMA E.5] SiL,yL, son dos rectas no verticales con pendientes m, y m,

respectivamente, entonces,
L, y L, son perpendiculares < mm,=-I

Demostracion
Ver el problema resuelto 2.




Add Apéndices

EJEMPLO 5. | a. Hallar una ecuacion de la recta L; que pasa por el punto
P, =(15/8,7) y es perpendiculara larecta L, : 3x -4y - 12 =0
b. Hallar el punto donde L, cortaa L,.
Solucién

a. Sean m; y m, las pcendientes de L) y L.
respectivamente. Por la  proposicion Y [

y (15/8,7)
anterior tenemos que m; = -——_ Pero,
iy

Ly:3x-4y-12 = 0 < L;: y=%x—3

-

2
Luego, my = = y, por tanto,

4 \i
4
m':_ﬁ= -3 I5
/1

Como L, pasa por el punto P, = (15/8, 7} y tiene

2 4 : . .
pendiente m; = — 3 aplicando la ecuacién punto-pendiente, tenemos:

Li:y-7=- %(x-%) & L 8x+6y-57=0

b. Resolvemos el sistema determinado por las ccuaciones
delL; y Ly: 8x+6y-57=0 y 3x—4y-12=0

3
hallamos que X =6 ¢ y =35 . Luego, las rectas se cortan en el punto (6, 3/2).

DISTANCIA DE UN PUNTO A UNA RECTA

Dado un punto Py una recta L, se llama distancia del punto P ala recta L ala
distancia de P al punto Q, donde Q es la interseccion de L con la recta perpendicular
a L que pasa por P, Esto es,

Y
d(P,L)y=d(P,Q) B
El siguiente teorema nos proporciona una L
formula muy simple para calcular la distancia
de un punto a una recta. La demostracién la 1)
presentamos en el problema resuelto 3. \ X

[TEOREMA E.6 | La distancia del punto P=(xy, ¥o) alarectaL; Ax + By +C=0 es

| Axy + By, + C |

\JA+ B

d(P,Ly=
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EJEMPLO 6.| Hallar la distancia del punto P={(-2,3) alarectal: 3x =4y + 2,

Solucitn
|Axa+Bys +C| _ [3(-2)-4(3)-2| _ 20

Ny N e B

EJEMPLO 7.| Hallar la distancia entre las rectas paralelas.

Li:2y-x-8=0, Ly2y-x+2=0

diP,L)=

Solucién

Se entiende que la distancia entre dos rectas
paralelas es la distancia de un punto cualquiera de
una de ellas a la otra recta, Consigamos un punto de
larecta L: 2y — x —8=20. Por ejemplo, el punto P
donde L; corta al eje Y. Si hacemos x =0, entonces
2y —3=0y, portanto, y =4. Luego P = (0, 4).

Ahora:

PROBLEMAS RESUELTOS E

{PROBLEMA L.] Hallar una ecuacion de la recta que es perpendicular a la recta

L:3y-4x-15=0
y que forma con los ejes coordenados un tridngulo de drea igual a 6.

Solucion
La pendiente de larecta L: 3y —dx—15=0 esm = %. Luego, la pendiente de

la recta buscada es,

1 1

3
Mm="m =~ "43 ~ "4

y, por tanto, esta recta tiene por ccuacion;
3
¥ =g+ (0
4
Sea (a, 0) el punto donde esta recta corta al eje X.

Reemplazando estos valores en la ecuacion anterior:
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0--3a+b>a=2p @
4 3

El 4rea del triangulo formado por la recta y los ejes es:

lallb] =6 < |ab|=12

2
Reemplazando (2) en esta tltima igualdad:

4
|ab| =12 @'gbb’ =126 b2 =9

< b==3

Reemplazando b=3 y b=-3 en la ecuacion (1) encontramos dos respuestas:
3 . 3
L.:y=—:x+3 6 Li: =—Zx—3

[PROBLEMA 2.] SiL; yL; son dos rectas no verticales con pendiente m; y m»,
respectivamente. Probar que:

Ly y L; son perpendiculares <> mymj =-1
Solucién

Como la perpendicularidad permanece invariante por traslaciones, podemos
suponer que estas dos rectas se intersectan en el origen.

Las ecuaciones pendiente-interseccion
de estas rectas son: vt

L
Li:y=mix, Lpy=mx !

Sea P=(x;,myx,) unpuntodeL; y F=(x,, mx)
L
Q = (x5, myX;) un punto de Lo, tales que v

ninguno de ellos es el origen. Q = (x5 m ,x,)

Luego, x; # 0, x37# 0 y, por tanto, xx2 # 0. ° X

De acuerdo al teorema de Pitdgoras:

L, y L, son perpendiculares <> APOQ es rectangulo
& d(p,Q)*=d(0,P)*+ d(0, Q)

Pero,
dep, Q)2 =(x; - xi)l +(myx; - msxt)z

= ?‘22 = 2x%5%; + Xlz + (mzxz)z — 2mymyXpx; + (mm)z
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2 2 2 2 2 2
d(0,P)" = x° +(mixy)” ¥ d(0,Q) = %" +(myxo)
Luego,
L; y L, son perpendiculares <
X22 - 2%xy x+ (m2x2)2 — 2mymyXpx; + (m1X1)2 =x2+ (mlx1)2 & Xzz + (myxy)’
~ —ZXQ}(l = 2m2m1X2X] =) & —2)(2?{1( 1+ m,m; ) =0

< 1+mm; =0 < mym;=-1

[PROBLEMA 3.| Probar que la distancia del punto Py = (x,, y¢ ) a la recta
L: Ax+By+C=0, es

| Axg+ By, + C|
dP,Ly= — /——=—
i \[A? + B?
Solucién
Sea L, larecta perpendiculara L y Y _
_ P = (x¢, ¥o)
que pasa por ¢l punto P = (xp, v ).
Lapendientede Les m=— % y, L\ Ly
. B
por tanto, la pendiente de L, esm; = — Q
A >
La ecuacion punto pendiente de L, es \ X

B
Y=Y ™ K(X—XO )C)‘ Ay—BX+(BX0—Ay0):O

Hallemos el punto Q donde se intersectan las rectas perpendiculares L. v L. Para
esto resolvemos el sistema;

(1) Ax+By+C=0, (2) Ay-Bxt (Bxy—Ayy)=0

El resultado es Q = (

B?xg-AByg—AC A’yy—ABxg-BC )

A2 4R2 ’ A2 B2
Ahora,
2 2,
B2x, - AB Aly ABx ~BC 2
&(e, Ly?=d(p, @ = (—2~ ;‘; xg) o+ (AYC - ~%)
+

(25 ) (asarmyr €)' v (25 ) (axevmyorc )
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2 2

A +B 2 1
= (Ax0+Bx0+C) &3
(A +B")° AT+B

Extrayendo raiz cuadrada,

(Axn + Bxo + C)z

‘AXD+B)’0 +Ci

'\}A2+B2

dp, L) =

PROBLEMAS PROPUESTOS E

1. Usando pendientes probar que los puntos A = (2, 1), B =(-4,-2), C=(1, 1/2)
son colineales.

En los problemas del 2 al 9, hallar una ecuacion de la recta que satisface las
condicienes dadas y llevarla a la forma y = mx + b.
2. Pasa por ¢l punto (1, 3) y tiene pendiente 3.

3. Tiene pendiente —3 y pasa por el origen.

4. Pasa por los puntos (1, 1) y (2, 3).

5. Intersecta al eje X en 5 yaleje Yen 2.

6. Pasa-por el punto (1, 3) y es paralela a la recta Sy + 3x - 6 =0,

7. Pasa por el punto (4, 3) y es perpendicular a la recta Sx +y -2 =0.

8. Es paralelaa 2y +4x—-5=0 ypasa por el punto de interseccidn de las rectas
Sx+y=4, 2x+5y-3=0.

9. Intersecta a los ejes coordenados a igual distancia del origen y pasa por (8, —6).

10.Dadalarecta L: 2y—-4x-7=0
a. Encontrar la recla que pasa por el punto P = (1, 1) y es perpendiculara L.
b. Hallar la distancia del punto P =(1, 1) a la recta L.

11. Usando pendientes probar que los puntos A = (3, 1), B =(6,0) y C = (4, 4) son
los vértices de un triangulo rectangulo. Hallar el area de dicho tridangulo.

12. Determinar cudles de las siguientes  rectas son paralelas y cudles son
perpendiculares:

a.lp 2x+5y-6=0, b.Ly: 4x+3y—-6=0 ¢.Ly Sx+2y-8=0

d.Ly: 5x+y-3=0 e.Ls: 4x +3y-9=0 f.Lg: —x+5y-20=0

13. Hallar la mediatriz de cada uno de los siguientes segmentos de extremos
2.(1,0) y(2,-3) b.(-1,2) y (3,10) ¢(-2,3) ¥ (-2,-1)
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14. Los extremos de una de las diagonales de un rombo son (2, —1) y (14, 3). Hallar
una ecuacion de la recta que contiene a la ofra diagonal. Sugerencia: las
diagonales de un rombo son perpendiculares.

15. Hallar la distancia del origen a la recta 4x + 3y —15 =0.

16. Hallar la distancia del punto (0, -3) a larecta 5x — 12y - 10=10.

17. Hallar la distancia del punto (1, -2) alarectax -3y =3.

18. Hallar la distancia entre las rectas paralelas 3x — 4y =0, 3x — 4y = 10.
19, Hallar la distancia entre las rectas paralelas 3x —y+ 1 =0, 3x -y +9=0.

20. Hallar la distancia de Q = (6, —3) a la recta que pasa por P = (-4, 1) y es paralela
alarecta 4x+3y=0

21. Determinar el valor de C en la recta L: 4x +3y + C = 0 sabiendo que la distancia
del punto Q=(5,9) a L. es 4 veces la distancia del punto P =(-3,3)a L.

22, Hallar las rectas paralelas a la recta 5x + 12y — 12 = 0 y que distan 4 unidades de
ésta.

23. Hallar la ecuacion de la recta que pasando por el punto P = (8, 6) intersecta a los
ejes coordenados formando un triangulo de area 12 unidades cuadradas.

24, Determinar para que valores dek y den las rectas:
kx-2y-3=0, 6x—4y-n=0
a. Se intersectan en un tnico punto. b. son perpendiculares
¢. son paralelas no coincidentes d. son coincidentes.

25. Determinar para qué valores de k y de n las rectas:
kx+8y+n=0 ,2x+ky—-1=0
a. son paralelas no coincidentes b. son coincidentes.  ¢. son perpendiculares

26. Un cuadrado tiene por centro C = (1, —1) y uno de sus lados esta en la recta
X ~ 2y = —12. Hallar las ecuaciones de las rectas que contienen a los otros lados.

27. Probar que los puntos A = (1, 4), B=(5, 1), C=(8, 5 y D = (4, 8) son los
vértices de un rombo (cuadrilatero de lados de igual longitud). Verifique que las
diagonales se cortan perpendicularmente.

28. Sean a y b la abscisa en el origen y la ordenada en el origen de una recta.

Sia# 0y b# 0, probar que una ecuacién de esta recta es 2 + 'E = e
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APENDICE F

CIRCUNFERENCIA, PARABOLA, ELIPSE E
HIPERBOLA

Nuestra intencion en la presente seccién es hacer una breve presentacion de
circunferencia, parabola, elipse e hipérbola. A estas tres ultimas curvas las
presentamos como graficas de ciertas ecuaciones de segundo grado en dos variables.
Para un estudio mas exhaustivo se procede a partir de las propiedades geométricas de
cada curva. Esto corresponde a un curso posterior.

LA CIRCUNFERENCIA

[TEOREMA F.1] La circunferencia de centro C = (h, k)
y radio r tiene por ecuacion:
(x— h)Z +(y - k)z =
En particular, si el centro es el origen,

2 2 2 ¥
x t+y =r P=(x,v)

Demostracion
P =(x, y) estd en la circunferencia <>

dP,0)=r © { x-h)2+(y-kZ =1

Sx-hl+y-k =1

Observar que la circunferencia 0 ]
(x=h) +(y -k’ =r*

puede ser vista como la circunferencia x>+ y2 = % a la cual le hemos aplicado la
traslacion que lleva el origen (0, 0) al punto (h, k).

Tl

EJEMPLO 1.!Hallar una ecuacién de la circunferencia de centro (2, 1) y radio 3

Solucion
Por la proposicion anterior, una ecuacion de esta Y
circunferencia es:
(x-27 +(y-1)° =32
y 3
Esta ecuacion también podemos presentarla
desarrollando los cuadrados y simplificando. Esto es, @D

x* +y2 -4x-2y—-4=0
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LA PARABOLA

Llamaremos parébola al grafico de cualquiera de las dos ecuaciones siguientes,
donde a, b y ¢ son constantes con a # 0.

1) y=ax2+bx+c (2) x=ay2+by+c

Las parabolas mas simples, y de las cuales se pueden obtener todas las otras
mediante traslaciones y reflexiones en la diagonal principal, son las pardbolas que
tienen por ecuacion

(3) y=ax*,az0

La pardbola se abre hacia arriba o hacia abajo segtina>0o0a<0
y=ax?, a>0 y=ax%, a<0

v Y

-1, 1,
“hLa ) e A

o X

Si enla ecuacién y=ax? intercambiamos las variables x ¢ y, obtenemos las
parébolas
@) x=ay’

Esta pardbolas, de acuerdo al criterio de inversidn, se obtienen a partir de las

anteriores, reflejando en la diagonal principal.
\l i
{2, 1)
0 X
(a,~1)
(a.-1y

x=ayz,a>0 x=ay1,a<0

La parabola es una curva simétrica. Se llama vértice de la pardbola al punto
donde ¢l eje de simetria corta a la parabola. En los casos anteriores, el vértice es el
origen O =(0, 0).

PARABOLAS TRASLADADAS

Las ecuaciones iniciales (1) y= ax?+ bx+c Yy (2] &= ay2+ by+ ¢,
completando cuadrados y transponiendo términos, se trasformas en las siguientes
ecuaciones, que nos muestran que cualquier parabola es una traslacién de una
parabola de tipo (3) o de tipo (4)
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x - h=a(y - k)?

EJEMPLO 2.| Graficar las siguientes pardbolas:
a. i—%xz b. 2y=—x2-2x+5
Solucion

= 1 :
a. El grificode y=— Exz es una parabola con X

g : -1,-112 1,-172
vértice en el origen. Como a =-1/2 <0, ¥ ) \ '

la paribola se abre hacia abajo.

Parax=1 ¢ x=-1, obtenemos y = ~1/2

Luego, la curva pasa por los puntos
(-1,-12) y (1,-122).

b. Completamos cuadrados:
Zy=-x’-2x+5 &
Zy=-(F+2x +1)+1+5&

y=-~-;~(x+l)2 +3 &>

1 2
A= x|
y-3 2( )

2

En c onsecuencia, la graficade 2 y= - x* - 2x+ 5 se obtiene de 1a grafica de

y= —% x* mediante la traslacién que lleva cl origen al punto (-1, 3).

EJEMPLO 3.| Bosquejar la region del plano encerradapor larecta y=x-4 yla

paribola x = y* -2y
Solucidn
Completando cuadrados en la parabola;
x=y2-2y & x=(F-2y+1)-1 x-(-1)= (y-1)2
La pardbola se abre hacia la derecha y su vértice es (~1, —1)

Hallemos los puntos de interseccion de la parabola y la recta:
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En primer lugar: y=x-4 < x=y+4

[gualando las ecuaciones x = y2 -2y ¥y x=y+4 tenemos:
Y 2

V-2y=y+4 &
y2-3y —4=0

(y =Hy+1)=0
y=4 0 y=-1

Luego, la curvas se intersectan

en los puntos (8§, )y (3, -1)

La region indicada es la sombreada.

LA ELIPSE

Llamaremos elipse en posieidn normal al grifico de la siguiente ecuacion:

P 2
X Y
L 4 _
a’ b :

donde a y b son dos niimergs positivos. A esta ecuacion llamaremos ecuacién
normal de la elipse con centro en origen.

Esta ecuacion no se altera si cambiamos x por —x 6 y por —y. Esto significa que la
elipse es simétrica respecto a eje X, al eje Y y, por tanto, también al origen.

Hallemos las intersecciones con los ejes: &
y=0= x*=a’> = x=a 6 x=-a. L
Luego, la curva intersecta al eje X en
(8, 0) ¥ (-a, 0). -a 0 a
% =0 2=t =5 y=h g yp=-b -b

Luego, la curva intersecta al eje Y en (0, b) y (0, —b).

Por ser la elipse en posicién normal simétrica respecto al origen, diremos que éste
€s su centro.

EJEMPLOQ 4. | Identificar y bosquejar el gréfico de la ecuacidn:

4x2 +9y% =36

Solucion

1. Dividimos ambos lados de la ecuacién entre 36:
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2 2 2
+9L:3_6_: i +y

4x i
36 36 36 32 22
Vemos que se trata de una elipse en posicién
normal con centro en el origen. Ademas, tenemos
que a = 3 y b = 2. Esto significa que corta al eje X
en los puntos (-3, 0) y (3, 0), y aleje Yen (0, -2)
y (0, 2).

ELIPSE TRASLADADA

Si aplicamos la traslacion que lleva el origen
de coordenadas al punto (h, k), de acuerdo al Y
criterio de traslacion, la grafica de la ecuacion

E-w  o-k? _ k

92 b2

es la elipse correspondiente a la primera

ecuacion, trasladada al punto (h, k). L

A esta ecuaciéon la llamaremos ecuacion
normal de la elipse con centro en (h, k).

EJEMPLO 5. | Identificar y bosquejar el grafico de la ecuacidn:

4x2 +9y? + 16x+ 18y - 11=0
Solucién

Completamos cuadrados:
42 +9y? +16x+18y —11=0 =
@x2+16x)+ 9y +18y)-11=0 =

axP+4x)+ 92 +2y)-11=0 =  G-D
4x+2)2 +9(y+ 1) =36

Dividiendo entre 36 y simplificando,

x+2)? | G+’
32 g%
Esta ecuacién es la ecuacion normal de una elipse con centro en (-2, —1).
Comparando esta ecuacidn con ecuacion de la elipse del ejemplo anterior,
deducimos que esta nueva elipse se obtiene de la anterior, mediante la traslacion
que lleva el origen al punto (-2, -1).
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LA HIPERBOLA

Llamaremos hipérboela en posicion normal al grifico de cualquiera de las dos
ecuaciones siguientes, donde a y b son dos constantes positivas. A estas ecuaciones
las llamaremos ecuacién normales de la hipérbola con centro en origen.

w ToE. o r_X._4
a’ b2 a? b*

Analicemos cada una de estas ecuaciones:
2 2

1.Lla ecuacidén a_"‘ - -b—z =1 no se altera si se cambia x por —x 0 y por —y.

Luego, esta hipérbola es simétrica respecto a los dos ejes y al origen.

Esta hipérbola intersecta al eje X, En efecto:

y=0=>x*=a> = x=2 6 x=-a
Estos puntos de interseccion:

Vi=(-a, 0) y V,=(a, 0},

son los vértices de la hipérbola.

Esta hipérbola no intersecta al eje Y. En efecto: x =0 = y? = —b% pero esta
ultima ecuacion no tiene soluciones reales.

De (1) obtenemos:

xZ

2 =1+§ >1 = X2 = |xj2a = xZa 6 xS-a
Esto quiere decir que la hipérbola se compone de dos partes, a las que se les
llama ramas.
Se llaman asintotas de esta hipérbola a las rectas:
b

b
y=—x, Y == ook,
a a
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Estas rectas se obtienen igualando a 0 el primer miembro de la izquierda de la
ecuacion de la hipérbola. Asi:

% ¥ X Vark. ¥s_
= -y ~0=>(5 - g)(;* g)“O

£ ¥ s X ¥ _b _ b
=>a—b—Ooa+b70:>y—axéyh—ax.

Las asintotas tienen la particularidad de que ambas ramas de la hipérbola se
van aproximando cada vez mas a ellas, a medida que nos alejamos del origen.
Para graficar la hipérbola se recomienda trazar las asintotas primero.

XZ

2
2. Para la ecuacion (2), 12—— — =1, podriamos hacer una discusiéon como la
a

o

anterior. Este trabajo lo ahorramos observando que esta ecuacidon se puede
obtener de la (1) intercambiando la x por la y. Esto significa que la hipérbola
correspondiente a (2) se obtiene reflejando en la diagonal principal la hipérbola
correspondiente a (1). Para esta hipérbola se tiene:

Vértices: V;=(0,-a), V;=(0,a). Asintotas:y= % X, y=— -?b—x

EJEMPLO 6. | Identificar y bosquejar la grifica de las ecuaciones siguientes:

a. 9x%-4y*=36 b. 16y2 —9x% =144
Solucién Y 4
a. Dividiendo (1) entre 36 obtenemos: \
ﬁ s li. =1
4 9

Es una hipérbola en posicioén normal y
centro en el origen.

Vértices:
y=0 => x2 =4 = x=-2 6 x=2.

Luego, V1= (2,0} y V2= (2,0)

Asintotas:
2 2
X y X: MirX K W o s B nn. B
— - —=0=( = —+5)=0Dy=x6y=-=x
4 9 (52 X5+3) s
yl x2
b. Dividiendo (2) entre 144 obtenemos rieT =1

Es una hipérbola en posicién normal y centro en el origen.
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Vértices: 4 Y
X=0= y*=9 =>y=-3 6 y=3. 3 e
Luego, V;=(0,-3) y V,=(0,3)
Asfntotas: . e .
2 ‘(2 X " -4 ’,z’(] \x‘\ 4 X
A '_=0:>(Z_ _)(14. l):(} o 1)
9 16 3 4703 4 o =
= y= 3 X 6 y=- 3x 2 S
ymgr e

HIPERBOLA TRASLADADA
Si aplicamos la traslacién que lleva el origen de coordenadas al punto (h, k), de
acuerdo al criterio de traslacion, las graficas de las ecuaciones siguientes son
hipérbolas con centro en (h, k). A estas nuevas ecuaciones las llamaremos
ecuaciones normales de  normales con centro en (h, k).

a-n?  y-k?_, @ Q7RI a-n?
al b2 a’ b2
{EJEMPLO 4. | Identificar y bosquejar el gréfico de la ecuacién

16y2— 9x? + 32y +36x - 164=0

)

1

Solucién
Completamos cuadrados:

16y* — 9x% + 32y + 36x - 164 =0 = 16(y + 1)* - 9(x - 2)* = 144

+)?  (x-2)% _
9 16

Comparando esta ecuacién con la ecuacién normal de la hipérbola del ejemplo

anterior parte b, deducimos que esta nueva hipérbola se obtiene de la anterior,
mediante la traslacion que lleva el origen al punto (2, —1). Ademas, tenemos:

=

1

Vértices:

Vi=Q23-D=2,4LV:=2,3-1)=2,2) L
Asintotas: \‘\ 2,2) ’,f”
2 D % s
y+D)*® (x-2) o = Ny
9 16 el (2,-1) X
y+l  x-2 y+1 x-27 ,t" ‘\\
i + —0 : -7 %
[ 3 4 ][ 3 4 ] "J a
3 3 ’,” (2, “‘4) \"\\
ytl=7(x-2), y+]=—z(x-2):> i ‘

4y -3x +10=0, dy+3x-2=0
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PROBLEMAS PROPUESTOS F

En los problemas del 1 al 9 hallar una ecuacion de la circunferencia que
satisface las condiciones dadas.

1.Centro (2, -1); =35 2, Centro (-3, 2); r=\f§

3. Centro el origen y pasa por (-3, 4) 4. Centro (1, —1) y pasa por (6,4)
5.Centro (1,-3)yestangentealeje X 6. Centro (-4, 1) y es tangente al eje Y
7. Tiene un diametro de extremos (2, 4) y (4, -2)

8.Deradior=1ypasa por(l, 1} ¥ (1, ~1)

9. Pasa por los puntos (0, 0), (0, 8) y {6, 0)

En los problemas del 10 al 15 probar que la ecuacidén dada representa una
circunferencia, hallando su centro y su radio.

10.x2+y?-2x-3=0 11.x2+y? +4y-4=0 12.x°+y*+y =0
13.x3+y? = 2x +4y—4=0 14.2x%+2y°—x+y-1=0
15. 16x%+ 16y — 48x — 16y —41 =0

Identificar y bosquejar el grifico de cada una de las siguientes ecuaciones,
Ademads, si se trata de una pardbola hallar su vértice y si es una hipérbola hallar
sus vértices y asintotas.

16. y:9x2 17. x=2y2 18, x* = -8y 19. 3y=5x2
20. x*+4y* =16 2. 5 =af=1 22. 9x2—y?=9 23. y-x*=9
24. y* =10-20x  25.16x% - 25y* =400 26. 4x% + 4y =9

27, 4y* +4y v 4x+1=0 28. 16x% + 9y — 36y = 108

29. 9x—y* +54x + 10y +55=0 30, X2 +y? —2x—4y+5=0

31. 4x2+9y*— 8x — 18y + 13 =0 32,y -x*—2y-2x+1=0
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APENDICE G

TRIGONOMETRIA

FUNCIONES TRIGONOMETRICAS
LAS FUNCIONES SENO Y COSENO

Sea C la circunferencia unitaria de centro en el origen,

Y 4

2 =
5 =l L
a la que llamaremos Circunferencia Trigonométrica. "
En primer lugar definimos una funcion: X
P Q=(1,0)
Para esto fijamos el punto Q = (1, 0), el
que sera nuestro punto de referencia. Sea
t e R. Sit=0, entonces

L0)=Q=(1,0
Si t > 0 comenzando en el punto Q = (1, 0), nos movemos sobre la circunferencia
C en sentido antihorario hasta formar un arco de longitud t. El punto final de este

arco es L(t). Si t <0, comenzando en el mismo punto Q = (1,0), nos movemos sobre
la circunferencia en sentido horario hasta formar un arco de longitud |t | El punto
final de éste es L(1). Asi,

L(n/2)=(0,1) 'y L{(-m2)=(0,-1)
Considerando que la longitud de C es 2m, se tiene que:
Lt+2m=L{t), Vte R,
Ademas, 27 es el menor nimero positivo que cumple esta igualdad. Es decir, L es

periddica con periodo 271, En general, una funcién f es periddica, si existe un
nimero real k>0 tal que:

f{t+k)=£t), vteR.
El menor numero k que cumple esta condicién es el periodo de la funcion.

DEFINICION. | Liamamos funcion seno y funcion

coseno a las funciones:
L(t) = (cos t, sen f)

Y 4
sen: R = R, sen(t) = ordenada de L(t) /’ \
1
dent §
cos: R = R, cos(t) = abscisa de L(t) )
\yq e

¥ -

Es decir,
L(t) = (cos(t), sen{t))

Escribiremos cos t y sen t, en lugar de cos(t) y sen(t)
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y=sent ¥
1
/_\ T
S T N 5 g x
. = =
2 i H
y=cost -

N\

[TEOREMA G.1] Para cualquier nimero real t se cumple:

1. sen{t+2n) =sent, cos(t+2m)=cost

2. sen{-t)=-sent, cos(—t)=cos t & ‘
- - L(t)
3. sen(i—t)=cost, cos(i—t)=sent /-\ %
4. sen®t+cos*t=1 k =0
L{-t)

5. |sent|<1 , |cost]| <1

It |

Demostracion

1. Esta propiedad es consecuencia directa de la periodicidad de la funcion L.

2. Esta identidad es consecuencia de que los Yt N}"
puntos v@ 4
rd
WO

L(t)=(cost,sent) y L(—t)= (cos(-t), sen(-t))
son simétricos respecto al eje X ( figura anterior).

3. Los puntos:
L{t)={cost,sent) y

L(7/2 —t) = (cos (n/2— ), sen (n/2- 1))
son simétricos respecto a la diagonal y = X, por tanto, sus coordenadas se
intercambian,

.
N
LY
\
~
o
(|

-
o
Sem

4. El punto L(t) = (cos t, sen t) esta en la circunferencia trigonométrica. Por lo tanto,
se tiene que:
cos®t+sen’t=1

5. Como cos? t +sen’ t = 1, se tiene que sen’t<1 y cos?t< 1. Extrayendo

raiz cuadrada a estas dos desigualdades obtenemos lo deseado.
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La propiedad (1) nos dice que las funciones seno y coseno son periddicas. Se puede
probar que el periodo es 2n. La propiedad (2) nos dice que el seno es una funcién
impar y que el coseno es par.

EJEMPLO 1.| Hallar todos lost « R tales que:

L. sent=10. 2. cost=0.
Solucitn
1. sent=0 <> L{O=(1,0) 6 L{t)=(-1,0)
S ot=2nm 6 t=m+2nn, VneZ & t=nm, VneZ.
2. cost=0 ©LEO=(0,1) 6 L(t)=(0, -1)
= t=%+2n7: ] tI%n +2nm,VneZ & t=12t-+n:rc,VneZ'

LAS OTRAS FUNCIONES TRIGONOMETRICAS
Las restantes funciones trigonométricas: tangente, cotangente, secante vy
cosecante, a las que abreviamos con tan, cof, sec y cosec, respectivamente, las
definimos en términos de las funciones seno y coseno.

sen t cost
DEFINICION.| a. tant= = b. cott= —

1 1
c. se“_cost d. cusect—sent

De acuerdo a los resultados del ejemplo anterior tenemos que:
1. Dom(tan) = Dom(sec) = { teR/tza/2+nn,nef }

2. Dom(cot) = Dom(cosec) = { teR/t#nm, neZ }

. y=ecigt Y
y=tgt Y ' 1
1 » 1 ' ]
| 1 . 1 ' )
! 1 ' 1 ' 1
! 1 v ' ] 1
i 1 ] 1 [ ]
! 1 [ ] 1 1
4 1 [ 1 1 1
= | : : ! :
Y I\ i L 1 {
el x x 1 m-2 2 N T
: 3 2! 3 P e * Ry
' ’ X : ) 1
L 1 1 1 ' |
' ' ' 1 1 1
: (] 1 1 [} 1
. . ' ' '
y=sect
. i ; y=cosec '
L} 1 L} :
: . : '
[ ] v x
1 ) L} L]
1 ] [ [
; 1 i H :
1 i 1 1 i T
-z M T % 3m T 1
21 1 11 7 el T ' in
' ' ' F] ~1 - ' s
‘\' Iml 5 ! S
1 1 1 L]
' 1 t '
) 1 13 ]
] 1 1 1
1 i ] 1
H f 5 )
!
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EJEMPLO 2.| Hallar el valor que toman las funciones trigonométricas en t=—97.

Solucion

Tenemos que L{(-91 ) = L(-n +2(—4)n) = L(-n ) = (-1, 0).

Luego,
o o ey Sen(-9m) 0
a. sen(-9m) = 0 b. cos(-9m) =—1 c. tan(-9m) cos(-9m) -1 0
1 1
. cot(=9 3 defini i i T
d. cot(—91) no esta definida e. sec(-9m) cos(-9m) -1 I

f. cosec(—97) no estd definida

ANGULOS ORIENTADOS

Diremos que un angulo estd en posicién normal si su vértice coincide con el
origen del sistena de coordenadas y uno de sus lados, al que llamaremos lado
inicial, coincide con el semieje positivo de las X. El otro lado es el lado terminal.
La figura adjunta muestra al 4ngulo AOB en posicién normal. El lado inicial es OA y
OB es el lado terminal.

Angule Positive Angulo Negativo
Lado Terninal T Y Y
o A
B

0 | Ladu Inicial

El concepto de angulo dado en Geometria no es satisfactorio para el Célculo. Es
necesario que a cada angulo le asignemos ademas una rotacidn y obtener, de este
modo, un dngulo erientado. Asi, el angulo orientado AOB se obtiene por la
rotacion del lado inicial QA hasta el lado terminal OB. Un 4ngulo orientado es
positivo si la rotacién es antihoraria (contraria a las agujas del reloj) y es negativo si
la rotacion es horaria. El angulo orientado AOB adjunto es positivo, mientras que el
angulo AOC es negativo. El punto A del lado inicial, al rotar describe un arco que
tiene cierta longitud. Convenimos en considerar esta longitud positiva si la rotacion
es antihoraria, y negativa si la rotacion es horaria.

Es claro que para un angulo cualquiera existe otro angulo en posicion normal al
cual es congruente. Por esta razén, no perderemos generalidad si nos concentramos
en estudiar los angulos en posicion normal.

Los angulos se miden en grados o en radianes (rad.). En el Calculo se simplifican
las formulas si se trabaja con radianes. Por esta razén el Cilculo adopta este tipo de
medida,
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DEFINICION. | Si un 4ngulo central (con vértice en el centro ) subtiende un arco

de longitud s sobre una circunferencia de radio r, entonces el
angulo mide

=‘f_‘ radianes (1)

Si un éangulo subtiende un arco igual a la 5 \
circunferencia completa, entonces el dngulo mide: i 3 ‘I
I
2nr ; \ !
—, radianes =2n rad. \ ,’
N ’
S -
Luego, 360° = 2rx rad. 6, simplemente, Se—=-

180° =n rad. 2)
De donde
180°

n

@) 1°=7gg rad. 0017 rads.  (4) 1rad.=—— ~57,3°
Para tener una idea geométrica de un angulo de 1 rad.
tomemos un angulo central 8 que subtiende un arco de
longitud igual a un radio.
Se tiene, por (1),

@

]
=
I
g

Es decir, un angulo mide 1 rad. si éste subtiende un arco de longitud igual al radio.

EJEMPLO 3. | Hallar la longitud del arco subtendido por un dngulo central de

6 = 1,8 radianes en una circunferencia de 12 cm. de radio.
Solucién
s=6r=1,8(12cm.)=21,6 cm.

Usaremos (3) y (4) para convertir grados en radianes y radianes en grados,
respectivamente.

EJEMPLO4.| Expresar:

5
a. 60° en radianes b, —5n radianes en grados

Solucién
a. 60°=6O(Lrad)=£rad b - 2xrad=- 2 |18} _ 4500
180 3 2 2 T

—— — — —
————— — —

——
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FUNCIONES TRIGONOMETRICAS DE ANGULOS

Hemos definido las funciones trigonométricas de mimeros reales. Sin embargo,
en la trigonometria elemental las funciones trigonométricas se definen para un angulo
agudo de un triangulo rectangulo como las siguientes razones:

_Op _Ady
sen 6= Hip cosO= Hip -

Ady oS

t0=
co Op 9

Opuesto

Hi ;
sec 0= Ady cosec 6 = ‘63 ARy ety

Debemos reconciliar estos dos puntos de vista.

DEFINICION. | Siun angulo orientado @ tiene L(8)

t radianes, entonces:
sen @ =sent

Si la medida del angulo esta dada en grados, 5
convertimos los grados en radianes. As, si el i Jo
gngulo ticne A°, que equivalena t radianes,
entonces

sen(A°) =sen t.
Con las demas funciones trigonoméiricas se procede de igual forma.

Ahora, tomemos el circulo trigonométrico, un dngulo central & medido en radianes
(@ radianes ) y el arco de longitud t que éste subtiende. De acuerdo a la formula (1) se
tiene que:

t
El—l =

Es decir, en el circulo trigonométrico, la medida del 4ngulo en radianes es igual a la
longitud del arco subtendido.

Ahora, mirando la figura anterior vemos que la definicion de las funciones
trigonométricas mediante el tridngulo rectangulo (definicion antigua ) coincide con la
dada mediante la circunferencia trigonomeétrica ( definicién nueva ) Asi:

) ]
(Definicidn antigua ) sen 6 = _Op - =
Hip 1

= sen 6 = ordenada de L(0) ( definicién nueva )

ANGULO DE INCLINACION

Se llama dngulo de inclinacién de una recta no horizontal al menor angulo positivo
que forma la recta con el semieje positivo de las X. A las rectas horizontales les
asignamos como angulo de inclinacién al angulo de medida 0.
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Es claro que si la medida del angulo de
inclinacion es o radianes, entonces .
0<a<m
Si L es una recta no vertical de pendiente m
y dngulo de inclinacion a, entonces

m=tan o

En efecto, mirando el triangulo de la figura,
tenemos que:

=m

_Op m
tan o = Ady = 1

; ; g gy wm i
Si la recta es vertical, su angulo de inclinacion mide 3 rads. Pero tan( 5 ) no

estd definida. Este resultado concuerda con el hecho de que las rectas verticales no
tienen pendiente.

ANGULO ENTRE DOS RECTAS

Sean L y L, dos rectas gue se cortan Y L,
y que tienen angulo de inclinacién o; y oy
, respectivamente. En el punto de
interseccién de estas rectas se forman dos
dngulos suplementarios. Uno de ellos es:
. {az—al sioy 2oy
b= o — 0y Siog o,
velotroes B;=m—6

7 N ox
De estos dos angulos, si las rectas no son perpendicuiares, sélo uno es agudo. El
siguiente teorema nos dice como calcular este dngulo agudo.

[TEOREMA G.2| Sean L,y L, dosrectas no verticales y no perpendiculares, con
pendientes m; vy my, respectivamente. 5i 6 es el dngulo agudo
entre L, y L, , entonces

m; — m;
tan b= | 77—~ |

1+ m;m;
Demostracion

El angulo agudo 6 es 6, st tan®; = 0 des 0, sitan &= 0.
Sea o el angulos de inclinacién de L; ¥ o, el de L,. Supongamos que o 2 o.
Se tiene: 8= -0y, G,=1m-0), tan oy =my ¥y tan o, =m,.
Usando las identidades trigonométricas 6 y 11 y sabiendo que [a funcion tangente
tiene periodo n, obtenemos:
tan oty —tan o my — i,

Gl = Bley = o~ 1n wptancy 1+ mm,
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_ _ - ... o
tan 8, = tan(n - 6;) = tan(— 0,)= —tan O, = — T+ mym,
. @
Luego, tan®= |1+mim2 I
EJEMPLO 5.| Hallar los 4ngulos entre las rectas:
Lj:9%-2x-30=0, Lp:3y-8x+12=0
Solucién
2 8
La pendiente de Lj es m =g ¥ ladel; es my;=3
Si 8 es el angulo agudo entre las rectas, entonces
tan 0 = my-m; | | 8/3 - 29 124-2 |_ 66
1 +mym, | I |+(2/9X3/3) 27+16 \ .43

Luego, 0= arctan(-gg-) = 0,993 rads. = 56° 54' 54"

El otro angulo es 0'==n — 0,993 = 2,1486 rads. = 123° §' 6"

LEY DE LOS COSENOS

El siguiente resultado generaliza el teorema Pitagoras

[TEOREMA G.3] Si los lados de un triangulo miden a, by ¢ y 0 es el angulo
opuesto a ¢, entonces

c2=az+b2—23bc059

Demostracion

Tomamos un sistema de coordenadas en tal

forma que el angulo O quede en posicién normal y
el fado a descanse sobre el eje X

Tenemosque y=bsen8 y x=bcos®

Aplicando la formula de distancia para los vértices del lado c:
¢ =(x-a)+(y-0y )

=(bcosB-a) +(bsend - O) N
=b’cos” 6 — 2abcos 8 +a’ + b sen” § ; b

(a, 0)

7 1/

=al+ bz(cos2 0 +sen” 0 ) —2ab cos 0

2 2
=a +b —2abcosB
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FORMULAS DE ADICION Y SUSTRACCION

Las identidades trigonométricas que presentaremos cn el resto de este apéndice
son consecuencia de las sigpuientes fdrmulas de adicidén. Presentamos una
demostracion parcial de del siguiente teorema en el problema resuelto 4.

[TEOREMA G.4| a. sen(x+ y)=senxcosy+cosxseny

b. cos(x+y)=cosxcosy—Ssenxseny

€. sen{(X—-y)=senxcosy—cosXxseny
d. cos(x—y)=cosxcosy+senxseny

tanx + tany

e. tan(x+y)= I-tanx tany

tanx — tany

f. tan(x-y)=
( v 1+tanx tany

FORMULAS DEL ANGULO DOBLE
Sien las formulas a, b y e tomamos y=1x, se tiene:

2tanx

sen (2x) =2sen x cos X, cos (2x)= cos” X — sen2 X tan (2x) = 3
1-tan*x

~ La férmula anterior de cos (2x) combinada con la identidad cos” x +sen’ x =1
nos dan otras dos férmulas para cos (2x):

cos (2x) =2 cos’x —1 cos 2x)=1 -2 sen” x
FORMULAS DE REDUCCION DE POTENCIA

. . . . 2 2
Si en las dos formulas anteriores despejamos sen” x y cos” x  obtenemos:

2 1- cos2x 2 1+ cos2x 2 1- cos2x
sen x = ———— 0§ X= ——— tan x= —————
2 2 1+ cos2x

Estas formulas, a su vez, sustituyendo x por x/2 y sacando raiz cuadrada, nos las
férmulas del angulo mitad
FORMULAS DEL ANGULO MITAD

1+cosx
2

1-cosx
2

X
cos — =t
g

X
sen — ==%
2

TRASFORMACION DE PRODUCTOS EN SUMAS

Combinando, mediante sumas y restas, las formulas a, b, ¢ y d obtenemos:

SENXCOS X = %[sen(xﬂr) + sen(x—y)]
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1
COSXCOS X = E[cos(x-i-y) + cos(x-y)]

sen x sen x = %[cos[x—y) - cos(x+y)]

TRASFORMACION DE SUMAS EN PRODUCTOS

En formulas anteriores, haciendo un adecuado cambio de variables y despejado,
se obtienen:

X+ x- + -

senx + seny=2sen ~—— cos = sen X —sen y =2 cos ——Y- sen ~—<
2 2 2 2

X+ X- + -

cosx + cosy=2cos Y cos 2Y  cosx-cosy=-2sen ~+Y sen 2T

2 2

Todas estas formulas estas formulas apareceran en una tabla més adelante,

PROBLEMAS RESUELTOS G

[PROBLEMA 1.| Probar que las funciones tangente, cotangente y cosecante son
impares y que la funcion secante es par. Es decir, probar que:

a, tan(—t)=—tant b. cot(—t)) =-cot t
c. sec(—t) = sect d. cosec(—t) = — cosec t
Solucién

Sdlo probaremos las partes (a) y (c). Para las otras se procede en forma similar.

sen(—t) —sent  sent

cos(—t)  cost T cost

a. tan{-t)= =~tant

[PROBLEMA 2.| Probar que el area A de un sector circular correspondiente a un
angulo de 0 radianes en una circunferencia de radio r es

s B
Sahicion

Es claro que en una misma circunferencia, las dreas de dos
sectores circulares son proporcionales a las medidas de los
angulos centrales correspondientes. De acuerdo a este resultado
y al hecho de que el circulo total es un sector circular de 27
radianes, tenemos que la razén entre el drea A y ¢l drea total del

circulo ( ar? } es la misma que la razon entre 8 y 2n. Esto es,
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1
= A:E or?

[PROBLEMA 3.| Los dos pifiones que enlaza la cadena de una bicicleta tienen 10
cm. y 3 cm. de radio, respectivamente,

a. Si el pifién grande (el de los pedales) gira a razon de 75
revoluciones por minuto. ;A cudntas revoluciones por minuto
gira el pifién pequeiio (el del caucho) ?

b. Silosruedasde labicicleta tienenunradiode 45 cm. ;A qué
velocidad se desplaza ésta?
Solucidon
a. La circunferencia del borde del pindn grande tiene
una longitud de 2m(10) cm. Luego, en un minuto,
cualquier punto de esta circunferencia hace un
recotrido de 2r(10)(75) cm. por minuto. Por otro
lado, la longitud de la circunferencia exterior del
pifién pequefio es 2n(3) cm. Luego, ¢l pifidn
pequeiio debe hacer:
2n(10)(75)

21(3) = 250 revoluciones por minuto.

b. La rueda trasera de la bicicleta, al igual que el pifion pequefio, gira a razén de 250
. revoluciones por minuto, lo que da un recorrido de:

2n(45)(250) cm/min. =22.500n cm/min. = 706,86 m/min.

[PROBLEMA 4.] Probar las signientes formulas aditivas

a. sen(xt+ty)=senxcosytcosxseny

b. cos(x+y)=cosxcosy—senxseny
¢. sen(x—y)=senxcosy—cosxseny

d. cos(x—y)=cosxcosy+senxseny

t t

e. tan (x+y)= x> 2OV
1-tanx tany

f tan(x-y)= _tanx - tany_
l+l‘nnx ta“y

Solucion

Probaremos solamente a, ¢, d y e. Las otras formulas se prueban en forma
similar. Comenzamos probando d.

d. Calculamos longitud del segmento PQ del grafico adjunto de dos maneras:
mediante la formula de la distancia y mediante la ley de los cosenos:
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(d(P, Q))2 =(cos B —cos a)2 + (sen B —sen o)’ Y 4+

= (senzu +cos” o) + (sr:n2 B+ cosz[’; ) P=(cosa,sena) | Q=(cosfi, sen P)

(d(P, Q))° = (d(0, P))* + (d(0, Q))*

-2 (d(0, P))(d(0, Q) cos (.~ B)
=2 —2cos (o - B)

e /
—2cosocos B —2sencsenf
=2 —2cosacosP—2senasenf > 3]

Luego,
2 -2cos(a—P)=2 —2cosacosf-2senasenp =
cos(x—P)=cosacos+senasenf
¢. La parte 3 del teorema G.1 dice que: sent= cos [n/2 —t] ¥ cost=sen [n/2 —t].
Luego,

cos [n2 - (x —y)] =cos[(n/2-x) - (-y) ]
cos (n/2 - x) cos (=y) + sen (/2 — x) sen (-y)

sen {(x — y)

= SENXCOSY—COSXSeny
a.sen (x +y)=sen(x~(-y)})= senx cos (—y) —cos x sen (—=y)
= 5enxXcosy-+cosxseny

=Sen X COSY —COS X Seny
sen{x+y) _ SenXcosy + cosx seny
cos (X +y) COSXCOSY — SenL X seny

e. tan(x +y)=

Dividiendo el numerador y el denominar entre cos x cos y:

sen X fcosx + seny/cosy _ tanx + tany

l -+ s e
an (x+3) 1 — (sen x/cos x)( sen y/cos y) |-tanx tany

PROBLEMAS PROPUESTOS G

1. Sin usar calculadora hallar:

7
a. ccnts—:;E , b sen?Tt , ¢ tan (—;—E ), d.sec (_7?7:) e. cosec(— n ).
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2. Hallar todos los a € R tales que:
a.tano=0 b.cota=0 ec.secaa=0 d.coseca=0 e.senot=—32E
3. Probar que:

a.cotf{ce+m)=cota b.sec{o+m)=—seca ¢. cosec(a + 1) = — cosec o .
4, Probar que:
a.cos(nm) =(-1)" . cos(o +nm) = (-1)cosax ¢ sen{a + nmw) = (-1)"sen a.

5. Sea P =(x, ¥) #(0,0) un punto del plano que estd a -
una distancia r del origen. Si L{t) es el punto de 2 T
intersecciéon del rayo OP con la circunferencia
unitaria, probar que /

a.senl="r£ b.cost= — c.tant=
r

X , X0 K‘/ 1
6. Hallar el valor de sen (-23n/2)cos (31n)

7.8ic + B+ y =m, simplificar
a.sen(2a+ B +y) b.sen(200+ B +y)tsen(B+7y)
8. Sabiendo que el periodo de y = senx es2ny el de y = cot x es &, hallar el

periodo de las funciones:
a. f(x) = sen (1x), donde X es una constante mayor que 0.  b. g(x) = cot(2x).

® |

9. Una circunferencia tiene un radio de 18 cm. Hallar la medida en radianes de un
angulo determinado por un arco de longitud
a.6 cm. b. 11.8 cm. ¢. 6mem

10. Hallar la longitud de un arco subtendido en una circunferencia de 9 cm de radio
per un angulo central de:

5 . o
a. ?65 radianes b. ar radianes c. 50°.

11, La distancia entre dos puntos A y B sobre la tierra se mide a lo largo de Ia
circunferencia que pasa por A y B y tiene por centro C, el centro de la tierra. Si
el radio de la tierra es, aproximadamente, 6.367 Km., hallar la distancia entre A
y B siel angulo ACB es de

a. 1° b. 30° c.45° d. 80° 45".

12. En el problema anterior, si el angulo ACB mide 1 (un minuto), entonces la

distancia entre A y B e s de una milla nautica. ; Cudntos Km. tiene una milla
nautica?

13, ;Cuantos radianes gira el minutero de un reloj en un lapso de 20 minutos?

14. Hallar la medida en grados de un dngulo que es suplemento de un angulo de

|
Eli— radianes.
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+ 1 =
15. Dos angulos intermos de un tridngulo miden B 7 ¥ : 3 1 radianes. Hallar la
medida, en grados, del tercer angulo. Y
16. En la figura, el arco QP tiene una longitud de 7?“ cm, %
Hallar el punto P. \/I Q=20
Y P

17. En la figura, el radio de la
circunferencia es 3 cm. y la longitud
del arco es 2n. Hallar P.

E

18. El lado terminal de un &ngulo orientado en posicién normal es el rayo OP, donde

Oeselorigeny P=(-2,6). Silamedida de este dangulo es « radianes, hallar
el valor de:

(sen o — 3cos o)(tan a)(sec o)

sen(=750°) " cos(—1290%)

. Hall g W e - =
19. Hallar el valor de cos(=150°) an(7.515%)

20. Hallar el valor de (cos 1_161 + sen %) (tan %+ cos 'If;—n-)
21. Hallar la longitud del lado de un poligono regular de n lados inscrito en una
circunferencia de radio r.

22. El caucho de un automdvil tiene un diametro de 60 cm. ; A cuantas revoluciones
por minuto gira ¢l caucho cuando el automévil viaja a 90 Km. por hora ?

23. Una banda enlaza a dos poleas, como indica la
figura. Los radios de las poleas son de 8 cm. y
14 cm., rtespectivamente. ; A cuantas
revoluciones por segundo gira la polea pequefia
cuando la grande gira a razén de 28
revoluciones por segundo ?

24. El angulo de inclinacién de una recta que no intersecta el segundo cuadrante es

de m/4 rads. Hallar su ecuacion sabiendo que su distancia al origenes de 4
unidades.

25, Hallar el dngulo agudo formado por las rectas: 3x +2y=0 y 5Sx-y+7=0.

26. Hallar la ecuacion de la recta que pasa por el punto Q = (2, 1) y forma un
angulo de /4 rads. con la recta 3y + 2x + 4 = 0 ( dos soluciones }.

27. Los puntos (6, 2) y (-1, 3) son dos vértices opuestos de un cuadrado. Hallar las
ecuaciones de las rectas donde estan los lados del cuadrado.
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