Essaidi Ali DS 01 PCSI

Calcul algébrique - Nombres complexes

Exercice 1 :

1. (2 points) Construire une fonction Python qui permet de calculer la somme d’une famille de nombres
complexe.

2. (2 points) Construire une fonction Python qui permet de calculer la factorielle d’un entier naturel.

Exercice 2 : On pose :

. k
Ve € R,Vn,p e N,S(n,p,z) = (}Hk- ):pk
k=0

k k
Vp,keN,<p+ ): (p+ )
k p
2. (a) (1 point) Montrer que :

p+k p+k:+1> (p+k>
Vp, k € N, = —
p < k ) ( p+1 p+1

(b) (1 point) En déduire que :

1. (1 point) Justifier que :

1
Vn,p € N,S(n,p,1) = (p+n+ )

p+1

3. Applications : Soit n € N.
(a) (1 point) En considérant le cas p = 1, calculer :

Vn € N,ik
k=0

(b) (2 points) En considérant le cas p = 2, calculer :

Vn € N, i =
k=0

(c) (2 points) En considérant le cas p = 3, calculer :
VneN,) K
k=0

4. (1 point) Soitx € R\ {1} etn € N. Calculer S(n,0, z).

5. Soitz € R\ {1} etn € N.
(a) (2 points) Calculer (1 — x)S(n, 1, ).
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(b) (1 point) En déduire que :

(n+1)a"*? — (n+2)z"™ + 1
(x —1)?

S(n,1,z) =

(c) (1 point) Application : Calculer :

6. Soitz € R\ {1},n,p € N*.
(a) (2 points) Montrer que :

(L= 2)S(0,p.2) = Sop = 1) = ("7 )
(b) (1 point) En déduire S(n,2,z) et S(n, 3, z).
(c¢) (1 point) Application : Calculer :

n

> (k+1)72F
k=0
Exercice 3 :
1. (2 points) Déterminer les nombres complexes z tels que :
z—1
z+1

2. (2 points) Montrer que :
Va,b,c € C,la+b]*+[b+c|* +|c+al* = |a]* + |b]* + |c]* + |a + b+ |

Exercice 4 :
1. (2 points) Déterminer les racines carrées du nombre complexe —252 — 64s.
2. (1 point) Résoudre, dans C, ’équation & : 2% — 8(1 — i)z + 63 — 16i = 0.
3. (1 point) En déduire les solutions, dans C2, du systéme :
r+y = 8—8i
Yy = 63 — 167
Exercice 5 :
1. (1 point) Calculer le module et un argument de 1 + i+/3.
2. (2 points) Résoudre, dans C, I’équation :

s L1+iV3
1—iV3
Exercice 6 : On considere le plan % muni d’un repeére orthonormé (O, 7, ;) et soient les points
A(2+2iv3),B(2-2iv3),0(-4),D (-1 +iV3) et E (=1 —iv/3).
(2 points) Placer dans le plan & les points A, B,C, D et E.

(2 points) Montrer que les points A, B et C' appartiennent a un méme cercle de centre O.

(1 point) Montrer que D est le milieu du segment [AC].
(2 points) Montrer que le triangle B D A est rectangle.
(2 points) Montrer que le triangle ABC' est équilatéral.

AN i

(2 points) Montrer que les points A, B, D et E sont cocycliques.
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