Lydex - Benguerir PCSI Essaidi Ali

TD - séries numériques - Correction

Exercice 1 : Etudier les séries :

pSesy 9 an (1) 98 ()

Solution de I’exercice 1 :
— Etude de la série Y cos o Ona:

1
cosﬁ—>17é0

. 1 . .
donc la série > cos — estdivergente car elle ne vérifie pas la condition nécessaire de convergence.
n

, —-nH"
— Etude de la sériez( —2171 :Ona
n
n
= —-1#0
n+1 7

(_1)7Ln
n+1

donc la série > est divergente car elle ne vérifie pas la condition nécessaire de convergence.

(=D)"n
+1

, 1\"
— Etude de la série ) (1 + > :Ona:
n

ln(l—i—i)n:nln(l—&-i) :n<;+0<i>) —l40(1) =1

(1+i>n—>e7§0

. " . . . .
d’ou la série > (1 + — ) estdivergente car elle ne vérifie pas la condition nécessaire de convergence.
n

donc :

, \"
— Etude de la série > <cos > :Ona:
n

1" 1 1 1 1 1 1 1
In <cosn) :nzlncosﬁ =n%ln (1 ~ 52 +0(nQ>) =n? (2112 +0(nQ>) =—3 +o(l) — —3

donc :

. 1\" . .
d’ou la série > (cos — est divergente car elle ne vérifie pas la condition nécessaire de convergence.
n

Exercice 2 : Soit a > 0. Etudier les séries :

1 1 avm al=D"

Solution de I'exercice 2 :
— Etude de la série 3

1

alnn alnn nplna !

- Soit n € N*. On alnalnn =lnalnn = lnnlna donc alnn — nlna d’ott —— =

On déduit qu’il s’agit d’une série de Riemann donc la série >

5, est convergente si, et seulement si, Ina > 1 si, et
a

seulement si, a > e.

essaidiali.co.nf 1/15 mathlaayoune @ gmail.com



Lydex - Benguerir PCSI Essaidi Ali

. 1
— Etude de la série > TR :OnaVn > €2 Inn > 2donc Vn > €2, (Inn)™ > 2" d’ou Vn > 62’W < .

Or la série )

convergente.

. N IURY . PRl 1
est positive et — convergente donc, d’apres le critere de comparaison, la série —— est
Ty <P 2 om g p p >

(Inn)™

, avr
— Etude de la série ) —-:
n!

. avn 1 avn .. 1
— Sia < 1alors Vn € N, — S . or > [~ est positive et > — est convergente donc, d’apres le critere de
e
comparaison, la série > [ est convergente.
n!
avm o an avn a”
— Sia > 1alors Vn € N, — =< —» or > — est positive et > — est convergente donc, d’apres le critere de
avm
comparaison, la série > ' est convergente.
n!
av™
On déduit que, dans tous les cas, la série > ' est convergente.
n!
, e aty”
— Etude de la série > :Ona:
n
a(-D" a s1mestpair
vn S N*, = 1
— sinestimpair
a
donc : P
a'” b
Vn € N*, > —
n

a(_l)"

. . b . o .
avec b = min (a, %) Or la série Y — est divergente positive donc, d’aprés le critére de comparaison, la série E
n

n
est divergente.

Exercice 3 : Soita,b € R avec b > 0. Etudier les séries :

(3n)!

praer 2y S gt 93 L TTan

Solution de I'exercice 3 :
— Etude de la série > n®™ : Ona:

(n+ 1)t (n+1)°

nabn = na b—b

— Sib > 1 alors, d’apres la régle de D’Alembert, 1a série Y n*b™ est divergente.
— Sib < 1 alors, d’apres la régle de D’Alembert, la série Y, n®b™ est convergente.

— Sib=lalorsVn € N*,n%" = n" = —— donc il s’agit d’une série de Riemann d’ou la série > n®b™ est convergente
e
si, et seulement si, —a > 1 si, et seulement si, a < —1.
On déduit que la série > n®b™ est convergente si, et seulement si, b = loub < lou(b=1leta < —1).

— Ftude de la série 3 E::'L))?)' :Ona
Br+1)! () Bn+3)! ()P Bn+3)(B3n+2)(3n+1)
(DD " Gu)l ~ (nt DY < @n) (n+ 1) ol

(3n)!
(n1)?

donc, d’apres la régle de D’Alembert, 1a série Y

est divergente.

o |

— Etude de la série 3 ?an;' :Ona:
(n+1)" (n+1)! " (2n)!  (n+1)"*(n+1)! " 2n)!  (n+1)" T n+1) 1 1 "n+1 L€
(2(n+1))! nnn! (2n + 2)! nrn!  nn(2n+2)(2n+1) n) 4n+2 4
nnl
donc, d’apres la régle de D’Alembert, 1a série ) % est convergente.
n)!
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n

3 1 1+
— Etude de la série — a+ k) :Onpose Vn € N* a, = —— a + k) donc :
(2n)! (2n)!
n)! n)!

k=1 k=1
n+1 n+1
Apt1 1 (2n)! 1 (2n)! a+n+1
= a+k) x — = a+k)x —; = —-0<1
an (2(n+1))! k:l( ) H(a—!—k’) (2n +2)! kl;[l( ) H(a—!—k‘) (2n+2)(2n+1)
k=1 k=1

n

1
donc, d’apres la régle de D’Alembert, la série E (2—)' H (a + k) est convergente.
n):
k=1

Exercice 4 : On considere la série :

="
Z n+1

o

: Montrer que la série est convergente.

2 : Montrer que Vn € N :
n -1 k 1 dt 1 tn+1
— k+1 1+t o 14t

k=0 0

3 : Montrer que :
L gnt1 1
VneN,Oﬁ/ dt <
o 1+t n+ 2

4 : En déduire que :
400 n
(1)

Zn+1 =1In2

n=0

5 : Donner une valeur approchée de In 2 a la précision 1073,

Solution de I'exercice 4 :
n

1: Lasériez( +)1
n

m 1) est décroissante de limite nulle donc, d’apres le critére spécial des
n
neN

est alternée, or la suite (

(=D"
+1

séries alternées, la série Y est convergente.

2: Soitn e N.Ona:

1 1 1 1 1
dt tn-i-l 1 tn+1 1—(—1 n+1tn+1 1— (=t n+1
7—(—1)“1/ —dt:/ o (—1)n dt:/ (=1) dt:/ ="y,
1+t o 1+t o \1+¢ 1+t 0 1+t o L1+t

0

or:
Vte[0,1],1— (=) = (1= (=) > _(—=)F = (1 +1) Y (~1)kF
k=0 k=0
donc :
1— (=)t &
vt € [0,1], (=" _ (—1)k¢k
1+t
k=0
d’ou :
gy 1y 1 yn+t1 l(i( )k k) i:( )k 1k i:( v 1 1t i:(_l)k-
— — (=1)" /*dt:/ D)%% | dt = —1'/tdt= —1'[ ]:
6: Soitne N.Ona: T
vt €10,1],0 < < gt
14+t
donc : ) ) .
tn+1 tn+2 1
og/ dtg/t”“dt:[ } =
o 1+t 0 n+2, n+2
7:0na:

Lygntl 1
OS/ dt<—— =0
o 1+1 n+2
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donc :

lim
n—+oo Jo 141

D’autre part :
S ) = 2
—— = |ln =1In
o L+t 0

k=0

donc, par passage a la limite :

+

[e%s} 1 k

Z (k: )1 =1In2
—0 +

=4
n +

dans le critere spécial des séries alternées, :

3: Lasérie )
nt1l/,en

n _1k 1 1 n+1 1 n+1
Z< ) :/ < —(—1)"*1/ t—dt:InZ—(—l)"“/ T
k+1  Jy 1+t o 1+t o 1+t

k
1 est alternée, or la suite est décroissante de limite nulle donc, d’apres la majoration du reste
n

400 k
-1 1
Vn € N, (k )1 < 5

k=n-+1 + n+

or:
NS CDF SR EDE S (DE -~ (1"
vnen, D DN D Db sl L P B v
kg1 O im0 °F imo °F im0 °F
donc :
n
(=1* 1
VneN,|In2— <
neN n2-3 T S
k=0
n 1 k
On déduit que pour que Z (k +)1 soit une valeur approchée de In 2 a la précision 1072 il faut que :
k=0
n
(=D* -3
In2 — —— <10
n2-0 TS

k=0

donc, il suffit que :
<1073

n+2 -

donc, il suffit que n > 10% — 2 = 998 d’ou il suffit de prendre n = 998.

Sous Python :

In [1]: S=0

In [2]: for k in range(999):
S += pow(-1, k) /(k + 1)

In [3]: S
Out[3]: 0.6936474305598223

On va comparer avec la valeur de In 2 proposée par Python :

In [4]: from math import log

In [5]: log(2)
Out[5]: 0.6931471805599453

In [6]: abs(log(2) - S)
Out[6]: 0.0005002499998769672
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On voit bien que :

~ 0.0005 < 1073

—1)k
1IQQ_Z:(/?%L)l

k=0

Exercice 5 : Soit o : N* — N* une bijection. Etudier les séries :

Solution de I'exercice 5 :

. . . . 1
— La série ) ; — est positive convergente donc elle est commutativement convergente d’ol la série ) , —— est conver-
n o

(n)

gente.
— Ona:
Ya,b > 0,0 < ab < 2ab < a® + b?
donc : ) ) )
Vn>1,0< <=+
no(n) — n?  o(n)?
Or les séries T~ —- et 3™ — t te donc, d’apres le critere d ison, la série T — est
rles séries > — et > ——— sont convergente donc, d’apres le critére de comparaison, la série > ———— est conver-
n? o(n)? g P P no(n)
gente.

Exercice 6 : Etudier les séries :

1
1 —cos—
2™ 4+ 5n3™ Inn
1 - n 2
)Y — )Y e 9%
exp— —1

n2

4)3 (Tll Zln”; 1) 5% (COS:L nsini) 6)>" <n1n <1+ 711) cos\/lﬁ)

Iy (\/nj_ - \/n21+1> 8) % (e <1+ i)) 9)% ((1+ 711)% - (1+ Z>n>

Solution de I'exercice 6 :

1—cos—

— Etude de la série 3 fn :Ona:
exp— —1
n
22
1—cosx~—ete* -1~z
0o 2 0
donc :
1 —cos l L
n . 2n? _ 1
1 2n
exp— —1 —
n n
1
1 1—cos—
Or la série > o est divergente positive donc, d’apres les relations de comparaison, la série fn est divergente.
" exp— — 1
. 9" 4 5n3" "
— Etude de la série :Ona:
2 4" —7n2 + 37 Inn
2™ 4+ 5n3" 5n3" 5 n3"
4n —7p2 +3nlnn  4n T 4n

(n+1)3"1 4" 3(n+1) 3
w2 2T L0 g
4n+l n3m 4n 4
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donc, d’apres la régle de D’Alembert, 1a série ) | I est convergente.
La série T 2" et te positive donc, d’apres les relations d som, la série 3 —2+O13" t
a série Y  —— est convergente positive donc, d’apres les relations de comparaison, la série es
4n & P P P 4n —Tn2 + 3" 1lnn

convergente.
, . Inn
— Etude de la série > gk Ona:

Inn

— — 0
NG
donc :
Inn 1 Ilnn 1
- o ——
n?  nyn./n ny/n
yo s . . . Inn
Or la série > \F est convergente donc, d’apres les relations de comparaison, la série ) —5- est convergente.
n

— Etude de la série 3 ( +m”

-1
):Ona:

donc :

1 -1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
o= (1) 2L (L o( L)) < 2 Do) ~o( L)
n n n n n n n n n n n

. 1 ) ) ) 1 n—1
Or la série ) — est convergente donc, d’apres les relations de comparaison, la série > — +1In—— | est conver-
n n n

gente.

. 1 1
— Etude de la série > (cos — —nsin ) :Ona:
n n

CoS T 5 1 —|—O(x2) et sinx 5 J:+O(a:3)

cepn1s0(d) (3 o(8)) -rvo) - rr0(2)) o)

L 1 R . . L 1 n—
Or la série ) , — est convergente donc, d’apres les relations de comparaison, la série ( +In
n n

donc :

1
) est conver-

gente.

. 1 1
— Etude de la séri In{14+—)— — | :Ona:
ude de aseneZ(nn( +n> cos\/ﬁ) na

2 2

In(1+ z) = - % +O(2®) et cosz = 1- % +0(2%)

(1o ) oy = (2 ro(3) (- eof )
h o) o4 o(e)
R ORENRTES

donc :

wof)-o(;%5)

Or la série >
f

est convergente.

, 1 1
— Etude de la série > ( — :Ona:
vn2—1 Vn2+ 1)

L 2N~ _ 2y __

. 1 1
est convergente donc, d’apres les relations de comparaison, la série > (n In (1 + ) — Cos )
n

n
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donc :

ViZ—1 Vn2+1 1 1
—

1
n
1
n

. 1 . .
Or la série Y — est convergente donc, d’apres les relations de comparaison, la série Y
n2

S

1 1
In{1+ —) —cos—= | est
nln ( + n) cos \/ﬁ> es

convergente.
, 1\"
— Etude de la série > (e— <1+ ) ) :Ona:
n

2

ln(l—&—x)?x—%—i—o(aﬂ) ete” =14+ o(x)

1 1—1—1 ' 1 1—|—1 ! ! + L 1 1—1— !
n — = n — = —_—— — —_— = _— —
n " n " n  2n2 © n2 2n © n
donc :
1\" 1 1 1 1 1 1 e 1
14— =exp|l——+4o0| — =eexp|—— 4ol — =e|(l——+o0|— =e— —+o|—
n 2n n 2n n 2n n 2n n
On déduit que :
AR (Yo e ()&
€ n ¢ € 2n © n T on © n 2n

. 1 . . . . . 1\"
Or la série Y — est divergente positive donc, d’apres les relations de comparaison, la série <e — (1 + ) ) est
n n

donc :

divergente.
3 1 2n 92 n
—Etudedelasériez<<1+n> —(l—i—n) >:Ona:
22
ln(1+x):x—?+o(x2) ete” =14z + o(x)
donc : )
1" 1 11 1 1 1
In{1+— =2nln(l+—)=2n|{———+o|— =2——+o| —
n n n  2n? n? n n
donc :
1\*" 1 1 ) 1 1 ) 1 - 1
14— =exp|(2——+o| — =e“exp|——+of| — =e“exp|l——+o| — =e"— — 4ol —
n n n n n n n
De méme, ona:
2\" 2 2 2 1 2 1
In|14+—-) =nlh|{l+—-)=n(=-—-—=5+o0|—5 =2——+o|—
n n o n n n
donc :

2\" 2 1 9 2 1 9 2 1 5  2€? 1
1+4—) =exp|2——+o0|— =e“exp|——+o| — =e“exp|l——+o| — =e"——+of| —
n n n n n n n n n

On déduit que :

(13) (e a) = (S () - (o)) = S ee(h) -

2n n
1 1 2
Orlasérie Y — est divergente positive donc, d’apres les relations de comparaison, la série (1 + ) — (1 + ) )
n n

3|

est divergente.
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Exercice 7 : Etudier les séries :

Solution de I'exercice 7 :

, -"
— Etude de la série > <1/1+( ) 1) :Ona:

NG

donc :
T (- () - S o)
d’ou :

(—1)" " 1 1 1
( 1+ _1>_ — —‘sm“(n)”‘sn

1 " 1"
Orlasérie Y — est divergente positive donc, d’apres les relations de comparaison, la série < ( 1+ ( \f) — 1) — (=1) )
n n

est divergente.
(=D"
Vn

La suite ( est décroissante de limite nulle donc, d’apres le critére spécial des séries alternées, la série y
n

est convergente.

y (1) 3 (—1)" (-1)"
Supposons que la série Y 1+ ——=— — 1| est convergente donc la série > 1+—-1] - est

vn vn 2y/n
convergente comme combinaison des deux séries convergentes » 1+ (=" —1]etd (_1)n. Absurde car la
vn Vn
série 1+ (=D" -1 - (=1)" est divergente donc la série > 1+ (=1" — 1 | est divergente.
vn 2y/n Vn
. 1
— Etude de la série > (—1)"y/nsin— : Ona:
n
sinz =2+ O(:c2)
0
donc : 1)
1 1 1 -n" 1
-1 in— = (—1)" —+0|= || = O
et - o(3)) - S o)
Or: 1 . 3
— Lasérie Y, ——= = > — est convergente car c’est une série de Riemann avec — > 1 donc, d’apres les relations de
n\/ﬁ nz 2
1
ison, la série > O| ——= | est convergente.
comparaison e (n \/ﬁ> s verg
. 1 o . NN - . . ) o (D)7
— Lasuite | —= ) est décroissante de limite nulle donc, d’apres le critere spécial des séries alternées, la série >
vn vn
la est convergente.
1
donc, la série Y (—1)"+/nsin — est convergente car somme de deux séries convergente.
, -1)"
— Etude de la série > _=0t :Ona:
n+ (=1)»
1
=1+0
720 10@
donc :
" 1" 1 1" 1 1" 1
n—(|—(_)1)n:( n) (=)™ :( n) (1+O(n>):( n) +O<nQ>
1+-—
n

Or:

essaidiali.co.nf 8/15 mathlaayoune @ gmail.com
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. 1 . .
— La série ) | — est convergente car c’est une série de Riemann avec 2 > 1 donc, d’apres les relations de comparaison,
n

- 1
la série Y O (n2> est convergente.

n
la est convergente.

(=D"

donc, la série Y T est convergente car somme de deux séries convergente.
n+ (—

. 1 L - R s . . , » ="
— La suite () est décroissante de limite nulle donc, d’aprés le critére spécial des séries alternées, la série > (=1)
n

Exercice 8 : Montrer que les séries :

2:(;2net§:m<l+(;2n)

sont a termes équivalents mais de natures différentes.

Solution de I'exercice 8 :
— Ona:

donc :

In (1+—(_1)n) ~ 2V

vn vn

—_1)"
et> In (1 + (=D > sont a termes équivalents.

vn
. L. (=™ . 1 L . N s 5 5
— Etude de la série > : La suite | —= | est décroissante de limite nulle donc, d’apres le critére spécial des séries

vn o vn

—1)"
( \/ﬁ) la est convergente.

On déduit que les séries >

(-1
Vn

n

alternées, la série

, 1"
— Etude de la série > In (1+ (\/% ) :Ona:

mu+xy§x—%~+dﬁ)
donc :
(1 )= () o ((5)) - -5 (0)
d’olr

(14 (=)™ (=)™ 1 . 1 1
n — = — — ~N ——
vn Vn om " \n 2n
S R i . . . . (=H*\ =y~
Orlasérie Y — est divergente positive donc, d’apres les relations de comparaison,lasérie y (In ([ 1+ NG Tn
n n n

est divergente.

. 1 o o R s L. L , . ="
La suite () est décroissante de limite nulle donc, d’apres le critere spécial des séries alternées, la série (=) la

vn vn

est convergente.
est convergente donc la série . (In | 1+ (D" _ (=b" est conver-
Vvn Vn
-1" -1"
(\/ﬁ)) ety (\/7% Absurde car la série

=™\ _(=D" , ” (=" ,

> <1n (1 + - est divergente donc la série Y In ( 1 + est divergente.
Vvn vn Vn

(1"

. ) (=)™ . . .
On déduit que les séries Y ———et > In (1 sont a termes équivalents mais de natures différentes.
q > NG > + NG q

(-1)"
\/ﬁ

gente comme combinaison linéaire des deux séries convergentes » . In | 1 +

Supposons que la série Y In (1 +

Exercice 9 : Soit a € R. Etudier la série :

[
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Solution de I'exercice 9 : Ona:

1 1 1 1 1 1
Vn > 1,11171 :flncosg =—In (12n2+0(nQ>) = 2712+0<712>

Ccos —
n
donc :
«
! 1 @ 1 o 1 1 1 1
n 1 - In2 + 2 = 90n2a (1 + 0(1)) = 9on2a ( +O(1)) = 90 2a o 2an2a ~ Qa2
cos —
«

.. .. 1 . . L. 1 1 .

Or la série positive > Jan2a est convergente si, et seulement si, 2 > 1 donc la série Z n— est convergente si, et
cos —

. . . 1
seulement si, 2« > 1 si, et seulement si, ov > 3

Exercice 10 : Soit z € R. Etudier la série :

Solution de I’exercince 10 :

n

— Si|z| > 1 alors P —>1 1 # 0 donc la série Y xnz+ 1ndiverge.
— Siz = 1alors #_’_1 =3 — 1 # 0 donc la série > m’fi—i—l diverge.

n

Siz = —1 alors la série >

I n’est pas définie.
x

n n

.. - X
™ or y_ |x|™ est positive convergente donc la série y e
x

Si |z| < 1 alors

converge absolument.

T
" +1 ~ |:v

Exercice 11 : Soit a > 0. Etudier la nature de la série :

r
2w

Solution de I’exercicenll :

1)
- _>17é0donclasériezna(+()_1)n

— Si a = 0 alors la série n’est pas définie car Vn € N impaire, n® + (—=1)" =1—-1=0.

— Sia < 0alors diverge grossierement.
ne +

—1)

— Sia > 0alors :

ety S (S () - S ()

noe
donc : e e

VR e VU S AF S W

ne + (_1)71 na n2a n2a n2a

. 1 .. . (=" (=)™
or la série —— est positive d’ou, d’apres les relations de comparaison, les séries — et
2oy estp p p > <n“ oy

1
>~ —— sont de méme nature.
n2a

(="

n(L

est

. 1 . .. .
La suite (a est décroissante de limite O donc, d’apres le critére spécial des séries alternées, la série »

: Wn e N, =n" (na(—l)" B (—1)"> _ (=

convergente, or:
ne + (_1)n + (_1)n na na

-nH" -nH" -1n
donc les séries » ( (=D - (=1) ) et > 7( ) — sont de méme nature.
ne + (_1)n no ne + (_1)n

(-1 | :
———~—— et > —— sont de méme nature.
na + (_1)n nQa

On déduit que les séries »
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. . 1 . . . . 1 .
Or la série de Riemann ) —, est convergente si, et seulement si, 2a > 1 si, et seulement si, a > — donc la série
n

" . . 1
Z ( ) o est convergente si, et seulement si, a > 5

n® 4+ (—1)

On déduit que la série 3 (=b" t te si, et seulement si, @ >
n deduit que la serie ————— est convergente S1, €t seulement S1, a —.
q nat (—1)n g 2

Exercice 12 : Etudier la série :

ZCOS (7m2 In i >
n—1

Solution de I'exercice 12 : Ona:

In(1 — ) ST —2® =2+ O(z")

donc : .
In—" = In(1--=
n—1 n
1 1 1 1
= —_— O _
n  2n?2  3nd * (n4)
donc : X : , )
cos(ﬁn2lnn_1> = cos 7m2<n+2n?+3n3+0 Y
= cos|mn+ il + N + 0O i
N 2  3n n?
Or: -
Vo € R,Vn € N, cos(z + nm) = (—=1)" cosx et cos (m + 5) = —sinx
donc : )
cos <7rn21nnr_11> = (=1)"cos (72r+?:;+0<n2>>
T 1
= (=D lgin| —+0—=
(—=1)"'sin (?m, + (n? )
Ona:
sinz = x4+ O(x)
donc :

-1 n—1 1
cos(ﬂnzlnnnl):( ;n 7T+O(n2)

. 1 . . . .
— Lasérie ) — est convergente car ¢’est une série de Riemann avec 2 > 1 donc, d’apres les relations de comparaison, la
n

1
série O <n2> est convergente.
( -1 ) n—1
n

— La suite ( est décroissante de limite nulle donc, d’aprés le critére spécial des séries alternées, la série »
n
est convergente.

(_1)n—1

On déduit que la série > cos (an In #) est convergente car combinaison linéaire des deux séries convergentes »
0 1
et Z ﬁ .

Exercice 13 : Soit a € R*. Etudier la série :

n

>
a™n!

Solution de I'exercice 13 : Ona:

n+1)"+t T
M_(HU"_( 1>L1%€
n" |a|n™ la|  |al
amn!

essaidiali.co.nf 11/15 mathlaayoune @ gmail.com



Lydex - Benguerir PCSI Essaidi Ali

n

13 b by b £ ot n
— Si |a| > e alors ﬁ < 1 donc, d’apres la regle de D’Alembert, la série ) | — ; converge absolument donc elle est
a” n!

convergente.

— Si |a| < e alors, d’apres la formule de Stirling :
n?L n?L 671,
~ = — +00
a™n! n" ny/
ar (n /727”1) a™\/2mn
e
n
donc la série ) | — ' diverge grossierement.
'n!
n
. _ . e 1 o, . P n” .
— Sia = ealors prrmey \/ﬁ et puisque la série > T, estpositive divergente donc la série ) | -7 diverge.
— Sia = —e alors, d’apres la formule de Stirling :
n” = —0
e"n!  2mn
Ona:
(n + 1)n+1
entl(n+1)! 1 n\"
- = (14 =
n e
e" n!

1\" 1\"
donc In (1 + ) <1dou (1 + ) <e.
n n

SRS

1
Or, on sait que Vz > 0,1n(1 + z) < x donc In (1 + n) <

n

. . n .
On déduit que la suite < - ‘> est décroissante.
e nl

n n

la suite —_—
(—e)mn!

— '> est décroissante de limite nulle donc, d’apres le critére spécial des séries alternées, la série y
n!

est convergente.
n

On déduit que la série

n . .
o converge s1, et seulement si, |a\ >eoua= —e.
a™n!

Exercice 14 : Séries de nombres complexes :
Soit z € C\ Z~. Etudier la série :

Solution de I'exercice 14 : Ona:
1 1

= ~Y
lz+n| n

(-1)"

zZ+n

n

Or la série ) — est divergente positive donc, d’apres les relations de comparaison, la série
n

(=D"
2 n+z
On pose z = a + ib avec a,b € R donc :

-y~ =y~ =y~

est divergente d’ou la série

n’est pas absolument convergente.

(a+n)—ib n+a , (="

AT Y _ b
(a +mn)?+ b2 ( )(n+a)2+b2+z(n+a)2+b2

(=n"

(n+a)? + b2

1)
d’oti la série ) % converge si, et seulement si, les séries > (—1)"
n+z

(="

(n+4a)? +v?

n-+a
(n+a)?+ b2

ety

convergent.

— Etude de la série 3 :Ona:

1 1
(n+a)2+b n?

(1"

(n+a)?+b?

(=D"

m est absolument

. 1 .
et la série ) | — est convergente donc, d’aprés les relations de comparaison, la série )
n

convergente. En particulier, elle est convergente.
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n—+a T+ a

— Etude de la série Z(—l)”m : On considere la fonction f(z) = Graf Ona:
b2 — (z + a)?
Ve >0, f(2) = ———Ir
T = Grap+m
I s . (n+a) L o .
donc f est décroissante pour x assez grand. On déduit que la suite | ——————— | est décroissante a partir d’un certain
(n+a)?+ b2
(n+a) . . . nta

rang et puisque — 0 donc, d’apres le critére spécial des séries alternées, la série > _(—1)"

(n+a)? + b2 (n+a)? + b2

-1
On déduit que la série ( +)n
z+n

est convergente.

est convergente mais pas absolument.

Exercice 15 : Séries de Bertrand :

1 : Montrer que :
n

Yn > 2, Z k‘lnk >In(ln(n+1)) — In(In2)

2 : En déduire la nature de la série Z
n>2

nlnn

3 : Montrer que :

2 1
=30 0tk S e

4 : En déduire la nature de la série Z
n>2

nin’n’

Solution de I'exercice 15 :

1: Soitn > 2. La fonction f(t) = est décroissante sur |0, +o00[ donc :

tint

1

1
Vk > 2.Vt € [k, k+ 1], “nt_ Tk

kL qe kL q¢ k+1 1 A 1 1
Yk > 2 — < - dt = M =~ (k- 1—k)=
= /,C tint */k klnk klnk/k k:lnk:”k k:lnk:( + ) klnk

On déduit que :

n n k+1 n+1 n+1 ’ n+1
Z S / e / at / (nt)” oy — / (In(Int)) dt = [In(ln )2 = In(In(n+1))In(in 2)
P 2 2 2

tint tint Int

k:2
2:0na:

Z In(In(n + 1)) — In(In 2)

k=2

1
et In(ln(n 4+ 1)) — 400 donc la série positive Z 0 est divergente car sa suite des sommes partielles n’est pas majorée.
nlnn

n>2

1 .
——— est décroissante sur |0, +-00[ donc :

3: Soitn > 3. La fonction f(t) =
tIn“t¢

Vk > 2.Vt € [k |+ 1],

>
tnt = (k+1)In*(k +1)
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douVk > 2:
/k+1 dt /k+1 dt
7, = 2
Jik  tlnt v (k+1)In“(k+1)
1 k+1
- |
(k+1D)In*(k+1) Ji
- 2 k
(k+1)In“(k+1)
1 1
= 5 (k+1—-k)= 5
(k+1)In“(k+1) (k+1)In“*(k+1)
On déduit que :
- 1 LR
> 2 <2 am
P (k+1In“(k+1) =k tn“t
n+1 dt
B /2 tn?t
n+1 1 t/
- / (HQ) at
2 In“¢
n+1 1 /
AL
9 Int
1 n+1
)
S S NS
~ In2 In(n+1) ~ In2
4:0Ona:

SN | 1
Vn > 3, < —
- ;kank—ln2

. .. 1 . . .
donc la série positive E ——— est convergente car sa suite des sommes partielles est majorée.

ns2 nln“n

Exercice 16 : Régle d’Abel :
Soit (a,) € CNet (¢,) € RN
1: OnposeVn e N, A, = Zak. Montrer que Vn € N, Zskak = Z(Ek —ek11) Ak + Ent1An.
k=0 k=0 k=0
2 : En déduire que si (A,,) est bornée et (&,,) décroissante de limite nulle alors la série > ,,a,, converge.

n

3: Application : Etudier la série : > T
n

Solution de I'exercice 16 :
4: Soitn € N.Onaag = AgetVk € N*,a, = A — Ap_1 donc :

n

n
E ERar = €000+ D EkOK
k=0

= Evo + Z&k (Ak — Ak—l)

k=1
n n

= codo+ Y erndp— Y ernAp
k=1 k=1

n n—1
= codo+ Y erdr — Y enp1d
k=1 k=0

n—1

n
= E €kAk_§ Er1Ak
k=0 k=0

n n
= ZEkAk - Z€k+1Ak +éent14,

k=0 k=0
n
= E (e — €rt1) Ak + Ent14n
k=0
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5: Lasuite (A,) est bornée donc 3M > 0,Vn € N, |4, | < M.
— Lasuite (A4,,) est bornée et £, — 0 donc &, 114, — 0.
— OnaVn € N, |(er — ept1)Ak| = lex — ert1]|Ak| < M |e, — egt1] = M (e — ex41) car la suite (g,,) est décroissante.
On déduit que Vn € N :

n n n
D ek —ens) ARl <D M(eg —epyr) = MY _(ek — €hp1) = M(e0 — eny1) < Meg
k=0 k=0 k=0

La séri.e positive Y |(5,} — €n+1)Ay| estalors convergente car sa suite des sommes p'artielles (X keo l(er = err1) Ak, e
est majorée donc la série > (e, — £p41) A, est absolument convergente d’ou la série Y (e, — £,41) Ay, est convergente.
n
On déduit que sa suite des sommes partielles Z(sk — akH)Ak) est convergente.
k=0 neN

n n n
OnaVn € N, Z Erpay = Z(ak — €pt1) Ak + Eng1 A, etles suites (£,414,),, oy €t <Z(Ek — 5k+1)Ak> sont conver-
k=0 k=0 k=0 neN
n

n
gentes donc la suite E ELa est convergente comme somme de deux suites convergentes. Or E ERaL est la

. .kZO neN k=0 neN
suite des sommes partielles de la série > £,a,, donc la série Y €, a,, est convergente.
in

6: Etude de la série Ze—\/ﬁ :Ona:

- ik _ = ikil—ei(nﬂ)
VneNY et =3 () = g
k=0 k=0
donc : | |
n wl 1 — eilntl) B ‘1 _ez(n+1)‘ |1| + ’ez(n+1)‘ B 9
VH/E FL 25:6 _-‘ 1 —»ei - ‘1 —'eil S |1__ei| __|1 _’6”

k=0
n
donc la suite Z e'* | est bornée.
k=0
1 wm
D’autre part, la suite () est décroissante de limite nulle donc, d’aprés la question précédente, la série > % est conver-

Jn

gente.
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