Lydex - Benguerir PCSI Essaidi Ali

TD - Nombres complexes - Correction

1 Nombres complexes :

1.1 Représentation algébrique d’un nombre complexe :

Exercice 1 : Donner I’expression algébrique des nombres :

. . (2-5)(3—5)  (1+3i)(2—1) 5+5i 20
= 2 ) —4 = = =
a=(2+30)(5—40),b 1-3 512 T T Tira

Solution de I’exercice 1 :
— Expression algébrique de ¢ : On a :

a=243)(5—-4i))=2x5-3x(—4)+(2x (—4)+3x5)i=10+12+ (-84 15)i =22+ Ti
— Expression algébrique de b: On a :

(2 — 5)(3 — 50)

4— 3
2x3—(=5)x(=5)+ (2x(=5)+ (-5) x 3)i
B 4—3i
 6—25+(—10—15)i
B 4—3i
~ —19-25i
o 4—3i
(=19 —250)(4 + 3i)
B |4 — 3i2
=19 x4—(=25) x 3+ (—19 x 3+ (—25) x 4)i
a 16 +9
=76+ 75+ (=57 —100)i
o 25
 —1-15Ti
N 25
B 1 157,
T 25 25
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— Expression algébrique de ¢ : On a :

(1+3i)(2—1)
3+ 21
I1x2-=3x(=1)+ (1 x(-1)+3x2)i
3+ 21
24+ 3+ (-1+6)i
34 2i
5+ 5i
3+ 21
1412
3+ 2
(1+4)(3—2i)
|3 4 2i|?
Ix3-1x(=2)4+(1x(=2)+1x3)i
9+4
53+2+(—2+3)7:
13

= 3

541
a 513
25 5.

3713

— Expression algébrique de d : On a :

545 20
3—4i | 4+ 3
L+i 20
3—4i 4+ 3
(14 ) (3 + 40) 4—3i
20
34z T araip
Ix3—1x4+(1x4+1x3)i 4-3i
X 3 x4+ (1x4+ ><3)z_~_20 3i
9416 16+9
3—4+(4+3)i 4-3i
2
25 2055
e N Tt
N 5 5
—1 4 7i + 4(4 — 3i)
5
14 7i+16 - 12i

5

d =

= 5

= 5

= 5

15 — 5i
5
= 3—i

Exercice 2 :
1 : Calculer, suivant les valeurs de 1’entier naturel n, le nombre complexe ™.
2 : Calculer 7195 + 23 4 420 _ ;34

Solution de I’exercice 2 : Onai* = (1'2)2 =(-1)2=1.
1: Soitn € N.

— Sin = 4k avec k € Z alors i" = i*F = (i4)k:1’“:1

— Sin =4k + 1avec k € Z alors i" = 4++1 = (i4)kz =1k =

— Sin =4k +2avec k € Zalors i"® = i*+2 = (24)k12 =1Fx (-1)= -1
— Sin =4k +3avec k € Z alors i" = i4++3 = (14)ki3 =1F x (i) = —i

Ona 105 = 26 x 4 + 1 donc i19° = 4.
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-~ Ona23=05x4+3donci?® = —i.
— Ona20=25x4donci®® = 1.
— Ona34d=8x4+2donci’* = —1.
On déduit que :
1042 20 =41 -1=0

Exercice 3 : Donner I’expression algébrique des nombres :

’ , (2+3i)(1 — 3d) i—1 R N A
=(1+2i)(2—1i),b= = td=
= (e, 2+3i T (i+1)2° 1+

Solution de I’exercice 3 :
— Expression algébrique de a : On a :

a=(142)2-9)=1x2-2x(-1)4+(Ix(-1)+2x2)i=24+2+(—1+4)i=4+3i
— Expression algébrique de b : On a :

(2 + 3i)(1 — 30)

2+ 3
o 2x1-3x(=3)+(2x(=3)+3x1)i
B 2+ 3i
2494 (-6+3)i
B 2+ 3i
11 =3
2430
(11— 3d)(2 - 30)
N 12 + 3i/?
11 x2—(=3) x (=3) + (11 x (=3) + (=3) x 2)i
B 449
. 22-94(-33-6)i
B 13
. 13-39
B 13
= 1-3i
— Expression algébrique de ¢ : On a :
1—1 i—1 1—1 1 1 1 1.
¢= = —==-+zi

(i+1)2 12—12+42ix1x1 2 2 2 2
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— Expression algébrique de d : On a :
i+ i3+t 400

141
i—1

1+

JEEnE

141
2

= 31’3

Exercice 4 : Soita,b,c,d € R avec (¢,d) # (0,0). Simplifier les expressions suivantes :

a+ib a—1b
c+id c—1id

(a+41ib)? + (a —ib)?, (a +ib)* + (a —ib)* et

Solution de l'exercice 4 :
— Casde (a +ib)? + (a — ib)?
— Méthode 1 :Ona:

(a+1ib)* + (a—ib)* = (a® — b* + 2iab) + (a® — b* — 2iab) = 2a* — 2b°
- Méthode 2 :Ona:
(a+ib)* 4 (a —ib)* = (a +ib)? + (a + ib)2 = 2Re ((a + ib)Q) = 2Re (a® — b* — 2iab) = 2a° — 2b°
— Casde (a +ib)* + (a — ib)*
- Méthode 1 :Ona:
(a+ib)*+(a—ib)* = (a* — 4ia®b — 6a*b” — 4iab® + b*)+ (a® + 4ia®b — 6ab* + 4iab® + b*) = 2a*—12a%b*+2b"
— Méthode 2 :Ona:
(a+ib)* + (a —ib)* = (a+ ib)* + (a + ib)* = 2Re ((a + ib)4)

Or:
(a+ib)* = a* — 4ia®b — 6a%b> — diab® + b* = a* — 6a%b* + b* — 4i(a®b + ab®)
donc :
(a+ib)* + (a —ib)* = 2a* — 12420 + 2b*
a+ib a—id
- Casde c+id+ c—id
- Méthode 1 :Ona:
a+ib a—ib  (a+ib)(c—id) = (a—ib)(c+id)
c+id+c—id N e+ id|? lc — id|?
~ac+bd+i(bc —ad) = ac+ bd+i(ad — be)
N 2+ d? 2 +d?
_ac+bd +i(bc — ad) 4 ac 4 bd +-i(ad — bc)
B 2 + d?
_ 2ac+2bd
2 +a?
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— Méthode 2 :Ona:

a—&—?b_’_a—.zb:a—i—.zb a+ b — o%e a+ib
c+id c—id c+id

c+1id c+id
Or:
a+ib (a+1ib)(c—id) ac+bd+i(bc—ad) ac+bd n be—ad
— = = 7
c+id e+ id|? 2+ d? 2+d2 2+ d?
donc :
a+ib n a—1b  2ac+2bd
c+id  c—id 2 +d?
Exercice 5 :

1: Montrer que Vz,y,2 ER, x4+ yj + 22 =0=>zc =y = 2.
2: Soit z,y, z € R. Calculer (x +y + 2)(z + yj + 252)(x + yj% + zj).
3 : En déduire une condition nécessaire et suffisante pour que =3 + 3 + 23 = 3xyz.

Solution de I’exercice 5 : Onrappelle que j2 = let1+ j + j2 = 0.
4: Soitz,y,z €Rtelsquex +yj +2j2=0.0nal+j+j2=0doncj?=—1—jdou:

O=az+yj+zi=a+yj+z(-1—j)=z—2+j(y—=z)

Supposons que y # z donc j = i € R. Absurde car j ¢ Rdoncy = z,orz — z+ j(y — z) = 0donc z — z = 0 d’ou
y—=z

T =2z
On déduitque z =y = z.
5:0na:
(@ +yj+22)(@+yi? +25) = 2 +ayi® +azj+ayi +y>25° +yes® +azg® 4yt + 2250
= 224 ayj?+azj+aoyj +y® +yzgd +azi? +yzi+ 22 car j3 = letj4 = 35 = 4.
= 22 +y’ + 22 +ay(i+5%) +x2(i +5%) +yz( + %)
= 2?2+’ + 22 —ay—a2—yY2 carj 4+ j2 = —1.

donc :

(@ +y+2)(x+yj+27%) (@ +ysi® + 25) (z+y+2)(@? +y° +2° — 2y — 22— y2)
= 23 +ay? 422 — 2%y — 222 — ayz + ya? + > + y2?
—xy? —ayz — Yz + 22z +yPe + 2% —xyzr — w2? — y2?

= 23 +y3+2° - 3ayz
6 : D’apres la question précédente, (z +y + 2)(x +yj + 2j2)(z + yj% + zj) = 23 + y> + 23 — 3wyz donc :
(@®+y° +2° =3ayz) = (v+y+2)(z+yj+z?)(@+yi®+2j)=0

— z+y+z=00ux+yj+zj2=00ux+yj>+zj=0
— z4+y+z=00uz=y==2

1.2 Conjugué d’un nombre complexe :

19+ 7i\" 20 + 5i\"
N R
vn € ’<9—z’> +<7+6i> <

Exercice 6 : Montrer que :

Solution de I'exercice 6 : Ona:

1947  (19+47)9+i) 19x9-7—(194+7x9)i 164 —82i

=2—1

9—q |9 — 4|2 B 92 + 12 82
et:
20+5i_(20—1—52’)(7—673)_20><7+5><6+(5><7—20><6)z’_170+85i_2+Z
T+6i |7+ 6i]2 B 72 + 62 8
donc, Vn € N :

(13:.71') + (?ig) l:(2—i)”+(2+i)":(2—2’)"4—(27%-2')":(2— )"+ (24" eR
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Exercice 7 : Déterminer les nombres complexes z tels que

1
z+-€R
z

Solution de I’exercice 7 :
— Méthode 1 : Soit z € C* d’expression algébrique z = x + iy donc :

eyt TP L P G-
2+ =-=x+1 =z+iy+ —5—s5=2+—5—5 +1 -
z Y Y x2+y2 I2+y2 Y x2+y2

T+ iy

d’ou :
+1€R — 1 1 0
Z p— _ =
2 Y m2+y2
1
— =0ou 5——5 =1
Y Oux2+y2
& y=0ouz?+y?=1
<~ Qm(z)=0o0ulz|=1
<~ zeR*oulz|=1
- Méthode 2 : Soitz € C*.Ona:
1 1
z2+-€R = z4+-=z+-
z z z
_ 1 1
— Z+-=z+-
z z
_ 1 1
= Z—-z+-—-—-=0
zZ oz
— (-)+"%-p
Zz
_ z—Z
_ 1
1
<— ZzZ—2z=00ul——7=0
|22
= Z=zou—75 =1
|22
<~ z=zoulz]?=1
< z€R*oulz|=1

On déduit que :
1
z+-—€R <= zeR"oulz|=1
z

- Méthode 3 : Soit z € C* de forme trigonométrique z = re’* donc :

1 T 1 ; AP
z+—=re ' +-e "=|r+—|cost+i|r——|sint
z r T r

1\ .
(T—)smt:O
r

1
r=—ousint=0
T

d’ou :
1
z+-€eR
z

r=1oudk e Z,t=km

|z| =1 ou argz = 0[27] ou argz = 7[27]

[

|z| =1ouz e R*
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Exercice 8 : Soit z,z’ € Ctels que |z| = |2/| = 1 et 2z’ # —1. Montrer que :

z4+ 2
1+ zz2

; ] 1 - 1
Solution de I’exercice 8 : Ona |z| = |2/| = 1donc z = — et 2’ = — donc:
z z

o 11 z+2
z+ 72 _ Z+ 2 _ ;""; __zd 2+ 2
1+ z2 14z 1+1l 22/ +1 1+ 22
z 2 22!
donc :
z+4 2 c
1422/
Exercice 9 : )
1 : Trouver les nombres complexes z tels que : 1 eR.
z
-1
2 : Trouver les nombres complexes z tels que : 1 € iR.
z

Solution de I'exercice 9 : Soitz € C.
1: Iestclairque z #% —1.Ona:

z—leR — z—l_ z—1
z+1 241 \z+4+1
— z—1_2—1
241 z+1
— (-1DE+1)=0cEZ-1(z+1)
= zZ4z—ZzZ—-1=zz4+z2—2—-1
= z—Z=Z—-2z
<— 2z=2Z
= z=2Z
— zeR\{-1}
P

1
On déduit que I’ensemble des nombres complexes z tels que 1 eRestR\ {-1}.

z
2: Ilestclairque 2 # —1.Ona:

Z_le'R — z—1 z—1
1 = —
z+1 z+1 z+1
— z—l_ z—1
z+1 zZ+1
= (-1DE+)=—-(z-1(z+1)
< zZ4z—ZzZ—-1=—-z2z2—zZ4+2+1
<— zz—1=2z2zz+1
<— 2zz=2
<— zz=1
= |z|=1

€ iR est le cercle de centre 0 et de rayon 1 privé de —1.

-1
On déduit que I’ensemble des nombres complexes z tels que : )
z
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1.3 Module d’un nombre complexe :

Exercice 10 : Identité du parallélogramme :
Montrer que :

Vz,2' € C,lz+ 2P+ |z = 2P =2 (]2]* + |')

Solution de I'exercice 10 : Soitz,z’ € C.Ona:
lz4+ 217 +]z=21? = (+2)z+7+(z—2)z—27
= (242)(z+7)+(z-7)(2-7)
= |22 +22 + 224 P+ |22 — 22 — 2z + |2

= 2(|21* + 1)

Exercice 11 : Montrer que :

Ya,b,c,d € R, |la+b+c[vV2 < Va2 + 02+ Vb2 + 2+ /2 +a?
Solution de I'exercice 11 : Soita,b,c,d € R,u =a+ib,v =b+icetw = c+ ia. D’apres I'inégalité triangulaire :

u+ v+ w| <ful + |v] + |w]|

lu+ v+ w| =|(a+ib) + (b+ic) + (c+ia)| = |(a+b+c)+i(a+b+c) =la+b+c||]l +i| =|a+b+c]V2

et:

lul + [v] + [w| = |a 4] + |b+ic| + e+ ia] = Va? + b2 + Vb2 + 2 + V2 + a2

donc :

la+b+c]V2 < Va2 + 02+ V02 + & + Ve + a2

Exercice 12 : Déterminer les nombres complexes z tels que 2% = Zz.

Solution de I'exercice 12 : Soit z € C tel que 2* = z donc |2®| = |2| donc |z[® = |z| d’ou |2| = 0 ou |2] = 1.

— Si|z| =0alors z = 0.
— Supposons que |2| = 1:0na 23 = z donc z
z=—louz=40uz=—i.
On remarque que 0,1, —1,% et —1 vérifient bien 1’équation 2
S§=1{0,1,-1,4,—i}.

4 = 27 = |z| = 1 donc 2 est une racine 4-ieme de 'unité d’olt z = 1 ou

3 = z donc I’ensemble des solutions de I’équation 2> = Z est

Exercice 13 : Montrer que :

Va,b,c € C,la+b*+[b+c|* +|c+al®*=|a* + b + |e|* + |la+b+c|?
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Solution de I'exercice 13 : Soita,b,c€ C.Ona:

la+b2+b+c>+lct+a® = (a+bla+b+(b+c)h+c+(c+a)cta
= (a+b)(@a+b)+(B+ec)(b+2e)+ (c+a)c+a)
= (a@+ ab+ba+ bb) + (bb+ be + cb + c¢) + (ce + ca + ac + aa)
= |a|?> +ab+ba+bb+ |b|* +be+ cb+ cé + |c|? + ca + ac + aa
= |a> + |b]> + |¢[* + ab + ba + bb + b + cb + c¢ + ca + ac + aa
= af>+[b]* + |c|* + (ad@ + ab+ ac) + (ba + bb + b¢) + (ca + cb + cc)
= JaP+ P+ +a(@+b+e)+bv(a+b+c)+c(at+b+e)
= laP+ b2+ >+ (a+b+c)(@+b+c)
= [al> + B> + [e|* + (a + b+ e)(a + b+ )
= |a|>+ o> + |¢|* + |a + b + ¢/

Exercice 14 : Inégalité de Hlawka :
1: Montrer que Va, b,c € C, |a + b||b+ ¢| < |blla+ b+ c| + |a]|c|.
2 : En déduire que :

Va,b,c € C,la+0| + [b+c[+|c+al < [a| +[b] + |c| + |a+ b+ c|

Solution de I’exercice 14 :

1: OnaVa,b,ceC:

la+b||b+c| = |(a+b)(b+c)| = |ab+ ac+b? + be| = |bla+b+c) +ac| < |bla+b+c)| + |ac| = |bl|la+ b+ c| + |a|c]
2: Soita,b,ce C.Ona:

(la4+ b+ [b+c| +|cta)® =la+b+ b+ /> + e+ a> + 2]a+b]|b+ c| + 2b+ ¢||c + a| + 2| + al|a + b|

Or, d’apres la question précédente, |a+b||b+c| < |blla+b+c|+al|c], |b+c|lc+a| < |e|]la+b+c|+|al|b| et |c+alla+b] <
lalla + b+ ¢| + |b]|c| donc :

(Ja+bl+b+c +lct+a])> < la+b2+|b+c2+|c+al>+2[blla+ b+ c| + 2al|c]
+2|c|la + b+ c| + 2|al|b| + 2|al|la + b+ ¢| + 2]b]|¢]
< a+b2+b+c? + |c+al®> +2(|al + [b] + |e|)|a + b+ c| + 2|al|c| + 2|a|[b] + 2|b||¢|

D’autre part, d’apres ’exercice 13 de la page 8, :

la+ b2+ b4+ c®+|ct+a*>=|a*> + 6> +|c]* + |la+ b+

donc :
(la+bl+b+c +lc+a)?® < a2+ b2 +]|c|®+|a+b+c|? +2/bl|la+b+c]
+2|al|e| + 2|c|la + b+ ¢| + 2]al|b] + 2|al|la + b+ ¢| + 2|b]|c|
= (la| + 1] +|¢| + |a+ b+ ¢|)?
d’ou :

|+ bl + b+ ¢l + [ + al <laf +[b] + |¢| + [a + b+ ]

2 Equation du second degré :

2.1 Racines carrées d’un nombre complexe :

Exercice 15 : Calculde cos § etsin § :
1 : Déterminer les racines carrées de e’% par deux méthodes différentes.
2 : En déduire les valeurs de cos § et sin

us
R

Solution de I’exercice 15 :
1:
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— Méthode 01 : Les racines carrées de e’ % dont e'F et —e's.
— Méthode 02 : Soit z une racine carrée de e’ 7 de représentation algébrique de z = = + iy.
2:6i4—f ‘[zdoncx —y +21:17y*f fzdoux —y :§etzy7%20.

Onaz
Deméme,onazz—e4d0nc|22’—|e4|—1d’0u:c +y =1.
Ona:
:172+y2 = 1
2 2 V2
donc :
) 2+V2
€T =
4
) 212
y =
4

Or zy > 0 donc z et y ont mé€me signe d’ol :

VERR V212
- 2 xr = _f
ou
2-V2 _ 22
On déduit que les racines carrées de e’7 sont V2 Jr V2 +i\/2 > V2 of — V2 ; V2 72_\/2 . V2

2: Onaes—cosg—&—zsmgetcos%>()car%€[ 7] donc :

2+2
COS — =
2
LT 2 -2
Sin — =
8 2

Exercice 16 : Calcul de cos — et sin 1 :
12 12°

1 : Déterminer les racines carrées de ' par deux méthodes différentes.

2 : En déduire les valeurs de cos s et sin —
12 12°

Solution de I’exercice 16 :
1:
— Méthode 01 : Les racines carrées de e dont e?7z et —e’1z.
— Méthode 02 : Soit z une racine carrée de €'t de représentation algébrique de z = = + iy.

V3

x 1 3 1 3
On a 22 —e?:—+7idoncx2—y2+2ixy:§+§id’oﬁx2—y2:7etxy:i20.
De méme, ona 22 = ¢'% donc [2?| = |e'T| = 1 d’ob a? + y* = 1.
Ona:
$2+y2 = 1
V3
2 .2 _ VO
2% —y 5
donc :
) 243
€T =
4
,  2—3
o7 Ty

Or zy > 0 donc x et y ont méme signe d’ou :

:
&
o+

&

= 5 T = —
ou
V2B V2B
10/29 mathlaayoune @ gmail.com
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V2HV3 V2o VB L V2EVE V2V

z . . Z 1 =
On déduit que les racines carrées de e*s sont

2 2 2 2
e T ..o T T . :
2:Onaem—cosﬁ—l—z&nﬁetcosEzOcarﬁe[O,Q}donc.
m 2+/3
cos— = —~——_*°
12 2
LT 2-/3
sin— = ———
12 2

On remarque que :

(\/6+¢§)2=6+2+2W=8+4\/§:4(2+¢§)

et:
(\/67\@)2:6+272ﬁ:874\/§:4(27\/§)
donc :
o Y(VBEVD)' VGive
1 T 1 - 4
R A R N/ JaV
Slnﬁ = 4 = 4

2.2 Equation du second degré :

Exercice 17 : Résoudre I’équation :

22 —8(1—i)z+63—16i =0

Solution de I'exercice 17 : Ona:
A=(8(1- i))2 —4(63 — 167) = 64(1 — i)2 —4(63 — 167) = —128i — 252 4 64i = —252 — 644

Soit z une racine carrée de —252 — 644 d’expression algébrique z = x + 1y.

Ona z? = —33 + 567 donc 2 — y? + 2izy = —252 — 64i d’olt 2 — y? = —252 et 2y = —32.

De méme, on a z2 = —252 — 64i donc |22| = | — 252 — 64i| = V2522 + 642 = /63504 + 4096 = /67600 = 260 d’ol
22 + y? = 65. On obtient alors le systéme d’équations :

2 +y?2 = 260
2 —y? = 252
Y = —-32
Ona:
2 +y? = 260
2 —y? = 252
done 260 — 252
22 = — = 4
260 + 252
2= 2B o
2
D’autre part, on a xy = —32 < 0 donc x et y ont des signes opposés d’ou :

r = 2 r = -2
ou

On déduit que les racines carrées de —252—644 sont 2—16i et —2-+16¢ donc les solutions de 1’équation 2% —8(1—i)z+63—16i =

0 sont alors :
8(1—14)+ (2 — 161) 10— 244

2 2 =5—121

zZ1 =

et:
1_ ) - 2_1 ) - )
o 8(1—1) 2( 6i) 6 282 ;
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Exercice 18 : Résoudre I’équation :

22— (10— i)z +33 —19i =0

Solution de I'exercice 18 : Ona A = (10 —4)? — 4(33 — 19i) = 100 — 1 — 2 x 10i — 132 + 76i = —33 + 56i.
Soit z une racine carrée de —33 + 56¢ d’expression algébrique z = x + iy.

Ona 22 = —33 + 56i donc 22 — y? + 2izy = —33 + 56i d’ou 22 — y?> = —33 et 2y = 28.

De méme, ona 22 = —334-56i donc |2%| = | —33+56i| = v/332 4 562 = /1089 + 3136 = /4225 = 65 d’ol 2% +y* = 65.
On obtient alors le systeme d’équations :

?+y* = 65
22 —y? = -33
Ty = 28
Ona:
22 4+y?> = 65
2?2 —y? = =33
donc 65 — 33
2 = — = 16
v 2
65+ 33
Y2 = ; = 49

D’autre part, on a xy = 28 > 0 donc z et y ont méme signe d’ou :

z = 4 r = —4
ou
y =7 y = -7

On déduit que les racines carrées de —33+ 564 sont 4474 et —4— T7i donc les solutions de 1’équation 22— (10—i)2+33—19i = 0

sont alors :
(10 —4)+(4+T7i) 14+6i

= 2 D

=T+

et:
10—14)— (4470 6 — 8
2’2—_( 2)2( Z)—_ 22—_3—42'

2.3 Somme et produit des racines d’un équation du second degré :

Exercice 19 : Soita,b,c € C avec a # 0 et z, y les racines de 1’équation az? + bz + ¢ = 0.
1: Déterminer 22 + 32, 3 + 3% et * + y* en fonction de a, b et c.

1 1 1
2: On suppose que ¢ # 0. Vérifier que x et y sont non nuls et déterminer — + — et — + — en fonction de a, b et c.
zT Yy x Y

Solution de I'exercice 19 :
1: D’apres les relations entre les racines et les coefficients, on a :
b
rt+y = —-—

c
Ty = -

— Calcul de 72 + y%: Ona (z + y)? = 22 + y? + 22y donc :

b2 ¢ b2 —2ac
m2+y2=(m+y)2—2xy:—2—27272
a a a

— Calculde 2 + y : Ona (z +y)® = 23 + 322y + 22y% + 43 = 23 + v + 3xy(z + y) donc :

b3 c b b3 be b3 abc  3abc —b?
3.3 (. 3 _ _ _ _
— Calcul de 7% + y* : Ona (z + y)* = 2 + 423y + 62%y% + day® + y* = 2* + y* + day(2? + y?) + 62%y? donc :

cb? —2ac 2 B b 4ab2c —2a%c® A% B b* — 4ab?c + 2a2c?
7_6? Tt at -0 at at

b4
syt = (y) —day(2®+y?) —62%y? = ¥_45 ~
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2:Onaxy = ¢ # 0 car ¢ # 0 donc x et y sont non nuls.
a

1 1
— Calculde — + —:Ona:
&€ Yy

b
L1 _y+a_ 4 _ b
r Yy Ty ¢ c
a
1 1
—Calculde—z—i——Q:Ona:
T Y
b? — 2ac
1 1 _y2+x2_ a2 _b2—2ac
2 yﬁf 2292 - 2 - 2

3 Forme trigonométrique d’un nombre complexe :

3.1 Nombres complexes de module 1 :

Exercice 20 : Calcul de cos 2= :

5
2im 2

Onpose v =e€"5 etc=cos 5.

1: Calculer o, puis 1 + a + a? + o> + o*.

2 : Montrer que 3 = a + a* est un nombre réel, puis 1’exprimer en fonction de c.
3: Montrer que 3% + 3 — 1 = 0.
4:

Donner la valeur de c.

Solution de I'exercice 20 :

[ 2im =297 -
1:Onaa0:(65> =ePF =2 =let:

a5—1_

l+a+a®+a’+at=—F=0
a—1
2 : D’apres la question précédente, 1 = o® = a*a donc a4:$:%:dcar|a|: eS| =1douf=a+a*=
a+a=2Re(a) € R.
Ona 3 = 2Re(a) = 2Re (e%) = 2cos 2% = 2cdonc ¢ = g
3:0na:
B+B—-1 = (a+a4)2+a+a4—1
= a?+2°+a¥+a+at -1
= a’+2+at+a+at—1 cara® =leta® =a’a® =a?

= o*+1+a*+a+at
= l4a+a®+a®+a*=0

4:0napB?+p—1=0donc 3 est une solution de I’équation 2 +x — 1 = 0. Or A = 1 4+ 4 = 5 > 0 donc les solutions de

I’équation 22 + 2z — 1 = O sont :
_ oL+ Vh -1-5

X1 D) T = D)
donc :
-1+v5 V5-1 —1-+5
2 2 2
2 2 5—-1 5—-1
Or/622c:2cos§2()car§e {O,g} donc B = \[2 d’oﬁc:gz \[4 .
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3.2 Expression de sin nxz et cos nx en fonction de puissance en cos x et sin x :

Exercice 21 : Soitz € R.
Exprimer cos 4z + 3 sin 4 — sin 3z en fonction de puissance en cos z et sin x.

Solution de I'exercice 21 : D’apres la formule de Moivre :

.. .. 4
cosdx +isindx = (cosz +isinx)
= cos*z +4icosd zsinz — 6cos? zsin® z — 4icoszsin® z + sin? x
= costz +sin*x —6cos2zsin®x +1i (4 cos® zsinx — 4 cos x sin® x)

4 2

donc cosdx = cos* z + sin® z — 6 cos? zsin z et sin 4z = 4 cos® z sinz — 4 cos z sin? z.
Toujours, d’apres la formule de Moivre :

.. .. 3
cos3x +isin3z = (cosx +isinx)

= cosdx + 3icos?zsine — 3coszsin®z — isin® x

= cos®z —3cosxsin®z +1 (3 cos? xsinz — sin® x)
donc sin 3z = 3 cos? z sin x — sin® z..
On déduit que :
cosdxr + 3sindxr —sin3z = costx +sin*z —6cos?rsin®z +3 (4cos® rsina — 4cosw sin? z) — (3cos? zsinz — sin® )

= costz +sin*z — 6cos? xsin®z + 12cosd zsinx — 12cos zsin? z — 3cos? xsinz + sin® z

3.3 Linéarisation :

Exercice 22 : Soit z € R. Linéariser :

sin® 2z cos? x

Solution de I'exercice 22 : D’apres les formules d’Euler :

2ix —2ix 3 1T —ix 2
. 3 9 . e —e e’ +e
sin® 2xcos*x = ( % ) ( 5 )
_ L ((emm)?’ _3 (e2iw)2 e—2iT 4 3e2ix (e—Qia:>2 . (e—in)S) (em 4 9eiTe—iT 4 e—zm)
32
_ ;72 iz _ 32w | go—2iw _ e—ﬁz’z) (ezm +24 e—zm)

68iib + 2661'1 + €4ix _ 3e4ix _ 6€2ix —34+3+ 66721@ + 3674ix _ 6741'97 _ 26761'1: _ 8782'&0)

— 3% (€8iz _ 6782':1:) +9 (66ix _ 6761':1:) -9 (641':1: + 6742'00) -6 (622'00 _ 6721'9:))
= 32—2 (2¢sin(8x) + 4isin(6iz) — 4isin(4z) — 12isin(2z))
1 1 1 3
= ~15 sin(8z) — 3 sin(6iz) + 3 sin(4x) + 3 sin(2x)
Exercice 23 :
1: Soit z € R. Linéariser sin® z.

2 : En déduire, pour n € N* et 6 € R, la somme :

Z sin®(k6)
k=0

Solution de I'exercice 23 :
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1:0Ona:

; i 3
3 et _ o
sin-r = EEEe—
2

— _% (63723: _ 383122: + 3e—i.’z _ 6—371.16)
— _811 (e3iz _ e—3ix -3 (e3i:v _ e—ix))

1
% (2isin(3z) — 6isinx)
i

= ——sin(3z) + §sin:c

4 4
2: Soitz € R.Ona:
LB n ellntl)z _ 25t gip (b e osin @D gy (nd Dz gin (PtDz
Zem‘” = Z . = — 2 =e'2 2 = — 2 cos n——i—i,iQ sinE
— w1 2ie'2 sin 3 sin sin § 2 sin 3 2
donc : (1)
Zsin(kx) =Qm < e“”) = ——2 sin ne
sin £ 2
k=0 2
d’ou :
- " /1 3
Z sin®(k0) = Z (4 sin(3k0) + v sin(kG))
k=0 k=0
1 n n
= Z sin(3k0) + — Z sin(k6)
k=0 =0
o 1sin 20 3pp s DY g
B 4  sin % D) 4 sin g 1

3.4 Sommes de sinus et cosinus :

Exercice 24 : Soitn € Net € R. Calculer la somme :

Solution de I'exercice 24 : Ona:

"\ e 0 w O\, ime Looomf 0 . nd 0
Z e :(e +1) =1 2e2 cos§ =2"e2 cos" = =2 COS?COS §+2 zsm?cos —

k 2
k=0
Z ( ) cos(kf) = Re <Z (Z) e““’) = 2™ cos % cos” 3

k=0

>

(N}

donc :

Exercice 25 : Soitn € N* et 8 € R. Calculer la somme :

n

L (Z) sin(k)

k=0

Solution de I'exercice 25 : Ona:

Z(—l)k (Z) ettt = (—eie + 1)” = (—Qeg) sin z> = 2"(—1)”6139 sin”

k=0
S o o)) et

k=0

donc :

[\)
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3.5 Forme trigonométrique d’un nombre complexe :

Exercice 26 : Calculer le nombre complexe :

Solution de I’exercice 26 : Ona: -
1+Z\/§ o 2e'3 2im

= — —¢ 3
1—iv3  2e's
donc :
10
1+ Z\/g 2im \ 10 20in Gimt 2iT 2im 1 1
- :(63) —e 3 =e 3 —e 3 = —+1i——
1—14V3 2 V3
Remarque : On peut aussi remarquer que :
1+ Z\/g 2ix .
1-— zx/g
donc :
, 10
LEIV3Y o o
1—iV3
car j3 = 1.

Exercice 27 : Calculer le nombre complexe :

Solution de I'exercice 27 : Ona:

-0 (V3+9)° _ (VZexp(=if))" (2exp (iF))°
(-1-iv3)" (2exp (i5))"
(2% exp (—iF)) (2% exp (i)

Exercice 28 : Soit § €]0, 27[. Déterminer la forme trigonométrique des nombres complexes :

a=1—cosf+isinfetb=sind+i(1+ cosb)

Solution de I'exercice 28 :
— Forme trigonométrique de @ : On a :

T™—0

.8 . iz —id . i i
0 — 2472 SIH§=26126 'z s1n§:2ez 2 sin —

a=1—cosf+isind=1—(cosf —isinf)=1—e""

essaidiali.co.nf 16/29 mathlaayoune @ gmail.com



Lydex - Benguerir PCSI Essaidi Ali

0 0
Or 2sin 3 > 0 car 3 € ]O, g [ puisque 6 €]0, 27| donc la forme trigonométrique de a est :
9 =0 .
= 2 gin —
a e sin o
— Forme trigonométrique de b: On a :

, , 0 ,
b=sinf+i(l+cosf) =i(—isinf+1+cosb) =i(1+ e_’e) = 2ie~% cos 3= 2e'2

0 0
Or 2 cos 3> 0 car 3 € }0, g { puisque 6 €]0, 27| donc la forme trigonométrique de b est :

0 0
b=2¢"7" cos -
e COS B

Exercice 29 : On considere le nombre complexe :

: Déterminer I’expression algébrique de z.
: Déterminer la forme trigonométrique de z.
b

. ™ .
: En déduire les valeurs de cos B et sin —.

: Calculer (2\/5) 2018.

12

A W N =

Solution de I'exercice 29 :

1:Ona:
Lti _ (140 (V3-0) _VB+1+i(V3-1) VB+1  V3-1

VB VB4 4 T

5:0na:

&

L+i _ V2e'T 1y

jus
— _ 4

1
z = = — = e —
V34 2e% V2 V2

9]
o
|

6 : D’apres la question 1 :

V3+1l  V3-1
z = +

4 Ty
et, d’apres la question 2, :
V2 iz 1 T i 1 .«
z=—e"'12 = — €08 — + i—=sin —
2 V2 12 V2 12
donc :
1 T \/§+1€t 1 . 7m V3-1
—— CO0S — = —sin-— = ——
V2 12 4 V2 12 4
d’ou :
T V6+V2 T V62
CcoS — et sin —
12 4 12 4

7 : D’apres la question 2 :

1 =
z = \ﬁe 12
donc :
V2 = et
d’ou :
(z\/§>2018 _ (ei%)2018 _ (ei%)12><168+2 — i(168m+ ) _ if ? + %
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3.6 Arguments d’un nombre complexe :

Exercice 30 : Soit n € N. Calculer les arguments des nombres complexes :

N
a=(1-1)(64+6i),b= (7—72’\/5) (—1—i)etc:W

Solution de I'exercice 30 :
— Argumentdea:Ona:

a=(1-14)(6+6i) =6(1—1i)(1+1i)=6/1+i|> € RY

donc arg(a) = 0[27].
— Argumentde b:Ona:

b= (7 - 71'\/5) (—1—i)=7 (1 - Z\/§> (—1—i) =7 (2¢77%) (\/ie*) = 14v26(F-F) = 1426

donc arg(b) = Hx[2n].

— Argumentde c:Ona:

C:(2\/§+2¢)8: (4e'F)"  aseME 4 O TES R et
3

(1—1)° (\/ﬁe—i%)ﬁ V2e—6if 287t 23 93

Exercice 31 : Calculer les arguments des nombres complexes :

a=(1+4)° (1+i\/§>30 eth= (1 —¢\/§)10+ (1+i\/§)10

Solution de I'exercice 31 :
— Argumentdea:Ona:

30

a=(140)° (1+N§)

donc arg(a) = 2 [27] = 27 + Z[271] = Z[27].
— Argumentde b:Ona:

10 10 10 10 10
b= (1+iv3) +(1-iv3) = (1+iv3) +(1+iv3) 2§Re<(1+i\/§) )
Or1+iv/3 = 2¢'3 donc:
(1 I Z\/g) 10 _ (261'%)10 — 910,319 _ 910,019 _ 910 2in+i%E _ 910,i%

d’ou :

10 4
b:2§}%e((1+i\/§) ) :2(30537r e R*

car & € ]2 7|
On déduit que arg(b) = m[27].

4 Exponentielle complexe :

Exercice 32 : Résoudre dans C I’équation :

e =1+iV3
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Solution de I'exercice 32 : Ona:
1+iV3= 2exp (zg) = exp (ln2 + z%)

donc :
e =1+1iV/3 ez:exp(th—l—ig) = EIkEZ,z:IHQ—l—i%—i—Qilmr

On déduit que I’ensemble des solutions de I’équation e* = 1 + iy/3 est :

S={ln2+ zg + 2ikr [k € T}

Exercice 33 : Résoudre dans C I’équation :

Solution de I'exercice 33 : Ona:
e =e° & Ik€Z,z=72+2ikr & Ik €L z—z=2ikn < Tk €Z,Im(z) =kr
On déduit que ’ensemble des solutions de I’équation e* = e~ est :

S={2e€C/Sm(z) =kmraveck € Z} = {x + 2ikr/xr € Retk € Z}

5 Racines n-iemes d’un nombre complexe :

5.1 Racines n-iemes de I’unité :

Exercice 34 : Déterminer les nombres complexes z tels que :

L2017 _

Solution de I'exercice 34 : Soit z € C tel que z2°'7 = z donc [22°'7| = |2| donc |2[*°'7 = || d’olt |2| = 0 ou
|z| = 1.
- Si|z| =0alors z = 0.

— Supposons que |z = 1:On a 22017 = 7z donc 22°® = 27 = |2| = 1 donc z est une racine d’ordre 2018 de I’unité d’ou
2 = e201% = e1009 avec k € {0,1,2,...,2017}.
Réciproquement :

— Ona02°7 = 0 = 0 donc 0 est une solution de 1’équation 2217 = z.

- Soitk € {0,1,2,...,2017}.Ona:

( ik )2017 ( 2'ilc7r>2018_1 ik — 2ikm _ 2ikw ( 2ik7r)
1009 — [ e2018 —e 2018 — ¢~ 2018 — [ ¢ 3018

2017 _ 5
2017

ik . 52 .
donc e100s est une solution de I’équation z

On déduit que I’ensemble des solution de I’équation z = Zest

s={oyu{edh/ke{0,1,2,...,2017}}

5.2 Racines n-iemes d’'un nombre complexe :

Exercice 35 : Déterminer les racines 4-iemes du nombre complexe :

V34

Solution de I'exercice 35 : Ona:

V34 i =2

donc les racines 4-iemes du nombre complexe V3 + i sont :

2k
V2 exp (7 (22 + ;)) avec k € {0,1,2,3}
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d’ou les racines 4-iemes du nombre complexe /3 + i sont :
\fexp (z—) \[exp( 2 ) \4/§exp (zﬂ> et \fexp <2274)

Exercice 36 : Résoudre, dans C, I’équation :

s 1+iV3
z° = -

Solution de I'exercice 36 : Ona:

1+iV3 _ 2¢'5 o

1—iv3 2775

5 1+4V3
z =
1—1iv3

donc les solutions de I’équation :

sont les racines cubiques de '3 d’ou :

S = {eXp( <2;+2km)>/ke{0 }} { i ei%",e“‘.‘T"}

6 Nombres complexes et géométrie plane :

6.1 Nombres complexes et géométrie plane :

-,

Exercice 37 : On considere le plan & muni d’un repére orthonormé direct (O, ; Jj)- Représenter, dans chaque cas, les
ensembles :

DRe(z) =1 2)Sm(z) =2 3)Re(z) = Sm(z)

Solution de I’exercice 37 : Soit M € & d’affixe z € C d’expression algébrique z = x + iy.
— L’ensemble des z tels que ee(z) = 1:Ona:

Re(z) =1 <= =1 <= M € D avec D la droite d’équation = = 1.

Y

— L’ensemble des z tels que Sm(z) =2:0Ona:
Sm(z) =2 < y=2 <= M € D avec D la droite d’équation y = 2.
Y

y=2
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— L’ensemble des z tels que Re(z) = Im(z) :Ona:
Re(z) =Sm(z) <= xz =y <= M € D avec D la droite d’équation y = z.

)

7
N

-,

Exercice 38 : On consideére le plan & muni d’un repére orthonormé direct (O, f, 7). Représenter, dans chaque cas, les
ensembles :

1)Re(z) + Sm(z) =1 2)3Re(z) —43m(z) =2 3)2Re(z) +33m(z) <6

Solution de I’'exercice 38 : Soit M € & d’affixe z € C d’expression algébrique z = x + iy.
— L’ensemble des z tels que Re(z) + Sm(z) =1:0na:

Re(2) +QSm(z) =1 < xz+y=1 <= M € D avec D la droite d’équation = + y = 1.
\ Y
1 \

— L’ensemble des z tels que Re(z) — 43m(z) =2:0na:
Re(z) —49m(z) =2 <= x —4y =2 <= M € D avec D la droite d’équation z — 4y = 2.

Y

9 / z

— L’ensemble des z tels que 2Re(z) + 33m(z) <6:0na:
2Re(2)+3%m(z) <6 < 2243y <6 <= M € P avec P le demi-plan a gauche de la droite d’équation 2z + 3y = 6.
Y

%
%

Va
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- =

Exercice 39 : On considere le plan & muni d’un repere orthonormé direct (O, 4, j). Représenter, dans chaque cas, les
ensembles :

Dz —i=1 2)|z—1+3i =2

Solution de I'exercice 39 : Soit M € & d’affixe z € C.
— L’ensemble des z tels que |z — ¢| = 1 : Soit A(é). On a:

z—i=1 < AM =1 < M € ¥(A,1) avec €(A, 1) le cercle de centre A et de rayon 1.

Y

— L’ensemble des z tels que |z — 1 + 3i| = 2 : Soit A(1 — 3¢). Ona:
|z —143i|=2 <= AM =2 < M € %(A,2) avec € (A, 2) le cercle de centre A et de rayon 2.

Y

-,

Exercice 40 : On considere le plan & muni d’un repére orthonormé direct (O, f, j). Représenter, dans chaque cas, les
ensembles :

Dz+2—-i|<1 2)z—1+i|<2 31 <|z—1-1i<2

Solution de I'exercice 40 : Soit M € & d’affixe z € C.
— L’ensemble des z tels que |2 +2 — 4| < 1: Soit A(—2+ ). Ona:

[z4+2—i <1 <<= AM <1 < M € 9(A,2) avec Z(A,2) le disque de centre A et de rayon 2.

2 Y

° A
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— L’ensemble des z tels que |z — 1+ 4| < 2: Soit A(1 —4).Ona:
|z =141 <2 <= AM <2 < M € 9(A,2) avec Z(A,2) le disque de centre A et de rayon 2.

Y

° A

— L’ensemble des z telsque 1 < |z —1—4| <2:Soit A(1+¢).Ona:
1<|z2-1-i|<2 <= 1<AM <2 < ME€eE
avec F I’anneau délimité par les deux cercles excentriques % et %> de centre A et de rayons respectifs 1 et 2.

Y

©s
€1
oA

- =

Exercice 41 : On considere le plan & muni d’un repére orthonormé direct (O, 4, j). Représenter, dans chaque cas, les
ensembles :
Dz+2—d|l=|z+1-2i] 2)|]z4+2—-3i| <|z+1— 2

Solution de I'exercice 41 : Soit M € & d’affixe z € C.
— L’ensemble des = tels que |z +2 —i| = |z + 1 — 2i| : Soit A(—2 + i) et B(—1 +2¢).Ona:

|z+2—i|=]2+1-2i] <= AM = BM <= M € D avec D la médiatrice du segment [AB].

Y

— L’ensemble des z tels que |z + 2 — 3i| < |z + 1 — 24| : Soit A(—2 + 3i) et B(—1+2¢).Ona:

lz2+2-3i<|241—2i & AM<BM < McP
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avec P le demi-plan qui contient A et délimité par la médiatrice du segment [AB].

Y

A\\\B

Exercice 42 : On considere le plan & muni d’un repére orthonormé direct (O, f, 5) Représenter, dans chaque cas, les
ensembles : .
2n] 3)— T < Arg() <

Darg(z) = F[27] 2)arg(z) = 3

s
2

Solution de I'exercice 42 : Soit M € &2 d’affixe z € C*.

— L’ensemble des z tels que arg(z) = Z[277] :

71'
arg(z) = 1

avec D la demi-droite d’origine O privée de O et qui fait un angle 1 avec I’axe des abscisses.

S
8

]J
w| 3

arg(z) = g[27r] — (OM)=Z[2r] & MeD

avec D la demi-droite d’origine O privée de O et qui fait un angle 3 avec I’axe des abscisses.

w|
8
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parg—
— L’ensemble des z tels que 72 < Arg(z) < g : Soit a € [—m, 7] tel que (i, OM) = a[27]. Ona:

—%SArg(z)S — —%gagﬁ <~ MeD

2

o

. . . m ™ .,
avec D le secteur angulaire déterminé par les angles 1 et 3 privée de O.

Y

L i
8

-,

Exercice 43 : On considere le plan & muni d’un repére orthonormé direct (O, f, j). Représenter, dans chaque cas, les
ensembles :
z—1 z—141
DR =0 2)& — ] =0
) e(z—l) )\ym<z+1—i)

Solution de I'exercice 43 : Soit M € & d’affixe z € C.
— i) =0:Soit A(1) et B(7).Ona:

— L’ensemble des z tels que Re

%6(5_0_0 — %eiR — (AM) L (BM)et M # A < M e ¢\ {A}

avec € le cercle de diametre [A, B).

A X

z—1+1

— L’ensemble des z tels que Sm < -
z+1—1

) =0:Soit A(—1+4)etB(1—1i).Ona:

-1+ -1+
Sm <Z+1+Z> =0 < z+71+z €R <= M # Aetlespoints A, B et M sont alignés <= M € (AB)\{A}
z+1—14 z+1—14

Y

6.2 Caractérisation de trois points alignés :

Exercice 44 : Déterminer les nombres complexes z tels que 1, z et 22 soient alignés.

Solution de I'exercice 44 : Soit z € C.
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— Siz=1alors 22 = z = 1 donc 1, z et 22 sont alignés.
— Siz # 1 alors :

21 -1 1
: €R<:>7(Z ) +1)
z—1 z—1

1, z et 2% sont alignés +—= ER <= 24+1cR <= zeR
On déduit que 1, z et 22 sont alignés si, et seulement si, z € R.

6.3 Caractérisation de quatre points cocycliques :

Exercice 45 : Déterminer les nombres complexes z tels que les points :

A(z), B(z%),C(2%) et D(2%)

soient cocycliques.

Solution de I'exercice 45 : Soit z € C.
—Siz=0alorsz = 22 = 23

2% = 24 = 0 donc A, B, C et D sont cocycliques.
— Siz=1lalors z = 22 = 22 = 2* = 1 donc A, B, C et D sont cocycliques.

—Siz=1lalors z = 2> = —let 22 = 2* = 1 donc A, B, C et D sont cocycliques.
— Sinon,on a:
222t —z 2z-1) 2(z*—-1)  Z(z-1) z(z—l)(z2—|—z—|—1)_22+z+l_1 z
23—z 24— 22 2(22-1)22(22-1) z2(z—-1)(z+1) 2=-D(+1)  (z24+1)2 (z+1)2
donc :

Z3—Z2 24—2’

eR

A, B, C, D sont cocycliques ou alignés <= P w—

— 1- eR
(z+1)2
z
= eR
(z+1)?
— i = c
(z+1)2)  (2+41)2
<~ z = i
(z4+1)2  (2+1)2
= 3(z+1)2=2(z+1)?
= 2(22+224+1)=2(z2+22+1)
= 2|22+ 222+ 2 =222+ 2]2)* + 2
— 2|2 +z=z]2|*+2
— z]2]P+z-z]22P—2=0
= (z-2)|]2?+z—-2=0
—= (z—2)(]2*-1) =0
< z—z=0oulz]>?-1=0
< z=z=0o0uz|?=1
< z€RouzelU

Réciproquement :

— Siz € Ralors z, 22,23, 2* € Rdonc A, B,C, D sont alignés mais pas cocycliques car A, B et C sont deux 2 deux
distincts puisque z ¢ {0,1, —1}.

— Siz € Ualors |z| = |22| = |23| = |2*| = 1 donc z, 22, 23, 2% € Ud’ou A, B, C, D sont cocycliques.

On déduit que A, B, C, D sont cocycliques si, et seulement si, z € U.
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6.4 Caractérisation de I’orthogonalité de deux droites :

Exercice 46 : Droite d'Euler : Soit ABC un triangle du plan &2, O le centre de son cercle circonscrit et on considére
& muni d’un repere orthonormé (O, i, ;)

On se propose de montrer que 1’orthocentre, le centre de gravité et le centre du cercle circonscrit du triangle ABC' sont alignés,
la droite contenant ces trois points est appelée droit d’Euler.

Soient a, b, c les affixes respectives des points A, B et C' et H le point d’affixe a + b + c.

le sont aussi.

2 : Montrer que (AH) L (BC). En déduire que H est I’orthocentre du triangle ABC.
3 : Déterminer 1I’affixe du point G centre de gravité du triangle ABC.
4 : Montrer que les points H, G et O sont alignés.

- - b
1 : Montrer que bc — bé est imaginaire pur et en déduire que (b + ¢)(b — ¢) et te

Solution de I'exercice 46 : O est le centre du cercle circonscrit du triangle ABC donc OA = OB = OC d’ou
|a] = [b] = |c].

1:
— Ona: _ ~ -
bc —bc =bc — be = —(bc—bé)
donc bc — be est imaginaire pur.
— Ona: B - - - -
(b4 ¢)(b— &) = bb — bé + cb — c& = |b]? + be — bé — |c|* = be — b
car |b| = |c| donc (b + ¢)(b — €) est imaginaire pur car bc — b¢ est.
— Ona: -
b+c (b+c)b—c (b+c)(b—¢c)
b—c  |b—c2  |Jb—c?
b -
donc 2 € est imaginaire pur car bc — bé lest et |[b — c|? est réel.
2:0na:
h—a (a+b+c)—a b+c
b—c b—c Cb—c
—a b+c
donc — est imaginaire pur car —— 2 l estdonc (AH) L (BC).

Puisque A, B et C jouent le méme role donc (BH) L (AC) et (CH) L (AB) donc (AH),(BH) et (CH) sont les hauteurs
du triangle ABC' d’ou H est I’orthocentre de ABC.

3 : Soit g I’affixe de G. G est le centre de gravité de ABC' donc GA+ GB + GC = 0 donc (a—g)+(b—-g)+(c—9g)=0

b
donca +b+c—3g=0dou _7a+ +C.
D¢ 4o 58 LA dantes po -
4:Onag:T—fd nc O fO d’ou les points H, G et O sont alignés.

Exercice 47 : Déterminer I’affixe de I’orthocentre des points A(4 + 2i), B(—2 + i) et C(—

Solution de I’exercice 47 : Soit HI’ orthocentre des points A B et C et h son affixe.
Les droites (AH ) et (BC) sont perpendiculaires donc 4= ’; @ = _h=a _ a=h donc (h—a)(b—c) =
(a—h)(b—¢)dou(b—¢éh+ (b—c)h=a(b—c)+ a(b —¢) =2Re (a(b — 0)).
On déduit que ((—2—17)—2i)h+((—2+1)+2i)h = 2Re (4 + 20) (=2 — i) — 2i)) = 2Re ((4 + 2i)(—2 — 3i)) = 2(—8+6) =
—4 donc (—2 — 3i)h + (=2 + 3i)h = —4.

h—b

De méme, les droites (BH) et (AC) sont perpendiculaires donc 2

= est imaginaire pur donc h=b — _h=b _ b=h gopc

—c a—c a—c

<h*b><a*c>f<bfh><afc>d’ou(afc>h+<afc>hfb(a—mb(afc):m(<- o).

On déduit que ((4—27)—2i)h+((4+2i)+2i)h = 2Re (( 4 Z)((4 2i) —2i)) =2Re ((—2+i)(4 — 4i)) = 2(—8+4) = -8
donc (4 —4i)h + (4 + 4i)h = —8dou (1 —i)h + (1 +i)h = —
Ona: (=2 —3i)h + (-2+3i)h = —4
{ (1—i)h+ (1+i)h = -2
done: { (I4+i)(=2—=3i)h+ (L4+i)(=2+3i)h = —4(1+41)
(1—i)(=2+3))h+ (1 +i)(—2+3i))h = —2(—2+3i)

donc (14 i)(—2—3i)h — (1 —4)(— 2+31)h—74(1+z)+2( 2+ 3i) = =8+ 2idonc (1 — 5i)h — (1 + 5i)h = =8+ 21

donc —10ih = -8 +2id’out h = —+ fzg
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Exercice 48 : Soient a, b, ¢, z € C quatre nombres complexes deux a deux distincts.
. z—a z—b z-—c . L. . .
1 : Montrer que si deux des nombres complexes b , et b sont imaginaires purs alors il en est de méme pour le
—cc—a a-—

troisieme.
2 : Donner une interprétation géométrique de ce résultat.

Solution de I'exercice 48 :

1 : Puisque a, b et ¢ jouent le méme role, on peut considérer que

—a
5—c ©t

z—b
c

sont imaginaires purs donc :
—a

z—a ——Z_aet z—0b __z—b
b—c)  b—c c—a) c—a

donc : - R
b—¢ - bh—c
Z—b _ _z—b
donc :
{ (z—a)b—c) = (a—2)(b—¢)
(z—b)(c—a) = (b—2)(c—a)
donc :

{(bc)z+(6_5)z = (b—c) (§76)a

En sommant les deux équation, on obtient :

(b—a)z+ (b—a)z=—ca—ca+cb+cb=(b—a)c+ (b—a)c

donc : -
(b—a)(z—¢)=—(0b—-a)(z—c)
donc _
z—c _ z—c
b—a b—a
d’ou :
z—c_ z—c
b—a  b-—ua

On déduit que ; —C est imaginaire pur.
—a
2 : On considére le plan &2 muni d’un repére orthonormé et soit A(a), B(b), C(c) et M (z) deux a deux distincts.
On sait que z —

est imaginaire pur si, et seulement si, les droites (AM) et (BC) sont perpendiculaires.
c

La question précédente s’interprete géométriquement par :

{(AM) L (BO) oy L (aB)

(BM) L (AC)

Autrement dit, dans un triangle ABC si (AM) et (BM) sont deux hauteurs de ABC alors (C'M) est la troisieme hauteur donc
les hauteurs d’un triangle sont concourantes.

b
6.5 Interprétation géométrique du rapport
c

Exercice 49 : On considere le plan muni d’un repére orthonormé direct et soient les points A(a), B(b) et C(c).
Montrer que ABC est un triangle équilatéral si, et seulement si, (a + bj + cj2)(a + bj% + ¢j) = 0.

Solution de I'exercice 49 : Onaj=¢3 =¢™ 5 =¢i"e 5 = —¢ 5 dolle T = —jetes =e 5 =—j =
= 2
—j = —j .
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— Méthode 01:0Ona:

- b ;T - b ;T
ABC est un triangle équilatéral a4 —¢'5 ou l =e '3
c—b c—b
a—>b g a— )
= —j“ou =—
c—b J c—b J

a—b=—(c—b)j?oua—b=—(c—10b)j
a—b(1+j%) +cj?=00ua—b(1+j)+cj=0

a+bj+ci?=00oua+bj>+cj=0 carl+j+52=0

[ S

(a+bj+cj?*)(a+bj*+cj) =0

— Méthode 02 : Soit r la rotation de centre A et d’angle Z donc Vz € C,7(2) = '3 2+ (1 — €'3) a = —zj%+a(1+52) =
—zj%2 —ajcarl1+j+j2=0.
Ona:

ABC est un triangle équilatéral r(b) =cour(c)=b
c=—bj2—ajoub=—cj?—aj
aj+bj2+c=0o0uaj+b+cj2=0

aj® +bj* + cj? = 0ou aj® + bj? + ¢j* =0

a+bj+ci?=00oua+0bj>+cj=0 car j3 =1

[

(a+bj+ci®)a+bj>+¢j)=0

6.6 Interprétation géométrique de I’application z — az + b :

Exercice 50 : Soit § € [0, 7[. Reconnaitre la transformation :

, 610"_1 iﬁ
z = 5 z+e2

€i0+1

Solution de I'exercice 50 : Onpose a = eth=e'% donc 2’ = az+b.Ona:

0 0 0
donc |a| = cos 5 carcos o > 0 puisque 0 € [0, 7[ et arg(a) = 5[27r].
— Sif# =0alorsa = 1donc 2z’ = z + bd’ou f est la translation de vecteur b.

0 0
— Si# # 0 alors a # 1 donc f est la similitude d’angle 2 de rapport |a| = cos 3 et de centre :

0 b it eis eis 1 7
_1—a_1 eerl_1761‘9_ieigsimg_isine_—sing
2 2 2 2 2
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