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1 Définitions

Définition 1

Un tableau rectangulaire de la forme ci-dessous est appelé matrice.

p colonnes

Ay Gy = 4y,
a, d wy
21 22 2
A=y @ & s
l\anl anl anp)
n lignes

L’¢lément a, € R de la matrice se trouve a l'intersection de la ™ ligne et de la /™ colonne.
La matrice A s’écrit également sous la forme A =[a§.:| avec i=lnet j=1p.

Une matrice ayant n lignes et p colonnes est appelée matrice (n, p) ou nX p.

Définition 2

Le couple (n, p) est appelé dimension de la matrice.

Définitions 3

Une matrice de dimension (n,l) est une matrice colonne,

Une matrice de dimension (l, p) est une matrice ligne.

Notation : L’ensemble des matrices de dimension (n, p) estnoté (M, (R)|.




Exemple

A apour dimension (3,2) a,=3 a, =1

-

I
_ = k2
S W

Définition 4
Soient B°={¢/,é;,...,€,} la base canonique de R" et B ={E],El,...,‘ép} la base canonique de

R*. Soit A= [a&.] une matrice de dimension (n, p). Alors :

n
® ¢, = Zaﬂég est le j-ieme vecteur colonne extrait de A ; c’est un vecteur de R" dont les
=

coordonnées sont ( [N PR )

» Yoj
B P
e [ = Zamé'ﬁ est le i-itme yecteur ligne extrait de A ; c’est un vecteur de R” dont les

coordonnées sont ( B3 s .,ag.p) ;

Exemple

2 3
A=|4 2| B'={g,é,e} basede R® B={¢,é,]} basede R’.
1 0

e —r =t T —
¢, =2¢ +4¢,+¢€ ¢, =3¢, +2¢,

£,=2¢ +3¢, £, =42 +2¢,

a3
-

2 Opérations sur les matrices

2.1 Addition de deux matrices

Définition
Soient deux matrices A = [aﬁ] et B= [bg] toutes deux de dimension (n, p) g

On additionne terme a terme pour obtenir: A+B = [aﬂ + i:n”:| de dimension (n, p).




Exemple |
2 3 1 2

Soient A=|4 2|etB={0 1]|.Calculer A+B.
1 0 1 4

Propriétés
Soient A, B et C trois matrices de dimension (n, p) et 0 la matrice (n, p) dont les éléments

sont tous égaux a 0.

(i) (A+B)+C=A+(B+C) (associativité)
(ii) A+0=A (élément neutre)
(iii) A+(=A)=0 (opposé)

(ivy A+B=B+A (commutativité)

Remarque : |—-A = [—a&.]

. a b —-a =b
Par exemple, si A= , alors —A = .
e g —¢ —d

2.2 Multiplication d'une matrice par un scalaire

Définition
Soient A:[arj] une matrice de dimension (n,p) et Ae R. On définit la matrice AA

comme matrice dont tous les coefficients sont multipliés par 4 : AA =[_x1a‘.}.].

AA est aussi de dimension (n, p).

Exemple 2
2 3

Soient A=|4 2| et A=3.Calculer AA.
1 0

Remarque : |-A =(-1)A




Propriétés

Soient A et B deux matrices de dimension (n, p) et A, deux réels.
(i) A(A+B)=iA+/B

(i) (A+u)A=AA+uA

(iii) (Au)A=A(pA)

(iv) IxA=A et OxA=0 (ne pas confondre 0 scalaire et () matrice)

Conséguence

Compte tenu des propriétés ci-dessus, I’ensemble des matrices de dimension (n, p), muni des

deux lois précédemment définies, est un espace vectoriel.

2.3 Multiplication de matrices

Définition
Soient A =[a,] une matrice (n,p) et B:[bﬁ] une matrice (p,q) le produit des deux

matrices C = AB a pour dimension (n,g) et s’écrit :

r
C=[a:| avec c; :Zar.kbkj,pour i=Llnet j=g

i
k=l

Remarque

Le produit AB n’est donc possible que si le nombre de colonnes de A est égal au nombre de
lignes de B (p).

Application au cas de deux matrices (2,2)

A:'ran ﬂu\' etB:[b“ ber
\Gy, dpn})

{ B
C= a, a,|\(b, by soit C= ayby, +apb,  ab, +a,by,
\4y dyn) ayby, +ayb,  ayby, +ayby




Moven mnemotechnigue

b h

12

bzz.

( e
“THELY: a0, vapb, 9., +a,b;,

21 {?33 1 allbll + allbll allbll " allbll

A

) 2 1 -4 2
Solent A= et B= . Calculer AB.
1 -4 0 2

Remargues
En général, la multiplication de deux matrices n’est pas commutative :
» Si AB existe, BA n’existe pas forcément.

o Si BA existe, alors généralement AB#BA.

Exemple 3 (suite)

Vérifier avec les matrices A et B précédentes que AB #BA.

Propriétés
Soient A(n, p), B(p.q), C(g.5), D(p.q) et E(q.n) :

(1) [AB] L= A(BC) — associativité [matrice de dimension (n,s) ]
(i) A(B+D)=AB+AD — distributivité 4 gauche [matrice de dimension (n,q) ]

(111) (B +D)E =BE+DE — distributivité i droite [matrice de dimension [ p,n]]




2.4 Transposition de matrice

Définition
.
Ay, O o ﬂlp\"
3 Gy a4y asp ; F P ; :
Soit A=| | . .7 |, la matrice transposée de A notée A ou 'A est la matrice
l.,\anl aﬂl e ﬂ'np y,
\
l‘:-"11 HZI Hr:l
= iz : g a, Uy ayy
obtenue en écrivant les lignes de A en colonnes : ‘A = :
a, a, a, )

Si A a pour dimension (n, p) alors ‘A a pour dimension ( p,n).

Exemple 4

2 3
Soit A=|4 2|, Calculer ‘A.
1 0

Propriétés

Soient A(n,p), B(n,p), C(p.q) trois matrices et soit A€ R :
i ‘(A+B)='A+'B

@ T(A)=i

(i) ‘(AA)=2'A

iv) ‘(AC)='C'A

Exemple 5 (propri€té (i))
2 3 31

Soient A=[4 2|etB=| 1 -2|.Vérifierque (A+B)="A+'B.
10 -1 1




Exemple 6 (propriété (iv))

2 3
1 _] n i
Soient A=|4 2 etC=(2 3 3].Ve’riﬁerque (AC)="C'A.
1 0

3 Matrices carrées, matrices élémentaires

3.1 Matrices carrées

Définition
Une matrice dont le nombre de lignes est €gal au nombre de colonnes est appelée matrice

carrée, Si elle a pour dimension (n,n), on dit alors qu’elle est d’ordre n.

Rappelons que I'addition et la multiplication de matrices ne sont pas définies pour des
matrices quelconques. Cependant, si on considére uniquement des matrices carrées d'ordre n
donné, alors les opérations d’addition, de multiplication, de multiplication par un scalaire, et

de transposition sont définies et leurs résultats sont encore des matrices carrées d’ordre .

Exemple
1 2 3 2 -5 1

Soient A=|—-4 -4 —-4|etB=|0 3 -=2|.A etB sontdes matrices carrées d’ordre 3.
i 1 s S ¢ 1 2 -4

Vérifierque A+B, 2A, ‘A et AB sont également des matrices carrées d’ordre 3.

3.2 Matrices diagonales

Définition 1
On appelle diagonale (ou diagonale principale) d’une matrice carrée d’ordre n, les éléments

@,y 8s4---,4,, de la matrice.

L

Exemple
a, a, a;
A=la; By Oy a,,,a,,,d,; sont les éléments de la diagonale de A

Ay Q3 Ay




Définition 2
Une matrice carrée D = [dgj est dite digagonale si tous ses €léments non diagonaux sont nuls.
Une telle matrice est fréquemment notée D =diag(d,,,d,,,....d,, ) ol certains ou tous les

scalaires d; peuvent €tre égaux a zéro.

Exemples
1 0 0
1 00
4 0 0 0 0
D={0 3 0 D, = D, =
=10 =5 0 0 -2 0
0 0 2
00 0 5

3.3 Matrice ldentité

Définition
Une matrice carrée d’ordre n ne comportant que des 1 sur la diagonale principale et des 0

partout ailleurs, est notée I et est appelée matrice unité ou matrice identité.

Exemple

Proprieéte 1
Quelle que soit A(n, p) AL =1 A=A

Exemple
1 3

Soit A=| -2 0. Vérifier que AL, =LA
4 1




Propriété 2
La matrice AL , pour tout A€ R, est appelée matrice scalaire. C’est la matrice diagonale

dont les éléments diagonaux sont tous égaux a A .

Exemple
A 0 O
AL=10 A O
0 0 A
Remarque

On parle de « matrice scalaire » car elle joue le mé€me rdle que celui d’un scalaire dans la

multiplication d’une matrice par un scalaire : A (/11 , ) =(AI,)A=4A.

3.4 Matrices | nversibles

Définition
Une matrice carrée A, d’ordre #, est dite inversible ou non singuliére, s’il existe une matrice

carrée B d’ordre n telle que AB=BA =1 , Une telle matrice B est unique, d’ordre n ; on

I’appelle matrice inverse de A et on lanote A™.

Remarque
La relation précédente est symétrique, c’est-a-dire que si B est I’inverse de A, alors A est

I’inverse de B.

3.5 Matrices symétriques

Définition
Une matrice carrée est dite symétrique si et seulement si ‘A = A . Autrement dit si Vi# j,

a,.j. =aﬁ .




Exemple

l 2 =3
A= 2 4
=3 0

3.6 Matrices triangulaires

Définition

Une matrice triangulaire est une matrice carrée dont les éléments au-dessous (ou au-dessus)

de la diagonale principale sont tous nuls.

Exemples
1 2 -3
9 | : Matrice triangulaire supérieure

o
I

-
[y
=

0
0 | : Matrice triangulaire inférieure
2

b
L

B
oo

3.7 Matrices orthogonales

Définition

Une matrice carrée d’ordre n est dite orthogonale si A'A="AA=1 .

Exemple
18 4
g9 5 %
Asld 4
9 9 9
4 1 4
\9 9 9)
Propriété

Si A est une matrice orthogonale, alors elle est inversible et A 1=TA.




3.8 Matrices normales

Définition
Une matrice carrée d’ordre n est dite normale si A'A='AA, autrement dit si A et sa

transposée 'A commutent.

Remarqgue
Il est clair que si A est symétrique ou orthogonale, alors elle est normale. Mais il existe

d’autres matrices normales.

a5 )

4 Déterminant dune matrice carrée

Exemple

41 Formes multilinéaires alternées

On rappelle que E" = ExXEx...xXE.
—v—

n—fois

Définition 1
e Soit E un espace vectoriel. Une application de D:E" — F est une application
multilinéaire ou n-linéaire si elle est linéaire par rapport a chacune de ses variables :

(i)  Soit (%,%,,...,X, )€ E" tel que X, =i, +V,. Alors :

—

DU R eslly A Voo B ) = DL F il B ) F DU T s ia Wi X, )
(i)  Soit (%,%,,....X, )€ E" tel que X, = Ai7, avec L€ R. Alors
D(R,.., Ailyy..n X, ) = AD(F, e silys- . K,

e Si F =R, ondit que D est une forme n-linéaire.

Définition 2

Soit E un espace vectoriel et D: E" — R une forme n-linéaire. On dit que D est alternée si

D(E,....."i,...,fj......fn)={] chaque fois que deux des X, sont identiques :

D(.?r“..,,.x,,“.,ij,.....'fﬂ]=I} dés que X, =X, pour j # j




4.2 Déterminant d'un systéme de vecteurs

Théoréme
Il existe une unique application D :(R” )ﬁ — R telle que :

(i) D est une forme n-linéaire ;

(i) D estalternée ;

(iii) D(é,...,&,...,e,) =1 ol les & sont les vecteurs de la base canonique de R".

Définition

Cette application D:(R" }'11 — R n-linéaire alternée et telle que D{EI,...,eI,...,En}=l est

appelée déterminant. On la note généralement det.

Remarque

Soit V une famille de vecteurs v,, j=Ln. Alors VZ(ﬁ,Fj,...,ﬁﬂ]E(R"}n et

det(7,,7,,....7, )€ R.

4.3 Deéterminant d'une matrice carrée
Soit A une matrice carrée d’ordre n. Soit A =[aﬁj. Chaque colonne de A peut alors étre

considérée comme un vecteur de RB" :

A:[].-'! 51?'-} T FP:| avec F'j. =(a1_r"ﬂ2f”"’ﬂnj) pour J:]'n

Ainsi, la définition de la notion de déterminant d’une matrice carrée est étroitement liée a la

définition du déterminant d'un systéme de vecteurs :

det(A)=det(,,7,,...,, )

all e ﬂ]n
Onnote alors det(A)=|: "-. : |, eton par le de déterminant d’ordre n.

[ a

nl ot R

La suite du chapitre traite du calcul pratique des déterminants.




4317 Déterminant dune matrice carreée dordre 2

Définition

a o

a c
Soit A = . Alors clat(A)= =axd-bxc.
b d b

Moyen mnémotechnique

Exemple 8

. 2 3
Soit A=| . _ |. Calculer det(A).

432 Déterminant dune matrice carrée dordre 3

Reéple de Sarrus

A Cette regle n’est valable que pour des matrices carrées d’ordre 3, et n’est absolument

pas généralisable. Mieux vaut donc lui préférer la régle générale énoncée dans le

paragraphe suivant.
ﬂl b! CL
Soit M=|a, b, ¢]|.
a b ¢

det(M) = a,b,c, + a,byc, + abc, —abye, —abye, —a,bie,




Exemple 9

2 10
Soit M=|1 4 2/|.Calculer det(M) par larégle de Sarrus.
311

433 Généralisation : Déterminant d'ordre n

Méthode des cofacteurs

L’astuce consiste 2 se ramener a des déterminants d’ordre inférieur jusqu’a obtenir des

déterminants d’ordre 2. Pour cela, on développe le déterminant par rapport & une ligne ou une

colonne.
a, 4ap a,
; dy Ay a,, G ; -
Soit A= : un déterminant d’ordre n.
anl anz ann

A= Zain ; » développement par rapport a la ligne i

J=l

A=Y a;X,, développement par rapport & la colonne j

i=1
- - C v 1\
o X, estle cofacteur de I’élément a; : X, =(-1)"" A,

A, estle mineur de a; c’est-a-dire le déterminant d’ordre (n—1) extrait de A en enlevant la

- 2
™ ligne et la /™ colonne.

Application :
A=a, X, +a,X,, +---+ale:p (ligne 1)

A=a,X, +a, X, +...+a,X, (colonne 1)

r

p2 bp pl " pp




Remargue
La répartition des signes a prendre devant les mineurs l[—l}"+JI , est alternée A partir du signe +

pour I’élément a,, .

Par exemple, pour un déterminant d’ordre 5 :

+ - - - +
. + . + %
+ - + - +
- - - .+. s
+ - + - +

Application au déterminant d’ordre 3

lI:;III. bl CJ
A= a, fJi Ca
a, by ¢

A=a X, +a,X, +a,X; (colonne 1)

A= ad,, —a,A,, + a;d,,

A =a, (b, —byc, ) —a, (be; —biey) +a; (blfz ~b,e;)

Exemple 10
1 1 4
Calculer le déterminant suivant A=[2 -1 3|, avec la méthode des cofacteurs.
-+ & 3

Propositions

a) — Si A a une ligne (ou une colonne) de zéros alors det(A)=0
— Si A a deux lignes (ou deux colonnes) identiques alors det(A)=0

b) Sion échange deux lignes (deux colonnes) d’un déterminant alors on obtient -det(A]l




d)

&
=ad—bc et

: =bc—ad =—(ad —bc)

On ne modifie pas un déterminant si on ajoute a une ligne (resp. une colonne) une

combinaison linéaire des autres lignes (resp. des autres colonnes) :

a b
= ad —bc
c d
a+b b
=(a+b)d —b(c+d)=ad +bd —bc—bd = ad —bc
c+d d

Si on multiplie une ligne (resp. une colonne) d’'un déterminant par un scalaire A, alors le
déterminant est lui-méme multiplié par A .
a b

. |=aAd —bAc = Alad —bc)
Ac Ad

(]}

S51 A= |_(i.,.j] est une matrice triangulaire d’ordre n alors det A = nau (produit des termes

i=1

diagonaux). Il en résulte que det(I)=1.

a 0 0
Exemple: A=| 0 a, 0 |=>det(A)=aa,q,
\0 0 a

det(AB)=det(A)det(B) — det(A")=[det(A)]
Le déterminant est une fonction multiplicative.
det('A)=det(A)

|
det(A)

det{A“ ) =

det(AA)=A"det(A)

Exemple 11 (propositions b et ¢)

1 1 4)

Soit A=| 2 -1 3|. Vérifier les propositions b et ¢ précédentes.

-2 4 3




4.4 Déterminant et volume

Les déterminants sont liés aux aires et aux volumes. Soient u,,i,,...,u, des vecteurs de R".
Soit § le parallélépipede (solide) déterminé par ces vecteurs :
8= {G'EE, o7 AT AL IR afnffﬂ/a; e [0:1] pouri=1, n'}
Lorsque n=2, § est un parallélogramme.
Soit V (5 ) le volume de S (ou la surface de § dans le cas n=2). Alors :
V(S)=|det(&d,.....1, )

Sion appelle A la matrice dont les colonnes correspondent aux vecteurs u,,i,,...,i, , alors :

V(S)=|det(A)

Proposition

V{S}=|det(ﬁl,:}’1....,§ﬂ }|=U si et seulement si les vecteurs u,,u,,...,u, sont linéairement

dépendants.

Vérification dans le cas n=2

5 Inversion de matrices

5.1 Matrice adjointe

Définition

Considérons une matrice carrée A d’ordre n, la matrice des cofacteurs X; des €léments a; de

A notée adjA est appelée matrice adjointe de A ou co-matrice de A.

adjA = comA = [X U.] = [(-] }' ﬂg]

A Exemple 12
R

al 1 HEJ .
A= |- Calculer adjA .
@ J

ﬂ-,-,,

21 22




5.2 Théorémes

| Théoréeme 1
:Scit A une matrice carrée d’ ordre n. Alors A est une matrice inversible s1 et seulement si

| dﬂt(ﬁj =3 {8

Théoreme 2

Soit A une matrice carrée quelconque d’ordre n. Alors :

Ax'(adjA)="(adjA)x A =det(A)xI, ol I est la matrice identité d’ordre n.

Théoréeme 3

Soit A une matrice carrée quelconque d’ordre n. Si det (A] #(0, alors A est inversible et :

1

A=
det(A)

(adjA)

5.3 Cas d'une matrice d'ordre 2

b“'.
Soit A:[; ‘ . On sait que |A| = det(A) = (ac-bd).
\d ¢

] o _ & —d = 1 ¢ i)
La matrice adjointe de A est adjA = ‘ ; = :
-b a (ac—bd)\-d a )

Exemple 13

D

. (2 .
Soit A :| . Calculer A
3 7




5.4 Cas d'une matrice dordre 3

5.5 Cas particulier : inverse d’'une matrice diagonale

Définition

Si A =diag|a, | est une matrice diagonale inversible d’ordre n :

(i)  det(A)=]]a,#0=>Vi=Ln a,#0
i=l
.. -1 1
(ii) A =diag [—}
a;
r’a“ 3 f']/a“ 3
% 0 ]/ﬂ:t?_
A= i Al=
0 0
\ aﬂﬂj \ 1/ “mu
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