Lydex - Benguerir PCSI Essaidi Ali

TD - Ensembles et applications - Correction

1 Logique:

1.1 Propositions :

Exercice 1 : Donner la valeur logique et la négation de chacune des propositions suivantes :
I. (0<)et(1=1)).
0 est impair) ou (1 > 0)).

2. ((
3. (1 ¢R) = (-1 €N)).
4. ((V2

VZ<0) & (VZ=0).

Solution de I’exercice 1 :
1. La proposition ((0 < 1) et (1 = 1)) est vraie car il s’agit d’une conjonction et les propositions (0 < 1) et (1 = 1) sont
vraies.

(0<Det(l=1) < ((0>1)ou(l#1))

2. La proposition ((0 est impair) ou (1 > 0)) est vraie car il s’agit d’une disjonction et la proposition (1 > 0) est vraie.

(0 est impair) ou (1 > 0) <= ((0 est pair) et (1 < 0))

3. La proposition ((i ¢ R) = (—1 € N)) est fausse car il s’agit d’une implication, la proposition (i ¢ R) est vraie et la
proposition (—1 € N) est fausse.

(i¢R)= (-1eN) &= ([ ¢R)et(-1¢N))

4. La proposition ((v/2 < 0) < (v/2 = 0)) est vraie car il s’agit d’une équivalence et les propositions (v/2 < 0) et (v2 =
0) sont vraies.

(V2<0)& (vV2=0 «— [(V2<0)=(V2=0)]et [(vV2=0)= (vV2<0)]
= (V2<0)= (V2=0)ou(v2=0)= (vV2<0)
<~

(V2 <0)et (V2#0)] ou [(VZ=0)et (v2 > 0)]

Exercice 2 : Ecrire une fonction Python de paramétre un couple (P, Q) de propositions qui retourne la valeur logique de la
proposition P = Q.

Solution de I’exercice 2 : Soient P et () deux propositions :
- Méthode 01 : On sait que P = (@ est la proposition qui est fausse lorsque P est vraie et () est fausse d’ou le

programme :
def Implication(P, Q):
test = True

if P and not (Q):
test = False
return (test)
- Méthode 02 : Onsaitque P = Q <= PetQdonc P = Q <= P ou( d’ot le programme :
def Implication(P,Q):
return (not (P) or Q)

Exemples :

— Valeur logique de la proposition (1 =0) = (2 =1):
In [1]: Implication(l == 0, 2 == 1)
Out[1l]: True

— Valeur logique de la proposition (0 =0) = (2=1) :
In [2]: Implication(0 == 0, 2 == 1)

Out[2]: False

— Valeur logique de la proposition (0 > 0) = (0 < 0):
In [3]: Implication(l >= 1, 0 <= 0)
Out [3]: True
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— Valeur logique de la proposition (1 # 1) = (0 =0) :
In [4]: Implication(l !'= 1, 0 == 0)
Out[4]: True

Exercice 3 : Soit P, Q) deux propositions. Montrer que :

(P=Q) = (PouQ)

Solution de I'exercice 3 :
- Méthode 01 :

PlQ[P=Q] P PouQ
VIV Vv F %
VIF| F F F
FlV] V % %
F|F| V % v

On déduit que les propositions P = @ et P ou () ont mémes valeurs logiques d’ou I’équivalence.
- Meéthode 02 : Ona:
— P = @ est la proposition fausse si, et seulement si, P et vraie et () est fausse.
— Pou (@ est la proposition fausse si, et seulement si, P est fausse et (@ est fausse si, et seulement si, P est vraie et () est
fausse.
On déduit que (P = Q) <= (PouQ).
- Meéthode 03 : Ona:

donc :

d’ou :
(P=Q) < (PouQ)

Exercice 4 : Non associativité de I'implication :
Soit P, ) et R trois propositions. Comparer les deux propositions :

(P=Q)=R)et (P=(Q=R))

Solution de I'exercice 4 : Ona:

PIQ|R|P=Q|Q=R|(P=Q)=R|P=(Q=R)
VIV |V Vv Vv Vv Vv
VIV I|F 1% F F F
VIF |V F vV Vv Vv
VIF|F F Vv Vv Vv
F|lV |V Vv Vv Vv vV
F |V |F Vv F F 1%
F|F |V Vv Vv Vv 14
F|F | F Vv 1% F 1%

donc les propositions (P = @)) = Ret P = (Q = R) ne sont pas équivalentes car elles n’ont pas les mémes valeurs logiques.
En particulier, ’implication n’est pas associative.

Exercice 5 : Soit P une proposition. Montrer que la proposition :

P=P=P
est vraie.

Solution de I'exercice 5 : Ona:

P|P|P=P|P=P|P=P=P
VI F F Vv 1%
F |V Vv Vv
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donc la proposition P = P = P est vraie.

Exercice 6 : Soient P, () et R trois propositions.
1 : Montrer que la proposition (P = Q) = ((R = P) = (R = @Q)) est vraie.
2 : Proposer une démonstration sous Python de la question précédente.

Solution de l'exercice 6 :
1:

P R

I
ny)

O
<{= =SSy <<V

O
E
I
Z

B=Q) | (P=Q)=(R=P)= (R=Q))

SIESIESIESIRSIRSIRSIESIEN
| | < < | | < <o
| < | <] <] <] =
<| << <= = < <0
<= <= < << <0
<| << << << < ¥

On déduit que les propositions (P = @) = ((R = P) = (R = @)) est vraie.
2 : On va utiliser la fonction Implication (voir I’exercice 1).

In [1]: for P in {True, False}:
for Q in {True, False}:
for R in {True, False}:

A = Implication (P, Q)
B = Implication (R, P)
C = Implication(R, Q)
B = Implication(B, C)
A = Implication (A, B)
if not (A) :
print (' La proposition est fausse.’)
break
if not (A):
break
if not (A):
break

if A:
print (' la proposition est vraie’)

La proposition est vraie
ou encore, avec une seule boucle for a 1’aide de la commande product du module itertools :

In [2]: from itertools import product

for P, Q, R in product ({True, False}, repeat = 3):
A = Implication(P, Q
B = Implication
C = Implication
B
A
i

R,
R,
B

4

)
)
)
)
)

o QO d

(
(
= Implication(
= Implication (A,
f not (A) :
print (' La proposition est fausse.’)
break
if A:
print (' la proposition est vraie’)

la proposition est vraie
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1.2 Quantificateurs :

Exercice 7 : Donner la valeur logique et la négation de chacune des propositions suivantes :
I.VxeR,z24+2—-1<0.
2. Ine€Z,2n®>—n—-1=0.
3VreR, (z<1)= (22 <1).
4. Vm e N,dn e Nym < n.
5. 3m e N,Vn € Nyn < m.

Solution de I’exercice 7 :
— Laproposition V2 € R, 2% + 2 — 1 < 0 est fausse. En effet, 1 € Retona 12 +1—1=1 > 0.

VicR a2 +2—-1<0 < (EIxER,x2+x—1ZO)

La proposition 3n € Z,2n% —n — 1 = 0 est vraie. Eneffet, 1 € Zetona2 x 12 -1 -1 = 0.

ELM>—n—1=0 < (WneZ2n’—n—1%#0)

La proposition Vo € R, (z < 1) = (22 < 1) est fausse. Eneffet, —2 < let (—2)?2 =4 > 1.

VieR,(z<1)= (22 <1) < (BzeR,(z<1)et(z*>1))

Soit m € N donc pour n = m + 1 on am < n. On déduit que la proposition Vm € N, In € N, m < n est vraie.

YmeN,IneNm<n < (ImeN,Vne N,m > n)

Sidm € Ntel que Vn € N, n < m alors I’ensemble N sera majoré. Absurde donc la proposition 3m € N,Vn € Nyn <m
est fausse.

dneN,VneNn<m < (VmeN,In e N;n >m)

2 Raisonnements :

2.1 Raisonnement directe :

Exercice 8 : Soit f: R — R.
Montrer que f =0 <= f est a la fois paire et impaire.

Solution de I’exercice 8 :
=) Ona f=0doncVx € R, f(—z) =0= f(x) = —f(z) d’ou f est ala fois paire et impaire.
<) Soitz € R. On a f paire donc f(z) = f(—(—z)) = f(—=z). D’autre part, f est impaire donc f(—z) = — f(x) donc
f(2) = —f(z) d'on f(z) = 0.
On déduit que Vz € R, f(x) = 0donc f = 0.

2.2 Raisonnement par contraposée :

Exercice 9 : Soitz € R.
Montrer que (Ve > 0, |z] < &) = (z = 0).

Solution de I’'exercice 9 : On va procéder par contraposée, On va montrer que (x # 0) = (Je > 0, |z| > €).
Supposons que x # 0 donc, pour € = |z|,onac > Oet |x]| > €.

Exercice 10 : Soitz,y € R.
Montrer, par contraposée, que si x + y n’est pas entier alors 1’un des deux réels x et y n’est pas entier.

Solution de I'exercice 10 : Siz ety et sont des entiers alors = + y est un entier donc, par contraposée, siz +y ¢ N
alors I'un des deux réels z et y n’est pas entier.
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2.3 Raisonnement par I’absurde :

Exercice 11 : Soitn € N*etzg,...,z, € [0,1]telsque 0 <z < ... <z, < 1.

1 <L
Solution de I'exercice 11 : Supposons que Vk € {1,...,n},xp—xp—1 > %donc (Tn—Zp—1)+ (X1 —Tp_2)+ -+
(x1—x0) > %+%+- . -+% = n,x% = 1. Absurde, car (z,, — Tp—1)+ (Tn-1—Tpn_2)+ -+ (x1—20) = xp—20 < 1-0=1.
On déduit que 3k € {1,...,n} telque 2, — xpyy < L

n’

Exercice 12 : Soitn € N*etxq,...,x, € R.

1

Montrer que sizq + -+ +x, = lalors 3t € {1,...,n},z; < —.
n

] . 1
Solution de I’'exercice 12 : Supposons que Vi € {1,...,n},x; > — donc :
n
1 1
1+ otz >—+--+—=1
n n
1

Absurde car 1 + -+ -+ 2, = ldonc Ji € {1,...,n},a; < —.
n

2.4 Raisonnement par séparation des cas :

Exercice 13 : Soitn € N.
Montrer que si 7 n’est pas divisible par 3 alors n? — 1 Iest.

Solution de I'exercice 13 : nn’est pas divisible par 3 donc il est de la forme 3k + 1 ou 3k + 2 avec k € N.
- Sin=3k+1laveck € Nalorsn? —1=(n—1)(n+1)= Bk+1—-1)8k+ 1+ 1) = 3k(3k + 2) donc n? — 1 est
divisible par 3.
— Sin=3k+2aveck € Nalorsn?—1= (n—1)(n+1) = (3k+2—1)(3k+2+1) = (3k+1)(3k+3) = 3(3k+1)(k+1)
donc n? — 1 est divisible par 3.
On déduit que si n n’est pas divisible par 3 alors n2 — 1 Iest.

2.5 Raisonnement par analyse-synthese :

Exercice 14 : Déterminer les fonctions f : R — R telles que :

VeeR, f(x)+zf(l—z)=1+z

Solution de I'exercice 14 : On va procéder par analyse-synthése :
— Analyse : On suppose qu’il existe une fonction f : R — R telle que Vz € R, f(z) + zf(1 —2) =1+ x.
Soit z € R donc, en appliquant la relation pour z et 1 — z,

{f(w)+xf(1—x> = l+z
fl—2)+ (1 —-2a)f(x) 2-x

donc, en multipliant la deuxieéme équation par z,

{f(:c)+xf(1x) _ l4a
af(l—2z)+ (z —2%)f(z) = 2z—a°

donc, par soustraction des deux équations, f(z) — (z — 2?)f(x) =1 -z + 22 dob (1 — x + 22) f(z) = (1 — x + 2?).
Or 1 — x + 22 # 0 car le discriminant de ’équation t> —t + 1 =0est A =1 —4 = —3 < 0 donc f(z) = 1.
On déduit que s’il existe une fonction f : R — R telle que Vz € R, f(z) + 2f(1 — z) = 1 + z alors forcément
Ve eR, f(x) =1.

— Synthése : On considere la fonction constante f : R — R telle que V& € R, f(z) = 1doncVa € R, f(z)+zf(1—x) =
1 + x d’ol, par analyse-synthese, la fonction constante f : R — R telle que Vx € R, f(x) = 1 est la seule fonction qui
vérifieVe € R, f(z) + 2 f(1 —z) =1+ =x.
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Exercice 15 : Déterminer les réels x tels que :

Vr(z—3) =3z -5

Solution de I’exercice 15 : On va procéder par analyse-synthése :
— Analyse : On suppose qu’il existe un réel  tel que \/z(z — 3) = \/3z — 5 donc z(x — 3) = 3z — 5 donc 22 — 3z =
3z —5donc 22 — 6z +5=0donc (z —1)(z —5) =0d’ otz =1loux =5.
On déduit que les seules solutions possibles sont 1 et 5.
— Syntheése : on remplace successivement x par 1 et 5 :
—~ Pourz =50na/z(z —3) — 3z —5=/5(5—3) — /3 x5 —10 = v/10 — v/10 = 0 donc 5 est une solution de
I’équation.
— Pourz =1lonaz(z —3) =1(1 — 3) = —2 < 0 donc I’équation /22 — 4z = y/3z — 10 n’a pas de sens d’out 1 n’est
pas une solution de I’équation.
On déduit, par par analyse-synthése, que 5 est le seul réel z tel que \/x(z — 3) = v/3z — 5.

2.6 Raisonnement par récurrence simple :

Exercice 16 : Soitz > —1. Montrer que Vn € N, (1 + )" > 1 + na.

Solution de I’exercice 16 : Soitn € N.
Ona(1+2)°=1>1=1+ 0x donc la relation est vraie pour n = 0.
Supposons que la relation est vraie pour n donc :

A+2)" " =10+2)"1+2)>A+ne)1+2)=14+z+nr+nz? =1+ n+Dx+nz? > 14+ (n+ 1)z carnz® >0

On déduit que (1 + z)"*! > 1 + (n + 1)z donc la relation est vraie pour n + 1 d’ol, d’apres le principe de récurrence,
VYneN,(1+z)" > 1+ na.

Exercice 17 : Montrer que :

(4n —1)5"*+ +5
16

VneN* 1x5+2x524 .- +nh" =

Solution de I'exercice 17 : On va procéder par récurrence sur n. Soit n € N*.

4x1-1D5"% 45 3x25+5 80
Ona (4 x 1é o X16+ :1—6:5:1><5donclarelationestvraiepourn:1.
Supposons que la relation est vraie pour n donc :

(4n — 1)57+1 4 5
16

1X54+2x524---4+nb" =

d’ou :
Ix54+2x524 4+ (n+1)5" = (Ix5+2x52+---+nd") + (n+1)5"*+!

dn —1)5" 1 +5
_ ( n ) + + (n+ 1)571,+1

16

~ (4n—1)5"t 454 16(n 4 1)5"H!
B 16
 (n—1+16(n+1))5"T1 +5
N 16

~ (20n+15)5"! +5

B 16

_ (4n+3)5"t2 45

B 16

. (4(n+1)—1)5""2 45

B 16

On déduit que la relation est vraie pour n + 1 donc, d’apres le principe de récurrence :

(4n —1)5"+1 45

VYneN* 1x5+2x524 - +nb" = T
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2.7 Raisonnement par récurrence forte :

Exercice 18 :

1: Montrer que Vn € N* Ip, g € Nyn = 2P(2¢ + 1).
2 : Montrer que cette écriture est unique.

3 : Construire une fonction Python de parametre n € N qui retourne le couple (p, ¢) € N? tel que n = 2P(2¢ + 1).

Solution de I'exercice 18 :
1: Soitn € N*.
Onal=2%x (2x 0+ 1) donc la relation est vraie pour n = 1.
On suppose que la relation est vraie Vk € {1,...,n}.
— Sin+ 1 estimpair alors 3k € Ntel que n+ 1 = 2k + 1 donc n+ 1 = 2° x (2k + 1) d’ou la relation est vraie pour n + 1.
— Sin+ lestpairalors 3k € Ntelquen +1 =2k.Onak = 2L < ndn — 20 — pcar 1 < ndonc k € {0,...,n}
d’ou, par hypothese de récurrence, Jp, ¢ € N tels que k = 2P(2¢ + 1).
On déduit que n + 1 = 2k = 2 x 2P(2q + 1) = 2PT1(2¢ + 1) donc la relation est vraie pour n + 1.
On déduit que la relation est vraie pour n + 1 donc, d’apres le principe de récurrence,Vn € N* Ip,q € Nyn = 2P(2q + 1).
2: Soientn € N*etp,q,7,s € Ntelsquen = 2P(2¢g+ 1) = 2"(2s + 1).
On suppose que p # r donc p < rour < p,or p et r jouent le méme role donc on peut considérer que p < r donc
29 +1=2""P(2s+ 1) d’ol1 2¢ + 1 est pair. Absurde, car 2¢q + 1 est impair donc p = r.
Ona2g+1=2""7(2s+1)donc2q+1=2P"P(2s+1) =225+ 1) =2s+ 1 donc 2¢ = 2s d’ot ¢ = s.
On déduit que p = r et ¢ = s d’ou ' unicité.
3: Fonction Python de parameétre n € N qui retourne le couple (p,q) € N? tel que n =2P(2¢+1) :

def f(n):
p =20
while n % 2 == 0:
p=p +1
n=mn// 2
return(p, (n — 1)//2)

Exemples :

In [1]: £(1)
Out[1l]: (0, 0)

out[5]: (2, 12)

Exercice 19 : Soitz € Ret (x,)nen+ une suite définie par :
ry=xetVne Nz, =

Déterminer le terme général de la suite (z,,)nen=-

Solution de I'exercice 19 : Soitn € N*.Ona:

— z; = x donc z,, = x pour n = 1.
T
— g = — =21 =z donc x, = x pourn = 2.

xr1 + T2 T+ x
- T3 = = =z donc x,, = xz pourn = 3.

2
On suppose que Vk € {1,...,n},z; = k donc :

r1+ -+, r+--+T nx
Jjn_,’_lz = = — =T
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d’ou la relation est vraie pour n + 1.
On déduit, d’apres le principe de récurrence, que Vn € N* x,, = n.

3 Ensembles :

3.1 Union et intersection :

Exercice 20 : Soient F un ensemble et A, B, C' C E. Montrer que :

= A=2B

ANC = BnC
AuC = BuUuC

Solution de I’exercice 20 :

- Méthode 01 : Soita € A.
—SiaeCalorsac ANC,orANC cCcBNCdoncae BNCdouac B.
- Sia¢ Calorsac AUC,or AUC C BUCdonca e BUCd’ota € Beara ¢ C.
On déduit que dans tous les cas a € B donc A C B. De méme, on montre que B C A donc A = B.

- Méthode 02 :Ona: ANC C Adonc AU(ANC) =A,or ANC =BNCdoncA=AU(BNC)dou
A=(AUB)N(AUC).
D’autre part, AUC = BUCdonc A=(AUB)N(BUC)douA=BU(BNC)=BcarBNC C B.

— Méthode 03 :Ona:

ANC = BnC
AuC = Bul

donc :
{ Tane = 1ne
lave = 1puc
donc :
Tao+1c—141 = 1p+1c—1gl¢c
Talc = 1pl¢

En simplifiant par 1 et en sommant les deux équations, 14 = 15 donc A = B.

Exercice 21 : Soient F un ensemble et A, B, C' C E. Montrer que :

(AUB)N(BUC)N(CUA) =(ANB)U(BNC)U(CNA)

Solution de I'exercice 21 : Ona:

(AUB)N(BUC)N(CU A)

(AUB)N(BUC)IN(CUA)
UANC)N(CUA)
N(CUAJU[ANC)N(CUA)]
(BNC)U(BNA)JU(ANC)
BNC)U(BNA)UANC)
ANB)U(BNC)U(CNA)

—~ o~ —

3.2 Complémentaire et différence :

Exercice 22 : Soient £ un ensemble et A, B C E. Montrer que :

A\B=A < B\A=1B

Solution de I’exercice 22 :
- Méthode 01 : Onrappelleque VX, Y C E, X \Y =X\ (XNY).
=)OnaA\B=Adonc ANB=(A\B)NnB={0douB\A=B\(ANB)=B.
<) Aet Bjouent le méme rdle donc B\ A =B = A\ B = A.
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— Méthode 01 :Ona:

A\BZA — ]lA\B:]lA
<< g —1s1g=14
< ls15=0
<— 1Ip—1aslg=1p
= Ipa=1p
<~ B\A=B

Exercice 23 : Différence symétrique :

Soient ' un ensemble. On appelle différence symétrique de deux parties A et B de E I’ensemble noté AAB et défini par
AAB = (A\B)U(B\ A4).

1: Montrer que VA, B C E,AAB = (AUB)\ (AN B).

2: Montrer que VA, B C E, laap = (14 — ]13)2.

3: Montrer que VA, B,C C E, (AAB) AC = AA (BAC).

4 : Montrer que VA, B,C C E,AN(BAC)=(ANB)A(ANC).

Solution de I'exercice 23 :
1: Soient VA, B C E donc :
AAB =

Il
A/—\/D:/—\/—\/—\
-
\/E\/\/
D
=
D
=
D
h N
D
S

AUB)\ (AN B)
2: SoientVA,BC E.Ona(A\ B)N(B\ A) = (donc :

Leav)ns\4)

Tas+ 14 car (A\B)N(B\A) =0
14—-141p+1p—-1pl4

1g+1g—2141p5

11124 + ]123 — 21415

(1a—1p)°

| YN

3: Soient A,B,C C E.Ona:

Taayac = laap+1lc —21aaplc
14+1p —2]1,4]13—}—]10—2(]1,44—13 —2]1,4]13)10
= a4+ 1g+1c—2141 — 21401 —21glc + 21 4151~

Donc :

Liaaac = leoaaas)
le+1g+14—20clg — 21l — 2114 + 21114y
= a4+ 1g+1c—2141g — 21401 —21glc + 21 4151

On déduit que ]l(AAB)AC = ﬂAA(BAC) donc AA(BAC) = (AAB)AC
4: Soient A,B,C C E.Ona:

Lansacy = lalgac
1a(1p—1¢)?
= 12 (1p —1¢)
(1alp —1al¢)
(Lanp — Lanc)?
LianByaanc)

On déduit que 1AQ(BAC) = 1(AQB)A(AQC) donc AN (BAC) = (AN B)A(AN C)

2

Exercice 24 : Soit F un ensemble et A, B, C' C E. Montrer que :

AUBUC = (A\B)U(B\C)U(C\A)U(ANBNC)

Solution de I’exercice 24 : Ona A= (A\ B) U(AN B) donc :
AUBUC = ((A\B)U(ANB))UBUC =(A\B)U((ANB)UB)UC =(A\B)UBUC
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car (AN B)U B = B puisque (AN B) C B.
De méme, B = (B\ C)U(BNC) donc:

AUBUC = (A\B)U((B\C)U(BNC)UC = (A\B)U(B\C)U((BNC)UC) = (A\ B)U(B\C)UC

car (BNC)UC = C puisque (BNC) C C.
De méme, C = (C'\ A) U (C' N A) donc:

AUBUC=(A\B)U(B\C)U((C\NA)U(CNA)=(A\B)U(B\C)U(C\AUANCQC)
Deméme, ANC =((ANC)\B)U((ANC)NB)=((AnC)\B)U(ANBNC)donc:

(

AUBUC = (A\B)U(B\C)U(C\AU(((ANC)\B)U(ANnBNC)
= ((A\B)U((ANC)\B))U(B\C)U(C\A)UANBNC)

(A\B)U(B\C)U(C\AUANBNC)

car (A\B)U((ANC)\ B) = A\ Bpuisque (ANC)\ B) C A\ B.
On déduit que :
AUBUC =(A\B)U(B\C)U(C\AUANBNCQC)

Exercice 25 : Soit F unensembleet A, B,C C E.
1: Montrer que (A\ B)\C = A\ (BUC).
2: Montrerque A\ (B\C) =(A\B)U(ANC).

Solution de I'exercice 25 :
1:Ona:
(A\B)\C=(AnB)NC=A4ANn(BNC)=AnNBUC=A\(BUC)

2:0na:
A\(B\C):AmBmé:Am(Bué) —AN(BUC) = (ANB)U(ANC) = (A\B)U(ANC)

3.3 Produit cartésien :

Exercice 26 : Construire une fonction Python de paramétre un couple (E, F') d’ensemble qui retourne le produit cartésien
ExF.

Solution de I’exercice 26 :
- Méthode 01 :
def produit_cartesien(E, F):
G = set ()
for i in E:
for j in F:
G =G | {(i, J)}
return (G)
Produit des deux ensembles £ = {1,2,3} et F = {0,1} :
In [1]: E = {1, 2, 3}

In [2]: F = {0, 1}

In [3]: produit_cartesien(E, F)
Out[3]: {(1, 0), (1, 1), (2, 0), (2, 1), (3, 0), (3, 1)}
- Méthode 02 :
def ProduitCartesien(E, F):
return({ (i, Jj) for i in E for j in F})
Produit des deux ensembles E = {1,2,3} et F = {0,1} :
In [1]: E = {1, 2, 3}

In [2]: F = {0, 1}

In [3]: ProduitCartesien(E, F)
Out [3]: {(1, 0), (1, L), (2, 0), (2, 1), (3, 0), (3, 1)}
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Exercice 27 : Soit A, B, C, D quatre ensembles.

1: Montrer que si A C B etC C Dalors (Ax C) C (B x D).

2 : Montrer que (A x B)U (C x D) C (AU C) x (B U D). Donner un exemple ol I'inclusion est stricte.
3: Montrer que (A x B)N (C x D) =(ANC) x (BN D).

Solution de I'exercice 27 :
1: Soit (z,y) € AxCdoncx € Aety e C,orAC BetC C Ddoncx € Bety € Dd’ou (z,y) € B x D. On déduit que
(AxC)cC (BxD).

2:
- OnaAcC AUCetAC BUD donc, d’apres la question précédente, A x B C (AUC) x (BU D).
De méme, C C AUC et D C BU D donc, d’apres la question précédente, C x D C (AUC) x (BU D).
OnaAxBC(AUC)x (BUD)etC x D cC (AUC) x (BUD)donc(AxB)U(CxD) (AUC) x (BUD,).
-~ Onprend A =B ={0}etC =D = {1} donc A x B = {(0,0)},C xD = {(1,1)} et (AUC) x (BUD) =
{07 1}X{07 1} = {(070)7 (0,1),(1,0), (1, 1)} d’ou (AxB)U(CxD) = {(0,0), (1, 1)} - {( 0), (0,1),(1,0), (1, 1)} =
(AUC) x (BUD).
3:0Ona:

(z,y) € (Ax B)Nn(C x D) (z,y) € (Ax B)et(x,y) € (C x D)
(xeAetyeB)et(xeCetyeD)
(xeAetzeC)et(yeCety € D)
reANCetyeCnND

(

z,y) € (ANC) x (CND)

ety

donc (A x B)N(C x D) = (ANC) x (BN D).

3.4 Ensemble de parties d’un ensemble :

Exercice 28 : Soit E, F' deux ensembles.
1: Montrer que Z(ENF) = P (E)N P(F).
2 : Montrer que Z(E)U P (F) C & (E U F). Donner un exemple out I’inclusion est stricte.

Solution de I'exercice 28 :
1:Ona:

Ae P(ENF) < ACENF < ACEetACF < Ac P(E)etAc P(F) < Ac P(E)NnP(F)

donc Z(ENF)=2(E)NZP(F).
2:
- SoitA € Z(E)UL(F)donc A e #(E)ouA e #(F)doncAC EouAC FdoncAC FUFd ot Ae Z(EUF).
On déduit que Z(E)U Z(F) C Z(EUF).
— Onprend E = {0} et F = {1} donc EUF = {0,1} ot Z(E) U Z(F) = {0,{0}} u {0,{1}} = {0,{0},{1}} <
{0,{0},{1},{0,1}} = Z(EU F).

3.5 Familles d’ensembles :

Exercice 29 : Montrer que :
U [n,n+1] =R et ﬂ [n, +oo[= 0

neN neN

Solution de I’exercice 29 :
— Montrons que U [n,n+1] =R":
neN
— OnaVn € N,[n,n+ 1] C [0, +oo[=R* donc U [n,n+1] C RT.
neN
— Soitz > 0donc In € Ntelquen < & <n+1doncz € [n,n+ 1] donc z € U [n,n+1]dou Rt C U [—n,n].
neN neN
On a montré que U [n,n+1] CRTetRT C U [~n, n] donc U [n,n+1] =R".
neN neN neN
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— Montrons que ﬂ [, +o00[=0:

neN
Supposons que m [n, +oo[= 0 donc 3x € R tel que = € ﬂ [n, +oo[ donc Vn € N,z € [n,+oo[d’ouVn € N,z > n.
neN neN
Absurde car N n’est pas majoré donc ﬂ [n, +oo[= 0.

neN

Exercice 30 : Soient (F;);er et (F;);cs deux familles d’ensembles. Montrer que :

icl icJ YeIxJ

€ <LEJIE> etz € (gF>

dicl,rc FE;etdjecl,xcF;

Solution de I'exercice 30 : Ona:

< (U)o (un)

A(i,j) eI x Jyx € Ejetx € F}

A(i,j) eI x J,z € E;NF;

(G,5)EIxJ

[

donc :

(U E> N (U Fi> = U @®EnE)

icl icJ (i,g)eIxJ

4 Relations binaires :

4.1 Relations d’équivalence :

Exercice 31 :
1: Montrer que z ~ y <= |x| = |y| est une relation d’équivalence sur R.
2 : Déterminer les classes d’équivalence de cette relation.

Solution de I’exercice 31 :
1: Soitx,y,z € R.
— Ona |z| = |y| donc z ~ = d’ou la relation ~ est réflexive.
— Six ~ yalors |z| = |y| donc |y| = |z| donc y ~ = d’ou la relation ~ est symétrique.
— Siz ~yety~ zalors |z| = |y| et |y| = |z| donc |z| = |z| donc & ~ z d’ou la relation ~ est transitive.
On déduit que ~ est une relation d’équivalence.
2: Soitz,y € R.Ona:

YET <= Yy~ <= ly|=|z|] <= [y=2o0uy=—2) < yec{—x,z}

donc T = {—xz, z}.

Exercice 32 :
1: Montrer que x ~ y <= xy > 0 est une relation d’équivalence sur R*.
2 : Déterminer les classes d’équivalence de cette relation.

Solution de I'exercice 32 :
1: Soitx,y, z € R*.
— Onazx = 2% > 0carz # 0 donc z ~ x d’ol la relation ~ est réflexive.
— Six ~ yalors zy > 0 donc yx > 0 donc y ~ x d’ou la relation ~ est symétrique.
— Sixz ~yety ~ zalors zy > 0etyz > 0 donc, en multipliant, y2xz > 0 donc zz > 0 car y?> > 0 donc & ~ z d’ol1 la
relation ~ est transitive.
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On déduit que ~ est une relation d’équivalence.
2: Soitz,y € R*.
— Siz > 0alors:
YET <= yr~z < yr>0 < y>0 < y €]0,+o0]
— Siz < Oalors :
YET <= y~z < yr >0 <= y<0 < y€]—o00,0]

On déduit que ~ admet deux classes d’équivalence 1 =]0, +oo[ et —1 =] — 00, 0].

Exercice 33 : Montrer que :

(p,q) ~(@,qd) <= pd —p'q=0

est une relation d’équivalence sur Z x N*.

Solution de I'exercice 33 : Soient (p,q), (7', ¢), (p",q") € Z x N*.
— Onapqg — gp = 0donc (p,q) ~ (p/,q") d’or la relation ~ est réflexive.
- Si(p,q) ~ (p',q') alors pg’ — p'q = 0 donc p'q — pg’ = 0 donc (p', ¢') ~ (p, q) d’ot la relation ~ est symétrique.
= Si(p,q) ~ (P, q) et (¢, ') ~ (p",q") alors pg’ —p'g = Oetp'q” — g’ = 0 donc £ = & donc & = 25 donc £ = 25
donc pqg”’ = qp” d’ot pg”’ — qp” = 0d’ou (p,q) ~ (p”,4¢"). On déduit que la relation ~ est transitive.
On déduit que la relation ~ est une relation d’équivalence sur Z x N*.

Exercice 34 :
1: Montrer que  ~ y <= 2 —y? = x — y est une relation d’équivalence sur R.
2 : Déterminer ses classes d’équivalence.

2

Solution de I’exercice 34 :
1: Soient z,y,z € R.
— Onaz? — 22 =0=2— zdonc z ~ x d’ ol la relation ~ est réflexive.
— Siz ~ yalors 22 — y? = x — y donc y?2 — 22 = y — x donc y ~ x d’ol la relation ~ est symétrique.
- Siz ~yety~ zalors 22 — y? = . — y et y?> — 22 = y — 2 donc, en sommant les deux équations, x> — 22 = 2 — z d’on
2 ~ z. On déduit que la relation ~ est transitive.
On déduit que la relation ~ est une relation d’équivalence sur R.
2: Soitz € Rety € zdoncz? —y? =x —ydonc (z —y)(x+y) =2 —ydonc (x —y)(x+y—1)=0doutx —y=0o0u
z4+y—1=0.0ndéduitque y =xouy =1—xdonc & = {z,1 — z}.

Exercice 35 : Soit E un ensemble non vide et (F;);c; une partition de E.
La relation binaire sur F définie par Vo, y € E,z ~y <= i € I,z,y € F; est une relation d’équivalence sur F.

Solution de I’exercice 35 : Soientz,y,z € R.
— (E;);icr une partition de F donc E = U E;donc 3i € I,z € E; donc xz,x € E; d’ou z ~ z. On déduit que la relation
iel
~ est réflexive. ©
— Siz~yalorsd €1l,z,y € F;doncy,x € F; d’oi y ~ x. On déduit que la relation ~ est symétrique.
- Siz~yety~zalors3i,jel,x,yc FE;ety,z€ E;.Onay € E; ety € E; donc E; N E; # 0, or (E;);cs est une
partition de F donc ¢ = j d’ot E; = E;. On déduit que z, 2 € E; donc x ~ z d’ou la relation ~ est transitive.
On déduit que ~ est une relation d’équivalence sur E.

4.2 Relations d’ordre :

Exercice 36 :
1: Montrer que p < ¢ <= dn € N, ¢ = np est une relation d’ordre sur N. Cet ordre est-il total ?
2: Soit A = {2,3}.

2 - 1: Montrer que la partie A est majorée et qu’elle n’admet pas de plus grand élément.

2 - 2 : Montrer que la partie A est minorée et qu’elle n’admet pas de plus petit élément.

Solution de I’exercice 36 :
1: Soitp,q,r € N.
— Onap = 1pdonc p < pd’oularelation < est réflexive.
— On suppose que p < get g < pdonc Im,n € Ntels que g = mp et p = ng.
— Sip =0alors ¢ = mp = 0donc p = q.
— Sig=0alors p =ng =0donc p =gq.
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— Supposons que p et g sont non nuls. On a ¢ = mp et p = ng donc ¢ = mng donc mn = 1 d’otm = n = 1 car
m,n € N. On déduit que ¢ = mp = p.
On déduit que, dans tous les cas, p = ¢ donc la relation < est anti-symétrique.
— On suppose que p < get g < r donc I3m,n € Ntels que g = mp et r = ng donc r = mnp d’ou p < r. On déduit que la
relation < est transitive.
On déduit que la relation < est une relation d’ordre.
— Supposons que 2 < 3 donc In € N tel que 3 = 2n d’ou 3 est pair. Absurde.

2
— Supposons que 3 < 2donc 3n € Ntel que 2 = 3nd’oun = 3 ¢ N. Absurde.

On déduit qu’on n’a pas 2 < 3 ou 3 < 2 donc 2 et 3 ne sont pas comparables d’ol la relation d’ordre < est partielle.
2:
2-1: Onab6=2x3et6=3x2donc3 < 6et2 < 6donc A est majoré par 6 d’ ot A est majoré.
On suppose que A admet un plus grand élément donc max A € A d’ot max A = 2 oumax A = 3.
— Simax A = 2 alors 2 = max A > 3. Absurde car, d’aprés la premiére question, 2 et 3 ne sont pas comparables.
— Simax A = 3 alors 3 = max A > 2. Absurde car, d’apres la premiére question, 2 et 3 ne sont pas comparables.
On déduit que A n’admet pas de plus grand élément.
2-2:Ona2=2x1let3=3x1doncl <2etl < 3donc A est minoré par 1 d’ott A est minoré.
On suppose que A admet un plus petit élément donc min A € A d’otmin A =2 ou min A = 3.
— Simin A = 2 alors 2 = min A < 3. Absurde car, d’aprés la premiere question, 2 et 3 ne sont pas comparables.
— Simin A = 3 alors 3 = min A < 2. Absurde car, d’apres la premiére question, 2 et 3 ne sont pas comparables.
On déduit que A n’admet pas de plus petit élément.

Exercice 37 : On considere I’ensemble :

E = {2+(n_1)n/n€N*}

1 : Montrer que E est majoré et qu’il admet un plus grand élément a déterminer.
2 : Montrer que E est minoré et qu’il n’admet pas de plus petit élément.

Solution de I’exercince 37 :
1: OnaVn € N*,w < 2l — % < % = 3 donc F est majoré.

n
Ona,pourn:l,M:1,p0urn:2,w:%il:%etVnzaw < 2l :%:ldonc% € Eet

vn e N*, Z22C10 < 3 gone 2 est le plus grand élément de E.
FEDT 2l
n

2 1
2:OnaVn e N*, = — > 0 donc A est minoré par 0 d’ou A est minoré.

n n

24 (-1)P
Supposons que A admet un plus petit élément. On a min A € A donc dp € N* tel que min A = L d’ou Vn €
b
24+ (=1)" 24 (=1)P 24 (—=1)" 241 24 (—1)P 2—-1 1
N,7+( ) > min A = 7+( ) . OrVn € N*, + (D < 1 §€t ) > = —donc Vn €
n D n n n D P P
3 1
N*, — > — donc Vn € N, n < 3p d’ou N est majoré. Absurde, donc A n’admet pas de plus petit élément.
n o p

Exercice 38 : On considére R muni de I’ordre usuel et soit I’ensemble :

. {jﬁyz/(m) € B2\ {(o,o»}

1 : Montrer que F est majoré et qu’il admet un plus grand élément a déterminer.
2 : Montrer que E est minoré et qu’il admet un plus petit élément a déterminer.

Solution de I’exercice 38 : .
1: Soit (z,y) € R?\ {(0,0)}. Ona (z — y)? > 0 donc 2% — 2xy + y* > 0 donc 22 + y2 > 22y d’ou < 1.

IQ + y2
On déduit que E est majoré. Or, pour x =y = 1,0n a pa— = % donc % € Edou % est le plus grand élément de F.
€ Y
2: Soit (z,y) € R?\ {(0,0)}. Ona (x + y)? > 0 donc 2% + 2zy + y? > 0 donc 22y > —(z% + y?) d’ol % > -1
4 Y
On déduit que E est minoré. Or, pour z = lety = —1,0ona 2& = —1 donc —1 € E d’ou —3 est le plus petit élément
22 + 92

de FE.
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Exercice 39 :
1: Montrer que p < ¢ <= dn € N* ¢ = p" est une relation d’ordre sur N*. Cet ordre est-il total ?
2 : La partie {2, 3} est-elle majorée ?

Solution de I’exercice 39 :
1: Soient p,q,r € N*.
— Onap = p' donc p < p d’ou larelation < est réflexive.
- Sip<gqgetqg<palors3Im,n € N telsquep = ¢" et g = p" donc p = (p")™ = p"™"* donc mn = ldoncm =n =1
d’ou p = ¢. On déduit que la relation < est anti-symétrique.
- Sip~qgetq~ ralorsIm,n € N*telsque p = ¢" et ¢ = v donc p = (r™)™ = r™" d’olt p < r. On déduit que la
relation < est transitive.
On déduit que < est une relation d’ordre sur N*.
Supposons que < est une relation d’ordre total sur N* donc 1 < 2ou2 < 1ldoncdn € N*,2=1"0oul =2"donc2 = 1ou
n = (. Absurde, donc < est une relation d’ordre partiel sur N*.
2 : Supposons que I’ensemble {2, 3} est majoré donc Ip € N* tel que 2 < pet 3 < g donc Im,n € N* tels que p = 2™ et
p = 3" d’ol p est a la fois pair et impair. Absurde, donc {2, 3} n’est pas majoré.

Exercice 40 :

1: Montrer que (z,y) < (2/,y') <= |z — 2’| <y’ — y est une relation d’ordre sur R?.

: Montrer que V(z,y), (z/,9') € R?, (2,y) < (2/,y) <= y—a <y -2 etz +y<a' +y.

: Déterminer I’ensemble des points de R? qui sont comparable a (1, 2). Que peut-on déduire ?

: Montrer que le cercle unité € est majoré.

: Montrer que V(z,%) € €,z +y < V2 ety — 2 < /2. En déduire I’ensemble des majorants de %.
: ¥ admet-il un plus grand élément ?

AN A W

Solution de I'exercice 40 :
1: Soient (z,¥), (a,b), (c,d) € R2.
- Onalz—xz|=0<0=y—ydonc (z,y) < (x,y) d’ol larelation < est réflexive.
- Si(z,y) < (a,b)et(a,b) < (r,y)alors |z —a| <b—yet|la—2z| <y—bdonc0<b—yet0<y—bdoncy < bet
b<ydouy=">.Ondéduitque |xr —a|] <b—y=0donc|z—a|=0dohz = a.
Onaz =aety = bdonc (z,y) = (a,b) d’ol < est anti-symétrique.
- Si (z,y) < (a,b) et (a,b) < (¢,d) alors |z —a] <b—yetla—c| <d—bdonc |z —c| =|(x—a)+ (a—c¢)| <
|z —a|+|la—c|<b—y+d—b=d—ydou(x,y) < (c,d). On déduit que la relation < est transitive.
On déduit que < est une relation d’ordre sur R
2 : Soit (x,y), (', y') € R%
=) Ona(z,y) < (2/,y)donc |z —2'| <y —ydonc —(y —y) <ax—2' <y —ydoncy —y <z —2' <y —ydou
y—zr<y —zetx+y<az +vy.
=)Onay—zxz<y —2detz+y<z'+ydoncy—y <z—a'etx—a' <y —ydoncy—y <zxz—2a' <y —y
donc —(y —y) <z —a' <y —ydou|z—2| <y —y.
On déduit que (z,y) < (2/,y) <= y—z <y —d'etx+y <z’ +y.
3: Soit (z,y) € R2.
On a (z,y) et (1,2) comparables si, et seulement si, (z,y) < (1,2) ou (1,2) < (z,y) si, et seulement si, (y —z < 2 — 1 et
r+y<l14+2)ou@-1<y—zetl+2<x+7y)sietseulementsi,(y—x<letx+y<3)ou(l<y—zet3 <z+y).
L’ensemble des points comparables a (1,2) est la surface en gris délimitée par les droites x + y = 3 ety — x = 1 dans la
figure : :

On déduit que I’ensemble des points comparables avec (2,1) n’est pas R donc il existe des points de R? qui ne sont pas
comparables avec (2, 1) d’ou la relation d’ordre < n’est pas totale.
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4 : Soit (z,y) € € donc 22 +y?> = ldonc |z] < let|y] < 1dovy—z <|y—z < |y +|z)] <1+1=2et
r+y<|rty <|z[+[yl <1+1=2
On déduitquey —x <2 —0etxz+y <2+ 0donc (x,y) < (2,0) donc (2,0) est un majorant de ‘5 d ol € est majoree
5: Soit (z,y) € €. D apres linégalité de Cauchy-Schwarz,y —x =1 x y+ (=1) x z < /12 + (=1)2\/22 + y2 = V2 car
22+ y? = 1 puisque (z,y) € €. Deméme, x +y=1xzx+1xy < \/12+12\/x2+y2:ﬂ.
On déduitque y — = < \/ietx+y < V2.
Soit (a, b) € R2.
— Supposons que (a, b) est un majorant de €.
— Ona (v22,v22) € € donc (v22,v22) < (a,b) donc V22 +v22 < a+bdob v2 < a+b.
- Ona( \[2,\[2) G%donc( V22, \f2) (a, b)doncf?—(—f?) <b-—adouv2<b-—a.
— Réciproquement, supposons que 2 < b — a et v/2 < a + b. Soit (z,y) € € doncy —z < V2etx +y < /2 donc
y—zrz<b—aetx+y <a+bdonc (z,y) < (a,b) d’ou (a,b) est un majorant de %
On déduit que (a, b) est un majorant de ¥ si, et seulement si, V2<b—aetvV2<a+b.
L’ensemble des majorants de € est la surface en gris dans la figure :
$

4 '\/

P

- Méthode 01 : La figure montre déja que I’ensemble des majorants ne rencontre pas ¢ donc il n’y a pas de majorant
de € qui appartient 8 ¥ d’out € n’admet pas de plus grand élément.

— Méthode 02 : Supposons que ¢ admet un plus grand élément (a, b) donc (a, b) € € donc a? + b? = 1 donc b? < 1
doubd<1.
D’autre part, (a, b) est un majorant de ¢ donc v/2 < a + bet v/2 < b — a donc, en sommant, 2v/2 < 2b d’ot1 v/2 < b.
Absurde car b < 1 donc ¥ n’admet pas de plus grand élément.

S5 Applications :

5.1 Injection, surjection, bijection :

Exercice 41 : Montrer que I’application :

est bijective et déterminer sa réciproque.

Solution de I’exercice 41 : Soity € |—1, [ eton considere I'équation y = f(z) donc y = dotuyz?—z+y = 0.
— Siy = 0alors x = 0 d’ot I'équation y = f(z) admet une unique solution dans | — 1, 1].
— Siy # 0: Le discriminant de I'équation yz® —x +y = Oest A = 1 —4y? > O cary € |—3, 3| donc I'équation

yx? — x + y = 0 admet deux solutions réelles

2+1

= t =
1 2% etx 2%
Onalz| = AV s w > Q\yl > 1 car |y| < 3 or, d’apres la formule du produit des racines, 125 = 1 donc |z1zs| = 1
donc |z2| = ﬁ <1ldotzy €]—1,1[.On dedult que z est 'unique solution de 1’équation y = f(z) dans | — 1, 1[.
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On déduit que, dans tous les cas, y admet une seule solution donc f est bijective et sa fonction réciproque est :
- 11
T I e B |
siz=0

0
x = 91— V1 — 422
—————— siz#0

2x

Exercice 42 :
1 : Montrer que I’application f : R — R définie par Va € R, f(x) =
2 : Montrer que f(R) =] — 1, 1].

3: Soitg: R — f(R) définie par Vz € R, g(x)

I +\ T est injective.

= f(x). Montrer que g est bijective et déterminer g~ *.

Solution de I'exercice 42 :

1: Soient z,y € Rtels que f(z) = f(y) donc 7 =
lyl(1+ |21) d donc 2] + lzy] = [yl + Jzy| d'ot || = [yl
Ona 1+|:z:\ 1+|v\ donc 1+|:c\ 1+\w\ d’ott x = y. On déduit que f est injective.

2: Soitz € R.Ona—|z| <z < |z| donc —1<—1_|f|‘x‘ S 19 < 1JIF|L‘ < ldonc —1 < f(z) < 1dou f(R) C] —1,1].

donc ‘

donc 2! | |  donc |z|(1 + [y]) =

x
1+|u| Tta] ‘1+Iv\ T+a] — T+ly

Soit y €] — 1,1[ et on considere I'équation y = f(x) donc y = 7% donc |y| = ‘Hlxl = 1+|‘€I/’\ donc |y|(1 + |z]) = |z| =
1+ |2 = 1done (1 — [y (1 + |z]) = 1d’ou 1 + |z = =

Onay = 7 donc (1 + [z[)y =z d’obw = 7.

On déduit que f (W) = ydonc] —1,1[C f(R) d'ot f(R) =] — 1,1].

3: Ona f injective donc g est injective. Or, d’apres la question précédente, g(R) = f(R) =] — 1, 1[ donc g est surjective d’ou

g est bijective.
D’aprés la question précédente, Vy €] — 1,1[,Jz € R,y = f(z) => x =

. Iyl donc Vr €] — 1,1[,g ! (x) = 1—m|x\'

Exercice 43 : Soient E, F, G trois ensembles, f : £ — Fetg: F — G.
1: Montrer que si g o f est injective alors f est injective.
2 : Montrer que si g o f est surjective alors g est surjective.

Solution de I'exercice 43 :
1: Soient z,y € E tels que f(x) = f(y) donc g(f(z)) = g(f(y)) d’ou (go f)(x) = (go f)(y). Or g o f est injective donc
x =y d’ou f estinjective.
2:
- Méthode 01 : Soienty € G.Onago f : E — G surjective donc 3z € E tel que (go f)(x) =y d’ouy = g(f(z)).
On pose a = f(x) donc y = g(a) d’ol g est surjective.
- Méthode 02 : Ona f(E) C F donc g(f(E)) C g(F) dou (go f)(E) C g(F).Orgo f : E — G est surjective
donc (go f)(E) =G dou G C g(F).
Onag(F) C GetG C g(F) donc g(F) = G d’ou g est surjective.

5.2 Image directe, image réciproque :

Exercice 44 : Soit f : E — E une application qui vérifie f o f = f.
1: Montrer que f est injective <= f est surjective.

2 : Montrer que VA C E, f(f(A4)) = f(A).

3: Montrer que VA C E, f~1 (f71(A)) = f~(A).

Solution de I’exercice 44 :
1:
<) Soity € E.Ona fo f = fdonc f(y) = (fof)(y) = f(f(y)),or f estinjective donc y = f(y) d’ol [ est surjective.
=) Soit z,y € E tels que f(z) = f(y). On a f surjective donc Ja,b € E tels que f(a) = x et f(b) = y donc
f(x) = f(f(a)) = (fof)a) et f(z) = f(f(a)) = (fof)(b),or fof=fdonc f(z)=f(a)=zet f(y)=f(b) =y
d’ot x = y car f(z) = f(y). On déduit que f est injective.
On déduit que f est injective <=> f est surjective.
2: SoitACE.
— Soit z € f(f(A))donc Jy € f(A) telque z = f(y).Onay € f(A) donc Iz € Atelquey = f(z) d’ot z = f(y) =
f(f(@)) = (fof)(x).Or fof=fdoncz= f(z) =y € f(A). On déduit que f(f(A)) C f(A).
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— Soity € f(A)donc 3z € Atelquey = f(z).Or fo f= fdoncy = (fo f)(x)=f(f(z)) € f(f(A)) carz € A. On
déduit que f(A) C f(f(A)).
Ona f(f(A)) C f(A) et F(A) C F(f(4)) done F(f(A)) = F(A).
3:S0itAC Eetxe E.Ona fof= fdonc:

re [T (FUA) = f@) e fHA) = J@) €A < (fof)@) €A <= f(@)e A > ze f(A)
done =1 (f~1(A)) = £~1(A),

Exercice 45 : Soient E, F' deux ensembleset f : £ — F.
Montrer que f est injective si, et seulement si, VA, B C E, f(AN B) = f(A) N f(B).

Solution de I'exercice 45 :

=) Soitz € ANBdoncx € Aetx € Bdonc f(z) € f(A) et f(z) € f(A) doux € f(A)N f(B). On déduit que
f(AN B) C f(A) N f(B) (Remarquer que 1’on n’a pas utiliser I'injectivité de f).

Soit y € f(A) N f(B). Donc Jda € A,3b € B tels que f(a) = f(b) = y, or f est injective, donc @ = b. On a
a€ Abe Beta=bdoncac AnNBdouy = f(a) € f(AN B). On déduit que f(A) N f(B) C f(AN B) donc
F(4) 1 f(B) = f(AN B).

) Soient 2,y € E tels que £(z) = f(y) donc f({z}) = f({y}), d'on f({z}) = F({e}) N f{yh) = £} 0 {y}).
Ona f({z} N{y}) = f({z}) et f({x}) # O donc f({x} N {y}) # O donc {z} N {y} # @ d’ob = = y. On déduit que f
est injective.

On déduit que f est injective si, et seulement si, VA, B C E, f(AN B) = f(A) N f(B).
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