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Tabia A1 Ml-peﬂunu:um

basadas en el nimero exacto 12,00000 asignado como masa atémica

topedet carbons, 1, son 108 akess nis reciites (1961 adoptados por

Cabén Internacional de Quimiica Pura y de msa usada en esta
donammina midad 9 masa wlimich (hmay § wma. = 116604 % 10 kg, En o

“Hrogo—> 1 u m IV
Perioao |  Serle R
1H
1 1 1,00797 )
= 3Li 4B 5B 6C
2 2 6,939 9,0122 10,811 12,0115
11 Na 2y 13 Al 1481
3 3 22,9898 24,31 26,9815 28,086
19 K 20 Ca 21 Se 22 Ti
4 39,102 40,08 44,936 47,9
4
29 Ca 30 Zn 31 Ga 32 Ge
5 63,54 65,37 69,72 72,59
37 Rb. 38 S 39y 40 2r
6 85,47 87,62 88,905 91,22
5
17 Ag 48 Cd. 49 In. 50 Sn.
7 107,870 112,30 114,82 118,69
55 Cs 56 Ba 5571 72 HE
132,905 137,34 Serie_de los 178,49
5 8 Tantdnidos®
79 Au S0y 817 82 Ph
9 196,967 2005 204,37 207,19
87 Fr 88 Ra. 89-Serie de los
7 10 [223] 226,05 actinidos*

*Serie de los lantdnidos: (57La 58Ce  59Pr  60Nd 61Pm .62Sm
13891 14012 140907 14424 [147) 15035
A os sctinidos: (89Ac Q0 TH  giPa 920 o
[227] 232,038 [231] 238,03 (287  [242]

Tail- 4.2 Constantes fundamentales

Stmbolo Valor
¢ 2,997 x 10° m s
3 1,6021 x 10-
m 9,1001 x 10 kg
my 2,6725 x 107 kg
m, 1,6748 x 10 kg
6,6256 X 104 J s
——1,0545 X 1047 s
1,7588 X 104 kg1 G
e 41356 x 104 J s G
ay 52017 x 104 m
e 24262 x 10-* m
op 1,324 x 104 m
R 1,0974 x 107 m-t

v 9,2732 x 10-% J T



gacala, Ia masa atémica del carbono es 1201115 porque s el promedio de la de loy
diereites lbtopos presentes en el carbono natural. (Para loy clemortar

corchetia Ta mash.MiOmlcs aprovimeds ael iblops maés
v VI vir v 0
2 He
4,0026
7N 80 9F 10 Ne
14,0067 15,9094 18,9984 20,183
15P 165 1701 18 Ar
30,9738 32,064 35,453 39,948
28V 24 Cr 25 Mn 26Fe  27Co 28 Ni
50,942 51,996 54,9380 55,847 589332 58,71
33 As 34 8¢ 35 Br 36 Kr
74,9216 78,36 79,909 83,80
 41ND 42 Mo 43 Te 44Ru  45Rh 46 Pd
92,906 95,94 199) 101,07 102905 1064
51 Sb 52Te 531 54 Xe
121,75 127,60 126,9044 131,30
73 Ta AW 75 Re 70s 771 78 Pt
180,948 183,85 186,2 1902 1922 195,00
83 Bi 84 Po 85 At 86 Rn
208,980 [210] [210] [222)

63Eu 64Gd 65Tb 66Dy 67Ho 68Er  69Tm 70Yb 7llu
151,96 15725 158,024 16250 164930 167,26 168,934 173,04 17497
5Am  96Cm  97Bk  98CL 99Es  100Fm  10UMd  102No 103
28] [205] [0  [249) (253 (23] ([256]

Constante Simbolo Valor
Constante de Avogadro Na 6,0225 x 10% mol-t
Constante de Boltzmann K 1,3805 x 102 J K-t
Constante de los gases R 8,3143 J K- mol-t
‘Volumen normal del gas ideal (a tem-

‘peratura y presién normales Ve 2,2414 X 10 m® mol-t
Constante de Faraday F 9,6487 x 104 G mol-t
Constante de Coulomb K. 8,9874 X 10° N m? C
Permitividad del vacio “ 8,854 x 101 N+ mt G
Constante magnética Ka 1,0000 x 107 m kg C-*
Permeabilidad del vacio e 1,2566 x 10-¢ m kg C-*
Constante de gravitacién Y 6,670 x 101 N m? kgt
Actleracion do la gravedad a nivel

del mar en el ecuador g 9,7805 m 52

Constantes numéricas: = =3,1416; ¢=2,7183; J2=14142; }3=17320
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PROLOGO

Este libro es el tercero y dltimo volumen de una serie publicada bajo el titulo
general de Fisica. La finalidad de esta serie es ofrecer a los estudiantes de ciencias
y de ingenieria una presentacin légica y unificada de la fisica al nivel introduc-
torio, dando énfasis a las ideas bésicas que constituyen el fundamento de Ia fisica :
Ias leyes de conservacién, la interaccion entre particulas y campos v la descripcién
atémica de la materia, Hemos tratado de presentar los conceptos fisicos de tal mo

que el estudiante logre una comprensién clara de su significado tebrico y se dé
cuenta de su fundamento experimental, notando la interrelacién estrecha entre la
teoria y ¢l experimento. Hemos tratado también de desarrollar en el estudiante
Ia habilidad para manipular la matematica necesaria a fin de expresar esos con-

ceptos. Los tres volimenes cubren el equivalente a un curso s s de
fisica_general més un curso de fisica moderna en uno (o dos) semestres. El volu-
men 1 trata de la mecénica y la interaccién gravitacional. EI volumen 11 a
de las interacciones electromagnéticas y de las ondas. El volumen 111 abarca I

fisica cudntica y la fisica estadistica (incluyendo la termodinémica). Aunque los

Iogica, utocontenido y se puede utilizar independientemente de los
icularmente al volumen I1I, que cubre la mayorfa de
Ios temas habitualmente incluidos en un curso introductorio de fisica modern:

nes de estudio de todas las ciencias se hallan presionados para que incor-
n nuevos temas que estdn cobrando mayor importancia. Esperamos que esta
serie alivie esas presiones, elevando en el estudiante el nivel de comprensién de los
conceptos de la fisica y la habilidad para aplicarlos a situaciones concretas. De
te modo se pretende mejorar el nivel de muchos cursos intermedios que se ofre-
S e o itines e sl o pregeata. Lk cures endilenale de pregrado :
‘mecénica, electromagnetismo y fisica moderna, son los que mas se benefician con
e meoramiento de nivel. As, df eitudiants terminar su carrera de pregrado
con conocimientos superiores a los de antes, beneficio de importancia para aquellos
que finalicen sus estudios a esta altura. Ademés habré més oportunidad para intro-
ducir cursos nuevos y mds interesantes al nivel graduado. Esta misma tendencia
se encuentra en los extos bésicos més recientes de otras clenclas para Ios primeros
¥ segundos afos universtar
Y& primera parte de este volumen s denomina fisica culntica. Las Ideas cun-
tcss son Ty cvncl de 10 THica de oy Desalortunadaments, EXeapts or uma breve
Introduceldn & 1 Mdeas de Babr y & a dualidad anda-particula en los coros niro-
sica_general, ha habido a menudo una demora en « exponer » los
otuianies 5 10v orceptos 1o 1 mecinicn codntic y sus. apteacione. Toadiciondl
mente, s6lo los estudiantes de fisica y de quimica aprendian mecénica cudntica y aun
h 304 casos raramiente antes del G1imo afio; S embargo, 1o estudiantes de isica
y de quimica deberfan adquirir un conocimiento operativo de las ideas cuénticas
en una etapa anterior dentro de su plan de estudios de modo que puedan utilizar
este conocimiento en los cursos subsiguientes de pregrado. La Comision de Fisica




vi  Prologo

para Universitarios (Commission on College Physlc)secomienda calurosaments sste
Procedimiento. Las tendencias actuales on 1a biclogia y en Ja ingesiera exigen
Gue Jos estudiantes de estos campos alcancen tamblén wna comprension bésica
del estado sclido y de Ia estructara malecolar, Por ello hemos tenido el cuidado

resentar la mecdnica cudntica de un modo que, sunqus elemental, permita
O D atimat ailsee Iox:consentan colatin & domicionts i

£ capltulo 1 6 wna Introducaién a 108 fundamentos do las Ideas cuinticas. En el
capitulo 2 se continia con las bases necesarias de la mecanica cudntica, dando
énfasis a la manera de extraer Informaci6n fisica acerca de un sistema partiendo
de la forma de lIa funcién energia potencial y de un conocimiento de la naturaleza
general de las funciones de onda. En los capitulos siguientes, el 3 al 9, se aplican
loe consptos v Ins vimieas cudaticas al andlil'd dloms, ‘moléculas, s6lidos, ni-

3 y particulas fundamentals,

En 1o segunda parte del texto (denominada fisica estadistica), usamos métodos
estadisticos para tratar las propledades macroscopicas de la_m: La fisica
rtadisticn’ oo Ja mectoicn sudnticn ums horramionta. bien fundamentada

poderosa que se debe poner en manos estudiantiles tan pronto como sea posible.

és de estudiar Ja mecénica estadistica clésica en el capitulo 10, presentamos
en el capitulo 11 la termodindmica desde un punto de vista estadistico y la apli-
camos a los gases ideales y reales en el capitulo 12. Estamos frmemente conven-
Gidos de due date s el método mis aproplado para Iniciar al cstudiante &
conceptos de la termodinémica. El texto termina con una breve introduccion a S

estadistica cudntica en el capitulo 13.

Gomo muchos estudlantes aprendn actuslmente las ideas bislcas d la reativic
dad en su ourso do fisica gencral, I teoria latividad se trata en
ndice. (B tos wohdimenes 15 11 de 1o semie hay una dicusién completa de 1a

tividad) En el apéndice se tratan también algunos aspectos colatarales como
velocidad de grupo y métodos de deteccién de

emos mantenido las exigencias matematicas ity de los temas cubiertos
en un curso normal de edlculo diferencial o integral. nude hemos omitido
o relogado & las secclones de problemas los desarrallos matemiticos que 50 son
esenciales para la comprension de las ideas en fisica : un ejemplo de tales desarrollos
es Ia labor, un poco aburrida a veces, de encontrar ciertas soluciones a la ecuacién
de Shrodinger.

Muchas aplicaciones de los principios fundamentales, asi como la discusién de
slguncs téplens més avanzados, spasecen en forma do efemplos reuslton. E texto

a que o Estudiante pueda omiti £odos 1os elemplos cn 1a
primera lectura. En una segunda lectura, el sstudiante deberd conslderar los ejem.
Plos elegidon por el profesor, Segin Ia convenlencia de éete, Los ejemplos se pucden

clerta seleccion. Ciertas secciones del texto se pue-
den omitir sin perdida de continuidad. Los problemas que se encuentran al final de
cada capitulo siguen el orden del mismo, y hay algunos mas dificiles al final.

1 gran ndmero  la diversidad de problemas sigifia que cl profeso puede clegit
los que mejor se adapten a la capacidad de sus . De aqul que selcclo-
nando en forma apropiada el material del texto, el profesor pueda adaptarlo a
curso de uno o do dos semestres y al mismo tiempo motivar al estudiante sutcien-
temente para que se enfrente con ese

‘Querctnos expresar nucstra gratitud o todos aquellos que con su estimulo
ayuda hicieron posible este trabajo. Nuestro reconocimiento especial al Profesor
David Lazarus, cuyos comentarios y criticas permitieron mejorar muchos aspectos
del texto. Por dltimo, pero no con menos calor, damos las gracias a nuestras esposas,
quienes nos han apoyado pacientemente en esta tarea.

MaRcELO ALONSO
Washington, D. C. Epwanrp J. FinN
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2

Uno de los objetivos fundamentales de la fisica es analizar las propiedades de
los componentes bésicos de la materia y los procesos que ocurren entre ellos
como resultado de sus interacciones. Estos componentes bésicos — llamados
particulas fundamentales o elementales — son electrones, protones, neutrones
(y otros) que se agrupan formando nitcleos, 4tomos y moléculas. A su vez, estos
grupos se combinan para formar la materia que observamos macroscopicamente.
Aunque ¢l movimiento de las particulas fundamentales sigue los principios de
conservacion del momentum, del momentum angular y de la energia, ¢l analisis
de este movimiento requiere un esquema conceptual diferente, en muchos aspectos,
del desarrollado en la mecénica clasica (o newtoniana) para el andlisis del movi-
miento macroscopico. Esta teoria mas refinada se denomina mecdnica cudntica.
Debemos comprenderla antes de embarcarnos en el estudio de dtomos, moléculas
y niicleos. Afortunadamente, los atomos y las moléculas son esencialmente el
resultado de interacciones electromagnéticas entre los micleos (carga positiva) y los
electrones (carga negativa). Podemos entonces estudiar los atomos y las molécu-
las, sin recurrir a otras fuerzas menos comprendidas, combinando las leyes del
electromagnetismo con las de la mecénica cudntica. También se puede usar la
‘misma técnica para los gases, los liquidos y los sélidos. Por otro lado, los nicleos
son bisicamente ¢l resultado de un nuevo tipo de fuerza: la llamada interaccion
fuerte o nuclear. Como la interaccion fuerte ain no se comprende bien, su andlisis
s mucho més complicado. Es por ello que nuesho estudio de los nicleos en este
texto debe ser de indole més bien descriptiv:

El estudio de las pu-uculas Innd:menmes es posiblemente el campo mis
dindmico y Las que se
observan entre estas pamculas e)ugen la introduccion de otro tipo de fuerza
ademds de la interaccion fuerte. Esta fuerza se denomina inferaccion débil. La
interaccidn gravitacional, que es la més débil de todas las interacciones, juega
un rol de poca importancia en lo que respecta a la estructura bésica de la materia.

La intensidad relativa de las cuatro interacciones es:

fuerte 1
electromagnética 102
debil 101
gravitacional 1072

Los procesos que involucran particulas fundamentales han dado origen  un
nuevo formalismo algo diferente de la mecénica cuéntica llamado feorta cudntica
de campos. Esta teoria es demasiado compleja para ser considerada en este texto.
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4 Fundamentos de la fisica cudntica @2
1.1 Introduccidn

A fines del siglo x1x y durante el primer cuarto del xx se acumulo cierta evi-
dencia experimental de que la interaccion de la radiacion electromagnética con
la materia no estaba enteramente e acuerdo con las leyes del electromagnetismo.
Estas leyes, que son el resultado de los trabajos de Ampre, Laplace, Faraday,

Henry, Maxwell y muchos otros, estén sintetizadas en las ecuaciones de Maxwell
para ¢l campo electromagnético. Al mismo tiempo se estaba desarrollando la
teoria de Ia estructura atomica de la materia, principalmente como resultado del
descubrimiento del electron y de la_confirmacion del modelo nuclear para el
dtomo. Otra serie de experimentos oblig 2 los fisicos a revisar sus conceptos
sobre ¢l movimiento de particulas subatomicas, ya que aparentemente no se
movian exactamente de acuerdo con las suposiciones de la mecénica newtoniana.
Para explicar las nuevas observaciones, varios fisicos incorporaron, mds o menos
ad hoc, una seric de nuevas ideas. Con el correr del tiempo, y gracias a los esfuerzos
de muchos hombres brillantes, estas ideas evolucionaron hasta constituir lo que
hoy dia se conoce como feorla cudnlica; esta teoria es posiblemente la esencia
de la fisica contemporénea. En este capitulo pasaremos revista a las bases expe-
rimentales més importantes de la fisica cudntica.

Tig. 11, Campo eltetrico de una cargn  Flg. 1.8, Campos eléctrico y magnitico
en reposo. de una carga en movimiento uniforme.

1.2 Radiacién electromagnética

La mejor forma de describir la interaccion electromagnética entre dos particulas
cargadas es en funcion del concepto de campos eléctrico y magnético producidos
por las cargas. Cuando una particula cargada esté en reposo respecto a un obser-
vador inercial, éste mide un campo que se denomina campo eléctrico de la carga
(fig. 1-1). Sin embargo, si la carga estd en movimiento respecto al observador,
éste observa un campo diferente, denominado campo electromagnético de la
carga (ig. 1-2). Uno de los componentes del campo se sigue llamando campo
cléctrico, mientras que el otro se denomina campo magnético. Estos campos
dependen de la velocidad y de la aceleracion de la carga respecto al observador.
Como Ia separacién del campo producido por una carga en una parte eléctrica
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y en una magnética depende del movimiento relativo e la carga y el observador,
debemos hablar s6lo del campo electromagnético de la particula cargada. Inver-
smente, cuando una particula se mueve en el campo electromagnético producido
por otras cargas, experimenta una fuerza dada por

F=g¢+oxN),

deade € y B son. respectivamente, los campos eléctrico y magnético medidos
por un observador y © la velocidad de I particula relativa al observador. De
este modo podemos describir en funcion de campos la interaccion electromagné-
tica de particulas cargadas.

Se necesita energia para establecer un campo electromagnético. La energia
por unidad de volumen de un campo electromagnético en el vacio es

B = del o I, )
E™

donde ¢ y o son la permitividad y la ilidad del vacio,
La energia de un campo electromagnético estitico (esto es, un n campo gue o

varia en el tiempo) permanece evidentemente constante. Sin e

o campo depende del liempo, la energia electromagnética s

éste en cada punto. Las variaciones de un campo electromagnético en el tiempo

dan lugar a ondas clectromagnéticas que se propagan con velocidad

e=1/Vegm 3 x 100 ms, 12

es igual a la velocidad de la luz en el vacio. Podemos decir que la onda leva
Ia energia del campo electromagnético. Esta energia transportada por una onda
electromagnética se denomina a veces radiacidn electromagnética.

Como una carga en Teposo respecto a un observador produce un campo estitico,
Ia carga no irradia energia electromagnética. Se puede demostrar también que
una carga en movimiento rectilineo uniforme no irradia energia electromagnética
porque la energia total de su campo electromagnético permanece constante.
Cuando una carga esté en movimiento acelerado se presenta una situacion total-
mente diferente. La energia total del campo electromagnético de una carga ace-
lerada varia en el tiempo. Por lo tanto

una carga acelerada irradia energla electromagnética.

La rapidez con que una carga ¢ moviéndose con velocidad v y aceleracion @
irradia energia es, cuando la velocidad es pequeia respecto a la de la luz,
L o
Al T Brel

.3)

Una conclusion importante es que para mantener la carga en movimiento
acelerado se le debe suministrar energia para compensar la que se transfiere como
radiacion. Esto significa que cuando se acelera un ion en un acelerador Van de
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Graaff o en un ciclotrén, por ejemplo, una fraccién de la energia suministrada
al ion se pierde en forma de radiacion electromagnética. Esta pérdida de energia
es sin embargo despreciable excepto a energias relativistas. Las particulas car-
gadas atrapadas en el campo magnético terrestre, en las manchas solares o en
cuerpos celestes distantes tal como la nebulosa del Cangrejo, también emiten
radiacion lamada radiacidn sincrorénica. Esta radiacion se extiende desde las
radiofrecuencias hasta el ultravioleta lejano.

Si la particula se frena en vez de acelerarse, vale ain la ec. (1.3) y la energia
radiada es el exceso que tiene el campo electromagnético como resultado de la
disminucion de la velocidad de la carga. Por ejemplo, cuando una carga répida,
tal como un electrén o un protén, incide en un blanco y se detiene, una parte
sustancial de su energia se transforma en radiacion (fig. 1-3). Esta radiacion se
denomina radiacién de frenado, 0 més cominmente bremsstrahlung [del alemén
Bremsung (frenado) y Strahlung (radiacién)]. Este es el principal mecanismo
produccién de radiacion en los tubos de rayos X que se usan en las aplicaciones
fisicas, médicas e industriales.

Fig. 18 Radiacién emitida por
una carga que se frena al in

Sabre ‘e bianca.on'un tubo.de
o radiacion rayo:

de frenado

La energia radiada por una particula cargada puede ser absorbida por otras
particulas cargadas que estén sujetas a la accion del campo electromagnético
producido por la primera particula. Podemos describir entonces la interaccién
de dos particulas cargadas como el intercambio de energia por medio de la emi-
sién y la absorcién de radiacion. Por ejemplo, los electrones oscilantes de la
antena de una radioemisora irradian energia; los electrones de la antena de un
radiorreceptor absorben parte de esta energia dando lugar a una sedal en la
estacién receptora.

indlisis de los procesos de emision y de absorcion de la radiacion (es decir,
de la interaccion de la radiacion y la materia) es fundamental para comprender
€l comportamiento de la materia. Como veremos en las secciones siguientes, la
fisica cudntica aparecid como resultado del analisis de tales procesos.

EJEMPLO 1.1. Rapidez con que un dipolo eléctrico oscilante irradia energfa.

Solucién: Consideremos una carga g moviéndose a 1o largo del eje Z de modo tal
que en todo instante su posicién est dada por z = Z cos of. Esto corresponde a un
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mrvimicnto escilatorio de amplitud 2 v frecnencia angular . La carga e entonces
de la particula

q-v-m 2 un ante. La aceleracion
— otz sn‘nuyendn i (1.3), tenemos
.
dk brect e

La rapidez de radiacién de energia oscila debido a la variacién de z en cl tiempo.
Para obtener Ia rapidez promedio de radiacién de energfa, recordemos que ¥ = zf.
Por lo tanto

B gt
( @ ) Timed .5

s deci que un dipolo cléctrico oscllante rradia energia con una rapide
promedis ec. (1.5) y que Ia radiacién corresponde a un campo electro-
Taaguético que dscila con 1a misma recoencia que ¢ dipolo:

1300 K
Pig. 1-4. Densidad de_energia
monocromitica de la radiacion
de cuerpo negro en funcién de la ‘..‘
frecuencia para diversas tempe- -
5 o T ) IXI0 Hs
Frecuencia v

1.3 Radiacién de cuerpo negro

Consideremos una cavidad cuyas paredes estin a cierta temperatura. Los dtomos
que componen las. paredes estén emitiendo radiacion electromagnética y al mismo
tiempo absorben la radiacion emitida por otros dtomos de las paredes. EI campo
de radiacion clectromagnética ocupa toda la cavidad, Cuando la radiacion ence-
rrada dentro de la cavidad aleanza el equilibrio con los dtomos de las paredes,
la cantidad de energia que emiten los dtomos en la unidad de tiempo es igual
a la que absorben. En consecuencia, cuando la radiacion dentro de la cavidad
esti en equilibrio con las paredes, la densidad de energia del campo electromag-
nético es constante. Los experimentos han mostrado que en el equilibrio, la radia-
ci6n electromagnética encerrada tiene una distribucion de energia bien definida;
= dcir: & cada frecasncia comempande una deaskdad de energia que depende
solamente de la de las paredes y es de su material.
La densidad de energia correspondiente a la radiacion con frecuencia entre v

v+ dy se escribe E(v) dv, donde E(y) es la densidad de energia por intervalo
unitario de frecuencias, denominado a veces densidad de energla monocromitica,
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En Ia fig. 1-4 se ilustra la variacién observada de £(3) con la frecuencia v para
dos temperaturas. Lummer y Pringsheim fueron los primeros en obtener expe-
rimentalmente curvas como éstas en 1899. Se puede ver en las curvas que para
cada temperatura la densidad de energia presenta a cierta frecuencia un maximo
pronunciado. Obsérvese también que la frecuencia para la cual la densidad de
energia es mdxima aumenta al aumentar la temperatura. Esto explica el cambio
de color de un cuerpo radiante a medida que su temperatura varia.

Si se abre un pequefio agujero en una de las paredes de la cavidad, parte de
Ia radiacion escapa y se puede analizar. El agujero se ve muy brillante cuando
el cuerpo estd a temperatura alta y la intensidad de la radiacion de equilibrio
dentro de la cavidad es alta, pero se ve completamente negro a temperaturas
bajas cuando la intensidad de la radiacién de equilibrio es despreciable en la
region visible del espectro. Es por esa razon que los que analizaron en el siglo xrx
la radiacion que sale de la cavidad la llamaron radiacién de cuerpo negro.

EI problema de encontrar qué mecanismo hace que los dtomos radiantes pro-
duzcan la distribucion de energia de la radiacion de cuerpo negro dio lugar a la
fisica cudntica. Hacia fines del siglo pasado todas las tentativas de explicar esta
distribucion de energia, usando los conceptos conocidos entonces, habian fraca-
sado completamente. El fisico alemdn Max Planck (1858-1947) sugirio alrededor
de 1900 que si la radiacion dentro de la cavidad esté en equilibrio con los 4tomos de
las paredes, debia haber una correspondencia entre la distribucion de energia
de la radiacion y las energias de los atomos en Ia cavidad. Planck supuso, como
modelo para los atomos radiantes, que los mismos se comportan como oscila-
dores arménicos y que cada uno oscila con una frecuencia dada v. Planck sugirid
como segunda hipotesis que

cada_oscilador puede absorber o emitir energla de radiacion en una
cantidad proporcional a su frecuencia v.

Esta tltima condicion no se exige en la teoria clisica del electromagnetismo
(expresada por las ecuaciones de Maxwell), la cual permite una emision o una
absorcion continua de energia. Si E es la energia absorbida o emitida en un solo
proceso de interaccion de un oscilador con la radiacion electromagnética, la hipo-
tesis de Planck establece que

E=hy, (1.6)

donde h es una constante de proporcionalidad que se supone sea la misma para
todos los osciladores. Por lo tanto, cuando un oscilador absorbe o emite radiacion
electromagnética, su energia aumenta o disminuye en una cantidad hv. La ec. (1.6)
implica que

la energia de los osciladores alémicos estd cuantizada.
Esto significa que la energia de un oscilador de frecuencia v solo puede tener

ciertos valores que son (suponiendo que la energia minima del oscilador es cero)
0, hv, 2y, 3hv, ... De modo que, en general, los posibles valores de la energia
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e un oscilador de frecuencia v son
Eq = nhy, an

donde n es un entero no negativo. Como sabemos, la energia de un oscilador
es proporcional al cuadrado de su amplitud y, a priori, podemos hacer que un
oscilador de frecuencia dada tenga una energia elegida arbitrariamente ajustando
In amplitud de las oscilaciones en forma apropiada. Por consiguiente, la idea de
Planck fue una suposicion ad hoc que no se podia explicar usando conceptos
clisicos; estaba justificada solamente porque “funcionaba” y porque los fisicos
de la época no tenian explicacion mejor. Atin no tenemos una explicacion mejor;
debemos aceptar la cuantizacién de algunas magnitudes fisicas como un hecho
fundamental de la naturaleza.

Aplicando algunas consideraciones de naturaleza estadistica juntamente con
Ia ec. (1.6), Planck obtuvo para la densidad de energia en la radiacion de cuerpo
negro, la_ expresion

8rhv® 1
& AT

() (&)
donde k es la constante de Boltzmann. Esta expresion, que concuerda sorpren-
dentemente bien con los valores experimentales de E(v) a muy diversas tempera-
turas, ha sido aceptada como la expresién correcta para la radiacion de cuerpo
negro. Se denomina ley de radiacion de Planck.

Un aspecto interesante es que actualmente la deduccion de Planck no se puede
considerar fisicamente correcta, razén por la cual la hemos omitido. En otras
palabras, el problema que precipité el nacimiento de la teoria cudntica fue re-
suelto originalmente usando un método no satisfactorio. El problema tuvo que
esperar varios afios hasta que la teoria cuintica se desarrollo segin otros linea-
mientos permitiendo encontrar un método adecuado de célculo. En la seccion 13.6
se daré la deduccion revisada. Sin embargo, las ideas de Planck, particularmente
Ias ecs. (1.6) y (1.7) estimularon nuevas lineas de pensamiento en muchos otros
fisicos que trabajaban en la interpretacion de otros fenomenos relacionados;
esto dio lugar a un rapido desarrollo de la teoria cudntica.

En la ec. (1.6) introdujimos una constante arbitraria h, llamada constante de
Planck. Su valor, obtenido ajustando los valores experimentales de E(s) con
1a ec. (1.8), es

h=6,6256 x 10-%J 5. .9
La constante de Planck es una de las més importantes de la fisica.
EJEMPLO 1.2. Expresar la densidad de energla monocromitica de la radiacién
de cuerpo negro en funcién de la longitud de onda.
Solucion: En algunas ocasiones es preferible expresar la densidad de energfa mono-

cromitica en funcién de la longitud de onda en vez de la frecuencia. Definimos
(%) conforme a la relacién £(3) d» = — E() dv. El signo menos se debe a que di
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¥ dv tienen signos opuestos mientras que E(3) y £(v) son positivas. Como v = ¢/,
tenemos

dvjdy = —epd

B0) = — () dv/dh = B
Reemplazando £(v) por el valor dado en la ec. (1.8) y poniendo v = ¢, obtenemos
finalmente

(1.10)

1
N = S w1

En la fig. 1-5 se muestra cl grifico de 5() para diversas temperaturas. Presenta un
pico pronunciado para una longitud de onda que depende de la temperatura.

el

0 v 2 3 f 5 x10em
Longitud de onda x

Denmidad de anorgle monocromtica do n radiaclin de cuerpo negro en

Fig. 1.
funcién de la longitud de onda para diversas temperatus

EJEMPLO 1.3. Encontrar I longitud de onda para la cual la densidad de energia
monocromitica de la radiacién de cuerpo negro es mixima a una temperatura
dada.

Solucién: Usemos la ec. (1.10) y, para simplificar nuestra exposicién, pongamos
= he[kT; la expresion de KQ) se convierte entonces en

Para encontrar el méximo de ©(x) calculamos de/dz y la igualamos a cero. La ecua-
cién resultante es

T hdr—1=0,
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Esta es una ecuacién trascendente que resolvemos por aproximaciones sucesivas
‘obteniendo z = 4,9651. Por lo tanto: AT = b, donde

b = he/4,9651k = 2,8978 x 10° m K
se denomina constante de desplazamiento de Wien. La expresion

AT =0 .11y

gonatituye la ey de desplazomient ds Wien, descabierta en 1696 por Wilkelm Wir,
I ‘miéximos de £(3) a diferentes temperaturas Ty, Ty T, .-
ocurren p-n 5 ToRBILudes do OndR 3y 2 ha -+ tales quE

Ty =0Ty =Ty = ...

Observemos que a medida que la temperatura del cuerpo aumenta, el miximo de
= ditrbucién de energla sa derplaza haca Longitudss de onda s cortas, lo cunl
riging un camblo de color en el cuerpo. La ley de desplazamiento de Wien es por
lo tanto muy Gtil para determinar la temperatura de cuerpos cali
s o extrellos, halinds 1 Jongitud do and para o cusl 1 tntensidad deJa Tadiacion
es méxima.
La ley de Wien también proporciona un método para determinar h en funcién
del valor experimental de by de su definicién en funcién de h, ¢ y k dada anterior-
mente. La compatibilidad de los resultados con otras determinaciones de h es otra
prueba de la correccién de la ley de distribucién de

BJEMPLO 14, Obtener In deasidud total de energia de Ia radiacion e cuerpo negro
en funcién de la temperat

Solucian: Como E(s) v es 1a densidad de energia en el intervalo dv de la radiacién
de cuerpo negro, la densidad total de energia es
vy
¥ P

Es evidente que & es igual al drea bajo la curva k() de la fig. 1-4. Introduciendo la
variable z = hv/kT, tenemos dv = (kT/h) dz y

) e

E
=
El valor de esta integral s 6,938, por lo que
B =alt, (1.12)

donde
@ = 51,9504rk/c'h® = 7,5643 x 1071 J m? K~4,

La ec. (1.12) se conoce con el nombre de ley de Stefan-Boltzmann y fue descubierta
gupiicamante en 1679 por Josel Stelan v demmontrada leteicamente por Ludwie
Boltzmann algunos afios més tarde usando métodos termodinamicos. Un cdlculo
que omitiremos mucstra que a energia cmitida por un cuerpo negro por unidad
de drea y por unidad de tlempo, liamacs sn emilinldad de radlocitn, estd dada
“, donde o = fea = 5,6693 x 10~ W m K~ se denomina constanle de

Siefan- Dot

La proporcionalidad de & 0 ¥ a T* ha sido verificada experimentalmente. Usando
Tos valores medidos de a o de o podemos recalcular I obteniendo nuevamente el
mismo valor. Podemos usar la ley de Stefan-Boltzmann para determinar la tem-
peratura de un cuerpo negro midiendo su emitividad de radiacion.
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Se debe notar que la mayoria de los cuerpos radiantes — como el sol, un filamento
incandescente o un gas caliente — no se comportan como cuerpos negros y por lo
tanto no siguen rigurosamente las relaciones obtenidas en esta seccién.

1.4 Emision fotoeléctrica

En 1887, investigando la descarga eléctrica entre dos electrodos usada como
fuente de ondas electromagnéticas, Heinrich Hertz observo que la intensidad de
la descarga aumentaba cuando se iluminaba los electrodos con luz ultravioleta.
Este efecto sugirio que las superficies iluminadas emitian mas electrones. Un afio
‘més tarde, Wilhelm Hallwachs observo emision electronica cuando iluminaba las
superficies de ciertos metales como el zinc, el rubidio, el potasio y el sodio. El
proceso por el cual se liberan clectrones de un material por la accién de la radi
cion se denomina emisidn fotoeléclrica o efecto foloeléctrico. Los electrones emitidos
s denominan foloelectrones debido al método de produccion. La emision elec-
trénica aumenta cuando aumenta la intensidad de la radiacion que incide sobre
la superficie del metal, ya que hay més energia disponible para liberar electrones;
pero también se observa que depende en forma caracteristica de la frecuencia

Fig. 1-6. Corriente fotoeléctrica_en

& funcién de 1a frecuencia de la radia-

e

Frecuencia v —

Cortiente fotoeléctrica

de la radiacion incidente. Esto significa que para cada sustancia hay una fre-
cuencia minima o umbral de frecuencia v, e la adiacion electromagnética por
debajo de la cual no se producen fotoelectrones por mas intensa que sea la radi
cién. La fig. 1-6 muestra la corriente fotoeléctrica en funcién de la frecuencia
de la radiacién electromagnética incidente.

En los metales hay electrones que se mueven mas o menos libremente a través
de la red cristalina. Estos electrones no escapan del metal a temperaturas nor-
males porque no tienen energia suficiente para sobrepasar la energia potencial
culombiana en la superficie del metal. Una manera de aumentar la energia de
los electrones es calentar el metal. Los electrones “evaporados” se denominan
entonces fermoelectrones. Este es el tipo de emision electronica que hay en las
vilvulas electronicas. Sin embargo, como muestran los experimentos de Hertz
y de Hallwachs, otra manera de liberar electrones de un metal es posibilitar
que Tos mismos absorban energia de la radiacion electromagnética. Llamemos ¢
a la energia necesaria para que un electron escape de un metal dado. Luego,
si el electron absorbe una energia E, la diferencia E— ¢ aparecera como energia
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imética Ej del electron que escapa. Podemos escribir entonces
Ex—E—¢. (113)

Es evidente que si E es menor que ¢ no habra emision electronica.
905 Einstein propuso una explicacion para la forma en que la emision
fotoeléctrica depende de la frecuencia de la radiacion. Einstein sugiri6 que los
electrones libres, en su interaccién con la radiacién electromagnética, se com-
portan en la forma propuesta por Planck para los osciladores atomicos en rela-
ci6n con la radiacion de cuerpo negro. Luego, segin Ia ec. (1.6), la energia E que
en un solo proceso un electrén absorbe de una radiacién electromagnética de
frecuencia v es £ = hv. Por lo tanto podemos escribir la ec. (1-13) en la forma
Ex=hv—¢. (1.14)
No todos los electrones necesitan la misma energia ¢ para escapar del metal.
Llamamos energta de arranque del metal al valor minimo d, de la energia. Luego,
Ia mixima energia cinética de los electrones que escapan s
Ejmax = hv — ¢o. (1.15)
Segiin esta ecuacién vemos que para una frecuencia v, tal que
hyy— ¢y =0 6 vo = dolh,
la energia cinética méxima de los electrones es cero. Por lo tanto, v, es la fre-
cuencia minima o umbral de frecuencia para el cual comienza la emisién foto-
eléctrica.. Para frecuencias menores que v, de modo que kv < gy, no hay emision
porque los electrones no pueden absorber en un solo proceso energia suficiente
para escapar del metal, independientemente de la intensidad de la radiacién.
Se ve entonces que la propuesta de Einstein explica elegantemente Ia dependencia
de la frecuencia de la radiacion observada en el efecto fotoeléctrico.

Campo_eléctrico
4

Fuerza sobre P72
el electrén |1

Fig. 12, Ameglo experimental para  Fip, 1.8 Relacitn entre ol potencal
observar el efecto fotoeléctrico. de detencién y la frecuencia de rac
cién en el efecto fotoeléctrico.
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Podemos medir la energia cinética mxima Ej,max usando €l método indicado
en la fig. 17. Aplicando una diferencia de potencial V' entre las placas 4 y C,
se retarda el movimiento de los fotoelectrones. Para un voltaje V, determinado,
Ia corriente indicada por el electrometro E cae sibitamente a cero, lo cual sig-
nifica que ni ain los electrones mis rapidos llegan a la placa C. Luego, Eymax=¢Vo
y la ec. (1.15) se convierte en

Vo= hv—dy (1.16)

Variando la frecuencia v podemos obtener una serie de valores del potencial de
detencion V. Si la ec. (1.16) es correcta, el grifico de los valores de Voen funcion
de v debe ser una linea recta. Esto es exactamente lo que se obtiene, como se
muestra en la fig. 1-8. La pendiente de la recta es tg « = hje. Midiendo « y
usando el valor conocido de ¢ podemos recaleular la constante h de Planck. El
resultado es igual al hallado para la radiacion de cuerpo negro. Se puede consi-
derar este acuerdo como una justificacién mas de la hipétesis de Planck expre-
sada por la ec. (1.6).

Del valor observado de v, también se puede obtener la energia de arranque
del metal, & = hv, y compararla con los valores obtenidos por otros medios.
Los resultados son compatibles.

1.5 Dispersion de la radiacion por electrones libres

Hasta ahora, s6lo hemos considerado la energia asociada con la radiacién electro-
magnética. Sin embargo, una onda electromagnética también lleva momentum
ademés de energia. (Esto no es sorprendente, ya que la energia y el momentum
estin estrechamente relacionados.) Teniendo en cuenta quela radiacion electro-
‘magnética se propaga con velocidad ¢, podemos demostrar, usando las ecuaciones
de Maxwell, que la relacion entre energia y momentum para una onda electro-
magnética plana es

- )

Pero segtn In terfa do I eltividad (rer In en. A1), In snerga- do una pur-
ticula de masa en Teposo m, y momentum p

E=c|m+p~ (1.18)
Esta expresion coincide con la ec. (1.17) cuando m, = 0. Podemos entonces
concluir que la relacion entre energia y momentum es la misma para una onda
electromagnética plana y para una particula de masa en reposo nula.

Cuando se emite, absorbe o dispersa una onda electromagnética, se intercambia
energfa y momentum con las particulas que dan lugar al proceso. En consecuencia,
cuando analicemos cualquier proceso en que la radiacion electromagnética inter-
actta con particulas cargadas debemos aplicar las leyes de conservacion de la
energia y del momentum, cuidando de tener en cuenta la ec. (1.17) para la parte
correspondiente a la onda electromagnética.
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Este resultado origina ciertos problemas cuando consideramos la interaccion
de una onda electromagnética con una particula cargada libre, tal como un
electrén libre. Por ejemplo, si un electron absorbe una energia E de una onda
electromagnética, también debe absorber un momentum p = Efc. Ahora bien,
si suponemos que el electron libre estaba originalmente en reposo en el sistema
de referencia del observador, la energia absorbida se transforma en energia ciné-
tica del electron. Pero la energia cinética de un electron estd relacionada con
su momentum p, mediante

Ey=c |mic + pi—

¥ esta relacion es incompatible con pe = Efc y Ey = E, como exigen los prin-
cipios de conservacion de la energia y del momentum. Podriamos concluir en-
tonces que un electron libre no puede interactuar con una onda electromagnética
sin violar los principios de conservacion de la energia y del momentum. El estu-
diante puede preguntarse entonces por qué, al estudiar el efecto fotoeléctrico en
la seccién precedente, no mencionamos este problema. La razon es que, en el
caso de un electron ligado a un 4tomo, a una molécula o a un solido, la energia
el momentum absorbidos estn compartidos por el electron y el tomo, la mo-
Iéeula 0 la red del s6lido a Ja cual el electron esta acoplado. En esas circunstancias
siempre es posible separar la energia y el momentum en la proporcion correcta
para que ambas cantidades se con-

en. Sin embargo, el dtomo, la
molécula o el solido — que tienen Radiacién
masa mucho mayor que la del elec- incidente

de la energia disponible, tan pequeia
que generalmente no se la considera,
En el caso de un electron libre, como
no hay otra particula con Ia cual pue-
da compartir la energia y el momen-
tum, no seria_posible absorcion o

ersion sin violar la
de una de las dos cantidades.

0135 |
Fig. 1-9. Distribucién de intensidad |
de la radiacién dispersada por un elec- 1
trén libre para diferentes angulos de /1 T 4 . Ly
dispersién.
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Los experimentos nos dicen, sin embargo, otra cosa. Cuando analizamos la

radiacion electromagnética que ha pasado por una region en la que hay electrones

libres, observamos que, ademds de In radiacion incidente, hay otra de frecuencia

diferente. Esta nueva radiacion se interpreta como la dispersada por los elec-

trones libres. La frecuencia de la radiacion dispersada es menor que la de la

incidente y en consecuencia longitud de onda de la radiacién dispersada es

mayor que la de Ia radiacion incidente. La longitud de onda de la radiacion

dispersada_depende de la_direccion de

Radiacton ~_ D dispersion (g, 1-9). Este fenmeno in-

dispersada teresante se denomina efecto Complon

en homenaje al fisico norteamericano

A. H. Compton, quien fue ¢l primero en

observarlo y analizarlo en los primeros

aos de la década del 20.

== Sea 2 la longitud de onda de la radia-

cion incidente y ¥’ la de la dispersada;

Compton encontrd que X' — 1 estd de-

Fig. 1-10. Geometria de la dispersion  terminada solamente por la direccion de

Compton. dispersién. Es decir, si 0 es el dngulo

entre la direccion de las ondas incidentes

y la direccion en que se observa las ondas dispersadas, la longitud de onda X"
de Ia radiacién dispersada queda determinada por la relacion experimental

N r = gl — eos 0), (1.19)
donde Ac es una constante cuyo valor es
Ig = 24262 x 10 m.

Se denomina longitud de onda Complon para electrones. Recordando que A = cfv,
donde v es la frecuencia e la onda, podemos escribir la ec. (1.19) en la forma

-1 =2 a—cs 0. (1.20)

Ahora bien, la dispersion de una onda electromagnética por un electrén se
puede imaginar como un “choque” entre Ia onda y el electron, puesto que implica
un intercambio de energia y de momentum. Ademds, como la onda se propaga
con velocidad ¢ y la relacion E = cp entre energia y momentum es similar a la
correspondiente a una particula de masa en reposo nula, esta dispersion se debe
parecer a un choque en el que una de las particulas tiene masa en reposo nula
¥ se mueve con velocidad c.

Esta colision se puede analizar en forma muy simple. Llamemos E y E' a la
energia de 1. particula de masa en reposo nula antes y después del choque y
p=Elcy p'=E'[c a los valores correspondientes del momentum. Si po es el
Tomentum de clctrén despus del chogue, los principios de conservacion de la
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emergia y del momentum dan
P=p +pe Gy
E 4 me? =E + ¢ |/mi& + p (1.22)
De la ec. (1.21) obtenemos p, = p— p'. Elevando al cuadrado se tiene

=ptpr—2pp % (E® + E—2EE’ cos 0),
donde © es ¢l dngulo en que se ha desviado o dispersado la particula de masa
reposo nula. Despejando p de la ec. (1.22) obtenemos

EmE—EY g

i, [E? + E* + 2(E — E)ymee® — 2EE').
Igualando las dos expresiones de p? y cancelando algunos términos comunes,
obtenemos

EE —an,

E—F
Dividiendo ambos miembros por EE' resulta

1 1

Vol = mgt‘ (1 —cos 6). (1.23)
La sinlitad entrs las s (L20) 3 (1.29) e sorprendecte; Vo ods i do uea
mera similitud algebraica. Ambas ecuaciones se aplican a un proceso de choque
i general. Ademis, como lo mencionamos anteriormente, la
relacion encrgia-momentum E = cp para una onda electromagnética es similar
a la correspondiente a una particula de masa en reposo nula, a la cual se aplica
la ec. (1.23). La conclusion evidente es ligar la frecuencia v y la energia E es-
eribiendo

E=hy, (1.29)
y una expresion similar para E, es decir, E' = hv'. En estas expresiones, h es
una constante universal que describe la proporcionalidad entre la frecuencia de
una onda electromagnética y la energia asociada con ella en el proceso de “cho-
que”. La ec. (1.23) se escribe entonces

Lo o

T:E (1 —cos 0), (1.25)
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que es formalmente idéntica a la ec. (1.20). Para obtener la equivalente de
Ia ec. (1.19), multiplicamos la.ec. (1.25) por ¢ y usamos & = c/v. El resultado es

X = & = (hmec)(1 — cos 0). (1.26)

Por lo tanto, la longitud de onda Compton ) del electron estd relacionada con
la masa del mismo por

Ie = hjmee. (1.27)

De los valores conocidos de ¢, me y ¢ podemos calcular el valor de la cons-
tante h, obteniendo el mismo valor encontrado antes para la constante de Planck
en la radiacion de cuerpo negro y en el efecto fotoeléctrico. Por lo tanto, la ec. (1.24)
es esencialmente idéntica a la ec. (1.6).

Llegamos entonces a la conclusion de que podemos “explicar” la dispersion
de la radiacién electromagnética por un electron libre si identificamos el proceso
como una colision entre un electron libre y una particula de masa en reposo
nula que tiene una energia E = hv antes de la colision y una energia E' = hv'
después de Ia colision.

1.6 Fotones

Nuestra explicacién del efecto Compton requiere un anilisis cuidadoso a causa
de las consecuencias de largo alcance que puede tener. Recapitulemos primera-
mente nuestras suposiciones:

(a) la dispersion de la radiacion electromagnética por un electron libre se puede
considerar como un choque entre ¢l electron y una particula de masa en reposo
nula;

(b) la radiacién electromagnética hace las veces de una particula de masa en
reposo nula, que para abreviar llamaremos foldn;

(9) 1a energia y el momentum de la particula de masa en reposo nula (o foton)
estin relacionados con la frecuencia y la longitud de onda de la radiacién elec-
tromagnética por

E=hy, p=hx (1.28)

La segunda relacion se debe al hecho de que p = Efc y v/c = 1/». Podemos ima-
ginar ¢l efecto Compton como la colision ilustrada en la fig. 1-11. En ella un
fotén de frecuencia v choca con un electron en reposo, transfiriéndole cierta
energia y cierto momentum, Como resultado de la interaccion, la energia del
fotén dispersado es menor, teniendo correspondientemente una frecuencia me-
nor v'. Después de la dispersion, el electron tiene un momentum igual a la dife-
rencia entre ¢l momentum del foton incidente y el del dispersado. Podemos veri-
ficar experimentalmente este hecho. Es un experimento dificil, pero ha sido lle-
vado a cabo y los resultados concuerdan muy bien con la teoria,
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4Cudl es el significado fisico del concepto de foton y de las relaciones (1.28)
que lo definen? No es una conclusion necesaria el que la radiacion electromagné-
tica sea un chorro de fotones, lo cual seria una explicacion pictérica posible.
Podemos interpretar la energia del foton incidente E = hv y su momentum
P = hj como la energia y el momentum absorbidos por el electron libre de la
onda clectromagnética incidente. La energia £' = hy' y el momentum =
del foton dispersado son entonces la energia y ¢l momentum que el electrin

un fotén de energla hy y luego emite un fotén e energia hv.. El electron adquiere
una energia cinética Ey = E—E' y un momentum p, = p — p’, que estdn
relacionados por

= ¢ Jmic - pt— meet,
como exige Ja conservacion de la energia y del momentum.

Sobre I base de esta interpretacion del efecto Compton, junto con nuestro
estudio anterior de la Tadiacion de cuerpo negro y del efecto fotoeléetrico, pode-
mos concluir que el fotén s ¢l “cuanto” de energia y momentum electromag-
néticos que una particula cargada emite o absorbe en un solo proceso. Estd deter-
minado completamente por la frecuencia de Ia radiacion. Por consiguiente po-
demos establecer ¢l siguiente principio:

Cuando una onda_eleclromagnética interactiia con una particula
cargada, las cantidades de energia y de momentum que se.inler-
cambian en el proceso son las correspondientes a un folin.

Intercambiado

1
Foton
incidente
Electron después
de la dispersion
Fig. 1-11. Relaciones de energla y de Fig. 1-12. La interaccién electro-
momentum en la dispersion Compton. magnética considerada como un

intercambio de fotones. Los fotones
transfieren energia y momentum de

una carga a otra.
Este principio es una de las leyes fundamentales de la fisica. Se aplica a todos
los procesos radiativos que involucran particulas cargadas y campos electro-
‘magnéticos. No se deduce de ninguna de las leyes que hemos establecido o estu-
diado previamente, sino que es un principio completamente nuevo a considerar
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en pie de igualdad con otras leyes universales como la conservacion de la énergia
tel momentum. El descubrimiento de esta ley en el primer cuarto de este siglo
fue un hito en el desarrollo de la fisica.
El concepto de fotén sugicre una represcntacion grafica de la interaccion elec-
tromagnética entre dos particulas cargadas, como se muestra en la fig. 1-12.
La interaccion corresponde a un intercambio de momentum y de energia; los

ticular, la hemos indicado por simplicidad a un tiempo particular y en las posi-

Frecuencia, Nombre de la Energia del Longitud de onda,
He radiacion Totén, oV n
10| L
1a1-| Rayos gam 10751 Unidad X, XU
10| Lo
100-] fion
108 R 107101 Angstrom, &
107 102 — 1 Nanémetro, nm
L f10-s
100 Ultrayloleta
1005 L f-107
- 10-6—1 Micron,
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100 Radiofrectencia [-1070  [10*
S
1 k109 10 10

Fig. 1-13. El espectro electromagnético.

ciones A y B. La particula 1 interactiia con la particula 2 por medio de su campo
electromagnético con el resultado de que la particula 2 toma del campo cierta
energia y cierto momentum, equivalente a un fotén, con el correspondiente cam-
bio en su movimiento. El movimiento de la particula 1 debe entonces ajustarse
para corresponder al nuevo campo, que es el campo original menos un foton.
Por supuesto que el proceso inverso también es posible y la particula 1 puede
absorber un fotén del campo de la particula 2. Podemos decir entonces que lo
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que ha ocurrido es que ha habido un intercambio do fotones entre las particu-
las 1y 2; en otras palabras,

se puede imaginar las interaceiones electromagnéticas como el resullado
de un intercambio de fotones entre las particulas cargadas inferac-
tuantes.

En cualquier instante el momentum total de un sistema de dos particulas car-
gadas es

Py + P2 + Peampor

donde Peampo €5 € momentum asociado con el campo electromagnético de las
particulas cargadas, siendo E, -+ E + Ecampo la energia total.

La fig. 1-13 muestra las diversas regiones del espectro electromagnético, con
el nombre que cominmente se da a cada region. También se da la longitud de
onda, la frecuencia y la energia de los fotones asociados con ellas.

BJRMPLO 1.5, Expresar Ia enargia do un fotén en ehctronvalts en tuncién de su

longitud de onda dada en metros. Usar ultado para obtener la longitud de
onda e oy vayoe X 6 funcide, 96 vollu]e Sl et pop iy e
rayos X.
[
Radiacion

3 | cometeratin
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Fig. 114, Distribucién do intensidad del sspectro de rayos X del molibdenio en
funcign del voltaje aplicads. E1 potencial de excitacién de la serle K s 20,1 kV
¥ aparece en forma de picos caracteristicos sobre la curva de
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Solucion: De E
he

hv'y v = c tenemos que E = hc/r. Pero

(6,6256 x 10-% T 5) (2,9979 x 10° ms)) =
=1,9863 x 10 I m.

Recordando que 1 6V = 1,6021 x 10-i* J, tenemos que he = 1,2397 x 10-¢ eV m.
Por lo tanto

E =1,2307 x 107 = 1,24 x 10,

donde 4o expresa en aleatrovolts 3 4 on sastros:
explicamos en relacién con 1a fig. 1-3, los rayos X se producen por el impacto
da aloatroncs vipidos con ol material def 4medo do un tabo, 4n FRYOH K. U Slestron
Bueds radiar su ensrgla como consesuencls de choques sucesivor dandy lugar &
varios fotones o puede radiarla como un solo fotén en una sola colision. Evidente-
mente los fotones de mayor energia que emerjan del tubo de rayos X serdn aquéllos
emiticos en ol ultimo de los procesos nombrados, teniendo estos fotones I longitud
. En otras palabras, si V es el voltaje de aceleracion (en volts),
podpes e i g kel il R i el gt i longitudes
o onda.do los rayos X produciios son Igusles o mayores que el umbris 96 Tom
gitud de onda que satisface la relacion

4 x 1
am DU

in tubo de televisién, por ejemplo, los electrones se aceleran en una diferencia

de potencial del orden de 18000 V; cuando los electrones llegan a la pantalla del
bo, se detienen abruptamente eritiendo rayos X por la mism

un tibo de rayos X (i intensidad es,sin embargo, muy baja). La minima longitud
de onda de los rayos X que se producen cuando los electrones se detienen en la
pantalla es entonces » = 0,0 x 101 m. La relacion anterior ha. sido. confirmada
experimentalmente. La fig. 1-14 muestra la intensidad de los rayos X de un tubo
de rayos X en funcin de la longitud de onda de los fotones emitidos, para diferentes
valores de

1.7 Estados estacionarios

Cuando una onda electromagnética interactiia con un sistema de cargas tal como
un 4tomo, una molécula o un niicleo, los campos eléctrico y magnético de la
onda perturban el movimiento de las cargas. En el lenguaje de la fisica clésica,
podriamos decir que la onda imprime una oscilacion forzada sobre el movimiento
natural de las cargas. Un oscilador clésico responde mas fcilmente cuando la
frecuencia de las oscilaciones forzadas es igual a su frecuencia natural, situacion
que se denomina resonancia. Cuando hay Tesonancia, es mixima la rapidez
con que el oscilador absorbe energia.

Se ha encontrado experimentalmente que los atomos, las moléculas, los nicleos
—en general cualquier gmpo de particulas cargadas — tiene una serie de fre-
cuencias de resonancia v, las cuales es apreciable la absorcion
dincion electromagnétice. Para toda otra frecuencia Iy absorcion e despre-
ciable. Las frecucncias de resonancia vi, v, v, .. constituyen el espectro de
absorcidn de la sustancia. Supongamos que inicialmente el sistema estd en el
estado mds estable o de energia minima, llamado estado fundamental. Cuando
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el sistema absorbe radiacion electromagnética, pasa a otro estado de energia
mas alta llamado eslado excitado. En el caso de un dipolo eléctrico oscilante cla-
sico, un estado excitado corresponderia a una amplitud mayor de oscilacion.

Evidentemente, un sistema de cargas en un estado excitado puede liberar su
exceso de cnergia en forma de radiacion electromagnética. Las frecuencias que
2o observan en ja radiacion enitida constituyen ef sspetro de emisin del sistom
de cargas. Los experimentos han mostrado que

las frecuencias observadas en el espectro de absorcion de un sistema
rgas se observan también en el especlro de emision del sistema.

Por ejemplo, los 4tomos de sodio presentan absorcion preferencial de luz de fre-
cuencia igual a 5,09 x 104 Hz, o sea longitud de onda igual a 5,89 x 10~ m.
Estos son precisamente los valores de la frecuencia y de Ja longitud de onda de
la luz amarilla emitida por el vapor de sodio incandescente.

La existencia de un espectro compuesto de frecuencias bien definidas fue un
problema que intrigo a los fisicos al final del siglo pasado y principios del actual.
Para resolver este problema, el fisico danés Niels Bohr (1885-1962) propuso,
en 1913, una idea revolucionaria. Bohr uso el concepto de fotén analizado en la
seccion precedente y extendio la hipotesis de Planck expresada por la ec. (1.6).
Supongamos que un dtomo que se encuentra en un estado de energia E absorbe
radiacion de frecuencia v pasando asi a otro estado de energia E’ mayor. El cam-
bio en la energia del 4tomo es E'— E. Por otra parte, la energia absorbida de
la radiacién en un solo proceso debe ser la de un foton hv. La conservacion de la
cnergia exige que ambas cantidades sean iguales. En consecuencia

E —E=hy, (1.29)

que se denomina formula de Bohr. Andligumentaao el dtomo) poss g wtsly
de energia £’ a otro cstado de energia £ menor, la frecuencia dela radiacion
emitida debe estar dada por la ec. (1. 29)

El hecho de que se observan solamente ciertas frecuencias v, v, v, n la
emision y en la absorcion, se puede explicar si suponemos que la energla "l
4tomo solo puede tener ciertos valores E;, Ey, Cada valor permitido de
energia se denomina nivel de energia. Luego, las “iicas frecuencias posibles que
aparecen en la emision o en la absorcion de la radiacion son las correspondientes

ransiciones entre dos niveles de energia permitidos, es decir v = (E;— Ey)/h.
La hipotesis de Bohr puede entonces enunciarse como sigue:

La energla de un sistema de cargas — un dtomo, una molécula o un
nitcleo — s6lo_puede fener cierlos valores Ey, Ey, Ey, ..; esto es:
la energfa estd cuantizada. Los estados correspondicnies a estas
energlas se denominan estados. estacionarios y los valores posibles
de la energla se denominan niveles de energia.

La absorcion de radiacion electromagnética, o de cualquier otra energia, da
lugar a una transicion del tomo (o molécula o nicleo) de un estado estacionario
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@ otro de mayor energia; la emision de radiacion electromagnética da lugar al
proceso inverso. La frecuencia de la radiacion involucrada en el proceso esti
dada por la ec. (1.29). La fig. 1-15 muestra esquemiticamente algunas transi-
ciones. Un proceso en el que un dtomo en su estado fundamental, designado
por A, absorbe un foton y pasa a un estado excitado, designado por A*, se re-
presenta por

At v A%
El proceso inverso, emision de un foton, se puede expresar por
A% A+ b
La idea de sistemas de cargas que tienen solo un conjunto discreto de estados

estacionarios es completamente extrafia a la mecanica newtoniana. De acuerdo
con las leyes de la mecfinica newtoniana, el movimiento de una particula estd

e
[T

Fig. 1-15. Transiciones entre_es-
tados estacionarios. El espaciamien-
1o de los niveles de energia y las
transiciones posibles dependen de
Ia naturaleza del sistema.

B
(3) Absorcién (b) Emision

determinado por las condiciones iniciales de la particula, que se consideran arbi-
trarias. De este modo, una particula puede tener cualquier energia, determinada
por las condiciones iniciales (posicion y velocidad) arbitrariamente elegidas. Esto
se aplica, por ejemplo, cuando se coloca un satdlite artificial en una érbita es-
table. Un astronauta puede cambiar arbitrariamente la drbita, y por lo tanto
la cnergia, de su nave espacial cambiando simplemente la velocidad en un ins-
tante determinado. Del mismo modo, la mecdnica newtoniana permite que el
electron de un dtomo de hidrégeno tenga cualquier energia, dependiendo esto
de las condiciones cinemiticas existentes cuando el proton capturacl electron
para formar el dtomo, y €l electron podria cambiar su Grbita absorbiendo una
cantidad arbitraria de energia. Sin embargo, la naturaleza parece trabajar en
forma_diferente: solo ciertos movimientos estn permitidos, o son posibles. En
otras palabras: se debe aceptar la existencia de estados estacionarios como un
hecho fundamental de la naturaleza.

La aceptacion de esta idea de estados estacionarios presenta otra dificultad
dentro del marco de la fisica clisica. Cuando un electron gira alrededor del niicleo
de un dtomo, su movimiento tiene aceleracion tangencial y centripeta, es un
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movimiento acelerado. Podriamos pensar entonces que el electron estaria radiando
energia constantemente. En consecuencia, la energia del electron estaria decre-
ciendo continuamente y su rbita se estaria encogiendo. Esto imposibilitaria la
existencia de estados estacionarios. Sin embargo, no se ha observado ni esta
contraccion de la materia ni la radiacion continua de energia con ella asociada.
Por 1o tanto, como no se siguen las predicciones de la electrodinamica clisica,
podemos concluir que un electron (o una particula cargada) que se mueve en
un estado estacionario estd gobernado por principios adicionales que ain no
hemos considerado. En el capitulo 2 exploraremos estos nuevos principios.

Espeetro

de energia

Espectro
discreto L
de energia

Fig. 1-16. Origen del espectro
iscreto tinuo de_energfa
debido a estados estacionarios
discretos

La hipbtesis de Bohr sobre los estados estacionarios fue una hipétesis ad hoc,
sin justificacion tedrica solida. Sin embargo, su éxito estimulé a otros fisicos a
realizar experimentos para poner a prueba la idea. Rapidamente se acumulé una
gran cantidad de informacion que dio lugar al descubrimiento de nuevas e insos-
pechadas propiedades atomicas. Es ésta una situacion que se ha prelenudo

varias veces en la fisica contempordnea. Un fisico de gran intuicion y o
propone un concepto nuevo y atrevido; la idea provoca nuevas cspcculacmnt:
¥ experimentos y pronto se abren horizontes nuevos ¢ insospec!

Los estados estacionarios no constituyen necesariamente un espu: discreto
de energia. En muchos casos estin permitidos todos los valores de energia en
un cierto intervalo (0 banda) resuitando un espectro continuo. Consideremos
por ejemplo, el caso de un electron y un proton y tomemos el cero de la energia
cuando ambos estin en reposo a una distancia muy grande uno de otro. Todos
los estados estacionarios de energia negativa, que corresponden a estados ligndos
en los que el electron se mueve alrededor del proton formando un dtomo de hi-
drogeno, estn cuantizados y la energia de estos estados solo puede tener ciertos
valores Ex, Ez, Ex, - . (ig. 1-16). Por el contrario, los estados de energia posi-
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tiva no estén cuantizados y su energia puede tener cualquier valor, Estos estados
no son ligados y corresponden a la situacion en que el electron se lanza sobre el
protén desde una gran distancia y con cierta energia cinética Snicals a1 pasar
cerca del proton, el electron se desvia de la direccion original de su movimiento
 se aleja hacia el infinito sin formar un sistema ligado. En este caso, la energia
del sistema estd determinada por la energia cinética inicial del electron, que se
puede elegir en forma arbitraria.

Puede haber transiciones entre dos estados del espectro discreto de energia,
tales como Ia ab y la ed (fig. 1-16), o entre un estado del espectro discreto y uno
del espectro continuo, tal como ef, o entre dos estados del espectro continuo,
como gh.

EJEMPLO 1.6, Conservacién de la energia y del momentum en transiciones radia-
tivas.

Solucio e sty I o (1.09) o vorrecta.en lo que sospesta x lcomsera-
cion de Ta energia. Sin embargo, un examen mds detallado indica que necesita una

se deben conservar en transiciones radiativas de un estado a otro. Consideremos
primero la emision por un dtomo en reposo. Inicialmente, antes de la transicién,
su momentum es nulo. Después de Ia transicién un dtomo debe retroceder con un
‘momentum igual y opuesto al del fotén, es decir 0 = pitomo + Pioen; en médulo

Patoso = Pioton = hfc. 1.30)

Consideremos ahora la conservacién de la energfa. Tenemos inicialmente un dtomo
en reposo en un estado estacionario de energia E: y después de la_transicién un
itomo en un estado estacionario e energia Ey con energia cinética plomo/2M ¥ un
foton de energia hv. La conservacién de la energia exige en consecuencia que

gy Plome
By =y + Bleme 4 a3y
o sea, utilizando la ec. (1.30),

(1.32)

Cuinde b ot auy pequans sspecto & QM of it térou o despreciubie 7
cc. (1.32) se reduce a la ec. (1.20). Este es el caso de las transiciones atémicas y mo-
oaoum, £ genersl o ox macko mamoe qoe M’y podemos esctiotr 1a ec. {133)
en la form

men s ) ()

donde hemos usado el desarrollo (1 -+ )" = h2Me, que
es una cantidad pequeta respecto o o umdad. En e itis término podemos reom:
v por Ei— Ey, resu

Iy B By — BB (1.33)

donde el tiltimo término es esencialmente la energia de retroceso del dtomo. Por lo
tanto, en el proceso de emisién la energia del foton es ligeramente menor que la



18 Evidencia experimental de los estados estacionarios 27

diferencia entre los dos niveles de energia del emisor (itomo, molécula o nicleo).
La diferencia es la energla de retroceso del emisor.

0 lado, para el proceso de absorcién debemos modificar la ec. (1.31) eseri-
biendo

W
Eq + h Er + oM (1.34)

ya que ahora hay un fotén en el estado inicial y ninguno en el final. La conservacién
del momentum requiere que pitamo = Piotia quE €5 también equivalente a la ec. (1.30).
Por lo tanto, usando las mismas aproximaciones que antes, la ec. (1.34) se trans-
forma en

nv
hy = (B — E) (1 - Wa’) E—E) (1 + )
o sea
& —Ey
hv= By By BB (135

En consecuencia, para que la absorcién tenga lugar, la cnergia del fotén absorbido
dsbe ser ligeramente mayor que In diferencla do chergia enire Ios dos niveles del
absorbente para compensar la ica de retroceso del mi
Una consecuencia de este anlss o5 que un toton eraitid por un itemma (étommo,
icula 0 nicleo) en Ia transilén a -5 o pueds ser aborbido por otro
{aéntico para efectuar Ia tran 2 b — a, por 1o que el espectro d
%0 e 1adaties 1 supacieo. do absdrelte Volverseass missamante jobre sulh 450
en el ejemplo 1.10. Para las transiciones atémicas y las moleculares, en las cuales
£7— B\ es del orden de unos pocus clectronvolts y M2 es del orden de 107 eV, of
término corre e tas-ecs. (139 ¥ (1.33) es ael le 101 eV siendo, por lo
tanto, desprectable. Por otra parte, para las transiciones e i puede
ser del orden de 10° V. Como Mc es del mismo orden que enlas transiciones atg-
micas, el término correctivo es eV, siendo
impor

1.8 Evidencia experimental de los estados estacionarios

Hasta aqui hemos introducido la idea de estados estacionarios como un concepto
Eunvialiate pars expliir o eiicitio Ao W Toe datios Autilonk St exk
bargo, la existencia de iones entre esmdos

r muchos it El istico es cl de colisiones
Cicbiticas o 1ot i, phrts ds In Sasygla, cinetics Al proyectl 15 anatinre al
blanco como energia interna. Estas se denominan colisiones ineldsticas de primera
especie. Las colisiones inelésticas de sequnda especie corresponden al proceso
inverso.

Siupongamos que una particula répida g choca con otro sistema A (que puede
ser un dtomo, una molécula o un niicleo) que se encuentra en su estado funda-
mental de energia E;. Como resultado de la interaccién proyectil-sistema (que
puede ser clectromagnética o nuclear), hay un intercambio de energia. Sea E, la
energia del primer estado excitado del sistema. La colision serd elastica (es decir
que se conservara la energia cinética) a no ser que el proyectil tenga energia
cinética suficiente para transferir al blanco la energia de excitacion E,—E;.
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Cuando esto ocurre la colision es ineldstica y podemos representarla por

A + Gripiaa > A* + Gienta:

Cuando la masa del proyectil g es muy pequeia respecto a la del blanco A, como
caso de un electrén que choca con un dtomo, la condicién para que
haya colision ineldstica es (ver el ejemplo 1.7)

Ev> Ey—E, (1.36)
donde Ej = jmot es la energia cinética del proyectil antes de la colision. La
energh clnética del proyectl despuis de 1 colsisn e entonces 'y~ Ey—(Ey—E)
ya que la energia que el proyectil pierde en la colision es Ey—

Para dar un ejemplo concreto, supongamos que un electron de energs. ciné-
tica Ey se mueve a través de una sustancia, digamos vapor de mercurio. Si Ex
es menor que la primera energia de excitacion del mercurio, Ey — E;, todas las
colisiones son elisticas y el electron se mueve a través del vapor perdiendo energia
muy lentamente, ya que la méxima energia cinética perdida en cada colisién
(ver el problema 1.55) es aproximadamente

AE, % — 4(me/MEy = 5 x 104E;.

Por el contrario, si Ey es mayor que E;— E,, la colision puede ser ineldstica y
el clectron puede perder la energia E,—E, en un solo choque. Si la energia
cinética inicial del electron no es mucho mayor que E, — E,, la energia del elec-
trén después de la colision inelistica s insuficiente para excitar otros étomos;
las siguientes colisiones del electron serdn eldsticas. Pero si la energia cinética
del electron es inicialmente muy grande, el electron puede experimentar otras
colisiones inelisticas mis, perdiendo una energia F, — E, en cada una y pro-
duciendo mds dtomos excitados antes de reducir su velocidad por debajo del
umbral para colisiones inelisticas.

1

fasv-]

Corriente

Galvanémetro

V~05V

i0
Volts
Fig. 1-17. Arreglo experimental d Fig. 1-18. La corriente electrénica

y Hertz para analizar colisiones fhr incién del potent ador en
Y23 do segunaa especie. o experimanto do Franc-Hertz.
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Este proceso fue observado por primera vez en nu por Franck y Hertz.
En la fig. 1-17 se indica esquematicamente su arreglo experimental. Un filamento
caliente £ emite electrones que son acelerados hacia Py rejilla G por medio de un

dador V', de 0,5 volt aproximadamente, de modo que los electrones, que quedan
con muy poca energia cinética después de una o mds colisiones ineldsticas, no
pueden alcanzar la placa y ¢l galvanometro no los registra. A medida que se
aumenta V, la corriente de placa / fluctiia como se muestra en Ia fig. 1-18, apa-
reciendo los picos a intervalos de alrededor de 4,9 volts. El primer valle corres-

ponde a los electrones que pierden toda su energia cinética después de una colision
ineliistica con un dtomo de mercurio que queda entonces en un estado excitado.
El segundo valle corresponde a los electrones que sufrieron dos colisiones inelds-
ticas con dos 4tomos de mercurio, perdiendo toda su energia cinética, y asf suce-
sivamente. Los dtomos excitados de mercurio vuelven a su estado fundamental
por emision de un foton, conforme a Hg* - Hg + hv donde hy = E,— E,.
Sabemos por evidencia espectroscopica que el vapor de mercurio excitado emite
radiacion de longitud de onda 2,536 X 10" m (6 2,536 A) y que corresponde a
un fotén de energia hv igual a 4,86 eV. Durante el pasaje del haz de electrones
a través del vapor de mercurio se observa una radiacion de esta longitud de onda
viniendo del vapor. En consecuencia este experimento simple es una de las prue-
bas mis directas de la existencia de estados estacionarios.

Otro experimento similar es la exciacion coulombiana de micleos. Por ejemplo,
cuando un proton pasa cerca de un nicleo, la interaccion eléctrica entre ambos
puede dar lugar a una colision ineldstica, resultando la excitacion del nicleo a
uno de los estados excitados mis bajos. EI niicleo vuelve a su estado fundamental
emitiendo fotones de rayos gamma que tienen energias del orden de varios keV.
Es por esa razon que la excitacion coulombiana es uno de los métodos experi-
mentales mds importantes para detectar y analizar los estados estacionarios
bajos de los micleos.

EJEMPLO 1.3, Célculo del umbral de energia cinética necesaria para la excita-
ci6n del blanco en una colisién inclistica de primera especie.
Solucion: Designemos con m y M la masa del proyectil y la del blanco respectiv
‘mente. Suponemos que el blanco esti i
rencia del laboratorio o sistes proyectil antes de la
colisién y »° y P los momenta del proyectil y del blanco después de la colision,
conservacién del momentum  exige que

p=p+P asn
Anilogamente, si E, es la energia del estado estacionario inicial del blanco y B,
la del estado final, la conservacion de la energia exige que

1 1 omy 1
S Pt Bt P B
o sea, poniendo AE = E,— E,,
L (138
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La minima energia cinética del proyectil necesaria para el proceso es aquélla en
que tanto el proyectil como el blanco estan en reposo en el sistema de referencia
del centro de masa, o sistema C, despuds de la colision de modo que toda la energla
en ¢l sistema C se utiliza en Ia excitacion del blanco. En este caso, desputs de la
colisién, el blanco y el proyectil s mueven en el sistema L con la misma velocidad
e i oo ok diveute, Do o, tanks v o ecicy B o Mo Pero
1% e 1a Velocidad del proyeetl antes de la colision, tenemos que

von

Por consiguiente

me_ ___mp p o _mMo Mp
m+M T m+ M’ mEM T m+ M’

ue por supuesto son cusclones compatibles con a ec, (137). Sustituyendo estos
valores en la ec. (1.38), obtenemos después de una simplificacién directa

i (e ) =08

1
B=p (14 (1.39)

Esta ecuacién da el umbral de energia cinética que debe tener el proyectil para
Uevar ol blanco 8 su primer nivel excitado. SI of proyectl es mucho més liviano
que el blanco, m < M, tenemos que Ex ~ E = E,— E,. Esta es la condicién para
ue haya coltsion neldsticn de un lectrén con un dtomo o moléculs; I utilizamos
en nuestro anilisis del experimento de Franck-Hertz. Sin embargo, cuando los
Adeleos experimentan excliacion eoulomblana a causa do sus colislones ineldsticas

n protones, debemos usar la ec. (1.39). La razén es que en general, especialmente
en colisiones con nucleo livianos, m/M puede no ser pequena respecto a la unidad.

1.9 Interaccién de la radiacién con la materia

La interaccion de la radiacion con Ja materia es uno de los procesos fundamen-
el Sompsahln de g fendioenos 4o omursian o atvees, Pot o jemplo,
la tierra estd sujeta a un flujo continuo de radiacion electromagnética prove-
niente del sol, que hace posible la vida a través del proceso de fofosintesis (esto
es, la formacion de nuevos compuestos, principalmente carbohidratos, por sin-
tesis del dioxido de carbono y el agua como resultado de la absorcion de fotones;
un compuesto lamado clorofila juega un papel importante en la reaccion). EI
proceso se puede escribir en la forma

6C0; + 6H,0 + nhy > CgHyy0, + 60,

El nimero n de fotones no es fijo; la energia de los mismos corresponde princi-
palmente a la region visible del espectro. El proceso es mucho mas complicado
que o que la ecuacion anterior pueda sugerir y ain se esté realizando investi-
gacion activa sobre el mismo. La fotosintesis es importante no solo porque pro-
duce carbohidratos, que son la fuente Gltima de alimento (y por lo tanto de
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energia) para la mayoria de los organismos vivientes, sino también porque con-
trola I cantidad de oxigeno que hay en la atmosfera liberando oxigeno que,
por otra parte, se consume ripidamente en los muchos procesos de oxidacion
que ocurren en la tierra.

La fotosintesis es s6lo un ejemplo de muchas reacciones iniciadas por la absor-
cion de radiacion. El estudio de esas reacciones se denomina fofoquimica. Cada
reaccion fotoquimica requicre la intervencion de fotones de una cierta energia.
Otro ejemplo de procesos debidos a la absorcion de radiacion es Ia disociacidn
de una molécula por absorcion de un foton, esto es,

AB +hv—> A + B.

Una reaceién de este tipo, de gran importancia geofisica y biologica, es Ia diso-
ciacion del oxigeno en la atmésfera por absorcion de radiacién ultravioleta de
longitud de onda en el intervalo de 1600 A a 2400 A (o sea fotones con una ener-
gia entre 7,8 €V y 5,2 eV). Podemos expresar este proceso mediante la ecuacion

03+ hv>0+0.

EI oxigeno atémico producido se combina con el oxigeno molecular para formar
el 0z0n0, Oy, que a su vez se disocia fotoquimicamente por absorcion de radiacion
ultravioleta de longitud de onda entre 2400 A y 3600 A (0 sea fotones de energia
entre 5,2 eV y 3,4 eV). La reaccion es

0y + hv—> 0 + 0,

Estas dos reacciones absorben radiacion ultravioleta tan fuertemente que supri-
men pricticamente toda la radiacion ultravioleta que viene del sol antes de que
alcance la superficie terrestre. Si esta radiacion ultravioleta pudiese llegar a la
superficie terrestre, destruiria muchos organismos por reacciones fotoquimicas
con componentes de las células, enzimas, ctc.

El proceso fotogrifico es otro ejemplo de una reaccion fotoquimica. Bajo la
accion de la radiacion, las moléculas de bromuro de plata se descomponen, for-
mando los 4tomos de plata lo que se lama una imagen latente en una pelicula
sensibilizada. Mas tarde, en el proceso de revelado, Ia pelicula se trata de modo
tal que se forme una imagen permanente.

Cuando el fotén tiene energia suficiente, su absorcién por parte de un tomo
© una molécula puede dar lugar a la emision de un electron. Lo que queda es un
4tomo o molécula ionizado. Podemos escribir este proceso en la forma

N

Este proceso, llamado es el equi e en
metales estudiado en la seccion 1.3; esa razon que también se le llama
Sfeto fooelkiric abmics, Como Tesaltad ds 1a fotaiiaaciin, cwando v hs
de radiacion ultravioleta, X o v pasa a través de la materia, produce ionizacion
alo largo de su camino. Llamemos I a la energia necesaria para extraer un elec-
trén de un dtomo o de una molécula; la misma se denomina energfa de ionizacidn.
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La energia cinética del electron esté dada entonces por
Ee=hv—1, (1.40)

que es una ecuacion andloga a Ia ec. (1.14). (En esta ecuacion hemos despreciado
1a energia de retroceso del ion). La ec. (1.40) muestra que para que se produzca
fotoionizacion, la energia del foton debe ser igual o mayor que 1. El valor de [
depende del estado estacionario inicialmente ocupado por los electrones desaloja-
dos. Por ejemplo, si se quiere desalojar un electron del estado fundamental de un
4tomo de hidrogeno, la energia minima del foton debe ser 13,6 eV, Pero si el
electron esti en el primer estado excitado se necesita s610 3,4 V. Para los dtomos
de helio la energia de ionizacién necesaria para sacar un electron del estado fun-
damental es 24,6 eV.

En la region de la alta atmosfera lamada ionosfera, la gran concentracion de
fones y de electrones libres (alrededor de 10 por m?) se debe principalmente al
efecto fotaeléctrico sobre dtomos y moléculas producido por la radiacion ultra-
violeta y X proveniente del sol. Algunas de las reacciones que ocurren més fre-
cuentemente son

NO 4+ hv—>NO* + e (53 eV),
Nathvos Nt e (GdeV),
0, + hv—> Ojt 4 e~ 3,1 eV),
He 4 hv—>Het +e (246 V).
Se indica entre paréntesis las energias de ionizacion. Como resultado de estas
ionizaciones, muchas otras reacciones secundarias tienen lugar en la atmosfera.
La captura radiativa es un proceso inverso a la fotoionizacion. En la captura

radiativa un ion captura un electron libre de energia cinética E; formando un
estado ligado y emitiendo un foton, es decir,

At b At by
La energia del fotén es

hv=Ec+ 1L .41)

Cuando Ia energia del foton es mucho mayor que la energia de unién de un
electrén en un dtomo o molécula, se puede considerar que el electron es libre.
En este caso, la dispersion Compton (seccion 1.5) es un proceso més probable que
el efecto fotoeléctrico. Si la energia del fotdn es mayor que 2mect (= 1,02 MeV,
que es el doble de la energia en eposo del electron), puede ocurrir otro proceso:
Ia creacién de un par electron-positrén. (El positrén es una particula que tiene la
misma masa que el electron, pero carga positiva.) La creacion de un par elec-
trén-positron, llamada produccion de pares, se puede escribir en la forma

hv> et o (142)
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Fig. 1-19. Secciones eficaces macroscopicas para la absorcion de fotones en alu-

1as eafalades con 111 son 1as secciones eflcaces parciles debldma & 1 produccién

En la seccion 9.3 se estudiard este proceso en detalle. Por ahora, digamos sola-
mente que consiste en la transformacion de un fotn en un electron mas un
positrén. Como la energia asociada con la masa en reposo de un electron o de
un positron es mec?, la energia minima del foton necesaria para producir un par
electron-positron es 2mqc?,

A energias altas, la radiacion electromagnética también puede interactuar con
los niicleos atomicos llevindolos a un estado excitado o desalojando una par-
ticula nuclear (tal como un proton) en 1o que se llama una reacidn folonuclear,
o ain partir el nicleo. En el capitulo 8 se estudiardn estos procesos nucleares.

Cuando un haz de radiaci6n pasa a través de la materi, absorbida
gradualmente por los diversos procesos que hemos mencionado. Asi, si I es la
intensidad de la radiacion antes de entrar en la sustancia, su intensidad después
de atravesar un espesor z de la sustancia estd dada por

I=Ies,

(1.43)

donde ¥ (expresada en m-! si z se expresa en metros) es una cantidad carac-
teristica de cada sustancia y de cada proceso; se denomina coeficiente de absorcidn
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lineal o seccion eficaz macroscdpica. Es funcion de la energia de los fotones [ver
el cjemplo 8.8 para la obtencion de la ec. (1.43)].

En cada sustancia hay una seccion eficaz macroscopica para cada proceso
posible, tal como el efecto fotoeléctrico, la dispersion Compton, la produccién
de pares, etc. La seccion eficaz total de una sustancia es la suma de todas las
secciones eficaces parciales. La fig. 119 muestra las secciones eficaces macros-
copicas individuales y total del aluminio y del plomo para los tres procesos men-
cionados. Obsérvese que a bajas energias el efecto fotocléctrico es el mis impor-
tante, a energias medias domina el efecto Compton y a energias altas la pro-
duccion de pares es el proceso més importante.

1.10 Particulas y campos

Al final del primer cuarto de este siglo tuvo lugar otra revolucion importante
en los conceptos fisicos que cambis fundamentalmente el modo de describir el
‘movimiento de una particula.

Nuestra experiencia sensorial nos dice que los objetos que tocamos y vemos
tienen un tamafio y una forma bien definidos y que, por lo tanto, estdn locali-
zados en el espacio. Tendemos entonces a extrapolar y pensamos que las par-
ticulas fundamentales (electrones, protones, neutrones, etc.) tienen forma y
tamano, tendiendo a imaginarlas como algo asi como esferillas, con un radio
caracteristico ademds de su masa y su carga. Esta es, sin embargo, una extra-
polacion mas allé de nuestra experiencia sensorial directa y debemos analizarla
cuidadosamente antes de aceptarla,

Los experimentos han mostrado que esa imagen, sensorial y extrapolada, de
los constituyentes bisicos de la materia es erronea. EI comportamiento dindmico
de las particulas elementales exige que con cada particula asociemos un campo
— campo de materia — del mismo modo que, a la inversa, asociamos un foton
(que es equivalente a una particula) con un campo electromagnético. Este campo
de materia describe el estado dindmico de una particula en el mismo sentido en
que ¢l campo electromagnético corresponde a fotones que tienen momentum y
energia precisos. Para estudiar la conexion entre el campo de materia y las pro-
pletades dinmicas de a patical (e dec, s momentum y ea energla), podemos
guiarnos por las relaciones el foton.

T3 rtacionse (128) a K farersa; podesups pines qae 1a Iongitsc dn:ouda' 3
¥ la frecuencia v del campo monocromético asociado con una particula de mo-
mentum p y energia E estin dadas por

- (1.44)

donde, como antes, f es la constante de Planck. El fisico francés Louis de Bro-
glic (1892- ) propuso estas relaciones por primera vez en 1924, y es por esta
razon que % = hp se denomina a veces longitud de onda de de Broglic de una
particula. Introduciendo el nimero de onda k = 2=/ y la frecuencia angular
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@ =27y, podemos escribir las relaciones (1.44) en la forma mis simétrica

By

2

o, definiendo una nueva constante designada con / y denominada h cruzada

B=h2r = 1,054 x 109 J 5,
tenemos
p=hk E=ho. (1.45)

Si nuestra suposicion, expresada por las ecs. (1.44) o (1.45), es correcta, podemos
esperar que cuando se perturba el movimiento de la particula de tal modo que
el campo asociado a ella no se puede propagar libremente, se deben observar
fenémenos de interferencia y de difraccion como en el caso de ondas eldsticas
 clectromagniticns. Exto e lo que ocue reslmente,

e discutir los experimentos que revelan interferencia y difraccion del
(zmpo e mtecia tratacase e estinas 6 valor dofla longitad 96 wnida 8 do Bro-

Placa
Fig. 1-20.  Arreglo experimental para Totogrdfea
observar la difraccién de electrones en
un’ material eristalino.

Lamina
cristalina

Haz incidente
de electrones

glie  asociada con una particula. Los electrones acelerados por un potencial
eléctrico V ganan una energia eV; su energia cinética es entonces p?/2me = eV
por 1o que p = J/ 2meeV. Introduciendo los valores de ¢, m y h, obtenemos para
Ia longitud de onda de de Broglie de esos electrones

A= h/)2meeV = 1,23 x 1=/} V m, (1.46)

donde V se expresa en volts. También se puede usar esta formula cuando la ener-
gia cinética del electron se expresa en electronvolts. Para V ~ 104 V (que es del
orden de los voltajes usados en los tubos de TV), la longitud de onda es aproxi-
madamente 10-1! m, comparable a la longitud de onda de los rayos X. Esto sig-
nifica que si lanzamos un haz de electrones rapidos a través de un cristal, debe-




36 Fundamentos de la fisica cudntica @10

Fig. 1-21. Difraccién de electrones
en polvo_cristalino (cortesia  del
Dr. Lester Germer).

mos obtener patrones de difraccion que resultan de la dispersion del campo de
materia. Estos diagramas de difraccion correspondientes a electrones deben ser
similares a los observados para rayos X.

En 1927, ¢l cientifico briténico G. P. Thomson (1892- ) comenz6 una serie
de experimentos cuya finalidad era estudiar el pasaje de un haz de clectrones
a través de una fina limina de material cristalino. Después que los eleotro-
nes pasaban a través de la limina, incidian sobre una placa fotogréfica, como se
muestra en la fig. 1-20. Si los electrones se hubieran comportado como particulas
en el sentido macrosc6pico, se hubiera observado una imagen borrosa porque en
general cada electrén habria experimentado una dispersion_diferente por los
atomos del cristal. Sin embargo, el resultado obtenido fue idéntico a los diagramas
de Debye-Scherrer correspondientes a la difraccion de rayos X por sustancias
‘policristalinas, como se muestra en la fotografia de la fig. 1-21. Andlogamente,

Fig. 182, Ditraccitn de_dlsctro-
nes de en un monocristal de
carbono (gmllln) (cortesfa de R. Hei-
denreich, Bell Telephone Laborato-
ries).
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Fuente de

electrones difractados

Monocristal
. 1 n. Dispositivo de Davisson y Germer para observar dispersion electrénica
de Bray

enando un haz electrénico pasa a través de un monocristal, se obtienen los dia-
gramas de manchas de Laue (también observados con rayos X) como se ve en
Ia fotografia de la fig. 1-22. A partir de la estructura de estos diagramas se puede
calcular la longitud de onda de de Broglie 3 si se conoce el espaciamiento de los
planos cristalinos y se aplican las formulas que se han deducido para rayos X.
Se puede comparar los valores resultantes de ) con los obtenidos de la ec. (1.46).
El resultado estd en completo acuerdo dentro de los limites de error experimental.
En los celebrados experimentos de C. Davisson y L. Germer (realizados apro-
ximadamente al mismo tiempo que los de Thomson), se envi6 un haz de elec-
trones oblicuamente sobre la cara de un cristal. Se observaron los electrones di-
fractados por medio de un detector colocado simétricamente, como se indica
enla fig. 123, Esta disposicion es similar a la de Bragg para observar la difrac-
Blindaje de -

monoenergético
de neutrones,

Niicleo del
reactor

7
Haz

polienergético

de neutrones

cién de rayos X. Se encontro que I corriente de electrones registrada por el
detector era méxima cada vez que se cumplia la condicion de Bragg, deducida
para rayos X. La condicion de Bragg se expresa por®

2d sen 0 =m, .47

Fig. 1-24. Espectrometro a cristal de
neutrones.

donde d es la separacion de capas atomicas sucesivas en el cristal y X estd dada
por la ec. (1.46).

* Ver, por ejemplo, ¢l segundo volumen de esta serie, Fisica: Campos y ondas, seccién 23.8.
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También en experimentos con protones y neutrones se ha observado el mismo
fenémeno de difraccion de Bragg. La difraccion de neutrones es particularmente
atil, porque es uno de los medios més poderosos para estudiar la estructura cris-

lina. Los experimentadores usan haces monoenergéticos de neutrones y analizan
su pasaje a través del cristal. Los neutrones que emergen de un reactor nuclear
por una ventana (ver fig. 1-24) tienen un espectro de energia muy ancho (en
otras palabras: tienen unos valores muy variados del momentum) o, lo que es
equivalente, el haz de neutrones no es monocromético; contiene mds bien un
espectro compuesto de muchas longitudes de onda de de Broglie. Cuando el haz
de neutrones proveniente del reactor incide sobre un cristal, LiF por ejemplo,
los neutrones que se observan en la direccién simétrica corresponden solo a la
longitud de onda 1 dada por la condicién de Bragg (1.47). En consecuencia,
tienen una energia y un momentum bien definidos. El cristal actiia entonces
como filtro de energla o A su vez, el haz de neu-
trones se usa para estudiar otros materiales por d.\lmcmhn o pm ‘analizar reac-
ciones nucleares que involucran neutrones de energia determinad:

EJEMPLO 1.5. ;Cusl es la longitud de onda de de Broglie de neutrones térmicos
a la temperatura de 25°C?

Soluctons Por neulones (rmicos entendemos neuttones due estin en_equllbrio
Sermicn con Ta materla a una \emperatura dada. Los neutrones. tlenen entonces
und encrgia cinética media igual a I de 1as moléculas de un gas ideal & I misma
temperatura. Por Io tanto, la energla cinética media de los neutrones térmicos s
E = 3kT, donde T es la temperatura absoluta y k es la constante de Boltzmann
eres, 1641 si1a Iempenlurl £325°, tenemos que T = , por consiguiente
*4eV. El momentum correspondiente es
p= Vu.,,); Sl o i tuogo, usando Ia ec. (1.44), encontramos
ue en promedio Ia longiud de onda de de Broglie de neutrones térmico
Seniondd en cuenta yue 1a separacion de 105 planos en
un st de NaGi 66 d B2 x 104 m, vemos due ef primer.méximo ge difrac:
Cion para neutrones de esta jongitud de onda aparece & un ingulo 0 = 10°)

BJEMPLO Lo. e deja en libertad un elctrén & una distancla muy grande de un
proton. Hallar In longitud do onda del lectrén cuando et @) a 1 m del protér,
(b) 2 0,5 x 101 del protén (esta distancia es del orden de magnitud del radio de la
Grbita de un electrén en el estado fundamental de un &tomo de hidrégeno).

‘Solucidn: El potencial a través del cual se ha movido el electrén cuando esté a una
distancia r del protén e

v

/4w el

donde r estd en metros. Sustituyendo este valor en la ec. (1.46) encontramos que la
longitud de onda del electrén es

1,44 X 107/ V,

A =324 x 10-)rm.
Deducimos de este resultado que la longitud de onda disminuye a medida que el
slectzin se ucerca al proton. La resén de esto es que el clectrdn se acelera ha-
cia el protn y su momentum aumenta a medida que la distancia disminuye. Cuando
ol clociron esté a 1 m del proton Ia loagitud de onda e )
electrén estd a 0,5 x 10-9m del protén la longitud de onda es 2,27 X 10~ m.
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Pig. 1-25. Tren de ondas continuo correspondiente a una particula no localizada.

Esta longitud de onda es del orden de magnitud de las dimensiones del tomo de
hidrégeno. Sin embargo, para acomodar un electrén en una Grbita estable alrededor
del protén en un dtomo de hidrogeno, es necesario ajustar su longitud de onda
a un valor apropiado (que es aproximadamente 3,14 x 10~ m). Esto exige, co:

se verd mis adelante, que el electrdn pierda cierta cantidad de energia que s¢ emite
como radiacién.

1.11 Particulas y paquetes de ondas

Empleando las relaciones (1.44) podemos representar el campo correspondiente
a una particula libre que se mueve con un momentum p y una energia E = p*j2m
definidos por medio de una onda arménica de amplitud constante, como se mues-
tra en la fig. 1-25. La simetria exige que la amplitud de la onda sea la misma en
todo el espacio, ya que no hay fuerzas actuando sobre la particula que puedan
distorsionar el campo de materia asociado en una region del espacio mis que en
otras. La velocidad de fase del campo de la particula libre es

Esto es, la velocidad de fase del campo de materia es la mitad de la velocidad
de Ia particula. Esto no tiene, sin embargo, consecuencias experimentales, ya
que no podemos medir directamente la velocidad de fase de una onda armonica
pura. S6lo podemos medir Ia velocidad de grupo de las ondas. (Ver apéndice I11)
El hecho de que la amplitud del campo de materia es la misma en todo el espacio
sugiere que el campo de materia de una particula libre no da informacion acerca
de la localizacion en el espacio de una particula libre de momentum bien definido.
En otras palabras: el campo de materia es independiente de la posicion de la
particula y una observacion del campo por medio de algin método no revelaria
Ia posicion de la_particula.

Por intuicion fisica y por el conocimiento de campos y ondas, sabemos que
una particula localizada dentro de una cierta region Az del espacio debe corres-
ponder a un campo de materia cuya amplitud o intensidad es grande en esa
Tegion y muy pequeia fuera de clla. Se puede aumentar un campo en cierta re-
gion y atenuarlo fuera de ella mediante el proceso de interferencia, superponiendo
ondas de frecuencias y longitudes de onda diferentes. EI resultado es un paguete
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—

Fig. 1-26. Paquete de ondas correspondiente a una particula localizada dentro
del intervalo Az.

de ondas, como el que se muestra en la fig. 1-26. La velocidad con que se propaga
el paquete de ondas es Ia velocidad de grupo v, dada por v, = dadk (ver ec. A.29).
Utilizando las relaciones (1.45) y E = p*/2m, podemos reescribir la velocidad de
grupo del campo de materia correspondiente a una particula libre en la forma
vy =dE/dp = pjm = .
En consecuencia, tal como la intuicién fisica nos hacia suponer, la velocidad
grupo del campo de materia (es decir, la velocidad de propagacion del pa-
quete) es igual a la velocidad de la particula. Concluimos entonces que una par-
ticula locatizada en una region determinada del espacio esté asociada con un campo
o paquete de ondas cuya amplitud es notable sélo en esa region; la velocidad
de la particula es la velocidad de grupo del campo o paquete de ondas.

122 Kl principio de indeterminacitn de Helsenbery pare Ia posic
ion y el momentu

Nos encontramos ahora con una situacion especial que no se puede explicar con
la mecnica clisica. Para que un paquete de ondas esté localizado en el espacio,
es necesario superponer varios campos de longitudes de onda 2 diferentes (o de
niimeros de onda k diferentes). Si el paquete de ondas ocupa una region Az, los
valores del nimero de onda de las ondas que interficren para componer el pa-
quete de ondas y que tienen una amplitud apreciable caen dentro de un inter-
valo Ak tal que, conforme a la teoria del andlisis de Fourier,

Az Ak ~ 2,
ero, segin las ecs. (1.44) o (1.45), longitudes de onda X o ntmeros de onda k

pridns significan que hay varios valores de p tales que Ap = A Ak. Por lo
ks, enisado'en Susit 968 = 20h, Ja"SooTaion sbteros s Caraloima o

Az Ap ~h. (1.48)

El significado fisico de la relacién (1.43) es el siguiente: si una particula estd
dentro de la region z— $Az y 7 + $Az (o sea que Az es la indeterminacion en
a posicién de la particula), su campo asociado esté representado por ondas super-
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puestas de momenta entre p— $Ap y p + ¥Ap, donde Ap esta vinculado con Az
por la relacion (1.48). Decimos que Ap es la indeterminacin en el momentum
de la particula. La lelacion (1.48) implica que cuanto mayor es Az menor es Ap
¢ inversamente. En otras palabras: la informacion acerca de la localizacién de

particula, més imprecisa es nuestra informacién sobre su momentum, y viceversa.
es Ia tazon por la cual una particula de momentum bien determinado
(Ap = 0) se representa con una onda de amplitud constante que se extiende a
todo el espacio (Az ~ oo), de modo que nuestro conocimiento de la posicion es
nulo. No podemos determinar con exactitud la posicion y el momentum de una
particula simulténeamente de modo que Az = =0 al mismo tiempo.
Tal conocimiento viola la relacién (1.48). La relacion (1.48) da la relacién optima
entre las indeterminaciones Az y Ap en la posicion z y el momentum p de la
particula. En la mayoria de los casos, sin embargo, z y p s conocen con menor
precisién de modo que debemos escribir, en vez de la relacin (1.48), la expresion
més general
sz ApR b
El resultado expresado por la relacion (1.48) se denomina principio de inde-
ferminacién de Heisenberg y se puede expresar en palabras como sigue:
Es imposible conocer simultdneamente y con ezactitud la.posiciin
y el momentum de una parttcula.
y

Electrones
incidentes

—41 Pantata .
\
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\ Intensidad del
|\ patrén de difraccisn

¥ig. 1-27. Medicién de la posicion y del momentum de una particula que pasa
a través de una rendija.
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Este principio expresa uno de los hechos fundamentales de la naturaleza y en
cierta medida se puede considerar més fundamental que las relaciones (1.45),
aunque aqui hayamos procedido en forma inversa. Para mejor comprender el
principio de indeterminacién consideremos algunas situaciones fisicas posibles.
ecir que una particula estd en el punto z y tiene momentum p significa que
debemos medir simultdneamente la coordenada z y ¢l momentum p, ya que sin
esa medida no tenemos informacion. Pero si analizamos el proceso de medida
notamos que a escala atomica no podemos medir ni la posicion ni el momentum
sin perturbar npmuhlemem el movimiento de la particula. Para ilustrar esto,
algun simples. por ejemplo que que-

Teiios dotarmitasr I soordenaila % de ana partioala obisrvando e i pasa
0 no por un agujero (de ancho b) en una pantalla (fig. 1-27). La precisién con que
conocemos la posicién de la particula esté limitada por el tamaiio del agujero,
es decir que Az ~ b. Pero ¢l agujero perturba el campo asociado con la particula
dando lugar a un cambio en el movimiento de la particula, como se deduce del
diagrama de difraccion que se produce. La indeterminacion en el momentum de
la particula paralelo al cje X estd determinada por el dngulo 0 correspondiente

Fig. 1-28. Medicion de la posicién y del
momentum de una particula por medio de
un’ microscopio.

Luz
dispersads

/

Luz k
Incidente 1 -
Electrin
ar

al méximo central del diagrama de difraccion, ya que la particula, después de
atravesar la rendija, se estd moviendo con mayor probabilidad dentro del dn-
gulo 26, De acuerdo con la teoria de la difraccion producida por una rendija
rectangular, el 4ngulo 0 estd dado por sen 6 = A/b. Luego,
Ap ~psen 0 = (N)(B) = hp

e bl i paralelo al eje X. Por consiguiente,

~h, que estd de acuerdo con la relacion (1.48). Notese que para mejorar
i posibilidad de determinar la posicion exacta de la particula debemos
usar una rendija muy estrecha. Pero una rendija muy estrecha produce un mi-
Ximo central muy ancho en el diagrama de difraccion, lo cual significa una inde-
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terminacién grande en nuestro conocimiento de la componente X del momentum
de la particula. Inversamente, para reducir la indeterminacion en el conocimien-
to de la componente X del momentum, el méximo central del diagrama de difrac-
cién debe ser muy estrecho. Esto exige una rendija muy ancha, lo que da lugar
a una indeterminacion grande en la coordenada z de Ja particula.

Otro experimento que indica la imposibilidad de observar una particula sin
perturbarla, es e caso en que tratamos e determinar la posicion de un electron
por medio de un microscopio (fig. 1-28). Para observar el electron debemos ilu-
‘minarlo con Juz de cierta longitud de onda X. La luz que pasa por €l microscopio
es Ia que ha sido dispersada por el electron en observacion. El momentum de
los fotones dispersados es prouen = h/’ y para penetrar en el objetivo los fotones
se deben mover dentro de un dngulo « de modo que la componente X de sus
momenta tiene una indeterminacion

Ap ~ Proten Sen « ~ hd[2y,
¥ya que sen « ~d[2y. Esta es también la indeterminacion en la componente X
del momentum del electron después de la dispersion de la luz, puesto que en el
proceso de dispersion hay un intercambio de momentum entre el electron y el
fotén. Por otra parte la posicion exacta del electron es incierta a causa de la
difraccion de la luz cuando pasa por el objetivo del microscopio. La indetermi-
nacion en la posicion del electrén es entonces igual al didmetro del disco central
del diagrama de difraccién. Este didmetro estd dado por 2y sen 6, con sen 0 ~ 3/d.*
En consecuencia

Az ~ 2y sen 0 ~ 2.
Por consiguiente, nuevamente es Az Ap ~ h. Obsérvese que para mejorar la
precision de nuestro conocimiento de la posicion del electron debemos usar radia-
cién de longitud de onda muy pequenia, pero que produce una gran perturbacion
del momentum. Inversamente, para producir una pequeiia perturbacion del mo-
mentum debemos usar radiacion de longitud de onda muy grande, lo que a su
vez da lugar a una gran indeterminacion en la posicion.

Estos dos ejemplos muestran claramente que el principio de indeterminacion
es una consecuencia directa del proceso de medida. A nivel atomico, la medicion
introduce inevitablemente una perturbacion significativa del sistema, debida a la
interaccion entre el dispositivo de medicion y la cantidad que s mide.

rincipio de indeterminacion implica que nunca podemos definir la trayec-
toria de una particula con la precision absoluta postulada por la mecénica clasica.
La mecnica clasica sigue siendo vélida para cuerpos grandes, tales como los que
interesan cominmente al ingeniero, porque la indeterminacion implicita en la rela-
cion (1.48) es, para un cuerpo macroscpico, mucho menor que los errores experi-
‘mentales en los valores medidos de z y de p, debido a la pequeniez de la const
te h de Planck. Por el contrario, el conceplo de lrayectoria no tiene significado para
particulas de dimensiones alomicas porgue no se puede definir en forma precisa; se

2, No hemos consderado e acto 1,22 que aparece en a teoria de 1 difraceén de una onda
plana por una abertura circal
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consiguiente una descripcion del movimiento que sea diferente a la de
I fica isica, Por la misma razon, conceptos tales como velocidad, aceleracion
el concepto de

tado” del sistema que con su *“trayectoria”, como veremos en el proximo capitulo.
Para describir grificomente el estado dindmico de una particula, es decir, su
posi su momentum en cada instante, usamos un espacio representativo
denominado espaco de foe. Para el caso de us movimlento unidimensional, o
espacio de fase tiene dos dimensiones, correspondiendo Ja abscisa a la coo
de posicion z y la ordenada al momentum p (ig. 1-29). En la mecénica zu.u
el estado de una particula se representa en ¢l espacio de fase con un punto de

&

» |

e, m) 41

® (®)

Fig. 1-20. Trayectorias clisica y cudntica de una particula en el espacio de fase.

coordenadas (z, p), puesto que en la mecénica clisica podemos determinar simul-
tineamente con precisién la posicion y el momentum. Cuando la particula se
mueve, el punto representativo describe una linca en el espacio de fase (fig. 1-20n).
En la mecdnica cudntica la situacion es diferente. idamos el espacio de fase
en celdas, cada una de lados Az y Ap de modo que Az Ap = h. Luego, lo mis.
que podemos decir es que en cada instante el punto representativo de la par-
ticula estd dentro de una de esas celdas. A medida que el tiempo transcurre, la
trayectoria el punto representativo cae dentro de un camino en forma de cinta
formado uniendo una serie de celdas (ver fig. 1-29b).

1.13 La relacién de indeterminacion para el tiempo y la energia

Ademis de Ia relacion de indeterminacion Az Ap ~h entre una coordenada
de una particula en movimiento y el correspondiente momentum, hay una rela-
cion de indeterminacion entre el tiempo y la energia. Supongamos que queremos
medir no slo la energia de una particula sino también el instante en que Ia par-
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ticula tiene esa energia. Si Afy AE son las indeterminaciones de los valores de
estas cantidades, se cumple la relacion siguiente:

ALAE ~h. (1.49)

Podemos comprender esta relacién del modo que sigue. Si queremos definir l
instante en que una particula pasa por un punto debemos representar la particula
mediante un pulso o paquete de ondas de duracion Af muy corta. Pero para
construir este pulso es necesario superponer campos que tienen frecuencias dife-
rentes, con una amplitud apreciable s6lo en un intervalo de frecuencias Aw cen-
trado en la frecuencia o y tal que, conforme a la teoria del andlisis de Fourier,

Al Ao ~2r.
Multiplicando por 4 y recordando que segin la ec. (1.45) E = ho y que h
obtenemos la relacion (1.49). Esta da la relacion optima entre las mdetumma—

ciones Af y AE. En la mayoria de los casos, se conocen { y E con menor preci-
sion, por lo que en vez de Ia relacion (1.49) debemos escribir la relacion mds
general

AAER h.

La relacién de indeterminacion (1.49) requicre que revisemos nuestro concepto
de estados estacionarios. Consideremos un electrén en un estado estacionario

|
i B
1=

Estado fundamental

Ancho de los niveles de encrgla.

excitado de un dtomo. Después de cierto tiempo ¢l electrén experimentard una
transicion radiativa a otro estado estacionario de energia menor. Sin embargo,
no tenemos medios para predecir con certeza cudnto tiempo permanecerd el
electron en el estado estacionario antes de hacer la transicion. Como se verd en
el proximo capitulo, a lo sumo podemos hablar de la probabilidad por unidad de
tiempo de que el electron salte a un estado estacionario més bajo. Por lo tanto,
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el intervalo promedio de tiempo durante el cual el electron estd en el estado
estacionario, llamado también vida media del estado, y que es inversamente
proporcional a la mencionada probabilidad de transicion, se conoce con una
indeterminacién AL De aqui que la energia del estado estacionario del electrén
no se conozea con precision sino que tenga una indeterminacion AE tal que se
cumple I relacion (1.49). La cantidad AE se denomina a menudo ancho ener-
gélico del estado cuya energia est con mayor probabilidad entre E —}AE y
E + $AE (fg. 1-30). Podemos suponer que Al es del orden de magnitud de la
vida media del estado. Por consiguiente, cuanto menor es la vida media de un
estado excitado, mayor es la indeterminacion de su energia. Para el estado fun-
damental, cuya vida media es infinita porque un sistema que esté en su estado
fundamental no puede realizar una transicion a un estado estacionario e energia
menor, tenemos Al ~ oo. Esto da AE =0 y se puede determinar exactamente
Ia energia del estado fundamental.

A causa del ancho energético de los estados estacionarios, la energia liberada
© absorbida en una transicion no esté bien definida. Asi, en una transicion entre
estados de energia E, y Ey, los fotones emitidos o absorbidos tienen energia en
el intervalo

E,— E, + $AE,

donde AE es el ancho energético total de los dos estados.

El corrimiento Doppler da lugar a un iento adi-
cional en la energia de los estados estacionarios. Los atomos de una sustancia
estdn en movimiento, algunos avanzando hacia el observador y otros alejndose
de él, por lo que la frecuencia observada de Ja radiacion emitida por el 4tomo
difiere segin sea la direccion del movimiento relativo. En la mayoria de las tran-
siciones atomicas y moleculares, el ensanchamiento debido al efecto Doppler es
mucho mayor que el ensanchamiento debido al principio de indeterminacion,
mientras que en general es menor en las transiciones nucleares.

EJEMPLO 1.10. Posibilidad de absorcién resonante en transiciones atémicas y nu-
cleares como resultado del ancho energético de los estados estacionarios.

Sotucidn: Vimos en el ejemplo 1.6 que en una transicién entre estados de energfas
E, y E,, ¢l fotén emitido o absorbido tiene una energia que es menor o mayor, res-
pectivamente, que Ey— E, en una cantidad (E, — E)¥/2M¢. Por lo tanto, si el
ancho energético AE es nmyor que (E, — E/2Me, los fotones emitidos por un
sistema pueden ser absorbidos por otro de Ja misma especie; si AE es menor no hay
hecesariamente absoreion. La primera situacion 8¢ presenta normalmente en sis-
temas atémicos y moleculares y la segunda es mds comin en los nicleos. Por ejem-
plo,en ol caso atfmico de Ia translcidn de 4,80 ¢V del vapor de mercuro, menclonada
enla seccion 1.8, la vida media del estado excitado del mercurio es aproximadamente
10+ 0 T ftomo do mereurio, cuya masa es de cerea de 200 uma o 3,34  10-4 kg,
tiene una energia en reposo et = 1,86 x 101 eV. Por lo tanto l término que tiene
vt o o aovies ety By By s A

(B, — E))

7,15 x 101 eV,
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L indeterminacién en I energia del nive) excitado del étomo de mercutio, qus tiene
~10- AL 7 eV. Este valor es mucho
oy e ) érmine. de correecion (n an factor 10¢ proximadamentes, Podemos
concluir de este ejemplo tipico que los efectos de etvocemn debbios B Somcrcasin
del momentum en transiciones atémicas y moleculares no entorpecen la absorcién
resonante.
Couo ok 0wl tramshcllic wiclear, eocalderemon & o e ayo gomend
de 1,3 MeV emitido por el ®Ni. Un dtomo de niquel, cuya masa es 60 uma

Fuente de rayos ¥, Disco giratorio

s
° Blindaje
4  Absorbente
Detector
Fig. 1-81. Arreglo experimental pa-
ra medir el ancho de un nivel de QQ
encrgfa.

X104 kg, tiene una onergia en repoto Mo — 50 x 100 V. Ademds B, —
V- Por lo tanto el término correctiva que tiene en cuenta ol retroceso

ke 45, 2. 5 eV, que es relativamente mayor (comparado con
E,— E) que en el caso o Tinion, LA vix metin, oL satage anser e
ALl & L wulsleratngeltn ¢ 1o cargia do) uivel atoiiate s exlonses AN =
~ hA menor que el término correctivo en un factor de 37. Por
i brighae b e i consarvaeitn del momentum son m-
portantes en las transiciones nucleares. Estos efectos hacen imposible, en mu-
Shos casos, qus un mieléo absorba el Toton Gamma emitido por otre nico smilar.

EJEMPLO 1.11. Discusién del efecto Mossbauer.

Sotucion: Vimos en el ejemplo anterior que en las transiciones nucleares la indeter-
minacién do a energia debida & 1a vida fnita de un estado nuctear excitado es mucho
menor que la energia de retroceso del niicleo, e un fotén emit

For un micleo.seaabsorhid por oteo miclos 1atnticor Sin mipargor o
Capeciales, los efcctos del retroceso se pueden reducir grandemente. Esto ¢s posible
cuando 105 niicleos que emiten y absorben estdn situados en una red cristalina
¥ las condiciones son tales que todo el cristal retrocede en vez de un solo 4tomo.

Curva de absorcion

R . 1-32. Corriente en el detector
F2H A6 48 en'funcion de Ia velocidad del borde
- del disco giratorio.
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En este caso la masa es tan grande que la energia de retroceso ¢s muy pequefia
respecto a ntonces puede haber absorcién resonante ddndose lo_que
se llama efecio Massbauer, que fuc observado por primera vz en 1958 por el fisico
alemdn R. L. Mossbaer.

El efecto Mossbauer ha sido utilizado para investigar varias propiedades fisicas
importantes. Por ejemplo, por medio del arreglo mostrado en la fig. 1-31, se puede
determinar el ancho natural AE de un estado nuclear. Se monta una fuente de rayos y
en el borde de un disco giratorio de velocidad ajustable. Cuando la fuente esté en A
In radiacidn pasa a través del agujero en el biindale e inclde sobre un absorbents
compucsto de dtomos del mismo materal que la fuente. Tanto ol emisor como el
hierbente estin slojados en cistaes, swonclalments para eliminar 1os stectos de
Tetroteao, Caanlo ol ymisor eth 60 Tepos0 rospecto a UpServador se obeerva abior.
cion resonante; pero cuando se pone en movimiento el disco es imposible la ab-
sorcién resonante. Esto se debe al corrimiento Doppler de la frecuencia de los ra-
¥os v emitidos, 8 consecuencla del movimiento de la tuente respecto al absorbente,

. 1-32 muestra Ia intensidad de la radiacién transmitida. Obsérvese que hay
absoreidn mixima para velocidad relativa nula y que 1a absorcion disminuye cuando
Ia velocidad relativa aumenta en cualquiera de las dos direcciones. Para una velo-
cidad relativa de alrededor de 4 cm s\, correspondiente a una variacidn Doppler

del orden de Av ~ :a un cambi
s saiigia, ' setriion & practicamints desprectasie, lo ]
Tndias Qoo of ancho del stado b6 aproxirasdarmenio 1 mitad.
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Problemas

11 Cusndo so scelers un electrtn &
ma_diferencia_de potencial
S v e energia s
denomina 1 electronvalt (eV). (@) Mos-
trar X 103 1. (b)
(En cuénto it energia, do.
electrén cuando se le acelera a través
de 10 V, 50 kV y 1 MV? (c) Supo-
niendo que el electrén parte del reposo,
calcular 1a velocidad final.
12 Una fuents gueosa emite lux do

longi m. Suponer
que licula o5 'wn osclador de
carga e y amplitud 10-1° m. (a) Calcul

1a rapidez media de radiacién de energia

por molécula. (b) Si la rapidez total de
radiacién de energia de la fuente es 1 W,
ieudntas moléculas estd emitiendo simul”
taneamente?

1.3 Estimar el valor de (dE7dl) dado
por la ec. (1.5) para un protén de un
Bacleo. Suponer que 7, es del orden o
105 m'y w de alrededor de 5 x 10
para rayos gamma de baja energia.
14 So puede deducir de las scuaclones
de Maxwell que los campos eléctrico y
‘magnético de una onda elmmmagneuu
plana_estan relacionados por

onda de escribir a a
= (% La intensidad I de la onda es
al & la energia que fluye en la uni-

dad de tiempo a través de la unidad de
drea perpendicular a la i

‘pagacién. Mostrar que I
1.5 La densidad de momentum de una
onda electromagnética se puede escribir
x . Mostrar que esta expre-

lumen. Demostrar también
que para una onda plana & —
rencia: Recordar la relacion entre € y
en una onda plana y la expresion do &
dada en el problema 1.4.]

16 La radiacién, eledr ma
Ventente el sol tneide sobse Ia myep
flcie fueretss Taton e T

@ S e esta ndmcmn se
Busde Sonsidiari Soma s onds pianes
estimar el médulo de las amplitudes de
los campos eléetrico y magnético de la
onda y la densidad del momentum de
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la misma. (b) Si la superficie de la tierra
absorbe este momentum, calcular la pre-
sién de radiacién sobre la tierra.
1.7 Las ondas de radio recibidas por un
aparato de radio tienen un camy
trico de amplitud 10~ V m:
que se puede considerar que
plans, :n.!c\llm- (a) la amplitud del campo
co, (b) Ia intensidad media de la
o () T MemslARY mrce 0 ensrains
(d) 1a densidad media de momentum.
() Suponiendo que el sparato ds radio
de la estacién radioditusora
y que ey energia en forma
isétropa, determinar 1 potencia do
estacién. [Sugerencia: Recordar que si
Eatnsseltstles varlh srmnloamenta ton
amplitud ¢, el promedio temporal
cuadrado del campo es +¢3.]
1.8 Demostrar que la intensidad de la
radiacién proveniente de un pequefio
agujero en las paredes de una cavidad
que esté en equilibrio térmico con
radiacldn (es decir, un cuerpo negro)
4 dada por 1 = & E es la
Gensidad a5 Tn energia de radiaci6n. De-
mostrar_también que la constante de
Stean-Boltzmann ‘s o = o,  donde
a =756 x 104 J m= K~ (ver el
ejemplo
1.9 Escribir la forma asintética de la
ley de radiacién de Planck (cc. 1.8) as
alta

§

aji b el
n se. denomina Loy de radiaciin de
Wien y la segunda, ley de radiacidn
de_ Rayleigh-Jeans.

110 ¢Cudl es la longitud de onda co-
rrespondiente al pico dol espectro de la
radiacién del cuerpo negro a 300 K (tem-
peratura amblentey? Detorminar 1a den
energla monocromética a esta
longitud de onda.

111 Suponiendo que el ol es un cuerpo
negro estérico de radio 7 x 10° m, calcu-
lar la temperatura del sol y la densidad
de energfa de radiacién dentro de él. La
intensidad de la radiacion del sol en Ia
superlle terrestre (que estda 15 x 100 m
del o es 14 m=, Son realis-

 lor o cbtenichat Explicar.

12" L energia de_arranque fotoeléc-
trico del potasio es 2,0 eV. Suponiendo
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que sobre él incide luz de 3,6 x 10~ m
de longitud de onda, hallar: (s) el po-

oelectrones,
ca y Ia veloaidad a5
fos mds rapidos electrones liberados.

.13 Un haz luminoso monocromatico
uniforme de 4,0 x 10-7 m de longitud de
onda incide sobre un material cuya ener-
gla de ar

Hallar: (a) ¢l niimero de clectrones emi.

tidos por m? y por s, (b) la energia
absorbida por m* y por s, (¢) la ener-
gia cinética de los fotoelectrones.

114 La energia de ligadara de un elec-

radiacién_electromagnética y los foto-
electrones entran en un campo magné-
tico de 10~ T, describen una circunfe-
rencia de 0,25 lio.Calcular:
@ m y la energia de los
electrones, (b) la energla de los fotones

115 Cuando se ilumina cierta super-
ficie metdlica con luz de diferentes lon-
gitudes de onda, se miden los poten-
ciales de detencién de los fotoelectrones
que se muestran en Ia tabla.

A% 10-7 m)| V, V{[a(x 107 m)| V, V

3,66 492|062
4,05 546 | 0,36
436 579 [024

Representar el potencial e detencién en
funcién de la frecuencia de la luz. Deter-
minar del grifico: (a) el umbral de fre-
cuencia, (b) la energia de arranque foto-
eléctrico del metal, (¢) la razén hfe.
116 Un fotén cuya energfa es de 104 eV
choca con un electrén libre en reposo
s dispersa en un dngulo de 60", Hular:
2) las variaciones de energta, de fre-
Goeneie . a¢ Tongitud de onda del fotomy
(b) Ia energia cinética, el momentum y la
direccin del electron que retrocede.
117 Una radiacién de 10-1° m (6 1 A)
de longitud de onda experimenta_dis-
persién de Compton en una muestra de

carbono. Se observa la radiacién disper-
sada en direccién perpendicular a la de
in Hallar: (s) 1a longitud de
onda de la radiacion dispersada, (b) 1
Shorata chaética'y Ia diraccion el sovi:
ento de los electrones de retroceso.

1.18 Con referencia al problema prece-
dente, s los lectrones rotroceden segin
un e 60° respecto a la radiacién

Incidente, hallar (a) la longitud de onda
delar persada,
(b) 1a energia cinética del electrén.
1.19 Hallar la energfa y la longitud de
onda de un fotén que pueds impartir un
ximo de energia de 60 keV a un
Gectron libre
1.20 Un haz monocromtico de rayos X.
de una longitud de onda de 10~ m in-
cide sobre una ldmina delgada de metal.
Se observa acién_dispersada_a
4ngulos de (a) 90° y (b) 60°. ;Qué dos
irectencles predominates se detectan
en cada
1.21 Demostrar que cuando un elec-
Gt Irs 0 diperss 6 mia direccion
n el fotén
Theidsnte on la dispereion do Compton,
la energia cinética del electrén

Ex = hu(2ax cos* $)[[(1 + o) —

donde & = hy/mee®.
1.22 Demostrar que en la dispersion de

o cos? 4],

que definen I
persado y del retroceso es cotg $=(1-+x)
tg 46, donde « = hv/meet.

1.23 Un haz monocromitico de radia-
ci6n electromagnética tiene una intensi-

ad de 1 W m-s. iCuil es el m

medio de fotones por m* para (a) ondas
de radio de 1 kHz y > rayos gnmm‘
de 10

124 La minima intensidad do 1uz que
puede percibir el ojo es aproximada-
Taente 1010 W m-s, {Cudntos fotones
(longitud de onda 5,6 X 107 m) entran
por segundo por la pupila del ojo a esta
intensidad? Se puede tomar 0,5 X 10~ m*
para el drea de la pupila.

1.25  Determinar Ja frecuencia y la lon-
gitud de onda de los fotones absorbidos
por los siguientes sistemas: (a) vn nicleo




que sbuarbe 10° oV do energta, (b) un
mo que sbiorbe 1 ¢V, (c) una mo-
ecuin que apsorbe 10 &
198 Los dtomos de sodio Dt
gmiten, radiscién electromagnética de
rrespondiente a Ia zona
Smanila a6l €spectre viibie, Determminas
la energta de los fotones que se absorben

127 (a)La de onda mas larga
que puede Prod\lur radiacion resonante
en el mercurio s 2,336 x 100 m. i€

e la primera energia
Tnereuia? by 1 expectra a6 erision del
mereurio presents lineas Intensas en las
longitudes de onda: 1850 A, 2536
3182 &, 5460 & ¥ 6780 & Tay | Tambitn
lineas débllﬂ en 1402 A y 12072 A.
el A Ll
¥ construlr un frifico do niveles similar
al de la fig. 1-15b, sablendo que Ia linea
02536 A ssta ascclada con Ia oxcitacion
desdo el estado fundamental al primer
estado excit;
128 Las lineas D del sodio (ver pro-
blema 1.26) aparecen cuando
bardea sodlo con clectrones acelerados

una diferencia de potencial de
11 Volts: Caloular @ valor de hie.
1.29 Para separar los dtomos de car-
bono y oxigeno que forman la molécula
de mon6xido de carbono, se n
energia minima de 11 eV.
cuencia minima y la longitud de onda
mixima de la radiacion electromagnética
necesaria para disociar la molécula,
1.30 Un étomo de hidrégeno en reposo
absorbe un fotén de 10¢ eV de energla
Como consecuencia, el electrén sale des-
pedido en la_misma direccin que la

i Despreciando la
energfa necesaria para separar el elec-
trén (13,6 €V), hallar el momentum y
Ia energia del mismo y del protén.
131 4Cudl es la longitud de onda mis
corta del brem: se observa

celerado en una

13, determinar la region del
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132 En la aita atmésters, ol oxigeno
molecular estd disociado en tomos
oxigono por acelon de 1os fotones pro
Vententes ol sol, La longitud do onda
‘maxima de los fotones para originar este
proceso es 1,75 x 10 m. ;Cudl es la
emgx. de ligadura del O
rregic las ecs. (140) y (1.41)
a4 o de )
ceso del ion. Empleando las ecuaciones
corregidas, calcular la energia minima
que_debe tener un fotén para ionizar
un dtomo de hidrogeno.
134 Damoatrar gue ol procsts de
combinacién A+ + e s imposible
i Violar Ia conservacion do ln mbrgte
a del momentum, a no ser que haya
una tercera particul
Probar que en la ec. (1.42) la con-
servacion del momentum y de I energia
seria_imposible si no hubiera materia
presente (por lo menos un nuelco
1.36 Al atravesar plomo, un fotén de
2,9 MeV crea un par electrén-positrén.
Las particulas tienen la misma encraia
cinética. Hallar: (a) el momentum, (b) la
) la velocidad de cada una,
Despreciar la_energia de retroceso del
itomo de plomo.
1.37 Cudl es el mayor nimero posible
de positrones que puede crear un fot
de 130 MeV al atravesar un material?
1.38  Sobre un absorbente de plomo in-
clden rayos gamma con energias de 0,05,
1,36 v 1 MeV, pero de igual intensidad,
Los coeficlentes de sborcion lineal para
estas energlas son 8 10° m
enentivements. 1) Catotnes
e espesr de plomo necesario para redu-
cirTa intensidad de cada haz o la décima
s de la ntensidad original, (b) (Cudl
G el cociente entre 1a intensidad ‘total
(de las tres energlas fotdnicas) a una
protundidad de 5 mm, y la intensidad
total incidente?
1.39 Se define el espesor hemirreductor
, debe tener un
absorbente para reducir la intensidad de

in haz incidente de rayo ‘mitad
de su intensidad original. Demostrar
que 7, = In2/Z. Hallar los espesores

mo para rayos X

pectro en que estd
esta longitud de onda.

del plor
de 0,1, 0,5 y 1 MeV. [Sugerencia: Usar
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la fig. 1-19 para determinar los coefi-
clentes de absorcién lineal.]

s X pasan a través do ho-

140 Rayos

(Cuintas capas de espesor hemi-
rreductor de un material se necesitan
para reduck Ia intensidad do un has de

®) 45 ¥ (¢) v de su

1.42
Broglie de un electrén

Calcular 1a longitud de onda de de
cuando su energi

cristal de niquel, donde la separa-
cién atomica es aproximadamente 2,15A
Calcular la energfa de los electrones que
experimentan difraccién de Bragg a un
angulo de 30°.
143 Rayos X monacromaticos (=4 A)
inciden sobre una muestra de KCI pul-
verizado. Se coloca una placa fotogrifica
plana perpendicularmy
Bente 3 o wna dlstanciade. 1,0 del
Polvo. Determinar los radios de Bragg
de primero y segundo orden si la se
racién de los planos de Bragg es 3,14
144 Un haz estrecho de neutrones tér-
micos producidos en un reactor nuclear
re un cristal cuya red tiene un
espaciamiento de 1,6 A. Determinar el
ingulo de Bragg para el cual se difractan
fuertemente neutrones de 2 eV.
1.45 Demostrar que el cociente entre
Ia longitud de onda de de Broglie y
la_de Compton para una misma par-
ticula es igu

Ve

ficar que la velocidad de grupo
quete de ondas es igual a la
Velocidad de 1a particula, atn on condi-
clones relativistas. Demostrar también
que la velocidad de fase de un campo de
materia_a_velocidades relativistas es
fgual a c¥e

ew

147 Suponlendo que un hax de slec-
con longitud de onda de de Bro-
e gual  10°¢ m Pasa a trav do un
Eendiia do. 104 de espesor, (qué disper-
sién angular se introduce a causa de la
difraccién en la rendija?
148 Una sonda siempre debe ser menor
(por lo menos en un factor 10) que ol
objeto que se_estu lo contrarlo
Habr una perturbacica. motable do
posiciony 4o . velocidad el objeto.
Calcular la energla minima de las par-
ticulas si se usa (a) fotones, (b) electro-
nes, (c) neutrones para sondear un mi-
cleo de 1074 m de didmetro.

149 Se mide la velocidad de un protén
en la direccion X con una precision de
0-" m 57, Calcular el limite e precision
se puede local nea-
mente ol protsn (s) segtn of ofs X,
() segin el eje Y. Repetir para
mqul.p.mmexmem
150 Se determina la posicin de un
dlectrtn_con una_Indeterminacién do
0,1 A. Hallar la indeterminacién en su
Tomentum. St energia del electron os
del orden de 1 keV, estimar la indeter-
minacién en Ia energta. Repetir para un

protén confiuado a un diémetso nuclear
(= 1074 m) con una energia del orden
@

151 Demostrar que la trayectoria de

fase del punto representativo de un osci-
lador arménico de

donde m es la masa del oscilador y A
aomplitd do- s movimiento. Haler &1
drea de la elipse y demostrar que es igual
a 2rE], donde E es la energia total del
oscilador, Comparando este valor con
1a ec. (1.7), verificar que el drea de una
lipse peruiida ot b que, parlo tanto,
las dreas e dos elipses sucesivas di
en In cantidad constants A Relacionar
esto con la explicacién asociada con
Ia fig. 1-20.
152 Hallar el ancho de linea y Ja dis-
persion de frecuencias para un d
1 nanosegundo (10-* 5) proveniente de
un lgser de rubf (A = 6,3 x 107 m).
1.53 SI una fuente se mueve con velo-
cidad u respecto a un observador, Ia fre-
uencia de la radiacién que mide el




observador experimenta un corrimiento
ohde 1 ¢ positiva. (noga:
el movimiento

Doppler electromagnético. Como las mo-
léculas de w n en movimiento
al azar, el corrimiento Doppler es dife-
Tents pira cada moléenla. Eato introduce
un ensanchamiento_de linea
3 2/6) 2% Tln /m. donde m_es la
masa de la molécula y 7 es I tempera-
Tore absoluta de gas. Calontar 1 emean:
chamiento Doppler a temperatura am-
biente (300 K) para la transicién até-

mica de 4,86 eV en el mercurio y para
transicion nuclear de 1,33 MeV en el
Ni. Discutir o el efecto

sobre la absorcién resonante.
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154 La lnea gamma emitida por el
T tiene una energia media de 129 keV
y el ancho de la misma medido a la mitad
e la intensidad méxima es 4,6 x 10~ V.
ar (a) la vida promedio del estado
excitado que emite esta linea, (b) la ve-
locidad relativa_fuente-observador ne-
rrimiento Doppler
de-primer orden igual al ancho de linea
medido.
1.55 Demostrar que la variacion mé-
xima de energia cinética de una par-
masa m y con energia cinética
inicial Ex, cuando choca con un:
ticula de masa M inicialmente en reposo
€5 ABx =
Mjm. ()
Hallar el valor limite cuando M 3 m.
() Ropretentar grificamente 45> en
funcién de
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2.1 Introduccion

El movimiento de los cuerpos que observamos a nuestro alrededor se puede des-
cribir (independientemente de la interaccién entre ellos) en funcion de Teglas
gonerales basadas en evidencias experimentalen. Estas reglas o principios son:
M) I del ) la del momentum angular,

(3) 1a conservacion de la uurgna. Baséndose en estas leyes de conservacion,
fue desarrollado un formalismo lamado mecdnica clisica, que describe en detalle
el movimiento de las particulas bajo las hipétesis de que éstas estan localizadas
en el espacio y podemos observarlas sin perturbar apreciablemente sus movi-
mientos. En general, tales hipotesis estan implicitas, antes que establecidas de
un modo preciso. Este formalismo se ha usado para describir y analizar los mo-
vimientos de diversos cuerpos, desde aquéllos del tamaiio de un planeta hasta
un electrén. Sin embargo, cuando se aplica al movimiento de los constituyentes
bésicos de la materia, la mecénica cldsica da solo resultados aproximados, total-
mente inadecuados en algunos casos.

Hemos visto en el capitulo anterior que, como resultado de evidencia experi-

mental, nos hemos visto obligados a introducir varios conceptos nuevos ¥
Iucionarios en nuestros métodos para describir el comportamiento de la m:
Aunque las leyes de conservacion del momentum, del momentum nngnlnr y de
Ia energia permanecen validas, el principio de indeterminacion nos obliga a re-
nunciar a una descripcion detallada del movimiento de las particulas atémicas
segin el punto de vista de la mecdnica cldsica. La cuantizacion de la energia
(v quizé de otras cantidades fisicas) es otra idea nueva que no aparece en la
mecénica clésica. Una mm satisfactoria debe contener informacion acerca de
los niveles de energia permitidos. La interaccion de la radiacion y la materia
por medio de la absorcion o eniion ds fotones axtes concepto nuevo que debe
ser incorporado.

Por consiguiente, esta situacién ha exigido que se desarrolle un nuevo forma-
lismo, llamado mecdnica cudnlica, que ha producido una profunda revolucion en
Ia fisica. La mecinica cuéntica en su estado actual es el resultado del trabajo
de Louis de Broglie, Erwin Schrodinger, Werner Heisenberg, Paul Dirac, Max
Born y otros, quienes la desarrollaron a fines de la decsdn dd zo La mecénica
cuintica es esencial para comp el
fundamentales de la materia. La teoria es mmmnucameme elabnrada, pero sus
ideas bisicas son relativamente simples. En esta capitulo estudiaremos breve-
mente algunos aspectos fundamentales de la mecanica cuintica, los suficientes
para capacitarnos en la aplicacion de la teoria al analisis de la estructura atémica,
molecular y nuclear, que serd considerada en los capitulos que siguen.

2.2 Funcién de onda y densidad de probabilidad

En la seccién 1-12 concluimos que no podemos hablar de Ja trayectoria de una
particula atémica en €l sentido cldsico. No podemos, por ejemplo, preguntar si
los electrones se mueven o no en una orbita eliptica alrededor del nicleo de un



56  Mecdnica cudntica @2

4tomo. Esta pregunta careceria de significado ain cuando las fuerzas que actiian
sobre las particulas produjesen tales orbitas cldsicas. Ahora bien, si no podemos
hablar acerca de la trayectoria de.un electron o de cualquiera otra particula
m.m. 4como podemos describir su movimiento?

Es el ‘campo de materia, introducido en la seccion 1.10, el que suministra la
informacién para responder a esta pregunta. Para obtener esa informacibn
tomaremos como guia el conocimiento que tenemos de las ondas estacionarias,
esto es, ondas umﬁnldn a una cierta regién tal como una cuerda vibrante fija
en sus extremos, una columna de aire oscilante cerrada en ambos extremos o
una radiacion electromagnética atrapada en una cavidad de paredes perfecta-
mente conductoras. Recordemos que en las ondas estacionarias la amplifud de
la onda es fija en cada punto del espacio. En los puntos donde la amplitud s
mayor, la onda es mis intensa.

Una situacion similar ocurre en ¢l caso de las particulas atomicas. Conside-
remos, por ejemplo, un electron en un dtomo. Este nunca se aparta mucho del
nicleo y se encuentra confinado en una pequena region de dimensiones del orden
de 10 m. Por ello se puede expresar el campo de materia asociado al electrén
rias localizadas en dicha region, con amplitud variable
de punto a punto en ¢l interior de la Tegion y pricticamente cero fuera de la
misma. Designemos la amplitud del campo de materia por 4(z). Por razones
historicas, esta amplitud §(z) se denomina corrientemente funcidn de onda,
aunque el nombre es impropio. Quizd hubiera sido mejor lamarla amplitud del
campo de materia.

Sabemos que Ia intensidad de un movimiento ondulatorio es proporcional al
cundrado de la amplitud. Por 1o tanto la intensidad del campo de maleria estd
dada por | o). 1a funcion de onda $(x) se expresa algunas veees por una fun-

1)

e

w)

(a) Funci6n de wida de una particula que se mueve entre A y 5. (b) Dis-
de de onda tra en (a).
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cion compleja, esto es, una funcion que contiene i = |/ — 1. EI complejo conju-
gado de una funcion compleja se obtiene reemplazando cada i por—i. El complejo
conjugado de una funcion se designa por 4*. Entonces |(@)f! = ¢*(1)4(z). Para
una funcion real ¢ = 4*. A continuacion consideraremos qué significado fisico
otk tmeniad campo de materia. Como el campo de materia describe
el movimiento de una particula podemos decir que las regiones del espacio en las
cuales es mds probable que la particula se encuentre son aquéllas en las que |(z)*
es grande.

Por ejemplo, en Ia fig. 2-1 se muestra la funcién de onda § (z) para una par-
ticula confinada principalmente en la region entre A y B (a). Obsérvese que (z)
disminuye muy rapidamente fuera de la region AB donde la particula probable-
mente se encuentre mientras que la funcién de onda estd oscilando en tal re-
gion. La intensidad del campo de materia, dado por [((z)?, se indica en la fi-
gura 2-1(b).0 mis cuantitativamente digamos que

la probabilidad de encontrar la particula descrita por la funcién de

nda 4(z) en el intervalo dz alrededor del punlo z es | D) dz.
En otras palabras, la probabilidad por unidad de longitud (o densidad de proba-
bilidad) de encontrar la particula

P() = |y
Estamos suponiendo, para simplificar, que el movimiento es unidireccional. Pero
en el caso general del movimiento en el espacio, la funcion de onda (0 la amplitud
del campo de materia) depende de las tres coordenadas z, y, z esto es, 4(z, 4,2).
Entonces | (z, y, 2)|? dz dy dz es la probabilidad de encontrar la particula en el
volumen dz dy dz alrededor el punto de coordenadas , y, z, o

P =4z u 2 @n
es la probabilidad por unidad de volumen, o la densidad de probabilidad, de en-
contrar la particula en el punto (z, y, 2). Por ejemplo, supongamos que calcu-
lamos 4(z, y, 2) para un electron de un 4tomo y hacemos el grafico de | como
en Ia fig. 2-2, donde N es el niicleo y la intensidad de sombreado es proporcional
al valor de [(x, y, [, De este modo las zonas més oscuras representan las re-
giones en las cuales la probabilidad de encontrar el electron es maxima. Esto
es todo o que podemos decir acerca de la localizacion del electrén en el 4tomo,
siendo imposible hablar de Grbitas precisas del electron. Evidentemente, la pro-
babilidad de encontrar el electron dentro de un volumen finito V' es

Py = J.PMx. . At dzdy dz.
Ahora bien, el electron debe encontrarse en algin lugar del espacio, y por con-

siguiente si extendemos la integral anterior a todo el espacio, la probabilidad se
convierte en certeza o 1. Entonces debemos tener

f ¥,y Dt dz dy d = 1. e
.
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Esta expresion se denomina condicion de normalizacion. Ella impone una limita-
cion severa en las formas posibles de la funcion de onda 4(z, , 2), ya que no
i -

se hacen muy grandes, para que la integral extendida a todo el espacio el

vt

Fig. 2-2. Distribucién de probabilidad para un electrén en un dtomo.

2.3 Ecuacién de Schridinger

Nuestro proximo paso debe ser encontrar una regla mediante la cual se pueda
obtener la amplitud de campo o funcion de onda ¢ para cada problema dindmico.
Evmemmanu Ia funcion de onda ¢(z) debe depender del estado dindmico dela

particula. estado dindmico cstd caracterizado por las fuerzas que actian
sobre la yxrﬂcllh  por la energia total e la misma. Pero si las fuerzas son con-
ativas, I energia potencial Ey(z) de la particula determina su movimiento.

Por consiguiente, debemos esperar que la funcion de onda ) 4 dependa en algin
modo de la energia potencial y de la energia total,

E = p2m + Ey(@),
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de la particula. En efecto, la regla para encontrar 4(z) se expresa en la forma
de una ecuacion diferencial, llamada ecuaciin de Schrodinger, la cual fue formu-
lada en 1926 por el fisico alemén Erwin Schrodinger (1887-1961). Esta ecuacion
(para problemas en una sola dimensién) es

»dy
— o @ T BV =Ed @3)

donde m es la masa de la particula. La ecuacién de Schrodinger es tan funda-
‘mental para la mecinica cuintica como la ecuacion de Newton F = dp/d! lo es
para la mecinica clisica 0 las ecuaciones de Maxwell para el electromagne-
tismo. Evidentemente las soluciones de la ec. (2.3) dependen de la forma de la
energia_potencial Ey(z).

No haremos una deduccion detallada de la ecuacion de Schrodinger, porque
€0 estd fuera del objetivo de este libro. Empero, la justificaremos en el ejem-
plo 2.1 de una manera intuitiva y por analogia con otros campos mds familiares
al estudiante. También en la seccién 212 indicaremos, dentro del contenido
formal de la mecénica cuintica, como se obtiene la_ecuacion.

En el caso de una particula libre Ia energia potencial es cero (esto es, E(z) = 0),
y la ecuacion de Schrodinger se convierte en

_EE g,

que puede escribirse en Ia forma

@4

Pero para una particula libre, E = p/2m. Haciendo p = Ak, de acuerdo con la
ec. (1.45), donde k es el nimero e onda, tenemos E = /#/2m. Entonces Ia ec. (2.4)
se convierte en

&y
& The=0 @3)

que es idéntica a la ecuacion de la amplitud de ondas estacionarias con una lon-
gitud de onda » = 2]k = hfp, como lo requiere la cc. (1.44). Esta ecuacion se
verifica, por ejemplo, para la amplitud de las ondas estacionarias en una cuerda
0 en una columna gaseos, o la de las ondas electromagnéticas atrapadas en una
cavidad.*

Recordando que i = |/ —1 e = —1, vemos por sustitucién directa que la
ecuacién diferencial (2.5) admite como soluciones las funciones de onda

W=y YD) = @8

Como veremos en la seccion 2.10, la funcion de onda § = ¢/ representa una
particula libre de momentum p = ik y energia E = p'f2m = A%/2m moviéndose

* Ver el segundo volumen de esta serie, Fisica: Campos y ondas, secclones 22.4  22.9.
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en la direccion + X y la funcion de onda § = % representa una particula
libre con el mismo momentum y energia pero moviéndose en la direccion opues-
La solucion general de la ec. (25) se puede escribir como una combinacion
lineal de las dos soluciones dadas en la ec. (26), esto es,

o) = Aee 4 Be, @n

Esta funeion de onda no corresponde a una direccion preferencial del movimiento,
sino que es la superposicion de las soluciones para el movimiento en las direc-
ciones + X y — X. Esta es la misma situacion ya encontrada para las ondas
e-hclanlrins. (Recuérdese, por ejemplo, que las ondas !l'-lu'nnlrin en una cuerda
resultan de la superposicion de ondas que se propagan en ambas direcciones y
se reflejan en los extremos fijos.)

Obsérvese que la ec. (2.6) da

14 = 442 e) = dz-elx = 1.

El hecho de que |#(z)]* = 1, 0 sea una constante, significa que la probabilidad
de encontrar la particula es la misma en cualquier punto. En otras palabras,
§ = ¢* 14 describe una situacion en la cual carecemos por completo de informacion
acerca de la posicion. Esto esté de acuerdo con el principio de indeterminacion,
porque § = ¢+ describe una particula cuyo momentum p = ik conocemos con
precision, esto es, Ap =0, lo cual requiere que Az—» co. Por lo tanto, para
obtener informacién acerca de la posicion de una particula localizada dentro de
una region Az, debemos superponer varias soluciones de Ae con va-
lores diferentes de k (0 p), y con amplitud apreciable A en un intervalo Ak (o 4p);
esto es: debemos formar un paquete de ondas (ver fig. 1-26). Este paquete de
ondas se puede expresar en la forma

o) = .[A(kw» dk, @8)

donde A(K) es la amplitud correspondiente al momentum p = fk.

La ecuaci6n de Schrodinger (2.3) describe una particula que se mueve en linea
recta (movimiento en una sola dimension). Para una particula que se mueve en
el espacio, la ecuacion se convierte en

(V+v+ﬁ)+t,(x‘vm=5' @9
= ) 3 3
ue es obviamente una generalizacion de la ec. (2.3), apareciendo las tres coor-
denadas en forma simétrica. En ¢l caso de una particula libre, Ep(z, y, 2) =
¥ Ia ecuacion se transforma en
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La solucién de esta ecuacion, que describe a una particula libre con momentum
p=hk y energia E = I*k%/2m, es
e,

=

Dejamos la verificacion de esto al estudiante, quien debe recordar que
kr=kr+ky+kz y KB+E+r=k

EJEMPLO 2.1, Justificacién intuitiva de la ecuacién de Schrodinger.
Sotucidn: Hlomos dicho que en 1a mecinica cuntics, la funcién do onda () tlene
un papel semefante al de la amplitud E(z) en una onda estaclon

D niiiria o s, SO lsectin Ta gl g wea. i elamiomacta
o longitud de onda x satistace Ia ccuacion diferencil,

a3
o T

donde k = 2=/\ es el numero de onda de la onda estacionaria. Recordemos ahora
‘que en la mecénica cudntica p = Ak, segon 1a cc. (1.45), do modo que podemos espe-
Far que 1a funcion de onda ¢(x) satistaga una ecnacion similar de la forma

LT )

daz $=0.
Cuando escribimos la ecuacién de la onda estacionaria :upnngmns que k es cons-
tante y que por consiguiente p deberd ser constante. Esto no es generalmente clerto
‘para una particula sometida a una fuerza. Sin embargo, usaremos la ecuacién anterior
Run cuando p no sea constante, Entonces, recordando que la snergia tof
= ptj2m + Ep(z), podemos eseribir

P = 2m(E — B,
¥ de este modo la ecuacién anterior se convierte en

o

L4+ 25— Bl -0,

Ta cul, i hacemos un ligero reagrupamiento do términos, e precisamente Ia scua-
cion a¢ Sehrddinger (2.3). Debermos entalzar, sn cmbarg, que 1o hermos derivado
{al ccuacion, sing que, por procedimientos e analogia, hemos ducidado sus ori
genes remontandonos a Tas Telaciones (1.44) & (L45):

24 Escalén de potencial

Como una primera ilustracion del uso de la ec. de Schrodinger, vamos a deter-
minar I funcién de onda 4(z) para una particula que se mueve en una region
donde la energia potencial esté distribuida como se ilustra en la fig. 2-3; esta
distribucion se denomina escalon de potencial. Esto es, la energia potencial es
cero para z < 0 y tiene el valor constante E, para @ > 0. Desde el punto de
vista fisico ningin potencial presenta tal cambio abrupto o rapido; es més razo-
nable esperar que el cambio sea suave, como se muestra en la linea de trazos.



62 Mecdnica cudntica @4

Por ejemplo, los electrones libres en un metal experimentan este cambio suave
de potencial en las vecindades e la superficie del mismo. Sin embargo, el escal6n de
potencial no fisico es matemiticamente mis simple y sus resultados son apli-
cables a los casos reales como una indicacion de la situacion fisica. Es necesario
considerar separadamente los casos en los cuales E < E, y E > E,.

(a) E < Eq En este Ia mecénica clisica nos dice que la particula no
puede estar a la derecha de O, porque entonces la energia cinética Ey = E — Eq
seria negativa, lo que es imposible. De este modo z >0 es una region clisica-
mente prohibida si E < E,. En el caso de los electrones libres en un metal, esto

Byn
0 -k
%
. Pig. 28, Escalén de potencial. (En
m ésta y en todas las figuras que siguen
las_regiones cldsicamente prohibidas
X estin sombreadas.)

significa que aquellos electrones con E < Eq no pueden escapar del metal sino
que cuando llegan a su superficie son devueltos al interior.

Para obtener ¢(z) para un escalon de potencial debemos escribir la ecuacién
de Schridinger para las regiones z < 0 (0 1) y para z > 0 (o 11). Para la region (1)
enla cual Ep =0, la ec. (2.3) se convierte en

que es idéntica a la ec. (2.4) para una particula libre. Su solucion general es del
tipo dado en la ec. (27), o

(@) = Ae"* 4 Betks, (2.10)

Tal como esté escrita, esta ecuacion representa una particula incidente (¢%%) y
una reflejada (¢-5). Estamos asignando una amplitud diferente a la particula
rellejada para tomar en cuenta cualquier posible cambio del haz incidente como
consecuencia de la reflexion en z == 0. Para la region (I, en la cual E,(z) =

la ecuacion de Schrodinger es

Py | 2m(E—Ey)
i

@11)
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Cuando E < E,, podemos definir la cantidad positiva u* = 2m(E, — E)A*, de
modo que la ecuacién diferencial (2.11) se convierta en

Pl gy

G — =0
La solucién de esta ecuacion diferencial es una combinacion de las funciones
&% y e, como podemos verificar por sustitucion directa. Pero la funcion cre-
ciente e no es aceptable porque sabemos que la amplitud del campo es muy
pequefia en la region (I1); experimentalmente sabemos que no es probable en-
contrar una particula en esa region (recordar nuestra proposicion de que, desde
el punto de vista clisico, eso es imposible). Por consiguiente, debemos usar solo
la funcién exponencial decreciente e, o

dulr) =
El hecho de que 4y(x) sea diferente de cero significa que hay alguna probabilidad
de encontrar la particula en la region (11). Esto constituye una de las mis inte-
resantes peculiaridades que distinguen la mecdnica cuintica de la mecdnica
clisica: en la mecnica cuintica, la region en la cual una particula puede mo-

erse no tiene por qué ser, en general, de fronteras bien definidas. Sin embargo,

como §(z) est dada por una exponeicial negativa (o decreciente) la probabilidad
de encontrar la particula con E < E, a la derecha del escalon de potencial (esto
es, donde z > 0), disminuye ripidamente cuando z crece. En general, por lo
tanto, la particula no puede penetrar mucho dentro de la region prohibida cli-
sicamente.

Podemos determinar las constantes 4, B y C e conti-
nuidad del campo de materia o funcion de onda para z = 0, que obviamente
e un requisto fisico, Esto es, 1a funcion de anda debe cambiar suavemente al
cruzar el escalon de potencial. Esto requiere que

- a4 _ diy -
=4 ¥y s o para z = 0.

Estas condiciones dan A4 + B = C, iA — B) = — «C, las cuales, a su vez, dan
_ Gkt 2ikA
B~ ¥ iy

de modo que

W= (e R p0e) g B g
En la forma que hemos escrito 4, la intensidad del campo incidente es [A]%.
La intensidad del campo reflejado es

ik +a xk+=
hk—a —

i A= 1Ar
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Por consiguiente, ambos campos, el incidente y el reflejado, tienen la misma
intensidad. Podemos interpretar este resultado diciendo que todas las particu-
las que alcanzan el escalon de potencial con E < E, rebotan, incluyendo aquellas
que penetran ligeramente en la region (II). Esta interpretacion estd de acuerdo
con la descripcion fisica del proceso.

La funcion 4,(z) se puede también eseribir en la forma equivalente

A

h@ [(k — 2)e* +- (ik + a)e~t*e]

ik—

y, recordando que e*%= = cos kz +- i sen kz, obtenemos después de efectuar la
‘multiplicacion,
2ik @
") =4 (msz % l\z).

De este modo, no tomando en cuenta el factor complejo 2ik/(ik — ) que multi-
plica 4, y 4, podemos representar ambas funciones por las curvas de la fig. 2-4.
A mayor energia potencial E,, mayor valor para « y més rapido la funcién g
tiende a cero para z > 0 y para una energia dada E. En el limite en que E, se
hace muy grande, dc modo que « también es muy grande, la funcion g, es idén-

Fig. 2.4 Funcién de onda para un escalén de potencial de altura E,, cuando la
energfa E de la particula es menor que E,.

ticamente igual a cero (% = 0), y ninguna particula puede penctrar en la region
cldsicamente prohibida de la derecha (z > 0). En otras palabras, todas las par-
ticulas se reflejan en = = 0. En este caso, la expresion anterior para 4, se con-
vierte en

4y = 204 sen kz = C sen kx,

como se ilustra en la fig. 2-5. (El enuwam dehe comparar esta situacion con
la de las ondas en una cuerda con un extremo fijo).

(b) E > E,. En este caso, si de nuevo suponemos que las particulas proceden
de la izquierda, la descripeion cldsica seria que todas ellas prosiguen dentro de
Ia region (II), aunque moviéndose con velocidad menor que en la region (I).
En z = 0 experimentan una repentina desaceleracion, porque la energia cinética
es menor en (I1) que en (). La situacion segin la mecanica cudntica es diferente.
Para la region () la solucion estd dada también por la ec. (2.10), 4, = Aelk= 4 Be-irz,
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si suponemos que es posible que algunas particulas se reflejen (hipbtesis que veri-
ficaremos més adelante). Sin embargo, para Ia region (11) la solucion es diferente,
porque ahora E > E, y debemos definir la cantidad K2 = 2m(E — EQR® de
modo que la ec. (2.11) se transforma en

L
L
g T
La solucién es ahora también similar a la solucién de la ec. En este caso
una cosa es cierta: en la region (I1) solo tenemos particulas viajando hacia la
derecha, por lo que debemos escribir

(e) = Celw'=, @12)

Aplicando las condiciones de contorno en & = 0 para las funciones dadas por
las ecs. (210) y (2.12), tenemos entonces

A+B=C kA—B)=KC,

Fig. 25 (a) Pared de potencial. La
particula no puede penetrar en la
gién 2> 0. (b) Funcién de onda para
una pared de potencial.

cuyas soluciones son B = (k— K)A/(k + K) y C = 2kA/(k -+ k), de modo que

2k
¥

k—¥ b
T F Acw,

e =4 (4 =), we-
El hecho de que B no sea cero es una indicacién de que algunas particulas se
reflejan en = 0, que es otro resultado diferente del predicho por la mecanica
clasica. Esta reflexion es una propiedad caracteristica de todos los campos cuando
al propagarse encuentran una zona de discontinuidad de las propiedades fisicas
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del medio. Este comportamiento es bien conocido para el caso de las ondas elds-
ticas y electromagnéticas.

EJEMPLO 22 Determinar los coeiientes de reflxién y do transmisin del esca-
16n de potencial para

Sotucid mos v = p[m = Ak/m Ja velocidad de la particula en la regién
(1) y o = Ri'/m la velocidad en la regién (II). Recordar que la intensidad de las
parifculas ncidentes (esto e, el nimero e pariiculas por unidad de volumen en el
haz incidente) estd dado por |Al" Entonces el “fljo” del huz incidente o densidad
de corsiente do particulas (esto ¢, el ndmero de partculas qus pasan a través de la
unidad de drea por unidad de tiempo) s v A EI “fujo” Gl campo refiejado e

olBf, ya que la velocidad es la misma para el campo reflejado, y el del campo trans-
Titids es vICP, Por consiguiente, 105 coeficientes de refloxicn y de transmision son

T

T son ambos menores que 1, ya que el haz incidente de particulas se divide
en’los haces reflejado y transmitido. El estudiante debe verificar que R + T = 1,
seilin se requicre para Ia conservacidn del ndmero de particulas, pucsto que el ﬂu]o
enirante de particalas debe ser 1gual a la suma del refiado y €1 transmit

2.5 Particula en una caja de potencial

Consideremos, como segundo ejemplo, el caso de una particula obligada a mo-
verse en la region entre z =0 y z = a, tal como una molécula de gas en una
caja. La molécula se mueve libremente hasta que choca con la pared, que la
fuerza a rebotar. Una situacion similar existe para un electron libre en un pe-
dazo de metal, si despreciamos las interacciones del electrn con los iones posi-
tivos y si la altura de Ia barrera de potencial es mds grande que la energia cinética
del electron. El electron puede moverse libremente a través del metal pero no
puede escapar de L.

Podemos representar cada una de estas situaciones fisicas por ¢l potencial
rectangular de la fig. 26, que, al igual que el diagrama de energia potencial de
Ia fig. 23, es una ilustracion muy simplificada de las energias potenciales que
ocurren realmente en la naturaleza. Este diagrama simplificado de la energia
potencial se denomina caja de_potencial. Tenemos Ey(@) =0 para 0 <z < a,
ya que la particula se mueve libremente en esa mgmn Pero la unn\‘gll potencial
aumenta ripidamente hasta el infinito en = z significa que
actian fuerzas muy intensas sobre la particula en esos dos ]Juntnsv ohhgsndnla
a invertir su movimiento. Entonces, cualquiera que sea el valor de la energia E,
Ia particula no puede estar a la izquierda de 2 =0 o a la derecha de z = a.
(Recordar la fig. 25 y la discusion de la seccion 2.4 concerniente a un valor Eo
muy grande). En consecuencia, en estas dos regiones (z < 0y = > ), la funcién
de onda es idénticamente igual a cero; esto es, $(x) = 0. Enlaregion 0 <z <a
el problema es esencialmente el de una particula libre. La ecuacién de Schrodinger
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para la funcién de onda de una particula libre es la ec. (25). Esto es,

K = 2mE[.
Como Ia particula estd oscilando entre z = 0 y z = g, la funcién de onda (como
en el caso del escalén de potencial) estd dada por la ec. (2.7), es decir,

) = Aelks | Beliz,

Ia cual indica movimiento en ambas direcciones. Las condiciones de contorno
requicren que §(z) =0 en z=0 y z = a. Entonces 4z =0)=A +B =00
B =—A. De modo que

Ua) = A= — %) = 2iA sen kz = C sen kz,

donde C = 2iA. La condicion de contorno en z = a da Y(z = @) = C sen ka = 0.
Como C no puede ser cero, porque no tendriamos entonces funcion de onda,
concluimos que sen ka =0 o ka = n=, donde n es un mimero entero. Despe-
jando k, tenemos.
k=nxja 6 p=hk=nnhfa (@13)
las cuales dan los posibles valores del momentum p = ik de la particula.*
La energia de la particula correspondiente a los valores de k dados por la
ec. (213) es
.
Pt R e W

2m ~ 2m  2ma®

o, si E, = F*=*[2ma® es la energia para n = 1, entonces E = E,, 4, 9E,,
Concluimos entonces que la particula no puede tener una energia arbitraria,
sino s6lo aquellos valores dados por Ia ec. (2.14) y que se muestran en la fig. 2-7;
es decir, la energia de la particula estd cuantizada. Esta situacion es nueva, ya
us en ol sjemplo satzrar del excalin de potencial uo v quo imponer
ninguna limitaci

Esta muauon en h cual s6lo se permiten ciertos valores de la energia no es
uma peculiaridad de este problema particular, sino que en general se presenta
cada vez que se resuclve Ia ecuacién de Schrodinger (2.3) para una energia po-
tencial que confina a la particula en una regién limitada. (Recordar que en el caso
del escalén de potencial la particula no estaba confinada a una region limitada
¥ por lo tanto la energia no estaba cuantizada). La cuantizacién de la energia

* El estudiante puede reconocer la extraordinaria similitud entre los métodos matemticos

estudiar fisica). Debemos alertar al estudiante, Sin embargo, para que no Vaya a pensar que

Siendo ¢l formalismo matemtico el mismo, Ia situacién fisica es semejante, No se debe pensar,

por ejemplo, que las ondas de materia son similares a las ondas que se propagan a lo largo de
rd:
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resulta de que la funcion de onda estd determinada por la energia potencial y
las condiciones de contorno. En general, solo para ciertos valores E,,
E,, ... de la energia existe una funcitn de onda §(z) aceptable, que satistace
Ias condiciones de contorno del problema fisico. Por consiguiente, el formalismo
‘matemético de la mecénica cudntica, como se expresa en la ecuacion de Schro-
dinger, incorpora de un modo natural la cuantizacion de la energia y la existencia
de un conjunto discreto de niveles de energia permitidos. En el problema que esta-

o E=108,
s Ey=9E,

Eam by

-senkz et =G
& By =#%/2mat

¥ig, 2-6. Caja de potencial unidi- B, £3. Nivles de anerg para una
mensional de ancho a. caja de unidimensional.

mos considerando, encontramos que ademds del hecho de que la energia de la
particula estd cuantizada, el momentum de la misma también est4 cuantizado,
con los valores posibles dados por la ec. (2.13). Sin embargo, éste no es el caso

Las funciones de onda correspondientes a los valores de k dados por la ec. (2.13)
son
4nl@) = C sen (nrzfa), (2.15)

las cuales, en efecto, son idénticas a las amplitudes permitidas para ondas en
una cuerda vibrante con los extremos fijos. Las funciones de onda para los pri-
meros tres niveles de energia estn representados en la fig. 2-8(a). En la fig. 2-8(b)
Ia densidad de probabilidad | 4,[? est4 indicada para los mismos niveles de energia.

Notemos de paso que en este caso simple podriamos haber derivado los valores
de la energia dados por la ec. (2.14) usando la analogia con la cuerda vibrante.
El estudiante debe recordar que para obtener ondas estacionarias en una cuerda
con sus extremos fijos y separados una distancia g, la longitud de onda » debe
tener los valores

Bl eid b KD
n n
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Linea de simetria _ Linea de simetria
% i 1wl
ii Fy vl
Wit
2 o2
=0 z=a =0 iea

® ®

Fig. 2-8. (a) Las tres primeras funciones de onda para una particula en una caja
de potencial. (b) Densidades de probabilidad correspondientes.

Luego, p = hf% = nhj2a = nxha son los valores posibles del momentum, de
acuerdo con la ec. (2.13); por consiguiente, la energia estd dada por la ec. (2.14).
Sin e, para patocinles muda complefon st sialogi. g sl y 1 e
quiere una solucion de la ecuacion de Schroding
'« intercsants abservar que Ia ¢nergia minima de una particla en una caja
A#{2ma® y no cero, como uno pudiera sospechar. La inde-
osicion de la particula es, evidentemente, Az ~a. La par-
ticula estd oscilando con un momentum p; la indeterminacién en el momentum
es entonces Ap ~ 2p. El principio de indeterminacion requiere que Az Ap = h.
Por consiguiente, a(2p) = h 0 p > wh/a, dando E > E,. La existencia de una
energia minima o en el punto cero, como se llama algunas veces a Ey, es tipico
de todos los problemas en los cuales una particula estd obligada a moverse en
una regién limitada.
Para completar nuestra discusion, determinaremos la constante C que aparece
en la ec. (2.15). La condicién de normalizacion es en este caso,

J‘“Iw,.l-a.: 6 ef sent gy — 1
o a
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porque el alcance de la funcién va desde 0 hasta a. El valor de la integral es ja.
Luego C3a) =1 o C =}/ 2/a. Por lo tanto, las funciones de onda normali-
zadas son

@) = V%asen (nrzfa).

Otra propiedad interesante de las funciones de onda es que son orfogonales;
esto es,

n#. (216)

f Vi dz
Todo o aaco
Podemos verificar esto en el presente caso como sigue: observando que las fun-
ciones 4,(z) son Teales y por lo tanto 43(z) = ¥x(z), podemos es

f‘+;wn,¢,=zj"unz.,,'f_~,,
.

__r LEE LB L, 2 PR
T

donde hemos usado identidades trigonométricas para cos (= - B).
Se puede probar que la propiedad de ortogonalidad es una propiedad gen

de las soluciones de la ecuacién de Schrodinger y no una peculiaridad de fvtune

ciones de una caja de potencial (ver seccion 2.12).

EJEMPLO 2.3 Obtener los niveles de energfa y las funciones de onda para una
particula en el Interior de una caja de potencial de 1ados a, b y ¢ (g. 2-9).

Pig. 29, Caja de potencial tridimensional.

Solucién : Extendiendo nuestro razonamiento anterior, notamos que las tres com-
ponentes pe, py y ps del momentum de la particula deben satistacer relaciones simi-
lares a la ec. (2.13) para una caja unidimensional.

=hny
a
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donde ny, n, y n, son mimeros enteros. Por lo tanto

Mg PO

i s
S P+ PR PD)

) @

Esta expresion da los niveles de energia de una particula en una caja de potencial
tridimensional. Comparando la ec. (2.17) con la ec. (2.13), encontramos que la
funcidn de onda se puede expresar por

§ = Csen ﬂqﬂ sen "’;‘” sen TO°E (218)

Bl etuinia selfend; por melibulin Srecth 88 faino B8 ccundlin d0
Sehrddinger (2.9), con Ep — 0, que también resulta ol valor dado por la ec. (2.17)
para la energla y que ¢ = 0 eh las sels caras de Ia caja de potencial; ésta fne la
misma condicién impuesta para una caja de. potenci nsional.
ademis que la ec. (2.16) es formalmente idéntica 8L st gt ampitad
para ondas en una cavidad rectan

5o Dresenta o sitmaciin Bpoctacts Casade ta cale 44 pollm:ul es cabica, esto
s, cuando @ = b = c. Entonces las energias posibles estdn dadas

- -
B o= o (o 4 0 ®

2mat

donde &* = n} + nj + n} y las correspondientes funciones de onda son

b C o T s T g T

Observar que Ia encrgia depende s6lo de A% = n} + nf -+ ni. Esto significa_que
todos los estados correspondientes a los enteros m, ny, ny que dan el mismo valor
para & tienen la misma energia. Sin embargo, cuando se alteran 105 nmeros ,, iy, iy
sin_ cambiar el valor de k, la funcién de onda también cambia. De este modo u
cierto nivel de energia pucde estar asociado con varias funciones de onda o est
dindmicos. Cuando sucede esto se dice que existe degeneracin. E] orden de degener
cén de an nivel de energta, designado por g, s gual l nimero de funciones de onda
diferentes (o Independientes) para dichs energia. Extas estén ilustradas para
primeros sele nivees de encrgla de una cala de potencial ciblca en a tabla 21,
donde E, es igual a =*/2ma.

TABLA 2-1 Niveles d
caja ctbiea (, = /)

6n.

ergia y dege
%)

Energla | Combinaciones de n,, n,, ny | Degeneracion, g

15
6E, ot NDL2,11,1,2)
9E, | @,2.1)(21,201,2,2)
uE | GLoa ALY

YR

HE | G28eaneay
©32@ L3612
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EJEMPLO 2.4. Hallar €l nimero de niveles de energia en un intervalo pequefio
de energia dE para una particula situada en una caja de potencial muy grande.

Solueton: Para simplificar consideremos una cafa de potencial cibica de lado
Entonces, como vimos en el probloma anterior, 108 nivelos de energia de uni particuls
ena cajs eatd dados por

B = (a4 o+ m),

donde n,, n,, n, son enteros. Notemos que para una caja pequefia (esto es, valores
pequeilos de ) los niveles de energla estin muy cspaciados, como se muesira en

Ia fig. 2-10(a). Pero para una caja muy grande, como es ol caso de las moléculas de
2 e o o0 rhlplonts o o lotrion 6 o AL, ko S 4 -
gia sucesivos estn t précticamente forman un espectro_continuo,

e taatea o a1, B 100, incbtr problenta o6 anooutear sndatos nivaie 65

B —

E
Energla —

Fig. 2-10. Niveles de et

28 @ uma caln, do :
‘potencial p-qmn-.
(b) una caja de potencial grands.
Caja pequetia (a=b=0) Caja grande
® )

anergia hay en un pequelo intervalo dE do energin cunndo la caja de potencial o8
muy grande. Este problema es muy semejante al d r los modos de osci-
lacién de las ondas encerr mucho mayores que
In longitud de ond.
uscamos las coordenadas & v, ¢ en un clerto espaclo de representacién
(ng,zu).e-axpmmd.m enadas £ = my n = ¥ ¥ = ny representa un nive
de energia y 0, de esos puntos corfespanden, en esie espacio, u
% Toluiaee vaitanks. Delaarese B o 81 £ 107 enttness & miacre. do puntos
que tienen coordenadas enteras y positivas y que yacen sobre la superficie de una
esfera de radio k dan los diferentes estados asociados con la energia

Para hallar el nimero de estados N(E) con energfa entre cero y E, debemos doter-
minar el volumen de un octante e la esfera de radio &, ya que s6lo se permiten valo-
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oE)

Figura 2-11 Fig. 2-12. Densidad de niveles de
energia para una caja do potencial
cabica grande.

res positivos para ny, n, y ny. Luego, recordando que & = hj2r, obtenemos

N = ity = 5 v (225

= 3V ompnpn,
S GATYAES,

donde V = a® es ¢l volumen de la caja de potencial. El nimero de estados con
energia entre E y E + dE se obtiene diferenciando la expresién anterior, lo cual da

i) = AVCIV g,

Es conveniente escribir dN(E) = g(E) dE, de modo que

Ax V@MY
"

o = B @19)

Bya)

e

|
-

[0}
Fig. 2-13. (a) Energla potencial de un oscilador arménico. (b) Niveles de energla.
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mimero da estados por ualdad de fatarvale do snargie alredsdor dal valor B
e In energla. E1 gréfico de o(E) aparece ¢n Ia g, 212, El ira de a cinta do anch

El
et tervalo do snergia. Tendremos oporteiidad ds user 1 6 (3:19) en varioe pro
Blemas que sparecen més adslants e exe Il

Igunos casos es mis conveniente usar el nimero de estados que se cncuentran
dentro el intervalo dp entre p ¥ p + dp Si recordamos que la particula que esti
dentro do la caja actua como una paricula libre, tenemos B = pif2m. Deliniendo
#5) de modo que &N = 9(p) dp = 8(E) 4E, tencmos

= = e o

Esta expresion o aplica iguimente para determinar of ndmero de modos de
ondas longitudinales encerradas en una cavidad de volumen V. En tales casos es
e Someipate dtes 1 acesteds s Rocoremmos (oo s 2 By @03 7% donde s
es la velo . En consecuencia sl definimos g(+) de modo que
90) dv = g(p) dp, tenemos

00 = 90) 2 = A2V, (220)

que es una relacién muy @til.

2.6 El oscilador arménico

Un problema fisico importante es el del oscilador armonico, para el cual la energia
potencial es E, = 4kz, ilustrada en la fig. 2.13. Este problema suministra im-
portante informacién acerca de las vibraciones atomicas en las moléculas y los
solidos, ya que en primera aproximacion, debemos suponer que el movimiento
relativo de los dtomos en las moléculas y en los solidos es oscilatorio arménico.
La ecuacién de Schrodinger es ahora

__Li'l+ya-¢ E¢

No intentaremos resolver esta ecuacion de un modo formal; antes bien daremos
s6lo los principales resultados. Recordando que para un oscilador arménico la
frecuencia angular es o = |/ k/m, encontramos que los valores posibles de la ener-
gia para los estados estacionarios son

En=(a + Pho, @21

donde n es cero o un entero positivo; esto es, n =0, 1, 2, 3, ... Entonces
E, = $ho, 3ho/2, 5hof2, etc. Los niveles de energia que se indican en la fig. 2-13
estdn igualmente separados entre si por la cantidad Aw (0 hv, ya que h = h/2x
Y 0 =2m).

Un resultado interesante es que la energia minima del oscilador arménico
es 4o 6 4hv. Esta se llama energla en el punto cero del oscilador porque corres-
ponde a n = 0. Este resultado, asi como el andlogo obtenido para la caja de
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potencial, estd intimamente relacionado con el principio de indeterminacion.
La energia minima, desde el punto de vista cldsico, corresponde al punto 0 al
fondo de Ia curva de la energia potencial. Sin embargo, en este punto tenemos
z =0y también p = 0. Debido a que no habria oscilaciones en tal situacion,

driamos conocer simultdneamente y con absoluta precision la posicion y el
momentum de la particula, lo cual contradice el principio de indeterminacion.
Por consiguiente, el primer nivel de energia o estado fundamental deberi ser el
nivel de minima energia compatible con el principio de indeterminacién. Para
ver esto, observemos que para este nivel particular, la amplitud z, de las osci-
laciones es muy pequefia, y podemos hacer z, ~ }Az. También la amplitud p,
del cambio de momentum es muy pequefio y podemos poner p, ~ }Ap. La ener-
gia de un oscilador clasico de amplitud z, es E = }ma?3; notando que py=mo,,
tenemos

E = jmot = Jo(z,) mozy) = Jozgp, ~ fo Az Ap ~ fho ~ dho.

No se daré aqui la expresion general de las funciones de onda para el oscilador
arménico simple (ver problema 2.16). La tabla 2-2 presenta las primeras funcio-
nes de onda, correspondiendo 4, al estado fundamental. Estas funciones se ilus-
tran en la fig. 2-14. Obsérvese que ellas no se anulan abruptamente en los limites
cldsicos de oscilacion, indicados por el segmento vertical en cada caso. Antes

TABLA 22 Punciones do onda do un osellador arménico
(a* = ma/h)

n En dn(x)

o | @ = @@ Y Rmeen
Po | @) = (@2 V) 2azeern
(@) = (a8 V) Adare — 2e-=mn
Mo | @) = (@/a8 | = ABae — 12a)e

H

bien, se extienden mas allé de estos limites, aunque decreciendo muy répidamente,
como encontramos previamente para el caso del escalon de potencial en la sec-
cién 2.4 cuando E < E, (fig. 2-4). Esto significa que la amplitud de un oscilador
no estd definida precisamente en la mecinica cuntica, como lo estd en el caso
clisico. En la mecdnica cudntica la particula se puede encontrar en un instante
dado en una region en la cual, segin el formalismo més rigido de la mecanica
clésica, su movimiento se considera imposible. Existen, sin embargo, muchos
experimentos que apoyan esta conclusion. (Los discutiremos més adelante). En
Ia fig. 2-15 se indica la densidad de probabilidad P = | (@) para los estados
correspondientes a las funciones de onda que se muestra en la fig. 2-14. Notese
que, aunque existe una probabilidad finita de observar la particula fuera de los
limites clisicos de oscilacion, esta particula esté principalmente confinada a la
regitn cldsica.

Hasta aqui hemos estudiado un oscilador lineal, es decir, un oscilador en una
sola dimension. En el caso general de tres dimensiones, como es el de un itomo
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Fig. 2-14. Funciones de onda corres- Fig. 2-15. Densidades de probabilidad

pondientes a 10s cuatro primeros niveles ~correspondientes a los cuatro primero

de energia de un oscilador arménico. niveles de energla de un oscilador
arménico.

en un sélido, los niveles de energia estin dados por “

Eq= (a4 Dho. @)
La sola diferencia es que ahora la energia en el punto cero es o en lugar
de 3o, porque debemos energias en ¢l punto cero para las oscila-
ciones segin los ejes X, ¥, Z, que corresponden a una energia de 3o para cada
coordena

EJEMPLO 2.5. Discutir los posibles estados estacionarios para la energla potencial
que se ilustra en la fig. 2-16, denominada pozo de potencial. Esta energia poten-

ial se define por Ey = — Eo para jz| < a/2 y E, = 0 para jz| > a/2. Esta forma de
energia potencial tiene muchas aplicaciones importantes, especialmente cuando se
trata de fuerzas llamadas de corto alcance, lo cual significa que el potencial es cons-
tante para distancias mayores que el alcance. Esta situacién parece aplicable a las
fuerzas nucleares.

Solucion: Este problema es equivalente a tener dos escalones de potencial, imagen
especular uno de otro, separados la distancia a. Clésicamente hablando, para una
energla negativa E (esto &, < 0) la particula deberd estar confinada dentro del
P0z0; es decir, la particula deberd permanecer entre z = — a2 y z = + a/2.5in
ardo, teniendo en cuenta nuestros ejemplos previos sospecharmos que en meed-
e ouditicn esto o es cleto. Para Ia regén (1) en In oual — o2 < 2 < + afzy
Ia energfa potencial es constante y la particuls ¢ esenclatmente libre aunqus esté
abligada a moverse hacia atrds. De este modo, su_amplitud de
Cambo 4(2) debe ser una funcion armonica del tipo @7 En las reglones probibl
o 1Dy 11Dy I amphiudes ) 3 43 ack hmpsac exponencial
el AR ik KM et gonelig el s vl
consiguiente, la condicién de contorno que se usé para obtener la funcion de onda
e 1a g, 2-4 debe aplicarse dos veces, una en z = —a/2 y otra en z = a/2. Debido
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ia estamos imponiendo dos conjunioe de condicionse do contorna, se 1as pusde
Satistacer 8610 pira clertos valores 0o la enersia. e modo la energia £ de una
paticula en un pozo de potencia esté cuantisada. No s posibie expresar lo valores
posibles de E en forma cerrada y no serdn dados aqui (ver caso similar en el ejem-
plo 2.6). EI nimero de niveles de energia esta limitado, siendo s6lo uno, o dos, o
tres, etc., dependiendo de la profundidad E, y del alcance a del potencial. Esto e,
para el caso en el cual Ea < wW/2m, hay solamente un nivel posible de ener-
gla; para

=R2m < Bt < 4=W2m,
hay dos niveles de energia; para

AWM < B < 990[2m,
hay tres y ast sucesivamente.

Tas tunciones do onda para el sstado fundamental y s dos prmeros estados excl-
tados estdn representadas en la fig. 2-17 para el caso ¢n el cual se permiten tres nive-

Efn a2 “o o2
| LY

2

e

Fig. 2-16. Pozo de potencial rectan-
gular unidimensional de ancho ay pro-
fundidad E,,

Flg. 217, Las tres primeras funcio-
nes de onda en un pozo de potencial
unidimensional.

les de energia. Obsérvese la similitud con las funciones de onda para el oscilador
armnico. E1 estudlante deberd hacer el grifico do Ia densidad de probabilidad P -
= |4|* correspondiente a estos estados; también deberd pensar acerca de lo
% esquema de las funciones de onda y de las dcmldldel
de probabilidad. En este caso, todos los valores de la energia son aceptables
no esti cuantizac
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2.7 Niveles de energia y funciones de onda en general

La discusion sobre el escalon de potencial, la caja de potencial, el oscilador
arménico y el pozo de potencial sugiere la naturaleza general de los estados y
funciones de onda estacionarios. La fig. 2-18(a) muestra una energia potencial

E,(2) similar a la que se encuentra en un problema de fuerza central o en una
molécula diatémica. A valores grandes de z, Ia energia potencial se hace constante
e igual a un valor escogido como cero de la energia, que es la convencion més
usual. La energia potencial disminuye al disminuir la distancia, indicando una
fuerza atractiva. En M la energia potencial es minima e igual a — Ey; la distancia
correspondiente , desde O s la separacién clisica e equilibrio. Si disminuimos
atn més la distancia, la energia potencial aumenta ripidamente, indicando una
fuerza de re

Para valores negativos de la energia el movimiento es cldsicamente limitado.
Por ejemplo, cuando la particula tiene una energia E, ¢l movimiento clisico es

E (estado no ligado)

B

®)

() Curva general de energia potencial correspondiente a repulsion
Tomts para pequeiios valores de z e interaccién despreciable para valores grandes
@ = (B) Niveles do ancrgla correspondisatés a 1a ancrgia potencial Hustrada on (s

oscilatorio entre A y B. Estos puntos se denominan limiles clsicos de oscilacidn.
Para valores positivos de la energia (E > 0) tales como E', una particula pro-
yoclnte ds o detecta, ol lgera € a debenide ¥ rebots, etrocedicado alininta.
Esta es I razon cual C se denomina punlo cldsico de retorno.

En 1 mackaics catation Ia descrpelfa o fusdamentakosats Ja misme; ausque
aparecen ciertas caracteristicas nuevas: (a) Los estados ligados ocurren solo para
ciertos valores negativos dé la energia, de modo que para E < 0 hay un espectro
discreto de niveles o estados de energia. Esto es cierto porque para E < 0, el
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movimiento estd determinado por los limites clasicos de oscilacion, imponiendo
asi dos condiciones de contorno sobre las funciones de onda. Por lo tanto, solo
existen soluciones apropiadas de la ecuacion de Schrédinger para ciertas energias.
Esta es la misma situacion encontrada, por ejemplo, en el caso de una caja de
potencial. (b) Existen estados no ligados para todos los valores positivos de la
energia; decimos entonces que para £ > 0 hay un espectro conlinuo de niveles
o estados de energia. La razon de esto es que cuando E > 0, ¢l movimiento estd
limitado 5610 en un punto, el punto clisico de retorno, de modo que solo se re-
quiere una condicion de contorno. Existe entonces suficiente flexibilidad para
permitir una solucién de la ecuacion de Schrodinger con una constante arbitraria:
la energia. Esta situacion se ha presentado ya en el caso de un escalon de poten-
cial. Fisicamente, la situacion ocurre porque podemos siempre fijar arbitraria-
mente la energia de la particula cuando ésta se encuentra a gran distancia, como
hacemos, por ejemplo, cuando una particula cargada se acelera en una maquina
y se lanza contra un niicleo que sirve de blanco; o cuando un dtomo choca con
otro en un gas. En la fig. 2-18b se muestra esqueméticamente los espectros de
energia continuo y discreto. Sin embargo, en el caso de un potencial como el
muestra en la fig. 2-13, correspondiente al oscilador armonico, no hay
un_espectro continuo de energia y todos los niveles son discretos.
Cuando la particula se encuentra en un estado ligado de energia negativa E,
Ia minima energfa que se debe suministrar a la misma para llevarla a una gran

distancia es E, — — E. Esta se llama energia de enlace o de ligadura e la par-
toula en aquel estado. (Alguaas veces, cuando uos estamos reliendo al estado
fundamental de una molécula diatomica, la llamamos energia de disociacion,

pOque e Ia encrgla minima peccsaria para separa los. dos Etomos cnando Ta
molécula esta en el estado fundamental. En el caso de un electron en un dtomo
o molécula, la llamamos también energla de ionizaciin.)

<0, las funciones de onda se asemejan a las del oscilador armonico,
excepto que sus formas exactas dependen de Ia energia potencial Ey(z). La fig. 2-19
‘muestra la funcion de onda para un nivel negativo de energia (E < 0) del espec-
tro discreto (un estado ligado) y la funcion de onda para un nivel positivo de
energia (E > 0) del espectro continuo (un estado no ligado). En ambos casos
Ias funciones de onda se extienden mds alla de los limites clisicos del movimiento,
pero disminuyen muy répidamente fuera de esos limites. En particular, para
valores grandes de z, la funcién de onda de un estado de energia positiva o estado
no ligado se parece a la de una particula libre y tienc la forma asintotica dada
por la ec. (27)

W) s Al 4 Beiks,
¥a que debe representar ambas particulas: la entrante y la saliente o reflejada.

SJEMPLO 26, Estudiar los niveles de energla y funclones do onda para 1a enrgia
potencial descrita por la curva que se ilusra en Ia g, 2.20. = 0 la ener-
€8 potencial ie bave mﬁn!ln. Para 0 <z < la energia olienetal iene o valor
constant .~ Fosulta ast una 1deallzacion rectan-
gilar g6 1a curva e energia polennlﬁ] de la fig. 2-18,
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E>0 (estado no ligado) §

Fig. 2-19. Forma de las funciones de Fig. 2-20. Pozo de potencial rectan-
ara estados ligados y no ligados  gular limitado en por una pared

correspondientes a la energla potencial de poten

que se muestra en la fig. 2-18(a).

Seluciios Considaremos primero el oxto £ < 0, que comosponde & estados ligadon
En tal caso Ia particula estd obligada a moverse clisicamente en la region entre
o regién (D). La energia s entonces la energ!s de disocia-

Cién o'de enlace; esto ¢s, la encrgla minima requerida para sacar la particula del
Pozo de potencial. La scuscién de Schrddinger (2.9) para cea regién, ya due Eufe) =

' S€ convierte en

»oay - d-w "

o — B =Eb 6 +Hy

onde K = 2m(E, + E)/W* = 2m(E, — Eq)/¥, y pi = Ak ¢s el momentum en el
Interior 40 pozo. La solucion de esta ecuacion estd ada pnr laec. (2.7) 6

(@) = AcE 4 Be-tre,

Recordando ol caso & 1a,cala de potenclal, dsbemos hnpnne' que ¢ =0 para
z = 0; esto significa que A + B

@) = Al — %) = C sen ki,

donde C = 2iA. En la regién (1D, correspondiente a = >  la ecuacion de Schro-
dinger con Ey(z

R . eE ary =
o g = EY O b — =0,
donde
@ = —2mE[l* = 2mEs/R.

Si recordamos la discusion del escalén de potencial hecha en la seccién 2.4, vemos
que la solucién de esta ecuacién es

U(z) = De,
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A continuacita debemos stisteoer I condicionss do continuidad e la funcén
de onda en z =

W=t Y dydz = dydz.
las cuales dan

Csenka = De®® 'y KiC cos ka = — aDe-3*,
Dividiendo miembro a miembro estas dos ecuaciones para eliminar las constantes
Cy D, resulta

kcotgha = —a (2.23)
o, introduciendo las expresiones para k. y =, tenemos

[2m(E, — En)/A]* cotg [2m(E, — Ex)[h}i/%a= — [2mEs/A]i/.

En esta ecuacién la tnica cantidad arbitraria es la_energia Ev. Expresa enton-

ces una condicién para los posibles niveles de energia en el interior del pozo. Sin

embargo, como esta ecuacidn es tri

dente, s dicl obtener E.en {na forma
como se

n relacion
con el pozo cuadrado (ejemplo 2.5). Lue-
20, pueden exist ninguno, ano, dos, tres,
ete., niveles posibles de energla. Se puede
verificar que si

Eg* < =R[8m,
no hay estado ligado; si
M8 < Byt < 90/8m,

hay un solo estado ligado; si
9=RBm < Eya® < 25%N/8m,

Flg. 2-21. Funciones de onda corres-
ndientes al pozo de potencial que se
llustra en la fig. 2-20.

[0} iy

hay dos estados ligados, y asi sucesivamente. Por lo tanto, el nimero de niveles
de’ energia ligados dtp!nde del valor del produclo By o energla x (sleance)t.
ciones de ong el caso en el cual hay tres estados ligados se ilustra
n la fig. 2-21. El est comparar estas funciones de onda con las dadas
para la énergia potencial que so mucstra en a g 2-18. Este ejomplo, relativamento
simple, puede ayudarle entonces a_comprender mejor lo que hemos discutido en
relacion con la energia potencial mds realista de la fig, 2-1
p Consideremos o continuacion los estados positivos de energia (esto es cusndo
O Obeyardon i fitos o corveipandena astadod londom g g o
rrinl puede ahora moverse entre ¥z = oo. Usando de nuevo K} = 2m(E, +
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Fig. 2-22. Origen del defasaje.

Epla)
f
|

Particulas incidentes
S Particulas transmitidas
Particulas refljadas

am———

Fig. 2-28. Barrera de potencial rectangular de ancho a y altura Ey.

+ E)/#, de modo que Ny on ol momentum en of fnteror del poso, podemos es-
bl 12 olucion para' < a eomo anteriorments, esto o

@) = Csen ker.

Para x > a, donde Ej = 0, la ecuacién de Schridinger es ahora
v P8
2m dt

o8
Ey 6 S+

0,

donde & = 2mE/M y p = hk es ¢l momentum de la partfeula libre fuera del pozo.
La solucién de esta ecuacién es del tipo dado por la ec. (2.7). Sin embargo, en este
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caso conviene mis escribirla en la forma equivalente *
(@) = Dsen (ke + 3).

La cantidad 8 se llama defasaje; su significado fisico seri explicado en breve. Apli-
cando las condiciones de continuidad de la funcién de onda en z = a, obtenemos

kucotg kua = k cotg (ka + 3). @24)

Esta ecuacién difiers de la (223) en que dsta contiene, entre otras cosas, una oan-
tidad arbitraria 3, el defasaje. Por lo tanto, podemos satisfacer siempre la ecua-
clén (2.24) para cuslquier energia (o momentum M) escoglendo apropladaments
delasale 5; en consscnencia, el sspectro de Ia ekt positiva es continuo, como

4 ds esperar.
0s comprender el origen del defasaje de la siguiente manera. Si la energla
younclll fuera del tipo considerado en la 1g. 25, y que se muestra (nvertido) en Ia
g ci6n de onda habria sido ¢ ~ sen ks ~ eh — ¢-= que contlene

de particulas Incldente y o1 eflelado, ambos con o Tongitud de onda x = ank.
Pero cuando introducimos ef poso de potencial (0g, 2-32b), 1a funcion de onda s
distorsiona en la region 0 < z < a, y aunque la_longitud de onda para z > a es
rva sen kr debe moverse a lo largo del eje X la distancia 8/k

d. modo que en = = a se una sua
20 (que teti una longitnd de ehda diferente 3 = 3n/h. En otras palabess
Taodiicacion local de la energla potencial eutrez =02 aslectala Tancion
S T saphan modtante 5 etme Mra T o

2.8 Penetracién a través de una barrera de potencial

EI hecho de que una funcién de onda pueda extenderse mis alld de los limites
clisicos del movimiento da lugar a un importante fenomeno liamado penetracion
de una barrera de polencial. Consideremos el potencial representado en Ia fig. 2-23.
Este consta de dos escalones de potencial, pero en el orden inverso al pozo de
potencial de la fig. 2-16. Se le denomina barrera de potencial. Consideraremos,
como anteriormente, los casos E < E, y E > E, por separado. La mecdnica
cldsica requiere que una particula proveniente de la izquierda con una energia
E < E, se refleje en z = 0, tal como se discuti en la seccion 2.4. Sin embargo,
al considerar el problema de acuerdo con la mecdnica cuintica para obtener la
solucion de Ia ecuacion de Schradinger en las regiones (I), (11) y (1), encon-
tramos que la funcién de onda tiene, en general, el aspecto que se lustra en la
fig. 2-24. Sus componentes son de la forma

§y = Ac 4 Belhr, gy = Cet 4 Do, gy = A'elE,

donde k y « son las mismas que las de la seccién 2.4, esto es, K = 2mE/ y
o = 2m(E, — E)/. La funcién de onda 4, como en el caso anterior, contiene

* Podemos ver que las dos formas son equivalentes si recordamos que
2 = cos kx & {sen kz.
Entonces
§ = Ac®® 4 Be-®% m (A 4 B) cos kx + I(A — B) sen kz

sen
donde tg 3 = (A + B)li(A — B).
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Fig. 2-24. Funcién de onda correspondiente a Ia barrera de potencial de Ia fig. 2-23
para una energta menor que la altura de la barrera,

las particulas incidentes y reflejadas; 4, decrece exponencialmente, pero ademis
debe contener la exponencial positiva, ya que el potencial se extiende solamente
a valores por encima de z = a y la exponencial positiva no estd necesariamente
excluida, como lo fue en el caso del potencial escalonado. Debido a que Jy no
ha alcanzado el valor cero en z = g, la funcion continia en la region (I11) con
la forma oscilante ¢, que representa las particulas transmitidas, que tienen la
misma energia que las incidentes, pero una amplitud A’ que, en general, s dife-
rente de A. Como 4 10 es cero, hay una probabilidad finita de encontrar la par-
ticula en la region (111). En otras palabras, es posible que una parftcala atraviese
la barrera de potencial aiin cuando su energla cinética sea menor que la altura
de la barrera.

Cuando E > E,, la descripeion clsica del proceso indica que todas las particu-
las deberdn cruzar la barrera de potencial y alcanzar el lado derecho. Sin em-
bargo, en mecdnica cuintica, por la misma razén que en el caso del escalon de

[
B/Eg

Fig. 2:2. Coeficiente de trasmisién de una barrera de potencial rectangular.
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potencial, algunas particulas se reflejan en z = 0 y z = a. Por consiguiente, las
funciones de onda en las tres regiones son ahora

Gy = AeE 4 Bk, gy = Celks 4 DeikE, g = Alel,

donde k* = 2m(E — Ep/i* y hk es ¢l momentum de las particulas mientras estin
cruzando la barrera de potenc

Aplicando las condiciones o6 S B y = a, podemos determinar
los cocficientes B, C, D y A’ en funcion de A en los casos E < E, y E > Eq.
La transparencia de la barrera se define como T = |A'/|A[%. Esta varia con la
energia E, como se muestra en la fig. 2.25. Obsérvese que para E > E, hay trans-
mision perfecta (T = 1) para ciertos valores de E/E,, que corresponde a una
lagtd 1o endl de e parienls entres el Erusands I burves potencial,
dada p 2x/K, que es igual a un miltiplo de 2a. Esto puede considerarse
Sk b lontn Aa Vesmtarli

La fig. 226 ilustra un caso mis general. De acuerdo a la mecénica clisica si
la particula tiene una energia E, puede moverse entre A y B o entre C y D.
Si la particula estaba inicialmente entre A y B, nunca sc encontrara entre C

Barrera de
potencial

Flg. 226, Caso general de una barrera de potencial

v

Fig. 2-27. Forma de la funcién de onda en el caso general de una barrera de po-
tencial.
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¥ D, y reciprocamente. Pero una vez més en mecénica cudntica la logica es dife-
rente. Cuando resolvemos la ecuacién de Schrodinger para este potencial, obte-
nemos una funcion de onda ¢, como se muestra en la fig. 2-27. Esperamos, te-
niendo en cuenta nuestros ejemplos previos, que entre A y B la funcion de onda
sea oscilatoria, pero a la derecha de B debe variar exponencialmente. Sin em-
bargo en C la funcion de onda tiene ain un valor finito. Entre C y D, que es
clésicamente una region permitida, la funcion de onda se hace oscilatoria nueva-
mente. A la derecha de D ésta decrece una vez més exponencialmente. Por lo
tanto concluimos que hay una probabilidad finita de que la particula se encuen-
tre entre A y B o cntre C y D. En otras palabras, si la particula est inicialmente
entre A y B, un poco més tarde puede hallarse entre C y D, y reciprocamente.
Para que esto suceda, la particula debe penetrar la barrera de potencial entre
8y c

netracion de una barrera de potencial no tiene analogia en mecnica
c]émca pnrqu= esto corresponde a una situacion en la cual la particula tiene
energia cinética negativa o momentum imaginario. En mecinica cuintica, sin
embargo, esto no debe presentar ninguna dificultad, ya que no hay que insistir
en usar la logica de la mecanica clisica en los dominios del dtomo. La penetracion
de una barrera se observa en muchas situaciones, de las cuales discutiremos dos.

Energla potencial
para el movimiento
de N

Barrera de Eyl)

® (®)

. 2-28. (a) Movimiento de inversién del dtomo de nitrogeno en la molécula
06 asontaco. (1) Enéegia povsneinl piea. o MoVIHIoNSo Ge Brecroin

La molécula de amoniaco, NHy, es una pirdmide con el mmo N en el vértice
¥ los tres dtomos H en la base, como se muestra en la fig. 2-28(a). Obviamente
el dtomo N puede estar en una de las dos posiciones s A equilibrio N
¥ N’ a cada lado de la base de la piramide. Como ambas posiciones N y N' deben
ser de equilibrio, la energia potencial para el movimiento del 4tomo de N segin
el eje de la pirimide debe tener dos minimos y la forma simétrica que se indica
en la fig. 2-28(b), con una barrera de potencial entre N y N'. Si el dtomo de N
estd inicialmente en N, puede eventualmente colarse a través de la barrera de
potencial y aparecer en N'. Si la energia de este movimiento es menor que la
altura de la barrera de potencial, tal como el nivel de energia E en la figura,
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Energi potenca

Superficie
del metal

fnergia Y
glencial resultants

®)

Fig. 2:20. (a) Energia potencial de un electrén en un metal en ausencia de un
campo eléctrico externo. (b) Energia potencial resultante cuando se aplica un campo
eléetrico externo.

¢l movimiento del 4tomo N estd compuesto de un movimiento oscilatorio entre
Ry Soentre Ty U, dependiendo del lado del plano sobre el cual se encuentra,
¥ de un movimiento oscilatorio mis lento entre las dos regiones clasicas pasando
@ través de la barrera de potencial. La frecuencia de este segundo mnvlmmnw
es 23786 X 10 Hz para el estado fundamental del NH,. Este segundo
de movimiento ¢s ¢l que se usa para definir un patrén de tiempo con xelo]es
atomic

G e, AR, GO0 AR S L
energia potencial de uno de éstos se muestra en la fig. 2-20(a). Para que un elec-
tron que estd en el maximo nivel de energia escape del metal, se le debe sumi-
nistrar una cantidad de energia por lo menos igual a ¢, Esta cantidad de energia
puede ser provista por calentamiento del metal o por la absorcion de un foton
(como ocurre en el efecto fotoeléctrico). Pero el electron también puede escapar
si se aplica un campo eléctrico externo cuyo potencial se indica con la linea recta
de trazos en la fig. 2-20(b). La energia potencial resultante se ilustra con Ja linea
continua de la fig. 2-29(b) y es equivalente a una barrera de potencial. Los elec-
trones més energéticos del metal pueden salir a través de la barrera, resultando
1o que se conoce con el nombre de emisidn electronica de campo. En la seccion 8.3
discutiremos otro efecto de penetracion de barreras, la emision de particulas
alfa por los micleos.

EJEMPLO 2.7. Andlisis de las funciones de onda y de los niveles de cnergla en cl
movimiento de iversién del nitrégeno en la molécula de NH,.

Soluctén: Para mostrar cubnta Informacién Gt podemos deduclr de un andlisi
Catlitaiive e 1os Tunclonss do onde; extadikremos oon s detale o movimlonts
G0 Inversén. del nitrGgene an 1 molécuta de NHTy Lo Ng. .30 reproduce 1 energla
potencial que se mostr en la fig. 2-28(b). Miremos esta energia potencial como si
fuera la energia potencial de un oscilador arménico simple con una giba o barrera
en el centro. El efecto de esta barrera central es una perturbacién que afecta el
movimiento de 1s particula, sobre tode cuando pasa por el centro. Como se indlcd
anteriormente, este efecto — para particulas con energia tal como E, menor que la
altura de Ja barrera de potencial —- hace que disminuya la probabilidad de encontrar
Ia particula en la region central. Podemos traducir esto al lenguaje de la mecinica



88 Mecdnica cudntica

Flg. 2-80. Energla_potencial para el
movimiento de inversion en el NH,.

2-81. Funciones de onda correspondientes a los cuatro niveles de energia
hird bajos del movimiento de Inversién en el NH,.
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Fig. 2-32. Densidades de Peobbildad correspondientes & Ias funclones de onda
que se muestran en la fi

uintica diciendo que la barrera distorsiona las funciones de onda del potencial
del oscilador arménico en la regién central, disminuyendo sus amplitudes en esa
region. En la fig. 2-31 se muestra con lineas de trazos las primeras cuatro funciones

onda para =I ye!uncxal oscilador arménico sin la barrera. Las funciones de onda
reales, cuando loma en consideracién el efecto de la barrera central, estdn repre-
sentadas por melhn de \(n!al llenas. La fig. 2-32 indica las cormspnndlenles densi-
dades de probabilidad, [§(z)[*.

D sl . estas domadades de probubiidad mucstra que 4oty [ son casi
idénticas. La diferencia pnncnpal es que |{,* representa una nmbimlxdnd de encon-
trar la particula en el in, la barrera de potencial, ligeramente mayor q
ok Borconsigalante, s energias By 3 B, dclos comespondente o catacion:
los deben ser casi iguales. Lo mismo sucede para [44* v (b e la similitud
e estas dos funclones de anda o ¢ tan estrecha como eh cl ¢aso de ey dy De esto
modo los niveles de energta E, y £y deben ser también muy parecidos, pero no tanto
como lo son E, y E,. No obstante, para energfas mayores que la altura de la barrera
central (tal como E’ en la fig. 2-30), el efecto de la barrera se reduce grandemente
¥ las funciones de onda y los niveles de energia son esencialmente los mismos de los
del oscilador arménico. La fig. 2-33 muestra los niveles de energia; los nimeros
corresponden a los niveles de energta de la molécula de NH,. La altura de la barrera
de potencial en el NH, es aproximadamente 0,254 eV. La figura muestra ademis
que la separacién entre el par de niveles Os y Oa, correspondientes a las funciones
de onda g, y 4y, 0 entre el par de niveles 1s y la, correspondientes a las fun-
ciones de onda , ¥ Js, es muy pequefia comparada con la separacién entre los dos
pares de niveles de energia. La tabla 2-3 da los primeros ocho niveles de energia
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T

\/
=04

g

\./
04 08

0,76 A—f

Niveles de energia para el movimiento de inversién en el NH,.

@8

del NH,. EI simbolo usado para designar cada nivel serd explicado en la préxima
seccién.

TABLA 2-3 Niveles de energia vibracio-

nal con respecto al estado fundamental
para el movimiento axial del itomo N
Ia moléculs NH,
Nivel em-1e eV
3a 2861 ,3547
3s 2380 0,2050
2a 1910 0,2367
2s 15974 0,1980
ia 986, 01222
1s 950,16 0,178
0a 0,79 9,84 x 10+
os 0,00 0,

* La unidad em-* se definiré en la sec-
cién 3.3. Es equivalente a 1 eV = §067,5
om

[0}
Fig. 234, Movimientos simétricos: (a) péndulo, (b) érbita planetaria.
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El resultado més importante que se debe deducir de este ejemplo es que si tenemos
dos pozos de potencial separados por una barrera de potencial, los niveles de energla
mis bajos se agrupan en pares estrechamente relacionados, o dobletes. Si tenemos
tres pozos en lugar de dos, tendremos tripletes de niveles de energia asociados inti-
mamente, y asi sucesivamente. Como veremos mis adelante (en los capitulos 5
¥ 6) esto'es muy importante en el estudio de moléculas y solidos.

2.9 Simetria, funciones de onda y paridad

Las consideraciones de simetria son a menudo una gran ayuda para el fisico que
desea obtener cierta clase de informacion itil sin tener que recurrir a un calculo
efectivo. Por ejemplo, en el movimiento de un péndulo (o en cualquier movi-
miento arménico simple), la posicion de equilibrio O (fig. 2-34a) es un centro de
simetria. Por consiguiente, cuando el péndulo esté en posiciones simétricas tales
como A y A’, su velocidad y aceleracién deben ser iguales en modulo; el tiempo
que se requiere para moverse entre A y O debe ser el mismo que el que emplea
para moverse entre A’y 0; la variacion de velocidad, o de energia cinética, o
de energla potencial en ir desde A hasta O deberd ser la misma que la variacion
experimentada en ir desde A’ hasta 0, y asi sucesivamente. En el caso del mo-
vimiento planetario (fig. 2-34b), la linea PQ es un eje de simetria de la rbita
 por consiguiente la velocidad y la aceleracién de un planeta en las posiciones

By

Fig. 2-85. Energta potencial simétrica.

simétricas A y A’ deben ser las mismas en modulo; el tiempo empleado en ir
desde A hasta Py desde P hasta A’ debe ser el mismo y asi sucesivamente. En
general, si la energia potencial es simétrica respecto a un cierto punto, tal como O
(fg. 2-35), sabemos que cuando el cuerpo estd en posiciones simétricas, tales
como Ay A’, las condiciones dindmicas deben ser las mismas.

En mecénica cuéntica, las consideraciones de simetria son aun més impor-
tantes que en mecénica clasica. Por ejemplo, cuando el problema es tal que la
energia potencial tiene un centro de simetria, lo cual requiere que la particula
esté en el mismo estado dindmico en posiciones simétricas, la_probabilidad de
encontrar la particula en estas posiciones simétricas debe ser la misma. Como
esta probabilidad estd dada por |47, concluimos que si A y A’ son dos posi-
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ciones simétricas respecto al centro de simetria del problema fisico, como en
la fig. 235, entonces

[#al* = [4af® (2.25)
Esto es, el grafico de |yt deberk ser simétrico Tespecto al centro de simetria.
Ahora bien, si suponemos que las funciones de onda son reales, la ec. (2.25) re-
quiere qu

Ya =k dan (2.26)

Por consiguiente, la funcion de onda en puntos simétricos debe tener igual mé-
dulo pero puede ser de signos opuestos. Cuando 4 = -+ ¥4 decimos que la
funcion de onda tiene paridad par. Cuando $4 = — y4- la funcion de onda tiene

dad se refiere al comportamiento de la funcion de onda
en dos posiciones simétricas. Concluimos entonces que

en problemas que tienen un centro de simelria, los estados estaciona-
rios se describen por medio de funciones de onda que lienen una
paridad bien definida, par o impar.

Veamos como esta importante conclusién se aplica a los problemas conside-
rados previamente. En la caja de potencial de la fig. 26, el punto z = a/2
un centro de simetria; luego las funciones de onda deben ser pares o impares
respecto a 2 = /2. Esto se ve claramente en la fig. 2-8(a), de modo que podemos
decir que los estados con i = 1,3, 5, ... tienen paridad par, mientras que aqué-

W d impar. La distribucion de probabili-

dades que se ilustra en la fig. 2-8(b) satisface el requerimiento establecido en
la ec. (2.25), ya que es simétrica respecto a = a/2.

Para el caso del oscilador armonico, el centro de simetria es z = 0 (fig. 2-13)

tienen paridad par, mientras que

.. tienen paridad impar (fig. 2-14). La distribucion

de probabilidad para todos los s ctadkinaria t sisdrica respecto a

z=0 (fig. 2-15).

Este principio de simetria se uso implicitamente al discutir las funciones de
onda para el pozo de potencial (fig. 2-16), que tienc un centro de simetria en
z = 0. Sin embargo, la energia potencial considerada en el ejemplo 2.6 no pre-
senta ninguna simetria (fig. 2-20) y las correspondientes funciones de onda no
son ni pares ni impares (fig. 2-21).

La energia potencial para el movimiento de inversion del itomo de N en la
molécula NH, que se discutio en el ejemplo 2.7 (ver fig. 2-30), tiene también
un centro de simetria y las funciones de onda correspondientes (fig. 2-31) son
pares o impares. Las funciones de onda pares o simétricas se designan por s y las
impares o antisimétricas por a. En la tabla 2-3 las funciones de onda pares e
impares sucesivas se designan 0s, 0a, s, 14, etc.

Otro hecho interesante que mencionaremos brevemente y que cualquier lector
puede haber captado al mirar las figs. 2-8, 2-14, 2-17 y 2-31, es que la funcion
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de onda del estado fundamental tiene siempre el mismo signo (en el lenguaje
del 4lgebra, podemos decir que la funcion de onda del estado fundamental no
tiene rafces), mientras que las funciones de onda para el primero, segundo, ter-
, ... estados excitados cruzan el eje (o cambian de signo) una, dos, tres
veces, ... (0 tienen una, dos, tres, ... raices). Luego podemos concluir que

‘mientras mayor nimero de veces la funcién de onda cambie de signo
(o mientras mayor sea el nimero de raices), mayor serd la energia
de los correspondientes estados estacionarios.

210 La ecuacion de Schridinger dependiente del tiempo

Hasta ahora s6lo hemos estudiado la distribucion espacial del campo de materia
y hemos calculado su amplitud o funcion de onda ¢(z). No s ha dicho nada
acerca de la variacion del campo con el tiempo. Para discutir esta dependencia
debemos tener una ecuacion que contenga el tiempo; esta ecuacion se llama
ecuaciin de Schridinger dependiente del tiempo; tiene en mecdnica cugntica un
papel similar al que tienen las ecuaciones de Maxwell en el electromagnetismo.
La ecuacion de Schrodinger dependiente del tiempo es

ﬁi ﬂ’ + Ey@)¥ = ik 7 (@.27)

donde ahora aparece ¥(, ) en lugar de §(s) para la funcién de onda, incluyendo
asi Ia dependencia_en el tiempo y ¢l espacio. Vemos que csta ecuacion para
el campo de materii ¥(z, ) difiere radicalmente de la ecuacion de onda 225/3F —
= %#%/éx%, que describe las ondas elisticas o clectromagnéticas, porque aquélla
contiene s6lo la derivada de primer orden respecto al tiempo 2¥/al y no la de
segundo orden L ceuacén (227 tiene similtud con 1a dolfenomeno do trans-
porte, 2/al = a%e?E[az?, en el sentido de que ésta también contiene la derivada
de primer orden respecto al tiempo y describe la conduccion del calor y la difu-
sién. Sin embargo, hay una diferencia importante: el factor imaginario i
que multiplica a la derivada respecto al tiempo cn la ecuacién de Schrodinger.
Por consiguiente, el campo descrito por la ec. (2.27) difiere e las ondas clisticas
o electromagnéticas por una parte y de las ondas térmicas o de difusion por la
ote. s par ello que debemgs contaernos ds avar demaiado 1o o aaloga
entre los campos de la mecénica cuintica y las ondas elsticas o electromagnéticas.
Obsérvese que solo hemos escrito la ccua dinger dependiente del
tiempo y no Ia hemos deducido, como es posible establecer la ecuacion para las
ondas eldsticas en una cuerda o para las ondas electromagnéticas partiendo de
principios mds fundamentales. Podriamos decir ahora que la ec. (2.27) es una
ley Tuntamental de I satuaiss. e o mlemo sentido qus 1ot I ey 0 o nc
duccion Henry o el principio de del
momentum, y que su fontn wARASIa s ealead A ity St o5
hechos experimentales y de nuestra intuicién. Esta proposicion es esencialmente

V=1
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correcta. Sin embargo, es posible obtener la ecuacién de Schrodinger partiendo
de ciertas hipotesis basicas. Este procedimiento se sigue en la teoria formal de la
mecénica cuintica, cuyo estudio esté fuera el objetivo de este libro; sin em-
bargo, en la seccion 212 se da un anilisis introductorio. Debemos llamar la
atencion aqui sobre lo siguiente: el hecho de que la ecuacion de Schridinger
dependiente del tiempo contenga la derivada de primer orden respecto al tiempo
y la derivada de segundo orden Tespeéto a la posicion, se puede relacionar direc-
tamente con el hecho de que la energia de la particula depende del cuadrado
del momentum a través de la relacion E = p¥f2m -+ Ey(z).

A continuacion trataremos de obtener una solucién de la ec. (2.27) que sea
adecuada para describir los estados estacionarios. Por el conocimiento que tene-
mos de las ondas estacionarias, podemos suponer que tal solucion debe tener las
variables tiempo y posicion separadas. Trataremos una solucion de la forma

Yz, ) = Yx)e B, (2.28)

Probaremos a continuacion que E e la energia y 4(z) es la amplitud que satis-
facen la ec. (2.3). Para ver esto notemos que
2y @y

OB e K agy. ey

£l e Yoo T
Susttuyendo stz dos expresionts en I e 227)y canceando el fcor comi
.3) para ¢(2); en conseeuenia E debe ser la energia
ot U1 stenie, Pos socklgants o g, ds siatiia dado b I e, (L28)
oscila con una frecuencia angular

w=Eh 6 E=ho=h,

de conformidad con las ecs. (1.4) y (1.45). Como se ha indicado anteriormente,
el campo expresado por la ec. (2.28) es tipico de las ondas estacionarias porque
las partes que contienen el espacio y el tiempo estan incluidas en factores dife-
rentes. Sin embargo, cuando se compara con las ondas estacionarias en una
cuerda, en columnas de aire o en cavidades metilicas, hay una diferencia impor-
tante y es que la parte que contiene el tiempo no puede ser escrita como sen of
0 ¢05 af, sino como ¢~ = ¢~iUA, 1o cual se debe a que la ec. (2.27) es e primer
orden con respecto al tiempo. Esto es, en la mecanica cudntica las ondas son
siempre funciones complefas del tiempo.

Para una particula libre que se mueve en la direccion + X con momentum

hk, tenemos ¢(x) = Ae*%. De este modo la funcién de onda dependiente

del tiempo es

W, ) = Ya)e BN — Aclthz—an, (229)

que describe una onda que se propaga en la direccion + X con una velocidad
de fase v, — w/k = Efp = 40, como se estudi6 en la seccion 1.11. Esto corrobora
la proposicion hecha en la seccion 23 de que la funcion de onda 4(z) = €= co-
rresponde a una particula que se mueve en la direccion + X. Andlogamente, la
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funcién de onda dependiente del tiempo que corresponde a ¢(z) = £ es
¥(z, ) = Ae-ik=+90_ que describe una onda propagindose en la direccion — X.
Sin embargo, no podemos usar cos (kz — wf) 0 sen (kz — wf) en lugar de la ec. (2.29)
para expresar '(z, f) para una particula libre, porque estas ecuaciones no son
soluciones de la ec. (2.

Para una particula en una caja de potencial

nr _ Aeimsia — g-innslay

W) = A sen 1 &

nrx ; itmzia—EUR) __ p-inmzia+EUR)|
20

Wz, ) = A sen L e-lEU =

Eeta soutcl sormemnls & o ondan que viafncen:dirscconen; cpuanian: 1o
al da como resultado ondas estacionarias, como en el caso de una cuerda vi-
bmn con extremos fijos.
Una solucién de la forma dada por la ec. (2.28) describe una particula que se
mueve con una energia bien definida, correspondiente a uno de los niveles de
energia o estados estacionarios. En este caso, *

[, OFF = [¥*@e= M) y(@)e B = |4(@)f%, (230)

de modo que la densidad de probabilidad ¥(z, f) es independiente del tiempo.
Esta es la razon por la cual los estados descritos por la ec. (2.28) fueron desig-
nadon providiutnte esud. tacunaris. Dabiemos. abasruar, aln b, s

c. (2.28) no es la nica solucion de la cc. (2.27), y que existe otra solucion
en 15 cual [¥(z, O no es independiente del tiempo. Los estados correspondientes

n estacionarios. Usando un resultado de la Mﬂa de las ecuaciones dife-
renciales, podemos expresar la solucion general de la ec. (2.27), correspondiente
a los estados no estacionarios, como una comhmubn lineal de las soluciones
estacionarias; esto es,

W ) = Dentale)e B @31)

(lo cual es semejante al andlisis de Fourier de una onda). La expresion anterior
de ¥(z, 0) es una solucion de la ec. (2.27), como podemos verificar observando
que cada término, siendo del tipo dado en la ec. (2.28), es una solucion de la
ec. (2.27), y que su suma es también una solucién, ya que la ec. (2.27) es una
ecuacion diferencial lineal homogénea.

Como una ilustracién concreta, consideremos el caso en €l cual se puede ex-
presar ¥(z, ) como suma de dos términos estacionarios, esto es,

W, ) = ¢y e BN 4 ¢y gye B, @32)
Para obtener la funcién de onda inicial hacemos ¢ = 0, con lo cual resulta

¥(z,0) = ¢y + Gy
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Podemos calcular los coeficientes ¢, y ¢ por un método matematico directo si
conocemos ¥(z, 0) (ver problema 2.37). Por lo tanto es posible determinar ¥(z, )
si_conocemos la funcion de onda inicial ¥(z, 0).

La distri de iente a ¥(z, 0) es

P, ) = ¥ Off

= (T UPelBN 4 cTyTelBan) (oo tBil - cydue-tBHY

=l + el + 66 by gfe KB EXA

+ clegy] gpe EENA, (2.33)
Luego P(z, 1) no es constante sino que contiene términos que oscilan con fre-
cuencia angular o = (E, — Ey)/h o frecuencia lineal v = (E, — E)/h. Por con-
siguiente, el estado descrito por ¥(z, 1) dado no es estacionario. Este resultado
nos da una idea mas clara de la diferencia entre estados estacionarios y no esta-
cionarios. Mientras que para estados estacionarios [¥(z, 0)* es independiente del

Pig. 236, Descripeion del movimiento
de nversion en o
funciones de onda dependientes del
tiempo.

tiempo, en estados no estacionarios \w(:, D[ contiene una serie de términos osci-
latorios con frecuencias v = (E, —

La funcién de onda dada por ln ec. (uz) puede describir un sistema durante
una transicion entre estados estacionarios E, y E,. Si la particula que experimenta
la transicion esta cargada, podemos decir que durante ésta la particula se com-
porta_como un oscilador de frecuencia dada por la ecuacion de Bohr (1.29),
V= (By—E)/l, 7, por I tant, 6 capex de smtiic 0 abeorber Fadiacitn Sleciro.
magnética de la misma frecuencia. En consecuencia el formalismo de la mecénica
cudntica incorpora la ecuacion de Bobr E, — E; = hv de un modo natural.

EJEMPLO 2.8. Estudiar la funcién de ondas que describe la inversién de la molécula
do NH,

‘Solucion: Supongamos que el dtomo de N estd inicialmente (con mayor probabilidad)
en el estado fundamental del pozo de potencial de la derecha (ver fig. 2-30). Luego
la funcién de onda inicial debe ser grande en el pozo de la derecha y muy pequefia
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en el de la izquierda. Entonces, se puede expresar la funcién de onda en la forma
¥, 0) = ¥o,
la cual estd representada en la fig. 2-36(a). Recordando la forma de las funciones
4o ¥ ¢ en la fig. 2-31, podemos también escribir, con buena aproximacién,
Y@ 0 = Yo x b+ e
Después de un cierto tiempo £, la funcién de onda estd dada por
W@, ) = e Ellh - re-iEth,
Poniendo AE = E, — E,, podemos escribir esta expresion en la forma
Wz, ) = (fo + - OB B,
Enel instante ¢ = xA/AE, el valor de la exponencial en cl paréntesis es — 1.y tenemos
WG 1) = (b — da)eBlh = Wy,

dondl, tenlendo en enenta las forman de by ¥ 4, mustradas on 1a 0. 231, vemos
Qe s = do—Vy eald concentrada a In zqueda, segin to rcst o In fg. 290
Por consigaionte, Ia particula — e itomo ds N en nuestro elemplo  estd (muy
probablemente)  1a lsqulerda del pozo de potencll, En otras palabras, la molécula
de NH, se ha invertido. En el instante { — 2ch/AE, el dtomo de N esta de nuevo a la
derecha. En consecuencia, la trecuencia i vsesion 98 1s sailicals seld fada pok
7= AE[2sh = (5, E)ih. E valor experimental para v es 2.8 x 10* Hz, del
cual podemos calcular Ta dife ergia B, — B, como 9,84 x 10-* eV. Este
e el valor dado on 1a tabla 25,

2.11 Probabilidades de transicion y reglas de seleccion

Seria logico que en este momento el estudiante hiciera la siguiente pregunta
4Como puede la mecanica cudntica predecir cudndo va a ocurrir una transicion?
En otros términos: si un atomo, molécula o nicleo esta en un estado excitado,
4c6mo podemos saber cudndo este dtomo, molécula o niicleo va a saltar a un es-
tado de menor energia? O si el 4tomo, molécula o miicleo estd sometido a un
campo electromagnético externo, ;cémo podemos determinar si una de las par-
ticulas nombradas absorbe energia y pasa a un estado excitado? La respuesta
& atas preguntas es que 0o podems decr con exactitud cudndo tendrd lugar a
transicion, pero que para cada salto, digamos que del estado i al estado f, hay
una probabilidad de e por unidad de tiempo, Ty, que podemos calcular
de acuerdo a las leyes de la mecdnica cudntica y a las interacciones responsables de
que ocurra la transicion. A mayor Ty, mayor es la pmbablhdad de que la tran-
sicién ocurra. Desde luego, si Ty = trau imposible o prohibida.
Eete-resultudo implics que ap g lay-transiiones qlm sapafacen Ia scuneitn
de Bohr v = (E'— E)/h son posibles, porque ademds de la conservacion de la
energia, entran otras consideraciones en el proceso. Por ejemplo, debe conser-
varse el momentum angular. También, debido a la simetria espacial del sistema
(esto es, a la paridad de las nmcmms de onda), puede no ser posible para la
funcion de onda del estado inicial, experimentar un ajuste de modo que se trans-
forme en la funcién de onda dzl estado final por medio de un proceso radiativo
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S, K transiciones posibles da lugar & reglas de selec-

stas reglas establecen cuiles son las transiciones mds probables o permi-
ndu:, esto es, aquéllas para las cudles las probabilidades de transicion tienen
valores grandes.

Durante una transicion ica, el sistema puede como
un multipolo eléctrico o magnético oscilante, y por lo tanto tenemos transiciones
dipolares, cuadrupolares, etc., eléctricas 0 magnéticas, cada una de ellas carac-
terizada por su probabilidad de transicion propias y por reglas de seleccion.

Jsualmente la_ transicion més probable es la dipolar eléotrica, seguida por la
dipolar magnética y la polar eléctrica. de orden
superior tienen probabilidades de transicion muy pequefias y son en general
ignoradas, excepto en algunos casos especiales en los micleos. Las transiciones
para Iascuales I probabiliad de ransician dipolar létrca no e cero ¢ deao-
minan permilidas de primer orden. Cuando la prol idad de transicién dipolar
eléctrica es cero, la transicion se llama prohibida Py primer orden, a pesar de que
tal transicion puede todavia ocurrir como una transicion dipolar magnética o
cuadrupolar eléctrica (o ain una transicion multipolar de orden superior) aunque
con una rapidez mucho menor. Por ejemplo, Ia probabilidad de transicion dipolar
eléctrica de un oscilador arménico es diferente de cero solo si

An=+t1 (@34)
donde An = nj— n; que da la regla de seleccion para las transiciones permitidas
de primer orden del oscilador. Esto significa que estas transiciones van desde
un estado vecino a otro, esto es, desde un estado a otro cuyo nimero cudntico
difiere en - 1. De este modo la energia absorbida (An = + 1) 0 emitida (An=—1)
en una transicion es, de acuerdo a la ec. (2:21),

|E/— E{| = ho = hv, (2.35)

donde v es la frecuencia del oscilador arménico. Comparando las ecs. (235) con
Ia ecuacion de Bohr, vemos que el oscilador armonico puede emitir o absor-

radiacion de una sola frecuencia: aquélla que es igual a la suya propia (la
frecuencia clisica de oscilaci6n) y asi su espectro queda limitado a una sola fre-
cuencia.

Estado  Estado Estado  Estado Estado  Estado
b fnal il final ncial  final

X, iy i, e

o e e N\ 20
o

Br —  B— B

() Absorcion ®) Emision © Emision
esponténea estimulada

Pig. 2-37. Procesos radialivos: (a) absorcién; se absorbe un foton incidente;
(b) emision espontinea; se produce un fotén; (c) emisién estimulada bajo la accién
de un fotén incidente.



219 Teorta formal de la mecdnica cudntica 99

Cuando un sistema estd en un estado excitado permanceerd en este estado
s6lo un cierto intervalo de tiempo debido a la probabilidad de que salte a un
nivel de energia inferior. EI promedio de vida en un estado excitado es inversa-
mente proporcional a la probabilidad total de transicién de ese estado, esto es,
a la suma de las probabilidades de transiciéon de todos los niveles inferiores de
energia hasta los cuales puede saltar. La vida del estado fundamental de un
sistema aislado es evidentemente infinita, ya que el sistema no puede pasar a
un nivel inferior. Los tiempos de duracion para las transiciones atomicas y mo-
leculares permitidas son del orden de 10# s mientras que la duracion para las
transiciones nucleares van desde 108 a 104 s,

que puede haber transiciones en las cuales un sistoma en un estads exeltado
emite espontineamente energia pasando a un estado de menor energia, para
que un sistema absorba energia es necesario que intervenga una accion externa.
Si el sistema estd inicialmente en un estado excitado, esta accion externa puede
también inducir emision de energia en adicion a la emisién espontinea, como
resultado de la perturbacion producida en el sistema. Esto se denomina emisidn
estimulada y es muy importante en muchos casos. En la fig. 2-37 se ilustra los
tres procesos: absorcion, emi tinea y emision estimulada. En el ejem-
Pl 15.5 obfendromos a relacki sntoa s probabilidades de transicion esponténea
y estimulada,

2.12 Teoria formal de la mecénica cudntica

Hasta ahora hemos desarrollado una teoria cudntica para sistemas atomicos
basada en la ecuacién de Schrodinger. Con la ayuda de las funciones de onda
que resultan de la solucion de la ecuacion de Schridinger, podemos obtener
informacion acerca de los posibles niveles de encrgia del sistema, la probabilidad
de encontrar el sistema en una region particular del espacio, la probabilidad de
una transicion de un nivel de energia a otro, la frecuencia de la radiacion elec-
tromagnética emitida o absorbida, y asi sucesivamente. Sin embargo, pareceria
que la tnica informacion que podemos extraer de las leyes de Ja mecdnica cudntica
conciernc a la energia del sistema. Esto no es asi. Es posible expresar los prin-
cipios de la mecdnica cuantica de un modo formal que nos permita obtener toda
la informacion necesaria acerca de un sistema fisico. Presentaremos ahora, de
una manera simplificada, esta teoria formal.

Consideremos primero el problema en una dimensior
dinger (2:3) se puede escribir en la forma

. La ecuacion de Schri-

% a
(ﬂ (=7 ) + Bo] > = B, @30
Al escribir el primer miembro, factorizamos la funcién de onda ¢(z) como si
fuera un factor comin de las cantidades entre los corchetes. Sin embargo, cada
término del corchete debe actuar u operar sobre ¢(z) de acuerdo a su propia
naturaleza. Esto es: Ey(z) multiplica a 4(z), pero d?/dz® produce la derivada se-
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gunda de 4(z). En lenguaje matemitico podemos decir que la expresion

1 &

Moo (4 ) + B @37)
que aparece entre los corchetes es un operador®, el cual, cuando actiia sobre una
funcién (z) [esto es, Hy(z)], produce una nueva funcién como vesultado de un
conjunto de operaciones matematicas explicitamente contenidas en la definicion
de H. En particular, se puede escribir la ec. (2.36) en la forma simbolica

Hy@) = Eya), (2.38)

Ia cual sigaifica que el efecto de H sobre 4(z) es multiplicar 4(z) por la cons-
tante E. Es evidente que cuando H opera sobre una funcion arbitraria el resul-
tado no es la misma funcién por una constante,
sino que en general es otra funcion diferente. Aquellas funciones que satisfacen
Ia ec. (2.38) se llaman funciones propias del operador H, y los valores correspon-
dientes de E son los valores propios del of

Para un operador arbitrario A, las funciones y los valores propios son los que
satisfacen la ecuacion

AYx) = ay(z). @39

Para cada operador hay en general una serie de valores propios ay, dy, dg, ... y
una serie de funciones propias asociadas ¢, 4g, ds, ..., que dependen de la natu-
raleza del operador y de las condiciones matemiticas de contorno. Estas funciones
propias son consecuencia de las propiedades fisicas del sistema. En algunos casos
hay varias funciones propias que corresponden a un valor propio dado; en tal
caso, el valor propio se dice degenerado.

En la mecénica cuintica los operadores pertenecen a una clase llamada her-
mitiana (en honor del matemético francés C. Hermite). Estos operadores satis-
facen la_ condicion

J’o;Aq dr = f[Am‘]'o, dr (240)
para todas las funciones ®, y ®, que cumplen las condiciones de contorno im-
puestas. Se puede probar que

los valores propios de un operador hermitico son reales y sus fun-
ciones propias son orlogonales.
Esto es,

J. 9P Yy de = 3y, (241)
Todo ol expacio
donde ¥ y ¢ son funciones propias pertenecientes a los valores propios a; y a; de A.

* Los operadores serdn designados con 1ipos futura en negrita.
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El operador H dado por la ec. (2.37) juega un papel muy importante en me-
cénica cuéntica y se llama operador hamiltoniano del sistema. En mecénica clésica
Ia energia total se denomina el hamiltoniano cuando se expresa en funcion del
‘momentum y de las coordenadas del sistema. Luego, para una particula que se
mueve en una direccion el hamiltoniano clisico es

(242)

Podemos correlacionar los hamiltonianos clisico y cudntico de una manera muy
simple. Comparando las ecs. (2.37) y (242) vemos que podemos transformar el
operador hamiltoniano cldsico en el hamiltoniano cudntico haciendo la corres-
pondencia

Ld
po—in @43

[EI signo menos en la ec. (2.43) es solo cuestion de conveniencia.] Para el movi-
miento en tres dimensiones, el hamiltoniano clisico es

1

P+ Er), (@449

Hatsico = 5 -

donde 1 es el vector de posicion de la particula y p* = p2 + pj + p2 La ex-
tensién l6gica de la correspondencia expresada por la ec. (2.43) es

) _— 2
P —lomy B —iBn, p—. @49

%
Usando el operador vectorial v, que s lec nabla, definido por
vl iul rul,
3 y %
podemos escribir 1a ec. (2.45) en la forma més compacta
P> —ihv. (2.46)

Reemplazando p del hamiltoniano clasico por el operador — iAv , obtenemos €l
operador cuéntico

e AR C)
" & L
-— (? +oart 7) + Ep(n). @47)
Operando con H sobre una funcién ¢(r), tenemos
» 2y
i) = — (—«»+ qu ﬁ) + By
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Si ¢ es una funcién propia de H, tenemos Hy = Ey, donde E es el valor propio
a

B[P By Py -
2m (7 oy az')*'E’('N s

que es la ecuacion de Schrodinger en tres dimensiones, como se establecio en
Ia ec. (2.9); por consiguiente podemos decir que la ec. (2 A7) apadoia-
miltoniano cuéntico para una particula en tres dime

Basindonos en la relacion (2.46), podemos stableser @1 primer principio de
!4 mecdnica cudntica como sigue:

L. A cada cantidad fisica A(r, p), que sea una funciin de la posi-
cién y del momentum de una particula, corresponde un operador
cutinic, e seoblen. reemplazanto P por — W eso s,
A(r, —ihv).

Por lo tanto, los operadores hamiltonianos (2.37) 6 (2.47) son los operadores
cudnticos correspondientes a la energia total del sistema para el movimiento
en una y tres a la_energia ciné-

ica Ej = p%/2m, corresponde el operador — (A%/2m)yv? en tres dimensiones, o
— (A*/2m)d¥/dz* en una dimension. La tabla 2-4 resume los operadores cuinticos
para varias cantidades fisicas.

El sequndo principio de la mecdnica cudnlica establece:

1L Cuando se mide una cantidad fisica A(r, p), los unicos valores
posibles que se puede oblener son los valores propios del operador
cudntico A(r, — ihy

TABLA 2-4 Operadores cusnticos

Magnitud Definicion clisica |  Operador cuintico
Posicién v -
Momentum » — iny
Momentum angular rxp —inr x vV
nergia cinética 2m — (w2myv
Energia total pm o Eylr) | — (R + Ex(r)

De este modo podemos determinar los valores no s6lo de la energia sino tam-
bién de cualquier otra cantidad fisica. Este principio nos dice entonces qué
formacion fisica concerniente a un sistema podemos sacar. Estableciendo el
principio en términos mateméticos, podemos. escribir la ecuacion operacional

AQr, — ihv)$ = at. (2.48)

A continuacion encontramos los valores posibles de a y de las funciones ¢
que satisfacen esta ecuacion diferencial con las condiciones de contorno nece-
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sarias, Los valores propios a,, ay, a, ... son los unicos resultados posibles G
ok e G A Dkioas saiaks s s TaAcionse ropiss ke fe v
criben Jos estados posibles dol sistema en cuanto conclernt 8 1a cancded fisicn 4,

Obviamente, si el sistema esti en el estado descrito por la funcion propia 4,
correspondiente al operador A, entonces el valor de la cantidad fisica A es a,.
Pero 4qué sucede si ¢l sistema esti en un estado descrito por la funcion @ que
10 es ninguna de las soluciones 4, de la ecuacion (2.48)? En tal caso podemos
decir que A no tiene un valor preciso. Desarrollando Ia funcion de onda @ en
términos de las funciones propias v, del operador A, obtenemos

O=ci+ahtakt = et

Cuando las funciones 4, son ortogonales, entonces es evidente que

o= J' e de. (2.49)
Por lo tanto el fercer principio de la mecdnica cudntica establece que

Y0 Guimde o e &L it corrspie '3 o vt
@(r), la probabilidad de oblener el valor a, como resullado de una
medida de ta cantdad fisiea AGr, P) &5 |caf’, donde c, esti dado por
la_ec. 249) y Yo es la funciin propia del operador A(r, — ihV)
torrespondiente. al valor propio .

Se puede demostrar que la ec. (2.1) es simplemente una aplicacion particular
de este principio cuando la cantidad fisica medida es justamente la posicion de
Ia particula.

De acuerdo al tercer principio, cuando la funcién ® no es una funcién propia
de A, no podemos decir cudl es el valor exacto de A, y si medimos A repetida-
mente obtenemos muchos resultados diferentes, cada uno con una cierta proba-
bilidad. Podemos, sin embargo, hablar del valor medio de A en el estado descrito
por @. Como corolario del tercer principio mostraremos que

el valor medio de una cantidad fisica A(r,p) cuando el estado del
sistema corresponde a la funciin O(r) es

A= J‘ AR, — ihY)® dr. (250)
Todo of espacio

Para manipular la ec. (2.50) debemos operar primero con A sobre ®, luego
multiplicar por @ y finalmente integrar. La ecuacion (2.50) es correcta si la
funcion @ esti normalizada a uno, esto es, si fO*@dr = 1. Pero si @ no estd
normalizada a uno, debemos escribir en su lugar

Ao Joravd

ok @
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Los principios que hemos establecido son estiticos en ¢l sentido de que no
dan informacion acerca de la evolucion del sistema en el tiempo. Para obten
una teoria dindmica necesitamos el cuarto principio de la mecdnica ikt
IV. La evolucion temporal de un sistema fisico estd descrita por la
ecuaciin

o 3T
m7- HY, (252)

donde H es el operador hamiltoniano del sistema.

Yemos qus o ae: Q8 w Wbntion x I . (32) s wim Gl cuando H
esti dado por la ec. (2.37). Aplicando el concepto de operador, podemos decir
que es pnnbla obtaner Ia “cualtn, dindmica (252) recrplezands s snergi B
en la ec. (2.38) por el operador ihdJal. Esto es:

(@53)

No elaboraremos més all4 de este punto la teoria formal de la mecénica cudn-
tica; los principios establecidos son suficientes para el propésito de este libro.
MPLO 25, Hallar ol valor medio del momentum do una particula en una cajn

de potencial, s 1a funcidn

‘Solucién: Obtuvimos las funciones de onda de una particula en una caja unidimen-
sional en la seccién 2.5 en la form

T ez
o
Como las funciones estin normalizadas usamos la ec. (2.50). Por lo tanto
= a L
R G P
ya que el operador correspondiente a p es— ikd/dz. Pero dya/dz = Y2]a(nx[a) cos

nnz/a. Por consiguiente

2oy

[ sen M con 5,

Tal ok St T o8 CHISL T o st i o B 0
a en una o. Sin embargo, of valor p = xhfa
D S et P ol it o v e

rial y una plrl(ﬂll
una caja se mueve hacia atrés y hacla delante de un modo, siméleico, camblando
1a direccion de su momeatum. Ds este modo s natural que 5 = 0.

EJEMPLO 2.10. Matrices asociadas con una cantidad fisica.
Solueion: Consideremos las tunciones propias 4, % ... del hamiltoniano, esto
es, aquéllas que lltllllmm la ecuacién H gn = Eja. S A es otra magnitud fisica,
obtenemos la serie de cantic

Amn= J’ YEAY dr (@54)
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para cada par de funciones ym y 4n. Estas cantidades pueden ordenarse en la forma
‘matricial

Ay Au Ay

Au As Ay
u As

Am Am Amy ...

Este arreglo se denomina malriz de A ; 1a5 Aws son los clementos de m
dlomentos Ay, dup A .- & or diagonan de 1o trt debide
a los lugares ipan 2 calcular Ia matris do un operador, no s tiens
00 e maomarimbats 145 Dincions Peopine dsh RerMtARIAer o Sl Jogars se
puede usar las funciones propias de cualquier otro operador.
El cilculo de elementos de matriz e muy Importante en varios problemas cuinti-
. Daremos 5610 un ejemplo. Los elementos de matriz del vector de posicién son

rae = [ 2riudr.

Se puede probar que la probabilidad de tra
i6n o absorcién de radiaci

et del siado Lol ctade f oom ln
emi Ei—

ctrica de energa Ao =

dada por
Ty .
o :w e [ (255)
Do sste modo sl sv = 0 In transiclén es pro’ibida de primer ordan. Obtaneuics asl
a9 regias &k selooin mendoan fa Ia seccion 2.11. El estado de pul-mnlon

de la radiacién esté determinado por las eumyonenlu de ry. Por ejemplo,

= s =0 pero 7 3 0, Ia radacion ecltida o abiarbida et polaizada vnnle -
mente al eje Z. Como la energia e: n la’transicion ¢s b, tenemos que 1a
rapidez de radiacién de energia es

at Cbu.c' et

Comparando ste resultado con el del ejemplo 1.1 para un oscilador clisico, conclui-

mos que durante la transicién €l electrén se comporta como un dipolo eléetrico de
cia angular o y amplitud 2iryl.
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Problemas

Unsonitioilensid pransiady
nda, iz e

2.1
& taneion do o

cx. Hacer el grifico
1oy la distribucion o pmhnblhdud
| W), Estimar 1a_ indeterminacién en
la posicion y en el momentum de la par.
ticula.

22 ProbarqueR T = 1 para un huz
de pariculas que chocan con un escaldn
¢ altura By cuando B > B,
(referirse al ejemplo 2.3,
2.3 ;Cudl es el efecto sobre los niveles
de encrgia de una caja de potencial uni-
uando ¢l tamano de ésta
() disminuye, (b) aumenta?
24 Considerar un electron on una caja
de potencial unidimensional de ancho
2,0 A. Calcular la energia en ¢l punto
cero. Usando el principio de indetermi-
discutir el efecto de la radiacion
incidente utilizada para localizar el clec-
19 de precision (esto es,

Az =02
2.5 Estimar la energia en el punto cero
de un elect finado en el interior de
el orden

potencial gravitacional y la_potencial
coulombiana de un electrén y un protén
ala misma distancia. Basindose en esta
comparacién discutir la posibilidad de
que pueda existir un electrén en el
interior de un nicleo.
2 Caleularla energia o ¢l punto cero
e un neutrén confinado en el interior de
\m mkeleo que tione wn tamatio de 10-1
2.7 Probar que la_diferencia relativa
a AE/E entre dos niveles adya-
particula en
una caja esti dada por (2n + 1)/,

2.8 Normalizar las funciones de onda
para_una pmxcu)n en una caja, dadas
por la_ec. (2.18), mostrando que C =
= 8abe = }/E/v donde V es el volu-
men de la caja.

2.9 Probar que las funciones de onda
tridimensionales dadas en la ec. (2.18)
son ortogonales.

210 Hacer el grifico de la funcién g(p)
dada en el ejemplo 2.4 en funcién de p,
¥ comparar con la fig. 2-12. Explicar Ia
difefencia.

2.1 Probar que el volumen del espacio
de fase correspondiente a una particula

el espacio
puede localizar una particula es 12, hallar
el niimero de estados cudnticos con mo-
mentum entre p  p + dp accesibles alo
mparar con los resultados
Badcs en ol elomplo 24,
212 Demostrar que los niveles de ener-
gia y funciones de onda particula
que se mueve en el plano X Y dentr
una caja de potencial bidimensional
de lados a y b son
= (=n/2m) (nffa* + ng/b?)

«

& = C sen (n;mz/a) sen (n,xy/b).

Discitic Ja segoisracion a6
uand allsr 1a Constante. de

Sormaizadon.
213 Refiiéndose al problema 212, s

idimensional ¢s- muy grande,
bero. tene. lados iguales, hallar el ni:
B e estados subticns () son snerglh




entre E y E + dE, (b) con momentum
compm.mdo entre p y p + dp.
214 Verificar por integracion directa
Gue las funciones de onda 4e Y b, para
el oscilador arménico (tabla 2-2) ES\III
normalizadas. Verificar también que %,
es ortogonal a 4, ¥ 4y
245 Caloular la energla en e
cero y el distanciamiento de los mveln
n un oscilador arménico
unidimensional con una frecuencia de
oscilacién de 400 Hz, (b) en un oscilador
arménico_tridimensional con una fre-
cuencia de oscilacién de 400 H:
la molécula de CO, si los dos ﬁtnmns osci-
lan con una frecuencia de 6,43 X
La expresién general de las solu-
ciones de la ecuacién de Schrodinger para
el oscilador armonico es
Yn = Nalln(az)e-'="/2,
donde Ne = VR e Ia constante
de normalizacién, a — | ma/A, y las fun-
ciones Ha(az) se ey pn’lnamms e
‘Hermite, definidos por

Ha(%)

S S
e o @),

Eseribir las cuatto primeras funclories de
onda 0, 1,2, 3) y comparar con las
expresiones "tadas n'la tanla 35

2.17 Se puede escribir las funciones de
onda para un oscilador arménico tridi-
‘mensional en la forma

rina(, 42 9) = N
H..,(az)H.,(ay)H..,(az)r""/‘
donde las diferentes cantidades estin
definidas en el problema 2.16. La energia
an osilador ¢ = (o . donde
Probar que a dege-
nernc ion de cada estado e n 4 1)
(n + 2). Eseribir completamente las fun
cmncs e onda correspondientes a n
l y

Analizar las formas de 1as funciones de
=1

218 ,Cudl es el efecto sobre los niveles

de energia cial uni-

dimensional cuando la profundidad del

mismo (a) disminuye? ;(b) aumenta?

Repetir ¢l andlisis para el caso
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su ancho varie, permaneciendo constante
la profundidad.

2.9 Disculir el efecto sobre los niveles
de energia y las funciones de onda

rencia: ver los ejemplos 2.5 y 2.6.]

ado un pozo de potencial de
profundidad E, y ancho a (ejemplo 2.6)
trazar las posibles funciones de onda
para los estados ligados si

(a) Ega? < ih/8m,
(b) wRBm < Eqa® < 9W8m,
(©) 9MY8m < E,a < 257A%/8m.

2.21 Estimar la profundidad E, del po-
20 para un neutrdn en un pozo unidimen-
sional rectangular de ancho 3 x 10-15 m,
dada su energia de enlace E igual a
0 y suponiendo que sdlo es po-
sible un nivel de energfa.
222 La ecuacién (2.23), ki cotg k
puede sesolver Sréficamente del

eotd & tomando & como
0 ordenada, y mostrar
que la circunferencia & + 7* = gt inter-
secta la curva una, dos, tres, etc. veces,
dependiendo del valor de p. Los puntos

lores permit
estos valores son compatibles con los va-
lores de Ega* dados en el text

2.23 Para la barrera de potencial cua-
drada de la fig. 2-23, determinar los
. Dy A’ en funcién del

coficientes 2,
e A para (@) E <Eo y (b)
224 Escrbir las funclones de onda en
cada una de las regiones de cnrgla po-
Conciah mosteadas on 1 g 3.5
e fmationss e o Canstdorar s0t
las particulas incidentes provienen de la
izquierda y discutir los tres casos distin-
tos: E < By, By < E < E,
225 Repelir el problema anterior para
el caso en el cual las particulas provienen
inicialmente de la derecha.
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228 Considerar In energi potencial que
s llustra en 1a fig, 2-40. Diseutir In ex-
presion matemética general y la forma
de la funcién de onda para una particula
Ineidente por la derecha cuando su sher-
o (0) By < E < By y
©E> B Rzpellr los dos dltimos ca
508 para una particula que incide por la
izquierda.
2.27 Escribir la funcién de onda para
cada una de las regiones de la en
potencial que se muestra en la fig. 2-41.
Hacer ademds un bosquejo de las fun-
ciones de onda. Considerar una particula
Incldente por Ia izquierda, primero con
o, (Existe un
i satlonanla palto vara sk pa
ticula inicialmente en la region (3)7
2.28 Escribir la funcién de onda
cada b delasseglones de a entrgla po-
g.

e se
len]u by~ o o
se mueve en linea

potencial es E, = —¢z. (a) Escribir la
ecuacién de Schro aeste mo-
vimiento. (b) Hacer un bosquejo de las
funciones de onda para una energia £
mayor y menor que cero. JEstd cuanti-
zada la_energia?

230 Dada la energla poten

cial que se

ilustra en la fig. 2-43, bosquejar las fun-

que
fongitud de onda de la particula a me-
dida que se mueve en las regiones z > 0

z <0, si la_energla total es mayor
que E,? Repetir para el caso en el cual
la parlcula proviene de la izquierda.
Esta situacion corresponde a la energfa
nelectrén en un metal
aplica un campo eléctrico

231 Una particula se mueve con ener-
Eplz) = —
quejo de las funciones de onda cuando
1a energia total es positiva y/o negativa,
(€) {Espera tener niveles de energia cuan-
tizados para ciertos intervalos de ener-
gla? (d) Estimar Ja energla en el punto
cero. (Sugerencia: Observar que para
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cercanas a — E, la partfeul
oscila con una frecuencia o = [(d*Ey/

(dz)/m]'s)

232 Probar que para los polinomios de
Hermite definidos en el problema 2.16,
Hy(— &) = Ha(®)

sines pary

Ha(— 8 = — Ha®
es impar. Concluir de aqui que las
funciones de onda para un oscilador
arménico unidimensional tienen paridad
par o impar segin que n sea par o impar.
Probar también que la paridad del osci-
lador armdnico tridimensional del pro-
blema par (impar) cuando n es
par (impar).
233 Demostrar que les funciones de
onda de una particula en una cala de
- @19, tienen

234 Dada la energia potencial que se
muestra en la fig. 2-44 escribir la funcidn
de onda para cada regién y bosquejar
las unciones de onda y niveles de ener-

E,y E > E, Observar que
1as funciones de onda son simétricas (ps
res) y antisimétricas (impares). Discutir
el efecto sobre los niveles adyacentes de
energia cuando E, o b se hacen muy
grandes.

2.35 Unl Jerticula se mucve con la
energia e se muestra en
55 545, Thacer ¢ gréfico de las funcio-
nes de onda y de las distribuciones de
pmmma d para los res niveles deener-
gia jos. Verificar que los tres ni-
Veles tenon snergias cast usion Fiater
un esquema general de los niveles de
energla.
236 Considerar la funcién de onda de-
pendiente del tiempo para -
ticulas libres, dada por la ec. (2.29),
donde |Af* es el nimero promedio de
por unidad de volumen. Mos-
trar que el nimero de
Grizan ualdnd e ren
esto es, e fujo de particulas) es
MAI'k[

237 Si
¥, ) = (@ BN+ ey @e-EA,




110

Mecdnica cudntica

Figura 244

donde las funciones propias ¢,(z) ¥ 4s(z)
estin normalizadas y son ortogonales,
probar que

a

[r@ve o

o= [u@re o

Lo anterior demuestra que se pucde
ballar la funclon d onda en cualquier

ante a Darti do 1 funcién de onda
ncral (e, 0. Extender o resutado. a1
caso en el cual

Y, 0 = Z Cupu(@)e-iEnth,

238 Probar que las funclones de onda
@ Ia_particula libre son
frileles pro el o) oprades oo
tum correspondientes a los valores pro-
& Bk, respectivamente.
239 Indicar cudles de las siguientes
fanciones son tunciones proplas del ope-
rador djdz: (a) &%, (b) €%, (c) sen k
Indicar an cadh caso el velor aproplad,
Repetir para el operador d*/dz*.
240 Probar que el operador momentum
= indjaz es hermitico. [Sugerencia; In-
tegrar por partes el primer miembro de
la cc. (2.40) reemplazando A por el
operador momentum y tomando en con-
sideracién el comportamiento de las fun-
ciones de onda e
241 Hallar el valor medio de z, 2, p
¥ P en los estados n = 1'de un
oscilador arménico lineal.

Figura 2-45

242 Hallar el valor medio de x, 2%, p
7 para los estados fundamental y
primero excitado de una partfcula en una
caja de potencial unidimensional.
243 Escribir completamente los opera-
dores correspondientes a las tres compo-
nentes rectangulares del momentum an-
gular orbital L = r x
34 B ool da T dovopere:
s Ay B es AB— signa
por o simbolo. [A BJ. Provar que

[, pel = ing,
(9, Py = 0,

[z, pely = 0,

donde  es una funcién arbitraria. Usual-
mente la funcién de onda no esté escrita
de un modo explicito y las relaciones se
escriben com el =
¥ 15 pel = 0. (oo conmutadorés juegan
pel muy importante en la mecé-
nlea cudntiea)
245 Hallar los elementos de matriz
Zoa, Pox ¥ Pua Para las coordenadas y
momenta de un oscilador arménico li-
neal (unidimensional).
246 Una particula se mueve en una
caja de potencial unidimensional de an-
cho a. A partir de las funciones de onda.
normalizadas hallar los_elementos de
matr Ppan. Mostrar ademés que
Pam = iMmanzem, donde

Gum = (En— Em)[h.




2.4 llar Tn regla de seleccién para
e Leamsicion ‘dipoiar elseurica. de
particula en una caja de potencial ani-

(Sugerencia: Recordar el
2

propio degenerado. Probar también que
Si dy ¥ 4 n0 son ortogonales es posible,
escogiendo las constantes, hacer Ia fun
cidn propia 4 normalizada y ortogonal

a ¢,. Este resultado es muy importante
porque muestra pre se puede
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suponer que las funciones propias co-
rrespondientes a los valores propios dege-
nerados son ortogonales. Extender el
método al caso de tres funciones propias
1, Ya, ¥s haciendo dos combinaciones
lineales de estas tres funciones
 estén normalizadas y sean ortogo-
nales a .

2.49 La curvatura de una funcién §(z)
es proporcional a d%/dz*. Usando la
ecuacién de Schrodinger, probar que si
E < E,(x), la funcién de onda ) es
concavahasia ol efe X y quesi > Fy(x)
la funcién de onda {(z) es convexa hacia
el o X. Comprobar este resultado con
los grificos de las funciones de onda
consideradas en este capitulo.
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3.1 Introduccién

Comenzaremos nuestro estudio de los tomos resumiendo las ideas fundamentales
acerca de su estructura atomica. Un dtomo tiene una dimension total del orden
de 10-* m. Esti compuesto de un nicleo relativamente pesado (cuyas dimensiones
son del orden de 10~ m) alrededor del cual se mueven los electrones, cada uno
de carga — ¢, que ocupan el resto del volumen atémico. EI niicleo estd compuesto
de A particulas (A es el numero mdsico) llamadas nucleones, e las cuales Z son pro-
tones (Z es el nimero alimico), cada uno de carga +¢, y N (= A—2) son
neutrones que no tienen carga eléctrica. El nicleo posee entonces una carga posi-
tiva + Ze. En cualquier dtomo ¢l nimero de electrones es igual al de protones
(es decir Z) por lo que el &tomo es un sistema eléctricamente neutro. Sin embargo,
en ciertas circunstancias un étomo puede ganar o perder algunos electrones,
cargindose negativa o positivamente; en este caso se denomina ion. La masa
del nucle6n es cerca de 1850 veces mis grande que la del electron; en conse-
cuencia, la masa del dtomo es pricticamente igual a la de su niicleo.

Sin embargo, los electrones Z de un dtomo son responsables de la mayoria
de Jas propleires atémicas que s elefan en Ias propledades macrosctpicts da

materia, tales como las propiedades elisticas y lestromagnitcas de Jo di-
versos materiales. Las interacciones electromagnét electrones y nicleos
de dtomos diferentes juegan un papel bisico en la i i dn fhomaic para formar
moléculas, en las reacciones quimicas y en practicamente todas las propiedades
macroscopicas de la mater

Podemos explicar el movimiento de los electrones alrededor del niicleo consi-
derando s6lo las interacciones electromagnéticas entre los electrones y los com-
ponentes del nicleo (protones y neutrones). Siendo las interacciones electromag-
néticas bien comprendidas, ha sido posible desarrollar una descripeion precisa
del movimiento electronico. El correspondiente problema nuclear es, sin embargo,
‘mds complejo, ya que entran en juego otras interacciones que no se comprenden
tan bien. Para analizar el movimiento electronico debemos usar los métodos de
la mecénica cudntica discutidos en el capitulo anterior.

En este capitulo estudiaremos las propiedades de los dtomos y de los iones
que tienen un solo electrén (de los cuales el més simple es el dtomo de hidro-
geno) y en el capitulo siguiente consideraremos el problema de los dtomos con
muchos electrones. EI dtomo con un electron nos ayudaré a comprender los pro-
blemas bisicos relacionados con la estructura atomica.

2.2 Atomo de hidrégeno

El dtomo de hidrégeno es el més simple de todos los 4tomos. Su niicleo estd com-
puesto de una sola particula, un proton, de modo que tiene A =1y Z=1.
Alrededor del protén se mueve un solo electrén. Para que nuestros cilculos sean
aplicables a otros dtomos supondremos, sin embargo, que el micleo contiene Z
protones con una carga positiva igual a + Ze (ig. 3-1). A esta altura haremos
dos aproximaciones. La primera es que consideraremos que el micleo estd en
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reposo en un sistema inercial; esto es razonable, ya que teniendo el nicleo una
masa mucho mayor que el electron, coincide prcticamente con el centro de masa
del dtomo, el cual esti ciertamente en reposo en un sistema inercial mientras
no actien fuerzas externas sobre el 4tomo. La segunda aproximacion es que
supondremos que el campo eléctrico del niicleo es el de una carga puntual; esto
es también razonable, ya que el miicleo tiene un tamafio muy pequedio (alrede-
dor de 10-4 m) respecto a la distancia promedio electron-nicleo (alrededor de

Fig. 8-1. Electrén moviéndose alrededor
de un niicleo.

i @

104 m). Sin embargo, el tamailo y la forma del nicleo se tienen que tomar en
consideracion en un anlisis mas refinado.

EI movimiento del electrén respecto al niicleo estd determinado por la inter-
accion electromagnética entre ambos. Esta interaccion se expresa mediante una
fuerza central, que actia sobre el electron dependiente del inverso del cuadrado
de la distancia, y que esta dada por

2e
Pl 1
o @
La energia potencial el sistema electron-nicleo e entonces
Ze*

B == @32)
Sin embargo, como debemos analizar ¢l movimiento del electrén por m
I mecinicn cuintics, no podemos resolver el problema aplicando Ia scuscion
de movimiento de Newton F = dp/dt; sino que debemos establecer la ecuacion de
Schrodinger correspondiente al movimiento con una energia potencial dada por
la ec. (3:2). Como ¢l movimiento electrénico es tridimensional, debemos usar la
ec. (2.9), que da una ecuacion de Schrodinger de la forma

L *y
a2 fiss AL R ) PRSP, (R 3.3

m( +a¢+az') h =B @)
La solucion de esta ccuacion es un problema matemitico complejo para el cual
el estudiante aiin no estd adecuadamente equipado. Por ahora, nos limitaremos
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a considerar la energia de los estados estacionarios En la seccion 3.4 discutiremos
las funciones de
Introduzcamos una constante, denominada conslante de Rydberg, definida por*

- e 1,

oo = g i, @4
Los niveles de energia posibles de los estados estacionarios ligados del clectrén,
que obtenemos de la ec. (3.3), estin
dados por la expresion

B BB
i =
2180 x 10022
s BABOICIOBE, 5 —
» 89 e ! < ¥

donde n=1,2,3, ... (enteros positi- 20~
vos). Es a veces més conveniente ex-

presar el resultado en electrovolts. Ha-
ciendo los cambios de unidades apro- %}~
piados obtenemos.

13,6072*
E=— 20 e, (36) o

Obsérvese que los valores de la energia |-
total son negativos. Esto concuerda con
el resultado clésico para el movimiento e
bajo la accion de una fuerza inversa- |-
mente proporcional al cuadrado de la
distancia cuando la orbita es eliptica, es
decir ligada. El cero de la energia se |
‘asigna al estado en que las dos particulas.
(electron y niicleo) estin en reposo a
una distancia infinita una de otra. En
consecuencia, la ec. (3.6) es equivalente
a la energia que en la mecdnica cldsica
nde al movimiento de particu-
la sen orbitas elipticas; recordamos, sin
embargo, al lector que en la mecinica
cudntica no se habla de érbitas precisas.
La expresi6n (3.6) se aplica a cualquier 4tomo que tiene un solo electron. Vale
entonces para el hidrogeno (Z = 1) y sus isotopos: ¢l deuterio (4 =2, Z = 1)
y el tritio (A = 3, Z = 1); para el helio monopositivo Het (itomo de helio que

Fig. 3.2 Algunos niveles de energia
del H, el He y el Lt

* La razén del uso del sublndice oo se aclarard mds adelante.
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ha perdido uno de sus dos electrones, Z = 2); para el litio bipositivo Li* (itomo
de litio que ha perdido uno de sus tres electrones, Z = 3), etc. La fig. 3-2 muestra

correspondientes niveles tedricos de energia. Se indica ademés los valores
apropiados de n para algunos niveles de cada serie.

TABLA tante do Rydberg
e 10978 701
Atomo z |4 R, m
Hidrégeno () | 1 | 1 | 10967758
Deatario (D) 1| 2 | 10070742
1|3 | 1007173
Hallg (He') 2 | 4 | 1007227
Litlo (Lit) 3| 7 | 10972880
By (a.-q 4| 9 | 1007070

Obsérvese en Ia fig. 3-2 que algunos niveles coinciden. Por ejemplo, los niveles
del hidrogeno coinciden respectivamente con los niveles del He* que tienen
n=2,4,6, ...y también con los de L que tienen n =3, 6,9, ... La razon
de esto es que en la ec. (3.6) se cancelan algunos factores comunes debido a los
respectivos valores de Z. En la naturaleza, sin embargo, no ocurre exactamente
esta coincidencia. EI niicleo no estd en reposo en un sistema inercial; en realidad
el niicleo y el electron se mueven alrededor del centro de masa del sistema. Sin
embargo, podemos analizar el movimiento relativo del electron y el micleo sus-
tituyendo en la ec. (3.4) la masa del electron por la masa reducida del sistema
electron-niicleo. Si M es la masa del niicleo, la masa reducida del tomo es*

FI .
me + M T+mgM "
Por lo tanto, en la ec. (3.5) debemos reemplazar la constante de Rydberg R., por
et v 1
R e = Pt = R () 67

de modo que los niveles de energia estén dados por E = — RheZ2/n®, En la ta-
bla 3-1 se da el valor de R para diferentes nicleos. Evidentemente Ry, corresponde
al caso en que el nicleo tiene masa infinita (M = o) y esto explica el porqué
del subindice en el simbolo.

Hasta ahora hemos considerado solamente estados de energia negativa o esta-
dos ligados. Los estados de energia positiva, que en una descripcion cldsica co-
rresponden a Grbitas hiperbélicas, son estados no ligados, en los cuales un electron
con suficiente energia cinética se aproxima al nicleo desde una gran distancia y
después de desviarse de su movimiento rectilineo debido a su interaccién coulom-

* Ver, por ejemplo, el primer volumen de esta serie, Fisica: Mecdnica, seccién 9.3.
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biana con el niicleo, vuelve nuevamente al infinito. Como se explico en la sec-
ci6n 2.7, los estados de energia positiva no estin cuantizados, ya que la energia
cinética inicial puede tener cualquier valor arbitrario, por lo que constituyen un
continuo de estados.

EJEMPLO 3.1. Deduccién semicldsica de la expresién para los niveles de energia
del hidrgeno.

Sotucin: Podemos justificar 1a ec. (3.5) para l0s estados estacionarios de los 4tomos
hidrogenoides, tal como al final de la seccidn 2.5 justificamos los niveles de energla

o8 pactionla que de ueve en una ot de potencial usando couseptos doriva
dos de nuestro de las ondas el lectron
Gescriba una $rbita clrular como se muCstra en 1a 8. &5 Para quo Ia orbita corres-

Fig. 8-8. Ondas_estaclonarias en
una circunferencia.

ponda a un estado estacionario, parece 16gico que deba permitir ondas estacionarias
ud de onda A = hip: Fodemos ver en la 1. 33 quo esto requiere que la
longitud de la Grbita sea un multiplo entero de , esto es: 2xr = nh = nh/p o
rp = nhj2w. @8
Teniendo en cuenta que rp es ¢l momentum angular del electrén, vemos que los es-

tados estaconarios son aquellos para los cuales el momentum angular es un miiltiplo
entero de A = hf2r. Como p = me, también podemos escribir Ia ec. (3.8) en la forma

mar = nhf2r. @9
Por otro lado, la ecuncién ds movimiento del electrén requiere que F = masir
donde F es la fuerza centripeta. Pero en el caso de un electrén moviéndose alrededor

de un nicleo, I fuerza centipeta es I fuerza de Coulomb dada por Ia ee. (3.1 Por
Io tant

met __ze ze

s 3.10

pee — A L
Eliminando b con las ecs. (3.9) y (3.10), tenemos

p e o B @1

wmeZe ~ Z
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donde
= 52017 x 10-m (312)

_ e
%= et

se denomina radio de Bohr. La expresion (3.11) da el radio de las érbitas circulares
ermitidas y el radio de Bohe e el “radio’ de la érbita fundamental (n = 1)

3 hidrogeno. (2
Usando Ia expresion (3.2) de la energia potencial del sistema eloctrén-nicleo,

podemos expresar la energia del clectrén en una érbita circular en la form:

E = Ex+ By = mat — 25

Amar
En consecuencia, usando la ec. (3.10) para eliminar me® obtenemos
ze
E=—_Z2 3.13
Tra@) B
Introduciendo el valor de r dado por la ec. (3.11), tenemos
B meD _ Rehen
B o
tue concerda can las cs, (.4 (3.6). in embargo, es necesario adverie o siguiente
respecto a nuestra deduccion: ademis de ser aplicable s6lo a orbitas circulares,

depende en su totalidad de 1a validoz de Ia . (3.8) que ms adelante discutiremos
con mis detalle (seccién 3.4). Por otra parte, debemos considerar que aqui el con-
cepto de drbita se aplica a la region en que es més probable que se encuentre el elec-
trén, siendo la ec. (3.11) s6lo una indicacién de la magnitud de la regién en que el
electrén se mueve la mayor parte del tiempo, y por lo tanto del tamafio de
Combinando las ecs. (3.9) ¥ (3.11) encontramos que la velocidad del electrén en una
érbita estacionaria e
__nh___hz 219 x10Z
Semer T 2rmedgn n *
Debemos considerar este resultado sélo como una indicacién del orden de magnitud
de Ia velocldad del slectsén. Obséryese e Ia velocldad disminuye cuando Ia energia
aumenta (mayor valor de n). Tenemos también que vjc ~7 X 10 Zjn, por lo
ue o < ¢, excepto para valores grandes de Z y valores pequefios de n. En conse.
cuencia las es relativistas no son muy importantes excepto cuando se
desea una gran precisién, Sin embargo, estas correcciones son muy Importantes desde
el punto

ico.

EJEMPLO 3.2. Estimar la magnitud del término correctivo en la ec. (3.7), debido
al movimiento nuclear, para la energia de los estados estacionarios de los 4tomos
mis livianos, es decir, H, D, T, Her y Lit+,

Solucin: Como me/M ot una cantidad muy poquia podemos usar la aproximacion
A+ .y escribir la ec. (3.7) en la form:

me AT TN
RR(177aAR7nm. e R

La masa de un dtomo de némero mésico & swyule-asmiblcon Bosmur st
cién en la forma M = 1,67 x g; s me = 9,11 x 10 kg. Por lo
fanto, /M 543 1044 Como ia encrgh - prnparclnna.l R, podemos eseic
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bir entonces
AE me me
AE e 100 P - 2
E M % %
donde AE es el cambio de energfa respecto al valor dado en la ec. (3.5). En la ta-
bla 3-2 se dan los resultados para los elementos mis livianos.

El hecho de que AE/E es diferente para H, D y T significa que los niveles de ener-
gla de estos tres is6topos del hidrégeno estan ligeramente desplazados, resultando
1o que se denomina efecto isotdpico. Andlogamente, los niveles pares de He* no coin-
ciden exactamente con los de H. Fue esta pequena diferencia la que llevd a Frank-
land y Lockyer a descubrir ¢l helio cuando estaban analizando el espectro solar
en 1868,

545 x 107
A

TABLA 8-2 Correcclones energéticas cuando se considera el movi-
miento nuclear

Atomo H D T Het Lit+
A 1 2 3 4 7
(me/M) x 104 | 5,45 2,75 1,82 1,36 078

—(AEIB), % | 0,0545 | 0,0275 | 00182 | 00136 | 0,0078

2.3 Espectro del hidrégeno

Como vimos en la fig. 3-2, la energia de los estados estacionarios aumenta con
el niimero cuintico n. La diferencia en energia entre dos niveles correspondientes
an, y ny (con ny > n,) es, para un fon hidrogenoide,

Aplicando la condicion de Bohr, v = (E;— Ey)/h (ec. 1.29), y despreciando los
efectos de retroceso, la frecuencia de la radiacién electromagnética emitida o
absorbida por el tomo en una transicion entre los estados correspondientes
anynes

E,—E
h

- RcZ‘(
= 3,2899 m“z-( )H; @.14)

Los espectroscopistas prefieren a veces usar el nimero de onda ¥ = vjc = 1/ en
ez de la frecuencia.* Su razonamiento s que las medidas espectroscopicas deter-
* El ndmero de onda 3 da el ndmero de longitudes de onda n 1a unidad de longitud y o se

dabe confundi con ol ndmero de anda. = 2, qus eth akciado con una particuls ¥ que
s deflni6 en 1a seccion
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minan generalmente longitudes de onda y no frecuencias. En el sistema MKSC
el nimero de onda estd dado en m* aunque la unidad mis cominmente usada
es em~. En este caso la ecuacién anterior se escribe en la forma
v :RZ’(L——) = 1,0074 x 102 (7—i) e,

n} ng n}
Esta expresion (o la anterior) se denomina férmula de Balmer y s aplica solo
a dtomos hidrogenoides. Como en un espectroscopio (de prisma o de red) cada

Bl ¥
Continuo

5 TTI ¥4 44 § Serie de Prun
: s{ Lg L‘ Serle de Brackett .
Paschen
o
T Serie_de
Serie ge |  Delmer
p
g
v
H
by
i
)

Fig. 8-4. Transiciones radiativas en el hidrégeno.

transicion aparece como una linea (que es la imagen de la rendija), el espectro
se llama espectro de linea; se usa frecuentemente las palabras linea y transicion
como sinénimos.

El espectro del hidrogeno (Z = 1) (y andlogamente el espectro de otros dto-
mos) se clasifica en series, formadas cada una por las transiciones que tienen
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en comiin el nivel de energia més bajo. La fig. 3-4 representa las siguientes series
del hidrogeno:

(1) Serie de Lyman: ny =1, n,=2,3,4,

(2) Serie de Balmer: n, =2, ny =3, 4,

(3) Serie de Paschen: n, =3, ny= 4,5,

(4) Serie de Brackett: n, =4, n=5,6, ...

(6) Serie de Pfund: n, =5, ny=6,7, ...

La serie de Balmer, que se encuentra principalmente en la regién visible, se
observa facilmente con un espectroscopio comin. La serie de Lyman cae en la

ultravioleta y las otras en el infrarroj transiciones indicadas en
Ia fig. 34 corresponden al espectro de emision; las transiciones inversas tienen
lugar en ¢l espectro de absorcion.

Histéricamente, fue el problema de explicar los espectros de linea del hidro-
geno y de otros elementos lo que origing las primeras aplicaciones de la teoria
cuéntica al étomo. E mmnmcu suizo J. Balmer (1825-1898), mucho antes del
advenimiento de Ia teoria cuéntica, obtuvo empiricamente la formula (3.14)
en 1885 sin ninguna explicaci6n tedrica relacionada con la estructura atomica.
En 1913, el fisico danés Niels Bohr, entonces en la Universidad de Cambridge,
dedujo la ec. (3.14) introduciendo por primera vez el concepto de estados esta-
cionarios. Como la mecénica cudntica no habia sido ain formulada, et método
de Bohr consistia en una serie de suposiciones ad hoc muy parecidas a los caloulos
hechos en el ejemplo 3.1.

EJEMPLO 3.3. Determinar Ia primera energia de excitacién y la energla de foni-
zacién del hidrégeno.
Solucidn: Como se explicd en la seccién 1.8 al discutir el experimento de Franck-
Hertz la primera energia de excitacion es la energia necesaria para llevar un dtomo
de m estado fundamental al primer (0 més bajo) eslado excltads, En los dtomos
estos estados n=1yn=
Polendo n =17 1 =12 en a oo (36) con Z = 1, tenemon B e 158 eV y
Ey = — 3,4 eV. La energla necesaria para excitar el dtomo del estado fundamental
al primero excitado es entonces E,— E, = 10,2 eV. Si se lleva un dtomo de hidré-
geno . primer cstado excilado por medlo de una coltién inedstca elctréni
mo ocurre en scarga a través de un gas, vuelve al estado fundamental emi
Tondo vadiacon.ae tecuensin
v = (E,— E)/h = 247 x 10% Hz
o longitud de onda
2=1216 x 10 m,
que en este caso cae en la regidn ultravioleta. La energfa e fonizacin es la energia
necesaria para llevar el electrén desde el estado fundamental (n = 1) al estado de
energia nula (n = o<) y es por 1o tanto igual a — E, = 13,6 eV. La ionizacién puede
ser el resultado de una colisién Ineldstica del atomo de hidrégeno con un electrén
8ot purtienla cargads, con olro dtoms, o por abuaecén dp un ot de rscuencla
gual o mayor que 320 104 H o sea con una longitud do onda igual o menor
wu 12 X
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3.4 Cuantizacién del momentum angular

Hasta ahora hemos visto que la energia de un sistema atomico estd cuantizada.
Debemos explorar la posibilidad de que otras cantidades fisicas también estén
cuantizadas, s decir, restringidas a sélo ciertos valores para el sistema, Sefa
lamos al final de la seccion 2.5 que el momentum de una particula en una caja
de potencial también estd cuantizado. En la mayoria de los ejemplos del capi-
tulo 2 el momentum y/o la energia eran constantes de movimiento, es decir,
cantidades cuyo valor no cambia durante el movimiento de la particula. Es
entonces razonable investigar si otras constantes de movimiento estin cuan-
tizadas o no.

Sabemos que para el movimiento bajo la accién de fuerzas centrales €l mo-
mentum angular L =7 x p respecto al centro de fuerza es una constante de

TABLA 88 Desl
y degeneracidn es

askén do los estadon do mom
al para el movim In

cen
Momentum angular, { o lela]a]de
Stmbolo s|pfla|t|g|n

Degeneracién, g =20+1 | 1 [ 3 | 5|7 |9 |1

movimiento. Esto también es cierto en la mecanica cudntica. Un andlisis tebrico
y experimental cuidadoso muestra que el momentum angular esté cuantizado,
es decir: solo puede tener valores discretos. Se puede demostrar (ver ejem-
plo 3.4) que el modulo del momentum angular esti caracterizado por los valores

=10+ 1, @.15)

donde [ =0,1,2,3, ... es un entero no negativo. Sin embargo, en los dtomos
hidrogenoides los valores de ! para cada nivel de energia estin limitados por
los valores de n correspondientes a dicho nivel, siendo n— 1 el valor méximo
de L. En consecuencia

en un campo coulombiano, para cada valor de n que especifica un
nivel de energla, hay n valores diferentes del momentum angular
desde 1 =0 hasta | =n—1.

Es costumbre designar los valores posibles de ! por medio de letras conforme
al esquema de la tabla 3-3. Tenemos entonces: para n = 1, = 0 6 s; para n = 2,
I=0ylosypiparan=231=0,1y26s pyd, et

En un campo central diferente del coulombiano los valores de  asociados con
cada nivel de energia también son diferentes. Por ejemplo, en ¢l caso de un os:
lador tridimensional la energia potencial es E, = 4k, Los niveles de energia
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posibles son E = (n + $)ie (ver ec. 2.22) y para cada n los valores de { son n,
n—2n—4, 1 6 0. Tenemos entonces: para n 6s;paran =1,
I=16p;paran=21=0y26syd, y asi sucesivamente.

Hay evidencia experimental (que se discutird mas adelante) de que el momen-
tum angular, ademés de su limitacion en modulo, estd restringido en cuanto a
direccidn; esta situacién se denomina cuantizacion espacial. Esto significa que el
4angulo que L forma con el eje Z (fig. 3-5) no es arbitrario; en otras palabras:
se puede demostrar (ver el ejemplo 3.4) que los
valores de la componente L, estin cuantizados y
dados por

L, =mih, (3.16)

donde my =0, 1, + 2,43, ..., L esto es, m;  { ]
es un mimero entero entre 0 y + L El nimero

cudntico m; no puede ser mayor que I porque enton-
ces L, seria mayor que |L|, lo cual es imposible.
Concluimos entonces que:

para cada valor del momentum angular
hay 21 + 1 valores de my 0 sea 20 + 1
orientaciones diferentes de L.

v
. -~ Figura 3-5
La fig. 3-6 ilustra esta situacion para =1y [ =2. X

La cantidad g = 2! + 1 se denomina degeneraci
esencial del estado de momentum angular. Se puede probar que esta degeneracion
es consecuencia de la simetria esférica del movimiento bajo la accion de una
fuerza central. En la tabla 3-3 se da el valor de g para algunos valores del momen-
tum angular.

En la mecdnica cldsica el momentum angular bajo la accién de una fuerza
central es constante en modulo y direccion. Por el contrario, en la mecinica
cuéntica el modulo del momentum angular esté dado por la ec. (3.15) y una de
sus componentes por la ec. (3.16). Pero para especificar la direccion del momentum
angular necesitamos conocer las otras dos componentes, Ly y Ly. Un andlisis
detallado que no aqui por su muestra que

es imposible conocer exactamenle mds de una componente del mo-
mentum angul

Por lo tanto, si conocemos L, lo més que podemos saber de L. y L, es que
estan dentro de las indeterminaciones AL, y AL, que satisfacen la relacion de
indeterminacion

ALy ALy > $hL.

Esta relacién es similar a las relaciones de indeterminacion para la posicion y



124 Atomos con un elecirén 3.4

m=+2]

m=t1 m=+1

m=o0f

mym =1 =1

m= 2]

L=t =2
) ®
Pig. 3-6. Cuantizacion espacial para [ =1y [ =2.

¢l momentum (cc. 1.48), y para la energia y el tiempo (ec. 1.49). En otras pa-
labras:

en la_mecinica cudntica es imposible determinar precisamente la
direccién del momentum angular.
Como slo podemos conocer |Lf y L, imaginaremos el vector momentum angular
L de la fig. 3-5 como realizando un movimiento de precesion alrededor del eje Z,
formando con ¢l un 4ngulo constante 0.

Podemos concluir de esta discusion que los niveles de energia de los dtomos
hidrogenoides son llgn més complejos que la representacion simple implicita en
la ec. (36) y la fig. 3-2. En un campo coulombiano cada nivel de energia, que
corresponde a un n dado. contiene n estados diferentes de momentum angular,
todos con la misma energia y con [ entre cero y n — 1 (esto ha sido ilustrado en
la fig. 3-7). Estos niveles se indican con g 1, ol (e resultado concuerda
con la deseripeién clisica del movimiento bajo la accion de una fuerza propor-
cional al inverso del cuadrado de la distancia, para la cual la energia es indepen-
diente del momentum angular, aunque la excentricidad de las orbitas elipticas
depende del momentum angular.) En una teoria més refinada de los dtomos con
un electrén que tome en cuenta otros efectos (como correcciones relativistas),
los diferentes estados de momentum angular correspondientes al mismo n tienen
energias diferentes.

Si la fuerza no es inversamente proporcional al cuadrado de la distancia, los
niveles que tienen ¢l mismo valor de n pero momenta angulares diferentes (es
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decir, niveles ns, np, nd, etc.) no tienen necesariamente la misma energia. Asi,
en un campo de fuerzas centrales, la energia depende en general de n y de I, pero
no puede depender de m; porque en un campo central de fuerzas la orientacion
de la brbita carece de importancia.

El hecho de que en un atomo hidrogenoide cada nivel estd compuesto de varios
estados de momentum angular, es sin embargo importante desde el punto de
vista de las transiciones. En el caso de movimiento en un potencial central, las
reglas de seleccion para transiciones dipolares eléctricas son

M=kl =0l OV lugn sk dids ds s

Estas reglas de seleccion estén impuestas
por la ley de conservacion del momen-
tum angular, ya que el fotén emitido o
absorbido lleva momentum angular, por
lo que el momentum angular del dtomo
debe cambiar para compensar el mo-
mentum angular que lleva el foton emi-
tido o absorbido. La ley de conservacion
del momentum angular y la regla cuin-
tica de suma de momenta angulares (ver
seccion 3.8) permitiria Al = 0, -+ 1. Sin
embargo, la paridad de las funciones de
onda en un potencial central (que se dis-
cutiré en la seccion 3.5) prohibe la posi-
bilidad Al = 0.

Fig. 8-7. Transiciones entre diversos es-
tados de momentum angular.

Las reglas de seleccion (3.17) requieren que las transiciones ocurran solo entre
estados de momentum angular ubicados en columnas adyacentes en la fig. 3-7.
Se han indicado algunas de estas transiciones posibles. Obsérvese que de acuerdo
con estas reglas, no se puede pasar del estado 2 al 1s que es el Gnico estado
disponible de energia menor. Por esta razon el estado 2s se llama estado metas-
Lable. Las reglas (3.17) son vlidas para transiciones dipolares eléctricas, que son
Ias mas probables. Para otras transiciones, como las dipolares magnéticas o las
cuadrupolares eléctricas, las reglas de scleccion son diferentes; estas transiciones
tienen una probabilidad mucho menor que las dipolares eléctricas. Es por esta
razén que en los espectros atomicos solo se toma en consideracion las transiciones
dipolares eléctricas.

Hagamos ahora algunos comentarios sobre la ec. (3.8). Teniendo en cuenta
que para una orbita circular rp es el momentum angular L, vemos que la ec. (3.8)
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equivale a L = nh. Pero este resultado esté en desacuerdo con la ec. (3.13), es
decir, L= | I{l + 1)k. Por lo tanto el modelo simple ¢ intuitivo usado en el ejem-
plo 3.1 para llegar a la ec. (3.8) es incorrecto (aunque sea correcto el resultado
obtenido). Esta es otra advertencia al estudiante de que no es posible, a no ser
que se tenga mucho cuidado, extrapolar conceptos ondulatorios al campo de la
mecdnica cudntica. En este caso del momentum angular, la discrepancia se debe
a que es imposible confinar las ondas electronicas en una trayectoria estricta-
mente circular. Sin embargo, poniendo [ =n—1 en la ec. (3.15) obtenemos

= (n— )k = (n*— n)A.

Cuando n es grande podemos aproximar esta expresion escribiendo L? = ni*
o sea L = nh, que concuerda con la ec. (3.8). Luego I =n—1 con n grande
aproxima €l caso clisico de rbitas circulares. Esto es una ilustracion del prin-
cipio de correspondencia de Bohr, que dice que cuando los nimeros cudnticos son
grandes la descripcion cuantica se aproxima a la clisica.

35 M‘“- de onda de un electrén en un campo de fuerzas
trales

La funcién de onda 4(z, y, 2) para los itomos hidrogenoides se obtiene resolviendo
la ecuacion de Schrodinger, ec. (3.3). La energia potencial que aparece en esa
ecuacion, Ey = — Ze!/ineyr, corresponde a una fuerza central. Podemos esperar
que las funciones de onda de todos los problemas con fuerzas centrales, es decir,
problemas en los que la energia potencial es funcién solamente de la distancia
y tiene por lo tanto la forma E,(r), tengan cierta similitud.

A causa de la simetria esférica de la energia potencial, es posible simplificar
la discusion de problemas con fuerzas centrales utilizando las coordenadas esfé-
ticas 7, 6, ¢ (fig. 3-8). Podemos demostrar que la funcion de onda para un electron
en un campo central se puede escribir como el producto de dos factores, uno que
depende de la distancia del electron al origen y otro que depende de la orien-
tacién del vector posicion ¥, especificada por los dngulos 6 y 4. Podemos escribir
entonces para la funcion de onda

Wr 6, ) = ROY(, §).

La parte radial R(r) depende de la forma particular e la energia potencial E,(r)
correspondiente a I fuerza central que actiia sobre el electrén. En cambio, co
la parte angular ¥(0, ) es consecuencia de la simetria esférica de la fuerza cen-
tral, no depende de la forma particular de la energia potencial Ex(r). En otras
palabras, las funciones angulares Y(9, ¢) son las mismas para todos los problemas
con fuerzas centrales.

No discutiremos la forma de obtener las funciones de onda, aunque es un
problema matemitico e solucién directa (ver ejemplo 3.4). En vez de ello dis-
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Fig. 8:8. Coordenadas estéric:

8-9. Funcion angular de onda para
s(=0).

1os estados

cutiremos las propiedades mis importantes de las funciones de onda.

En un prelang can s cntries n pts anoler d I funcén
de onda est delerminada enteramente por el médulo y la compo-
nente Z del momentum angular del electrén.

El médulo del momentum angular estd determinado por el nimero cuntico [
yla enmpnnent: Z u orlentacion estd determinada por m. Por esa razon, las
Tunciones angulares correspondientes a valores especificos de L? y L, se designan
por Via 5, 4. Los matemitioos laman arméniess aféicos 4 estas funcionss.

a tabla 34 da las funciones angulares Y, para [ = 0, 1 y 2. Esta es la forma
que se aplica en la mayoria de los problemas fisicos. La tabla 3-5 da las funciones

lares en una forma més adecuada para discutir el enlace molecular. Las
funciones de la tabla 3-5 no pertenecen a un valor particular de m sino de m}
© |mj, correspondiendo a L* y L} en vez de

‘Vemos en la tabla 3-5 que para [ = 0 (estados s) la tnica funcién de onda es
independiente de los dngulos, es decir: los estados s son esféricamente simétricos.
Esto se ha ilustrado en el diagrama polar de la fig. 3-0 donde el valor de la fun-
ci6n s para cada direccion (0, ) es igual a la longitud de un segmento desde el
origen. El lugar geométrico de los extremos es una superficie esférica. Se com-
prende este resultado porque si el momentum angular es cero, no hay orientacion
preferencial de la orbita del electron.

Para | =1 (estados p) bay tres funciones angulares que representan s tres

orientaciones posibles del momentum angular o los tres valores de m;
En Ia tabla 3-5 se designan con ps, Py ¥ P ¥ Ia fig. 3-10 muestra sus diagramas
polares, Estas funciones corresponden a un movimiento preferencial del electron
segiin cada uno de los ejes de coordenadas; este resultado es muy importante
para describir el enlace quimico.

Para [ = 2 (estados d) hay cinco funciones angulares diferentes. La distribu-
cién de estos estados es méds compleja, como se desprende de los diagramas
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TABLA 8-4 Funclones angulares correspondientes

Ay L
1 m Funcién angular
0 0 | Yu=1/dn

0 | Y=}/ cos
41 | Yy =7F V3Brsen0etit
0 | Yu=31V5/Ax @ cos0—1)

2 +1 Yaus = F J15/8r sen 0 cos 0 e £i¢

2 | Yoo = 3V I5/2msent 0+

TABLA 8- Funclones angulares correspondientes
srynL

1 Iml Funcién angular
o 0 s =14z
0 e = /3Jdr cos 0

Ps = |/ 3/dr sen 0 cos ¢
= V3/dx sen 0 sen ¢

0 dyrs = | 5167 (3 cost 0 — 1)
¥ 15/A sen 6 cos 6 cos ¢

dee
e

a2 detyr = |/ 15]An sen* 0 cos 24
oy = T5]An sent 0 sen 24

polares de la fig. 3-11, que representan las funciones d de la tabla 3-5. Para
valores mayores de  la situacion se hace ain mas eomple)m

Una propiedad importante de las funciones angulares ¥y, €s que tienen pari-
dad igual a (— 1)L Esto es, para I =0,2,4, ..., entero par, las funciones Yom
tienen ¢l mismo valor y el mismo signo en puntos situados simétricamente res-
pecto ol origen de coordenades, sendo pot o taato fusciones paes, misatra que
para ., entero impar, las funciones Yy, tienen el mismo valor
pero llgnon npuem en puntos simétricos, siendo entonces funciones impares.
Se puede demostrar que para transiciones dipolares eléctricas los estados inicial
y final deben tener paridades opuestas, por o que estos estados no pueden tener

15/An sen 6 cos 0 sen $




3.5) Funciones de onda de un electrén 129

Pig. 8-10. Funciones angulares de onda para los estados p (I = 1).

dy
Fig. 8-11. Funciones angulares de onda para los estados d (I =

el mismo valor de L Por esa razon, el valor Al = 0 es imposible para esas tran-
ucwnu. como se indico anteriormente en relacion con la ec. (3.17).

arte radial R(r) de la funcion de onda (r, 6, §) depende de la energia
y del modulo del momentum angular, pero no de su orientacion. Podemos en-
tender esto porque dada la simetria esférica de un campo central, la distribucion
radial del movimiento electronico debe ser independiente de la orientacion de
su momentum angular, o sea que debe ser independiente de m;. Este es el andlogo
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TABLA 86 Punclones de onda radisles do log éto
mos_hidrogenoide

no| Ru(r) (p = 22r/nay)
1]o0
0
2
1
0
3|1
2

cuintico del resultado clisico de que la energia y el modulo del momentum an-
gular determinan el “tamato” de I orbita. Por lo tanto, la funcion radial depende
del niimero cuintico n asociado con Ia energia, y de [ pero no de my. Luego, estas
funciones radiales se representan por Ry(r) y la funcion de onda total es

Ynim("s 8, $) = Rud(r) Vim0, $). (3.18)

La tabla 3-6 da las funciones radiales correspondientes a los tres primeros ni-
veles de energia de los dtomos hidrogenoides. La fig. 3-12 muestra estas funciones.
La linea de trazos indica en cada caso el radio clisico de Ja érbita, conforme a
Ia ec. (3.11).

Podemos ver que, aunque lo més probable es que el electron se encuentre dentro
del radio clasico de la Grbita, también sc pucde encontrar a distancias mayores.
La probabilidad de encontrar el electron dentro de una capa esférica de radios
Ty 1+ dr independientemente de su posicion angular es proporcional @ F{Ru()l*
(ver problema 3.25). La fig. 3-13 muestra estas probabilidades.

Una particularidad interesante que se aprecia facilmente en la fig. 3-12 es que
las funciones radiales para electrones s tienen valores relativamente grandes
para r pequerio. Decimos que los electrones s describen Grbitas penelrantes que
llegan muy cerca del nicleo. Los electrones p son menos penetrantes, los elec-
trones d aiin menos y asi sucesivamente para valores crecientes del momentum
angular. Esto es facil de entender si consideramos que (tanto en la mecénica
clésica como en la cudntica) el movimiento radial bajo la accion de una fuerza
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n=1 n=2
20|
o|
1=0
1,0
4
=0
U ¥
2|
0 1=1
Loy L s
i ¥ 8 - 4 s

. Funciones radiales del hidrogeno para n
oty as e [Ru(r) m=11] x 10

0 n=2 0 n=3
-0 =0
x| 2|
100)
of o L, of

v ¥ 12
80
20|
wit |y o)
o
l ol T ¥ 12
=
2| 2| 2|
L " 0 ¥ e E7 12
ni ni nk

: .18, Distribucién radial de probabildad en el hidrégéno para n = 1,2y 3.
i cad aso 1 ofdemada e [#Rur) m~]
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central corresponde a un potencial efectivo

5 o+ O
Eper = Ep(r) + Tt = B + % (3.19)
donde E(r) es la energia potencial de la fuerza central (¢l potencial coulombiano
en el caso de un electron) y L¥/2mu? se denomina potencial centrifugo (ver ejem-
plo 3.5). Para los estados s tenemos [ =0 y no hay potencial centrifugo por lo
que Eper = Ep. Luego, un electron s ligado o con energia E negativa (fig. 3-14a)
se puede mover clisicamente entre 0 y A teniendo en consecuencia acceso al
origen de coordenadas. La forma de la parte radial de la funcién de onda debe
ser entonces como se muestra en la parte inferior de la figura. (El nimero de
oscilaciones de la funcion de onda depende de la energia). Para otros valores del
momentum angular, la forma del potencial efectivo es como se muestra en
Ia fig. 3-14(b). Clisicamente, el electron se debe mover por lo tanto entre B y C.
Traducimos esto al lenguaje cudntico diciendo que la funcién de onda debe de-
crecer ripidamente fuera de los limites cldsicos del movimiento, debiendo ser
entonces muy pequeia cerca del origen. Cuanto mayor sea ¢l momentum angular,
tanto més lejos del origen comienza la funcién de onda a ser apreciable y tanto
menos “penetrante” es la érbita.

Esta caracteristica del movimiento electronico se refleja en muchas propiedades
importantes del 4tomo. Por ejemplo: los electrones s son muy sensibles a la forma
¥ ala estructura interna del nicleo, mientras que los electrones que tienen mo-
mentum angular mayor son mucho menos sensibles a la forma y a la estructura
nucleares.

EJEMPLO 3.4 Anilisis e 105 operadores de momentum angular y sus funciones
propias.

Sotucién: Recordemos de la tabla 2-2, seccién 2.12, que el operador momentum
angular estd dado por

“ owow
Le—itrxV=—it| 2 gy z|
ojez ojy ooz
de donde concluimos que la componente Z es
) )
L= —in(z-2—y-2), .
(‘ o Y a«:) 2

y exprosiones parecidas para Ls y L. Es més conveniente expresar L, en coordena-
Qas estéricas. Observando en la fig. 3-8 que

z=rsenfcosd, y=rsenOsens, z=rcos,
tenemos que

o _ oz 9 oy 0 & 8

o4 "o oz T a6 oy | o9 o
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\

\

Potencial centifugo~LL+1)/72
\

Hieetron s (=0)
® ®
Pis. 814, Potencial efectivo y funcién de onda radial para { = 0 y [0 en el mo-
vimiento bajo Iy accién de una fuerza central.
Pero 32/04 — — r sen 0 sen ; -—u 8y/ad = rsen0cos § = zy 22/04 = 0. Luego,
2

B H
con 1o que ¢l operador L, se escribe en Ia forma

L= —in i‘. (@21)
Se pude demostar que esa rlacidn es absclutamente genraly que of perador
e 2 la_componente del momentum angular segin cual
Sirescin et dado por — IND[B%, donds ¢ o8 ' dngule, sedide airededor de
esa direcci6n. La ccuacién de valores propios es, conforme a la ec. (2.48), L® = LD,

donde @(¢) es 1a funcién propia y L: el valor propio. Por Io tanto, usando la expre-
sién (3.21) de L, obtenemos
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donde hemos puesto m; = mih. La solucién de esta ecuacién es @ =
— Cem# donde C s Ia constante de normalizacién. Como un mismo punto del espa-
clo estd rqzrcuntada  POr 43,B0r 4,1 2, s necesario que 8(4) = 0(4 + 2, Io
cualimpica que o dani . Eto mgequzm.munnnmm entero,
5 decie: i = 0, 21, ya se indicd en la seccién

TG wpliimot i Somieson s homeeAo e s o ks Frorodg=10

[77 coertmey cemty g = el [ ag = 2rich = 1,

0 sea, suponiendo C real, C = 1/}2=. Por lo tanto, las funciones propias normaliza-
das de la componente Z del momentum angular so

O = oz e mi=0, +1, £2, 322

¥ 10 valores propios Ls = mif son miiltiplos enteros de h.
EL cnadrado,del médlo del momenturs angular esth dado por el operador Lt =
=L} + L+ L donde Ly y L, son operadores con expresiones similares a la

o fada o a o, (5203 Transtormanto a coordenades etérioes por medio de
un célculo algebraico elaborado, se encuentra que el cuadrado del momentum angu-
lar estd representado por €l operador cudntico

2

10 2 1
[ 2 (eno2) 4 L
" [sﬂ\ﬂ o (00 25) + oy g
La ecuacién de valores propios es 1*Y(9, ¢) — L1¥(@, ), donde la funcidn propia, que

depende de los 4ngulos 0y ¢, se ha designado con ¥(6, 4) siendo L2 el valor propio.
Esto corresponde a la ecuacién diferencial

1 a ay
o)

©23)

sei

Se puede demostrar que para obtener una solucién que satistaga las condiciones
decontornoy continuida qu reqiere s meinica cuintica, s necesario e LY =
= I+ 1), donde 1 es un entero no negativo, esto es: 1 = 0, De esta
forha nomos Shtenida los esutados amieriorment colableiden ‘o 14 seceldn 365
esto es, L3~ I + 1)1 Las soluciones de la ecuacién resultante,
T 1
(05

ay
=+ +1)Y
R )

sent

se designan por Yim y son las funciones dadas en la tabla 3-4. La tabla muestra que
las funciones ¥in son prodictos de un fuctor que depends de 0 y otro que depende
de ¢. [El factor que depende de 4 es idéntico a la ec. (3.22)). Esto es: Yim =

(co3 6) cim3. Teniendo en cuenta que las Yim son funciones propias de L* y Lo
podemos eseribir

LY = (1 + DY, LeYim = miki Vim.
EJEMPLO 2.5. Andlisis de la ecuacién de Schrodinger para movimiento bajo la
accién de fuerzas centrales.
Solucion: Recordemos que segin la ec. (2.9) la ecuacion de Schrodinger para el mo-
vimiento con una energia potencial Ey(r) es

» &*
— (B + ) ¢+ Bl = B
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Haciendo el cambio de eoordenadas cartesianas z, y, = a coordenadas estéricas r,
0, #, esta ecuacion se transforma, después de un largo cileulo algebraico, en

»rp 23 11
o {’aF*'??*,-ImH(‘""aa

}t + Eslryy = Eg.

1
* Sentn 70"
Recordando la ec. (3.32) para el operador L%, podemos escribir

2 2 '
(T 2L — ) v B = By
Poniendo 4 = R(r) Yim (9, ¢) ¥ lenknao en cuenta que L*Yim = I 4 1A Yimy,
la ecuacién anterior se convierte el

R+ By(n)R = ER.

Esta scuscion contlens s6lo I parte radial A() de1a funcion de onda {. E costum-
bre poner R(r) = u(r)/r, con lo que resul

u=Eu. 3.24)

expresion se lama a veces ecuacidn de Schrodinger radial. Comparando esta
ecuacién con la ecuacion de Schrodinger unidimensional (2.3) concluimos que ¢l
movimiento radial es equivalente a un movimiento unidimensional en una energia
potencial efectiva dada por la ec. (3.19), es decir

N L+ 1y
Epatt = Bplr) + S50

El término Ey.ca = (1 + 1)¥#2mr s un potencial centrifugo porque la
Correrpondionier = aEenor, o positva'y s por lortante igida aijin.
dose del origen.
i ponemos Ey = — Zet/d=er obtenemos una ecuacién diferencial que admite
0 soluciones 1as funciones radiales dadas en Ia tabla 3-6. Con otras formas de
Ia energia potencial resultan funciones radiales diferentes.

EJEMPLO 3.6, Correccién relativista a la energia de 4tomos hidrogenoides.

Sotuctén: Como explicamos en 1a secelén 2,12, a ecuacion de Schradinger (39) se
obtiene a pnﬂ.ll de la expresion no relativista E = p/2me + Ey. Este proceso es
correcto siempre que la velocidad del electron sea pequeda respecto a la velocidad

e a luz. En f eemplo .1 s¢ estimd que e valor de bic para un ciectron en un extado

estacionario es del orden de 7 x 102]n. El efecto relativista debido a esta velocidad,

aunque pequefio, so puede detectar ficilmente con métodos espectroscopicos. La

energfa relativista de un electrén que se mueve con momentum p y tiene una energia
es (ver ec. A1),

E = cfmic § p* + Ep— mect,

donde se ha restado la energia en reposo para que el cero de la energia coincida con
el caso no relativista. Suponiendo que el momentum p es mucho menor que M,




136 Atomos con un electron @5

podemos desarrollar la rafz hasta el término de segundo orden, resultando
1 1

E=gop— P+t By
1
,(m,,u,g,) m“p+.,. (3.25)
Los dos tesis dan la energla.

n consecuencia, el iltimo término es la correccion mmmm prytal T
energla total el electron; a designaremos por AB.. L
ABy = ——

e ( P‘A)( PL)
smh- 2mect \2me ) \ 2me
Los factores idénticos dentro de los paréntesis corresponden a la energia cinética
no relativista del electrn. Por lo tanto (con una aproximacién razonable) podemos
escribir para el primero, usando el resultado de las ecs. (3.10) y (3.13),

o _ze . ze | ze
2me Tre@) T Amer | Ame(@n)
Para el segundo podemos escribir p2me = ymest. Por lo tanto

-yt = —

AR, <7L (—E) (3mat) = ,‘ ’1 E

uego, la correccién relativista es del orden de w/cr X (Gnergia del electréo). En
o mmn de hidrégeno, por e]gmyln, (v/c)* es del orden de 10-%, por lo que AE, ~ 10
alrededor de 0,001 % de E, cantidad que, aunque pequefia, se puede nmcur

Hieiente an o Jabecatorl con Yar técaloas experlamtalos 446 95 eta sctosln

Para_obtener un resultado mds pret emos que. o ditimo término do 14
ec. (3.25), el cual acabamos de ver que es muy pequefio
se puede considerar como una pequena i6n. Para calcular su efecto sobre
Tos estados estacionarios podemos estimar su valor medio conforme a la ec. (2.50).
En el estado descrito por Ia funcion de onda gaim; tenemos

El resultado de este cileulo es

N

donde
« = efinehe = 1/137

se denomina constante de estructura fina y |Es| es ¢l valor absoluto de la energla
dada por I e, (35), En nuestra aprocimacidn, los niveles da enargia estin dados
entonces Como Ia coreccien relativiala (3.26) depende de |
de n, los niveles que P ) n pero d
En otras palabras: la correccién relativista ﬂulrnye la dogeneracidn accldental
que encontramog en el caso de un campo coulombiano. Ademds, s coreocidn
tivista s siempre negativa para todo n y L. Para un n dado, cuanto menor es el s
‘mayor e a corfeccion relativista Por 1o tento, los nudm del hidrégeno para
los cuales la correccién es mds importante son el 1 y e
B A+ M. Dirac desarolls ama toora reatiists del cectsén mis reinads. En la
desde ¢l principlo una ecuscién
energia relativista, obteniéndose niveles de energia exactos.
embargo, esta teoria es remasey complicada para ser presentada aqul.
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3.6 Efecto Zeeman

La cuantizacion espacial se manifiesta de una manera obvia cuando se perturba
€l movimiento electronico aplicando un campo magnético. Cuando el campo
magnético es suficientemente fuerte cada linea espectral de los Atomos con un
electron se desdobla en un triplete que consta de tres lineas muy proximas. El
espaciamiento es el mismo para todos los dtomos y todas las lineas y es propor-
cional al médulo del campo magnético. El fisico holandés Pieter Zeeman (1865-
1943) observo por primera vez este efecto en 1896. Se le ha llamado efeclo Zeeman
para honrar su trabajo.

Un electrén que describe una 6rbita circular con velocidad angular o pasa
por cada punto de la érbita wf2% veces por segundo, lo cual corresponde a una
corriente 1 = ¢(w/27). Como la corriente tiene un contorno muy pequefio, equi-
vale a un dipolo magnético cuyo momento magnético es igual a (corriente) x (drea).
En consecuencia, e momento dipolar magnético orbital del electron es

My = e(0]27) (=rt) = Jeort.

Recordando que para una érbita circular L = mr = meor?, tenemos que
My, = (e/2mo)L. Esta es una relacion entre los médulos de My, y L. Ahora bien,
la direccion de L estd relacionada con la del movimiento del electrén como se
muestra en la fig. 3-15. Por otra parte, la carga del electron es negativa y por
lo tanto la corriente equivalente es opuesta a la del movimiento electronico,
resultando una orientacion de My, opuesta a la de L. Podemos entonces escribir
Ia ecuacion vectorial

M. @21

Aunque hemos obtenido esta relacion para una orbita circular y hemos usado
la mecinica clisica, la misma es vlida aiin en la mecinica cuintica para un

Movimiento
del electrin
!

equivalente

Pi. 815 Relacion entre ol momento  Fig. 8-16.  Precesion del momentum an-
magntticoy el momentum angular orbi- _ gular por n campo mag-
tales de un electrén. 0.
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movimiento arbitrario con momentum angular L. La componente Z del momento
‘magnético orbital es

e eh
O W L Y 3.
L 3 T ™ B (3.28)

donds la cantidad

..,=& = 9,2732 X 103 J T4 = 5,6564 x 105 eV T (3.29)

se denomina magnetin de Bohr.
Cuando se coloca un dipolo magnético de momento M en un campo magné-
tico Y, adquiere una energia E, — — M-, En consecuencia, cuando se coloca

_— 42
—+1 a

3 i 1
1 =y -1
. +1
=10+1 - 9
e

W - S0 4t
am m

®)

Fig. 3-17. Desdoblamiento de los niveles de energia s, p y d bajo la accién de un
campo magnético. La separacion de niveles sucesivos es un .

un dtomo en un campo magnético, éste agrega a un electron en érbita la energia

— M B = —il—bm (330)

Al mismo tiempo ¢l electron experimenta un torque

e

t=MixPB=— LxDB,
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que hace que el momentum angular L precese alrededor de la direccion del campo
‘magnético U, como se indica en la fig. 3-16. Tomando el ¢je Z paralelo al cam-
po magnético I, podemos reescribir la cc. (3.30) en la forma Eq = — My, )3,
de donde, empleando la ec. (3.28), obtenemos

Egq = pg'Bmy. (3.31)

Vemos entonces que Eg, en vez de tener un intervalo continuo de valores, puede
tener 20 + 1 valores diferentes correspondientes a c las 20 + 1 orien-
taciones de L respecto a -)j teniendo todos un espaciamiento constante igual a up’)J.

La energia total de un electron ligado a un atomo que s encuentra en un
campo magnético es E, + Eg, donde E, es la energia del movimiento del elec-
tron en ausencia de campo magnético. La ec. (3.31) indica entonces que cada
nivel de energia con nimeros cudnticos nl se desdobla en 21 + 1 niveles en
presencia de un campo magnético. La separacion entre los niveles sucesivos se
reflejatambién en las frecuencias asociadas con las transiciones entre niveles.
En la fig. 3-17 se ilustra la situacion correspondiente a los niveles s, p y d. Los
estados con { = 0 (estados 5) no son afectados por el campo magnético. Los ni-
veles con [ =1 (estados p) se desdoblan en tres estados igualmente espaciados
correspondientes a las orientaciones para las cuales m; = + 1, 0 y — 1. Luego,
la transicién p— s se transforma en una transicion triple, una correspondiente
a m=0->m=0 con la frecuencia original, y otras dos correspondientes a
my = 1 m =0 con un cambio de frecuencia dado por

1,40 x 1009 Ha. (332)

Av=t

Esto significa que cada una de las lineas p—> s mostradas en la fig. 3-8 se trans-
forma en tres lineas muy juntas. Anilogamente, los estados con [ = 2 (estados d)
se desdoblan en cinco niveles igualmente espaciados correspondientes a las orien-
taciones de L dadas por m =+ 2, -+ 1, 0. La transicion d — p tiene ahora
nueve posibilidades, conforme a la regla de seleccion Am = - 1, 0. Sin embargo,
las transiciones correspondientes al mismo valor de Am tienen todas la misma
energia por lo que dan la misma linea espectral. Coneluimos entonces que aunque
hay nueve transiciones posibles, el espectro de la transicion d - p en un campo
‘magnético contiene tres lineas solamente, con Av dado también por la ec. (3.32).

La cuantizacin del momentum angular explica claramente los resultados
experimentales del efecto Zeeman. Si en vez de estar cuantizado espacialmente,
¢l momentum angular pudiera tener cuslquier orientacion, el efecto del
magnético seria ensanchar cada nivel. Los nuevos niveles ocuparian entonces
una banda de energia de ancho 2u7L y cada linea se transformaria en una
bands. Esta es  eatn, com se meaciond anterermente, de pur qué el eecto
Zeeman es una prueba de la cuantizacion espacial. De hecho, el efecto Zeeman
fi o 4 Yoy fnbnse s Tlavt 4 ntroducr 1 don do 1a cosatisaeen def
momentum angular.
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3.7 Espin del electrén

Recordemos que la tierra, ademds de su movimiento orbital alrededor del sol,
tiene un movimiento rotacional (gira) alrededor de su eje. Por lo tanto, el mo-
mentum angular total de la tierra es la suma vectorial de su momentum angular
orbital y su momentum angular de giro. Por analogia, podemos sospechar que
un electrén ligado en un dtomo también gira sobre si mismo. Sin embargo, no
podemos describir el electron como una particula esférica que gira sobre si misma
Porque no conocemos su estructura interna. En consecuencia no podemos calcular
el momentum angular de giro del electron en la misma forma que calculamos el
momentum angular de giro de la tierra en funcion de su radio y de su veloci-
dad angular. La idea de que el electron gira fue propuesta en 1926 por G. Uh-
lenbeck y . Goudsmit _para explicar ciertas caracteristicas de los espectros de
iitomos con un solo electron (en la seccion 3.9 consideraremos estos espectros).
No se puede, sin embargo, mantener la analogia del electron con una pequeia
esfera que gira. Es por ello que se postula la existencia de un momentum angular
intrinseco del electron lamado espin [del inglés fo spin (girar)). Si S es el espin
del electrén y L es el momentum angular orbital, el momentum angular total
esJ =L+ 5. Para Ly S dados, el valor de J depende de la orientacin rela-
tiva de los mismos y podemos esperar que esto se refleje en ciertas propiedades
atomicas; esto es lo que ocurre realmente.

La existencia del espin del electron esti confirmada por una gran cantidad de
datos experimentales. Por cjemplo, ¢l espin del electron se manifiesta de forma
muy directa en el experimento de Stern-Gerlach, realizado por primera vez
en 1924, Como el electron es una particula cargada, el espin del electron debe
dar lugar a un momento magnético Ms intrinseco o de espin. Si el electron pu-
diera ser descrito como un cuerpo rigido cargado que rota, la relacion entre M
y S seria la misma que entre My y L, ec. (3.17). Sin embargo, como no es asi,
debemos escribir

Ms = —gs

donde g5 se denomina razin giromagnética del electrén. EI valor experimental
de gs es 2,0024. Para la mayoria de los fines précticos podemos tomar gs = 2.
El momento dipolar magnético total de un clectron en su Grbita es entonces

M= Myt M= — o (L + 0sS), (333

s por upsatn dependa 50 ot 4 bl d Ly de § sino también de su
orientacién relatiy

P —
magnético no homogéneo como se muestra en la fig. 3-18., El efecto de ese campo
sobre un dipolo magnético es ejercer una fuerza cuyo modulo y direccion dependen
de la orientacion relativa del campo magnético y el dipolo magnético. Por ejem-
plo, si el dipolo magnético es paralelo al campo magnético, tiende a moverse en
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1a direccion en que el campo magnético aumenta, mientras que si el dipolo mag-
nético es antiparalelo al campo magnético se moverd en la direccion en que el
campo magnético disminuye.

En el experimento de Stern-Gerlach se produce el campo magnético no homo-
géneo dando a las piczas polares la forma que se muestra en la fig. 3-18. La inten-
sidad del campo magnético aumenta en la direccion S-N. Si los 4tomos hidro-
genoides estin en su estado fundamental, el momentum angular orbital del elec-
trén es nulo (estado s o I = 0) y todo el momento magnético se debe al espin.

Espin
hacia arriba

Resultado
real

. |Rewltado
eldsico

Espin
hacia. abajo

Fig. 818, Experimento de Stern-Ger-
lach.

El campo magnético desviaré entonces el haz atomico segin sea la orientacion
de Ms o, o que es equivalente, la orientacion S. El resultado del experimento
es que el campo magnético no homogéneo desdobla el haz atomico en dos. Esto
muestra que

el espin del electrin silo puede lener dos orienlaciones respecto al
campo magnético: paralelo o anliparalelo.

Como segiin la discusién hecha en la seccion 3.4 el nimero de orientaciones
de un vector momentum angular respecto a un cje Z fijo es g — 2{ + 1, tenemos
para ¢l caso del espin ¢l valor g = 2 o sea [ = 4. Designando el nimero cuintico
de espin con s en vez de I y el nmero cuintico correspondiente a la componente
S, con m,, tenemos que s =4 y my = - 4. Luego:

St=s(s + D=3, 5= S;=mh, my=I

4,
@.34)

En la fig. 3-19 se muestra los unicos valores de m, permitidos (esto es, + 3y — ),
que corresponden a las dos orientaciones posibles de S. Para abreviar, se los
llama cominmente espin para arriba (1) y espin para abajo ( }) aunque real-
mente el espin nunca esta dirigido segin ¢l eje Z u opuesto a ¢l.
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Designaremos con s, las funciones de onda asociadas con la componente S,
del espin. No nos interesa la forma de xp,; sus principales propiedades son

S%m, = Wms Setm, = Milixm,:

A veces se usa la notacion ki y x- en vez de g, las cuales corresponden a m, = 4
¥ — 4 respectivamente. La funcion de onda completa de un electrén que se mueve
en un campo central es entonces

Sotmm, = Rete) Yund . $)tms @35

érvese que segin la ec. (3.35), para describir completamente el estado de
un electron en un campo oentral se necesitan cuatro ni-
‘meros cudnticos: 1,

Las propiedades dcl cspm del electron descritas por las
ccs. (3.34) no se pueden explicar con ningin modelo clisico
del electron. Sin embargo, podemos explicarlas tedrica-
mente combinando las ideas de la mecénica cuintica
con el principio de relatividad. Dirac hizo esto alrededor
de 1928 pero no discutiremos su andlisis aqui porque
cae fuera del objetivo de este libro.

Fig. 3-19. Orientaciones posibles del espin respecto al
cje Z.

Cuando el &omo estd en un estado con I % 0, el desdoblamiento producido
por-el campo magnétiso depende del momento magnéten toal o, Jo que s lo
mismo, del momentum angulr total J = L + . Por ello se puede usar el expe-

lach para ‘momentum total de un tomo.

3.8 Adicion de momenta angulares

Vimos en la seccion precedente que el momentum angular resultante J de un
electron en un dtomo hidrogenoide es la suma del momentum angular orbital L
y el momentum angular de espin S, esto es: J = L + S. Es de importancia
examinar los valores posibles de J conforme a la mecénica cuintica. Para que
nuestro andlisis sea de aplicacion general, supongamos que tenemos dos momenta
angulares, J, y JJ,, que pueden corresponder, por ejemplo, al momentum angular
orbital de un electron y a su espin (como acabamos de considerar en la seccion
precedente), o al momentum angular de dos electrones en un itomo (caso que
consideraremos en el proximo capitulo). Se tiene que: Jf = jy(j, + 1) Jye = myhy
¥ JE=jsjs + DR, Jy: = mgh. Se puede demostrar que en el caso més general
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Ji ¥ Ja pueden ser enteros o semienteros, esto es, 0,4, 1,3, 2, ... Como ya se
‘explico, los momenta angulares orbitales solo pueden ser ent
SiJ = J, + Jyes el momentum angular resultante, de modo que J; = Jy; + Jys
se tiene
S=jG DR, Je=mh m=j k(1) ... (3.36)

siendo m = m, -+ m,. Pero como J, y J, pueden tener diversas orientaciones
relativas, hay varios valores posibles de J. Se encuentra que el nimero cuin-

P
g
1 PN\
s
Fie. 820, Orientaciones elativas posi-
bles de Ly § cuando [ =
J=I+} (espin hacia =1} (espin hacia abajo)
@ ariba) )

tico j varia en pasos de a uno desde j, |- jy hasta |j, — jal, por lo que sélo puede
tener los valores
J=htie  hth—Y  Gith—2.. li—i

El primer valor corresponde a J, y J, “paralelos” y el iltimo a los dos momenta
angulares “antiparalelos”. Los valores sucesivos de , difieren en una unidad y
si jy < jy, ¢ nimero total de posibilidades es 2y +

TABLA 8-7 Designacién de estados electrénicos

1 0 1 2 3

AR

Stmbolo | sy PMJ Ps dus l Aoy L 1 Le

Por ¢jemplo, si j, = } los valores posibles de j son j, + } y j, — 4 que corres-
ponden a las orientaciones paralela y antiparalela. En el caso del electron, si
= 8, tenemos entonces que los valores posibles del momentum angu-
lar total o son j = = }. Estas dos situaciones estdn ilustradas en la fig. 3-20
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para { = 2. Tenemos por lo tanto que

el espin del electrin silo puede tener dos orienlaciones posibles res-
pecto al momentum angular orbital.

Cuando I = 0 (estado s) sélo es posible j = 4. Indicando el valor de j como sub-
indice, los estados posibles de un electron en un campo central se designan como
se muestra en la tabla 3-7.

Otro ejemplo es j, =1y j, = 1; entonces j 1, j, 6 jy—1. Se puede
demostrar que en una transicion dipolar eléctrica el foton tiene un momentum
angular correspondiente a un valor de j igual a 1. Luego, si j, se refiere al mo-
‘mentum angular orbital I del electron y j, = 1 al del foton, los valores permitidos
del momentum angular orbital de un electron depués de emitir o absorber el
fotén son I + 1, 'y [ — 1, correspondientes a Al = = 1, 0. Como ya explicamos
en Ia seccién 3.4, Al = 0 queda eliminado por razones de paridad.

3.9 Interaccidn espin-orbita

La doble orientacion del espin del electron respecto al momentum angular orbital
da lugar a un efecto importante: la duplicacién de los niveles de energia (excepto
los niveles 5) de los 4tomos hidrogenoides. A su vez, esta duplicacion da lugar
a una duplicacion de las lineas espectrales. Estas lineas aparecen en pares que
tienen frecuencias o longitudes de onda muy parecidas por o que sc denominan
dobletes. E1 doblete mejor conocido es el formado por las dos lineas amarillas D
del sodio, que corresponden a longitudes de onda de 5890 A y 5896 A. Fue pre-
cisamente ¢l problema de explicar estos dobletes el que dio origen a la idea del
trén con dos orientaciones posibles.
de los niveles de energia es consccuencia de la llamada inter-
accion espin-Grbita. E origen de esta interaccion es €l siguiente: en un sistema
de referencia XYZ fijo al nicleo de un dtomo, el electron Tota alrededor del
nitcleo (fig. 3-21a) con momentum angular L. Pero en un sistema de referencia
X'Y'Z' fijo al electron es el nicleo el que rota alrededor del electron. Como el
nitcleo tiene carga positiva, produce en el sistema X'Y'Z’ un campo magné-

z z

+2_J-
»
+7¢ e
oy / sy

® )

Fig. 3-21. Origen de la interaccién espin-érbita.
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tico 9 paralelo al momentum angular L. Como ¢l electron esti en reposo res-
pecto a X'Y'Z’, la inica interaccion del campo magnético nuclear es con mo-
mento magnético M debido al espin del electron. Esta interaccion es proporcional
a M- B. Pero 1 es paralelo a Ly M es paralelo a §. Por lo tanto la interaccion
es proporcional a L-S. Es por esto que el efecto se llama interaccion espin-
Grbita. Podemos escribir entonces para I energia del electron debida a la inter-
accién espin-brbita:

S.L, 337

Es.=

donde a es una cantidad que depende de las diferentes variables que afectan el
movimiento del electron y cuya forma precisa no necesitamos conocer por ahora.
Si E, es la energia del movimiento electrénico bajo la accion de una fuerza cen-
tral solamente, la energia total es, cuando se agrega la interaccion espin-orbita,

E = Ey+ Esp. = Eq + aS-L. (3.38)

Al escribir esta expresion estamos suponiendo que la interaccion espin-orbita no
afecta I contribucion a Ia energia debida a las fuerzas centrales, suposicion que
es vilida mientras Esy. sea muy pequeia respecto a Ey. Para valores dados de
Ly de S, la interaccion espin-irbita Es depende de la orientacion relativa de
los dos vectores. Pero como § solo puede tener dos orientaciones respecto a L,
concluimos que

la interacciin espin-rbita desdobla cada nivel de energia del electrin
con un valor dado de { en dos niveles muy prozimos.

Un nivel corresponde a L y § paralelos o espin hacia arriba (j
otro a L y S antiparalelos o upm hacia abajo (j = | — ).
niveles s (1 = 0) siguen siend;
Ba prescacia e Ja Interscala’ tapla:0etits; ok sikiieros Calativos sscemsren
para especificar el estado de momentum angular de un electron son I, j y m,

Pig. 8-22. Desdoblamiento de los nive-
les de energia por la interaccion espin-
rbita y transiciones posibles. La linea
de trazos indica una transicién con pro-
babilidad muy baja.
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donde m se refiere al valor propio de J,. Las reglas de seleccion para transiciones
dipolares eléctricas impuestas por la conservacion del momentum angular son

M=i1, =041, Am=041 (3.39)

Las transiciones con 4j = 0 son muy débiles porque requieren la inversion de
lIa direccion del espin respecto al momentum angular del electron. Pero la fuerza
que produce esa inversion de espin es la interaccion espin-irbita que es una
fuerza relativamente débil.

La fg. 32 mucatza (a0 en esal) chmo In nteracet espla-nbita aecta ke
niveles mostrados en la fig. 3-7, y algunas de las transiciones posibles. La tran-
sicion dyy-> Py que es relativamente débil, estd indicada por una linea de trazos.
Vemos que las lineas espectrales correspondientes a transiciones entre niveles p
y 5 son dobletes mientras que aquéllas entre niveles d y p son tripletes, aunque
una de las lineas s tan débil que en la practica podemos hablar de un doblete.

EJEMPLO 3.7. Célculo de la separacién de dos niveles de energia debida a la interac-
cién espin-érbita.
Solucién: Tenemos que calcular el valor de Es. para espin hacia arriba y espin
hacia abajo, y hallar su diferencia. Esta diferencia da la energia de separacién de
los niveles. Para hacer esto debemos hallar S+ L en ambos casos. Como J = L + S,
tenemos J* = L* + S* + 281, de donde
SeL = Y — 1 — 8.
Introduciendo los valores de L%, §* y J* dados por las ecs. (3.15), (3.34) y (3.36),
obtenemos
SeL=4{iG + 1) — 10+ ) —Jw
espin hacia arriba, j = I + 4,
U+ )W, espin hacia abajo, | = 1— 4.
Utilizando la ec. (3.38) se tiene para los niveles de energla
F(t)-E. rE.MJ E.+§aln‘, P=1+4
(4 — da

son = (M

Esi(}) (0, =1

Luego, si a es positiva, los niveles con j = [ 4 § estin un poco mds arriba respecto
a1 aivel de energia o de Ia foersa csnira, y aquellos con ] = [— § estn un poco
més abajo. Para completar nuestro cdlculo debemos evaluar a, pero como esto estd
por encima del nivel de este Hibro, nos limitaremnos & dar el resiliado final:

& |Edz2a

Bl + D+ 5"

donde  es la constante de estructura fina introducida en el qemph 36 y |Ed es
nl vlhr absoluto de la energla del electrén en ausencia interaccién espls

T separacion entre los dos niveles de energia es

" 1Bz i 1z
BB = a2l + 1) = T & 532 x 104 R
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Luego, 1a separacién entre los niveles debida a la interaccion espin-Grbita es muy
pequeis respecto 4 [ y disminuye o medida que n y { aumentan, Por cjemplo,
FeTa'el estaio 3 dol hidrégent, ABss ¢ apooximadaments 4, X 100+ 6V, pox 1o
que Ia transicién del estado 2p al 1 consistir en dos lincas separadas por un inter-
Jalo de frscuencis de 1,11 x 10% Hz o con una diferencia de longitud de onds do
105 m. Se debe comparar estos valores con la frecucn: X 108 Hz
¥'Ia longitud de onda 1,21 X 10~ m que corresponden a la prosaiy il
de a intersecion enpin-Grbita,
la_correccién relativista dada por la ec. (3.26) a la interaccion
expln cAehit oe ivetes g enarcte st kb, Radra o volries oA 8 Sprosimes
cién, por la expresi

!

por lo que los niveles con los mismos n y j coinciden. EI nivel n = 1 tie

¥ 50 e dendoble. B 1n fi: .29 se mstea os nivels do energia del hidrogeno pars
= 3. Medidas més cuidadosas y cilculos mas precisos muestran que los

Cstados con 1 diferente pero con ¢l mismo J no coinciden sino que estén ligeramente

i L Esador
o2 i
s —1,2 py2dszz
nn
0,108 em~"
b | l 1 L1 sizpi
J ! Estados
] 1w B g
0365 em~!
-2
0,035 cm~!
0 wp
’{——|—l nz

i RV

Ve VR Withidia [ia: € o (i, TG 0oL. DS AL
cion n=3—>n =2 en el hidrogeno. = 2 del hidrégeno, incluyendo
o corrrento de Lamb.

separados. Por cjemplo, en la fig. 3-24 se muestra la disposicion real de los niveles
del hidrégeno para n = 2. La separacién entre 10s niveles 5,y y los niveles pyjy se
denomina corrimiento de Lamb.

BJEMPLO 35. Cilculo del momento magnético de un electrén en presencia de la
interacei6n_espin-6rbita.
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Solucion: La interaccién espin-6rbita Es, = as-L depende de la orientacion rela-
tiva de Sy Z, es decir, del dngulo formado por los dos momenta angulares. Pero
cuando la energia potencial depende de un angulo, aparece un torque en direccion
perpendicular al éingulo. Existe entonces un torque perpendicular a § y a L que hace
que los dos vectores precesen. Sin embargo, si no hay torques externos aplicados,
el momentum angular total J = L + § debe ser constante. Podemos entonces repre-
sentarnos el efecto de la interaccién espin-6rbita como una precesion de § y de L
alrededor de su resultante como se indica en la fig. 3-25.

Fig. 8-25. Momento magnético resul-
tante promedio.

El momento dipolar magnético del electrén dado en Ia ec. (3.33) es, con gs = 2,
M= — (e2m) (L + 28) = — (e[2me) (7 + 5)
y no es directamente opuesto a J. En consecuencia M también precesa alrededor
e, E1 valor medio de M es igual a la componente de M paralela a J. Luego, pode-
mos eseribir
= (aewsu,

donde uy es el versor en la direccion de J que se puede escribir en la forma us = J/J.
Por lo tanto

— (ef2me) (F + 8)+JI[T = — (ef2me) (1 + S+ T[T,

Como J = L + 8, podemos escribir §+J = }(J% + §* — I7). Luego, reemplazando
los cuadrados de los momenta angulares por sus expresiones cuinticas, tenemos
finalmente

M = — (e2magd,
donde

L

G+ 1) + s(s + 1) — 10 +1)
14 TR (3.40)

so denominfactor de Landé. Sus valores correspondientes & espin para arriba y espin
para abajo 50

g=1%

= .41
= + T @41)
En presencia de un campo magnético d¢bil que no perturba apreciablemente las
relaciones dindmicas de la fig. 3-25 la energia de interaccién
Ea = —M-B = (¢/2m)gBJs = ungBm. (3.42)
Esto da lugar a diagramas de Zeeman mds complicados que los considerados en la
seccion 3.6. El efecto Zeeman expresado por Ia ec. (3.42) es muy importante porque
permite hallar g experimentalmente, de abd verificar los valores de j y de I para ¢l
estado del electrén. Los resultados de la seccién 3.6 siguen siendo validos cuando el
mpo magnético ¢ tan intonso que la Interacclon magnética ¢s mucho mayor
que la espin-6rbita por lo que ésta se puede ignorar.
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Problemas

3.1 Caleular la velocidad angular y las la tierra en sus 2 x 10° afios de exis-

energfas potencial y cinética del electrén  tenci:

de un 4tomo de hidrégeno en funcién del . i

Rimero cuintico n, suponiendo que el Sep Caneoinces de 18 serle de Baimer

lecrin so muve en Orbitas cireaares 0% PUCCATY {13, G ML 40

iplo 3.1). Evaluar los coeficien-
Representar los valores

calulados e i d  pare dlermi

nar su tendencia general a medida que

la energln total del electrén aumenta.

nivel superior para cada una de las lon-
gitudes de onda dadas.
32 Hallar la energla y la velocidad de 3 5 Cacular la diferencia de Jongitnd de

Fetroceso e un tomo de. hidrbgeno

Cumndo sue una tramiidn e esado {05 ',-;,‘5;;;;“*;- e e
1 emitiendo un fotén. A ritjo, resultante de las masas diferentes

pnmr da este resultado justificar la va- le estos &tomos.

Tdes de 1a suposicion hecha a escribir

la ec. (3.14). 3.6 ;Qué lineas del espectro del hidro-

0 0 la region visible del espectro

.3 Si la vida media promedio de un by

citado cxcitado del hidrégeno os del (Gnire 4000 Ay TO00A)2 1Oué lineas del

St On m shtciri cumap th (o on.  BISIIE Sitingar i sy Hidlpene et

y (b) en el estado n = 15,

inos e Cxperimentar 31 Mostar que paraun ol podernos

miparar catos nime.  usar Ias squivalencias 1 &
ToS con gl a uvnl\lcmnu que ha dado y 1 emr 98 x 10+ aV
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3.8 Suponga que Ud. estd repitiendo el
experimento de Franck-Hertz usando
como vapor hidrgeno_ atomico. Qué
lineas del espect idrogeno obser-
ey i b o e
trones fuera 12,5 eV?
3.9 (x) Empleando el método del ejem-
plo 3.1 calcular la frecuencia del movi-
miento circular do un electrén en el nivel
correspondiente al nimero cuéntico n.
(b) Calcular la frecuencia de la radiacién
emitida en la transicién del estado n al
n— 1. (¢) Mostrar que los resultados de
(@) y (b) concuerdan cuando n es muy
grande.

Podemos computar las funciones
de onda del momentum angular Yin(0, 2
usando la expresion Yin = NenPyi(cos 0)
€4, donde

o A4+1 (—m)
Nim =
" L @+ my
es Ia constante de normalizacion y P7(®)
es la funcion asociada de Legendre defi-
nida por

PO = (o —gys RO

PO = e @ 1)

son los polinomios de ngtndr!. Compu—

tar Yin para [ =0, 1y
con las exyr‘s&om: Pt AR vt eind
11 Demostrar que de acuerdo con su

Geiicion (ver- el problema 310), los
polinomios de Legendre son de grado [
¥ contienen sélo potencias pares o im-
Pares de § segin que [ sea par o impar.
12 Determinar por chlculo directo 8!
1as funclones de onda que spatscen an Ia
la 3-5 son Tancionts. propias de 1o
operldum @ L, (b) L2
313 Hacer un diagrama polar do | Yind®
paral =1y m =0, + 1 Repetir

las funciones angulares
comparar resultados.
814 Refiriéndoss a Ia definiclén do las
tunciones asociadas de Legendre dadas
en el problema 3.10, mostrar que su p
ridad es igual a (— 1)'*",  [Sugerencia:

s ph D3 Y Ph Y

Ver lo que ocurre cuando se reemplaza £
por — & en las definiciones de Pi(%) y de
PrE

315 En coordenadas estéricas, la ope-
racién de paridad - — = (0 %, y,

) o expoess Tediante Tn
transformacion 7, 0, 4 —>

—z, —y —3)

Ir para s funciones

que aparecen en la

S18° () Depiosizer gua'se posde sbts:
ner las funciones de onda angulares de la
abla 3-5 por medio de una combinacion
ineal apropiada de las tunciones de onda
de la tabla 3-4. (b) Expresar las funclo-

e onda de la tabla 3-5 en funcién
Gomp iy Ry 1uu_mmr 12 notacion
utilizada para las mismas.

3.17 Expresar

o

los operadores Li y Ly

obtener la expresién (3.23) para L%

818 Escribr la ecuscién radial (334)
para una particula libre (E = 0).
trar por susttucl

cién
aue Shtistacen las condiciones @ =0 par
= = (oon k)

Jir — con kr, do = . Escri-
bir la solucién completa ) para una
particula libre incluyendo ingu-
pral=0yl=1i [nlerpnl.r la

funcién de o combina:
o lmeat a¢ una onda eetércn entrante
y una saliente. [Nota: Se puede demos-
' Ia funcion de onda general do

Snid partinla Tibee de monsetive p

momentum angular orbital L =
=Vm+ 1) €5 dim = ji(kr) Yin(0, 4), don-

de ji(kr) se donomina funcidn esférica de
Bessel de orden L El estudiante debe
consultar un manual de matemitica p
investigar las funciones de Bessel, obte-
ner. I.{kr) Y I:(kr) Y melﬂr éstas con
Tos era parte de
e praniema 5 s acs e e
comprensién del mismo.]

3.9 Se puede demostrar que la funcién
de onda de una particula libre que se
mueve segin el eje Z con momentum Ak



se puede expresar en Ia forma
I
= 3 4@ ik Yoo

4Por qué s6lo las funciones con mi =
estin permitidas? jPor qué la P

primeros términos de la suma. (Ver la
definicién de j; en el problema anterior).

Las funciones de onda radiales del
itomo de hidrégeno estin dadas por

Ru(r) = Nue-*'% o L (),
donde ¢ = 2Zr/na, los L{ son los poli-
nomios asociados de Laguerre definidos
por

Lite) =

gy @
con
@
L(p) = @ 47 desl,

y Nui e5 la constante de normalizacién
dada pe

1t
m(n + DI
Esunm- Lndus lns funciones radiales para
mparar con as expre-
s\oncs dndas en |l tabla
358 Damostae qun o potaontos as-
clados do Laguerse defidos en 1 b
blema 3.20, son de Exto
Tmacstra que 8% - Verihear entonces 1a
regla de que para un n dac valor

w22
=

322 A partir de la informacién dada
Sl pronlema 5:20, demostrr que
funciones de onda radiales del hidrogeno

clule do esto que cuanto mayor e ol
r de I menos penctrante es la drbita.
azs Mostrar por sustituclén directa
es solucién de la ecuacion de

L inger radial.
3.24 Verificar que las funciones de onda
del momentum angular Yim(0, ¢) dadas
en la tabla 3-4 son ortogonales y estin
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normalizadas. (La condicon de artogo-
nalidad y normalizacion es
SR Yity Yewj a2 = 8 x,,.;,

donds: 40 <6 0d0d4 ¥ Ta e 1 )

en caso contrario).

¥ @
325 El elemento de volumen en coor-
denadas estéricas (fig. 3-26) s

4V = drds = 1 drdQ.

La probabilidad de encontrar un electrén
dentro de ese clemento de volumen es
14} dr d0. Verificar que la probabilidad
de encontrar el electrén dentro del cas-
e radios r y r + dr inde-
pendientemente de su posicién angular,
estd dada por |Ruirt dr. [Sugerencia:
Reemplazar ¢ por su expresion (3.18) ¢
integrar sobre todos los dngulos, utili-

ndo Ia condicién de normalizacion de
1os Yim dada en ¢l problema 3.24.]

y

X Figura 3-26

326 Usando el resutado del problema
precedente, hallar (a) la distancia mis
Probable y () la distancia promedio del
electrén al protén en el estado 15 del
hidrogeno. Gomparar con el radio de
Bohr de la 6rbita para n = 1.

3.27 (a) Utilizando el elemento de vo-
3.25, demos-

de las funciones de onda fums implica

que [ | Rutr® dr = 1. (b) Renncndnsn a
a 0g. 3-13, demostrar que el

cstd"por debajo e cads curva ¢ Igual

a uno, como lo exige Ia condicion de nor-
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‘malizacion. [Sugerencia: Considerar cada

pico como un tridngulo.

328 En los dtomos hidrogenoides o
o por

Valor medio de r estd dad
)
{1+ ;[1 e ]}

Caleular © para todos los estados con
n = 1,2y 3. Comparar estos valores con
loe Thdles ds Bobr correspondiontss.
Utilizando 7 como medida del tamano
de la 6rbita, disponer los estados nl en
orden creciente de distancia promedio
al niicleo.
329 Las funclones de onda, radiales
tienen uno o mas nodos, es decir, re-
giones en las cunles 1a probabilidsd de
Encontrar el clectron es cero, Hallar o1
valor de r para el cual ocurre esto en la
funcion de onda 2 de Ja tabla 3-6.
3.30 Usando la cc. (3.24) demostrar
que, Independientemente del momentum
angular, 4 funcion de ond radi
particula libre distancia del orl
gen e proporcional a e+v)r, donde
B[R De aqul que se pueds e
cribir I funcion de onda compl
1a forma (@), donde /0y depende
del momentum angular. Interpretar am-
bos signos.
aat F_mr(b las integrales r:
angulares necesarias para computar lov
clementos de matris de s = 1 ¢os  entre
los estados almi y n'Umi. Demostrar
que los clementos de matriz son nulos
ano ser que my = mj.
32 Eutimar ia corrccién wlativita
relativa AE,/Es para los niveles = 3
el dtomo ds Mdkigen
333 Analzar e desdoblamiento de los
niveles p, d y f de un dtomo con un
electrén como resultado del efecto rela-
ivsta [Sugeenca: ver el efemplo 3.0
3. rmioar In corcents elcica
del lectrn en lap tres primeras Grbta
o Rk ln =1,
e S oot o ipolar mag-
Pético del eloctron,
.35 Dibujar un diagrama de niveles de
energla para los estados 4t y 3 del i s
geno en presencia de un
Sico, Moskrar e en Ja transcion 47 534
el niimero de lineas espectrales es tres.
Si el campo magnético es 0,5 T, serin

rta,

P

observables las lineas teniendo en cuenta
que Ia resolucign de un_ espectrometro
es 100

336 Se puede obtener el valor de e/me
experimentalmente observando el etecto

5 0,620 x 100 He. yCuil o5
ia separacion en longitud do onda para
la linea del correspondiente
ala transicion n =2 a n Es I
separacién en longitud de onda para I
linea Ha(n n == 2) mayor, menor
o igual?
37 Lafuerza que un campo magnéti-
0 1o homogéneo % de gradiente d/dz
cjerce sobre un dipolo magnético de mo-
mento M es F = & M(d/dz). Si en
clerta regitn el gradiente es 1,5 x 10t T
ejerce
Sobre un electron debida & su momento
dipolar magnético de espin. Si un dtoma
de hidrégeno se mueve 1 m en direccién
perpendicular a ese campo, calcular el
desplazamiento vertical idad
el tomo de hidrogeno es 100 m 5.1 y el
espin del electrén es paralelo o antipa-
ralelo al campo magnético.
3.38 Un haz de dtomos de plata con
una velocidad media de 7 x 10 m s-
magnético o ho-

direccion perpendicular a la del o
iento de los 4tomos. Hallar la sepas
cion mixima de los dos haces que emer-
gen del campo. Suponer que el momento
magético mm de cada dtomo es 1 mag-
neton
33 muz» uﬂll de radiofrecuencia in-
ducird transicionesclectronicas e
que ¢l espin cambia de paralclo a anti-
paralelo (o viceversa) en un campo mag-
nético de 10 T?
340 chlendn uso de la ec. (3.39) ve-
rificar que son correctos los nimeros
dodos para el desdoblamiento eein-
Grbita de los niveles de energia del
drégeno mostrados on n 0. 533 Calow:
lar las mismas energias do desdobla-
miento para el He-
341 En ol ejemplo 3.8 se Indicb que Ia
interaccién espin-Grbita origina una pre-
cesion de L y de § alrededor de su resul-

3




tante J, que es constante. Demostrar
que en zne caso L. y 5. no pueden tener

¥ mu no son buenos mimeros cudnticos
mientras que m sf 1o es.
342 Analizar el desdoblamiento del

magnético es débil y (
tenso, respecto a la interaccién espin-
Grbita.

243 ‘Discutir el desdoblamiento de las

éste es débil respecto a la interaccién
espin-érbita.
344 La expresion relativista de la ener-
gia de una particula libre es B = mict +
+ptet. Eseribir la correspondiente ecua-
clén reltivista de Schro reempla-
ando p por su operador— AV (conforme
21a tabta 2.4). Esta ecuacién se denomi-
na ecuacién de Klein-Gordon. (a) Hallar
Ia solucién correspondiente a una parti-
cula libre que se mueve segin el eje X.
(b) Demostrar que para una particula
um angular nulo la fun-
ci(m de onda es -r/r, donde
= moc/h es 2 por la inversa de Ia lon-
§itud de onda Compton de Ta particul.
345 En el caso de una particula relati-
vista que se mueve con una energia po-

ten
E
puede eseribir esto en la forma(E—E,)*
mict+pie?, Escribir la correspondiente
ecuacion de Schrédinger para el itomo
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de hidségeno reemplaando » por su
operador — iAV (ver el problema 3.44).
(Nota: Esta sty d
mente m niveles de energla relativistas
del hidrégeno.]

346 Se pue le demostrar que la inter-
accién espin-orbita es

Est
donde Ey s la energia potencial debida
a la interaccién eléctrica con el nicleo.

Empleando el resultado

(]

e L b
@il + DA+
obtener la expresién del desdoblamiento
espin-6rbita AEs. dada en el ejemplo 3.7.
3.47 De acuerdo con el ejemplo 3.6, la
correccién relativista a los niveles de
energia de un dtomo con un electrén s
puede obtener computando el valor me-
dio de

P % Am(En — Ep)t
donds B exti dado por Ia férmula de
Balm Zetme,r es1a energia
pnlenn(ll del_clectrén. Usando los

]

=G’
obtener la ec. (3.26).



4

ATOMOS CON MUCHOS
ELECTRONES

4.1 Introduccién

42 Atomo de helio

43 Principio de exclusién

44 Estructura atomica

45 Acoplamiento L-S

46 Atomos con uno o dos electrones de valencia
47 Espectros de rayos X



4.9 Atomo de helio 155
4.1 Introduccién

Todos los dtomos — excepto el de hidrégeno y ciertos iones de elementos lige-
ros — contienen varios electrones. Por consiguiente, el problema del dtomo con
un solo electron estudiado en el capitulo anterior pareceria de poco valor préctico.
Sin embargo, comprender las propiedades del 4tomo con un solo electrén es muy
itil para analizar 4tomos con muchos electrones.

La peimens dlfcaltad con el itomo de muchos electrones s la imposiblidad
de describir el jento de cada electron porque, ademis de
considerar la interaccion eléctrica de cada electron con el nicleo, debemos con-
siderar las interacciones mutuas entre ellos. De este modo la energia potencial
de todo el dtomo es

o ze @

Ep= i o=, (.1

> Rir dregt +§m« Aney Wl
Hcrones pares

El iltimo sumando aun iento del movimiento de los elec-
trones, y en consecuencia no s posible considerar el movimiento de cada electron
independientemente del de los otros. Cualquier modifigacion en ¢l movimiento de
un electron debe, necesariamente, afectar el movimiento de los otros. Por lo
tanto, no podemos hablar de la energia de cada electron sino solo de la energia
de todo el itomo (0 ion). Por la misma razén, no podemos hablar de la funcion de
onda para cada electron, sino s6lo de la funcion de onda para el étomo completo.
El problema de muchos electrones no pucde resolverse exactamente; por lo
tanto se requieren ciertas estas
estudiando el tomo de helio.

qaswe

X

Electrén 2

Fig. 4-1. Un dtomo o on similar
al helio.

4.2 Atomo de helio

De todos los dtomos con muchos electrones, los mas simples son aquéllos con
dos electrones, tales como el on negativo del hidrogeno H-(Z = 1), el dtomo
de helio He (Z = 2), el dtomo de litio simplemente ionizado Li* (Z — 3), y asi
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sucesivamente. En este caso, la energia potencial de los electrones (fig. 4-1) es
ze ze &
E, T e “2)
Los dos primeros términos corresponden a la atraccion entre el micleo y cada
uno de los electrones y el iltimo a la repulsion entre los dos electrones. Ain para
este problema relativamente simple de solo dos electrones es imposible resolver
exactamente la ecuacion de Schrodinger y es necesario hacer varias aproxima-
ciones. Como la discusion matemitica de los dtomos como el helio esti fuera del
propésito de este libro, nos limitaremos a una descripcion fisica, seguida por una
breve acplicacit en el dmplo 42 de clmo so calela I snegis.
rime n, podemos ignorar el ltimo término (o sea la inter-
accion electron-electrén) en la cc. (4.2). Esto equivale a suponer que cada clec-
tr6n se mueve independientemente del otro. Por cllo, esta aproximacién se llama
modelo de_particulas Por el de cada
electrén puede ser descrito por funciones de onda hidrogenoides del tipo
Ynimy = Roulr) Y5, 4), especificadas por los nimeros cuinticos orbitales n, 1,
m. La del 4tomo se obtiene anadiendo términos que tengan la forma
de la ec. (3.5), eto es, E = — RhcZ?n, un término por cada electron. Luego, en
el caso del He la energia del i
n = 1 (si hacemos Z = 2¢nlaer,.3.5)umE“.
Sin embargo, el valor experimental es Exie = — 78,98 V. De este modo nuestra
aproximacién de primer orden da un valor demasiado bajo para la energia. Esto
se debe a que hemos despreciado la repulsion entre los dos electrones, que tiende
a elevar la energia del dtomo. Podemos mejorar nuestra aproximacion conside-
rando la perturbacién del movimiento electrénico causado por la interaccion mutua
de los dos electrones. Se obtiene un sensible mejoramiento en los calculos consi-
derando que cada electron se mueve no solo en el campo central el miicleo sino
también en un campo central promedio producido por el otro electron. De este
modo el efecto neto aparente de cada electron sobre el movimiento del otro es
reducir la carga del micleo en una cierta cantidad. La energia del dtomo en el
estado fundamental se puede escribir entonces en la forma

E = 2AZ — ) En,

donde Ey = —13,6 eV (la energia para el movimiento de los hidrogenoides)
y oS es la constante de pantalla que para el estado fundamental del helio debe
tener el valor 0,32 para estar de acuerdo con el valor observado de Exe. Esto
es, el efecto pantalla e cada electron sobre el otro es cerca de un tercio de la
carga del electron.

Para ayudar nuestra discusion, sefialemos los electrones con 1y 2. Como en
nuestra primera aproximacion supusimos que los electrones se movian indepen-
dientemente el uno del otro, la probabilidad de encontrar el electron 1 en una
posicién dada y al mismo tiempo hallar el electron 2 en otra posicion también
dada es el producto de la distribucién de probabilidad para cada electron, de-
bido a que los dos eventos no estin relacionados, esto €s, Patomo = P()P(2).
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Concluimos entonces que en el modelo de particulas indepéndientes la funcién
de onda del atomo debera ser el producto de las funciones de onda para cada
electron.* Si designamos los nimeros cudnticos orbitales nlm; del electrén 1 por a
y los del electron 2 por b, debemos escribir entonces

Yatomo = ba(1) 45(2), @“3)
con 1o cual resulta una distribucién de probabilidad
|4atomol* = | 4aD)4s* = [4a(DI 4" “4

Debido al movimiento de los electrones, el campo central promedio que un
electron produce sobre el otro se aparta del campo coulombiano 1/r producido
por el niicleo. Obviamente, esto requiere una ligera modificacion de las funciones
de onda Ja(1) y 4(2) que ya no son idénticas a las funciones de onda de los hi-
drogenoides. El cambio afecta la parte radial Ry pero no la angular Yy, de la
funcién de onda, debido a que la fuerza resultante sobre cada electron es ain
una fuerza central. Usando técnicas matemiticas apropiadas podemos optimizar
la funcion de onda del clectron y obtener asi los niveles de energia del dtomo
con una precision relativamente buena.

Empero, atn cuando las funciones que aparecen en la ec. (4.3) sean optimi-
zadas de este modo, la expresion para la funcion de onda del dtomo no puede
ser correcta. La funcion de onda (4.3) dice que el electron 1 estd en el estado a
y ¢l 2 en el estado b. Pero la funcion de onda

datomo = Ya(2)¥a(1), “5)

correspondiente al electron 2 en el estado a y al electron 1 en el estado b, debe
representar un estado de la misma energia que la funcion de onda de la ec. (4.3)
y describir ¢l estado del dtomo tan bien como la ec. (4.3). Se denomina degene-
racion de intercambio al hecho de que las funciones de onda dadas por las ecs. (1.3)
y (4.5) corresponden a la misma energia.

Ahora bien, los eleclrones son idénticos e indislinguibles y todo lo que podemos
decir es: en el dtomo un electrén esta en el estado a y el otro en el estado b. Esto
requiere que la funcion de onda ditomo sea tal que | Ystomof? (que da la distribucion
de probabilidad de ambos electrones) sea simétrica con respecto a los dos elec-
trones, de tal manera que ambos desempefien el mismo papel. Ni la funcién de
onda del atomo dada por la ec. (4.3) ni la dada por la ec. (4.5) llenan estos requi-
sitos. Se puede obtener una adecuada funcion de onda para el dtomo (incorpo-
rando el hecho de que los electrones son indistinguibles) haciendo combinaciones
lineales apropiadas de las ecs. (4.3) y (4.5), tales como

Yatomo = Ya(1)$6(2) £ da(2)¥s(1)- “.8)

El estudiante puede observar que en ambos casos la expresion | Yatomo|® s simé-
trica con Tespecto a ambos electrones. La informacion contenida en las funciones
dadas por las ccs. (4.3), (4.5) y (4.6) esti esquemdticamente expresada en la fig. 4.2

* Esta conclusién también se deduce de un modo sencillo a partir de la ccuacién de Schrédinger
un sistema de particulas independientes.
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Estado p—— QO ———O———— ————O———
3 3 >Unn u otra
! 2 electron
Estado _n— ————
Vb)) V=va2all) ¥ =Va(1)6(2) £ ¥2VRl1)
Figura 4-2

En consecuencia llamaremos a las funciones de onda dadas por la ec. (4.6)
funciones de onda orbilales, ya que describen el comportamiento espacial u orbital
de los electrones en un dtomo, sin hacer referencia al espin. Las dos funciones
orbitales de la ec. (4.6) son muy diferentes en cuanto a la funcion de onda orbital
con el signo positivo

¥s(ls 2) = 4a() ¥ + %@ UD). @n

es simélrica con Tespecto a los dos electrones y no varia si éstos se intercambian;
esto es, 4s(1, 2) = 4s(2, 1). Por otra parte, la funcion de onda orbital con signo
‘menos

Ya(l, 2) = da(1)46(2) — 4a()9s(1), “8)
es antisimélrica con respecto a los dos elwznnes y cambia de signo si éstos se
intercambian, esto es, ba(l, 2) = — $4(2,

Esta caracteristica de simetria se reﬂe]n en otra propiedad importante: la
energia del dtomo asociada con ¢s no puede ser la misma que la energia corres-
pondiente a ya. Observemos que si los electrones 1y 2 estin muy cerca uno del
otro los dos términos que componen ambas funciones son casi idénticos, y por
consiguiente 4,4 es muy pequeiio o cero. Luego la funcion de onda antisimétrica g4
describe un estado en el cual los electrones nunea estin muy cerca y en conse-
cuencia tienen en promedio una energia de repulsion relativamente pequefia.
Por otra parte, la funcién de onda simétrica ¢ no excluye la posibilidad de que
Ios electrones puedan estar muy juntos en ciertos instantes, y en consecuencia
el promedio de energia de repulsion en el estado descrito por ¢s es mayor que el
de 44 Concluimos entonces que:

Los dfomos como el helio pueden estar en dos estados diferentes, con
funciones de onda orbitales s y a del dlomo, correspondientes al
mismo conjunto de niimeros cudnticos orbitales a y b asignados a los
dos eleclrones en el modelo de particulas independientes.

En otras palabras, un atomo de dos electrones tiene dos conjuntos de estados
estacionarios y niveles de energia, uno descrito por funciones de ondas orbitales
simétricas y el otro por funciones de onda orbitales antisimétricas. Este efecto
puramente cudntico es una consccuencia del hecho de que los electrones son
indistinguibles.

La sola excepcion a la proposicién anterior es el caso en el cual los dos con-
juntos de nimeros cudnticos orbitales son idénticos; esto s, a = b. Entonces
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94 = 4a(1)4a(2) — %a(2)4a(1) = 0. Por lo tanto, cuando los dos electrones ticnen
el mismo conjunto de nimeros cuinticos orbitales, solo el estado orbital simétrico
es posible.

Hasta aqui hemos considerado solo funciones de onda que describen la dis-
tribucion espacial de los electrones. Una descripcion completa del estado del
itomo requiere que tomemos en cuenta el espin de los electrones. Cada electron
tiene un espin de 3. El espin de un electron puede ser paralelo o antiparalelo al
espin de otro, dando un espin total de uno (S = 1) 6 cero (S = 0).* Los estados
de espin con S = 0 se llaman singletes porque se pueden obtener de una manera
tnica (singular), como se ilustra en la fig. 4-3. Sin embargo, cuando S = 1, el
veetor espin resultante puede tener tres orientaciones en el espacio, que corres-
ponden a Ms = + 1,0y — 1. Estos estados se muestran por medio de diagramas
en la fig. 4-3. Por consiguiente, los estados de espin con S = 1 tienen tres fun-
ciones de onda de espin y se denominan (ripletes.

Se puede probar que la funcion de onda del espin total del estado singlete
(S = 0) es antisimélrica con respecto a los dos electrones, mientras que las tres
funciones de onda del espin total del estado triplete (S = 1) son simélricas con
respecto a los dos electrones. Estas funciones de onda de espin s expresan me-
diante las funciones de onda de espin de un electron y. introducidas en la sec-
cion 3.7 de acuerdo a

1= g L@ — 1@l
(D2,
2= ]‘fz (@) + 24O

22,

Para cada funcion de onda se ha dado el valor de Ms = my, -+ myy correspon-

diente a la componente S; del espin total; 1/J'2 es un factor de normalizacion.

Obsérvese que las funciones de onda corresponden a las situaciones descritas en
Ia fig. 4-3. En resumen, tenemos

Estado singlete (5 = 0): funcion de onda antisimétrica de espin xa,

Estado triplete (S = 1): funciones de onda simétricas de espin xs.

La funcién de onda total del 4tomo se obtiene combinando la funcién de onda

orbital, dada por ¢s 6 ¢4y la funcion de onda de espin, dada por xs 6 x4; esto es,

= (funcién de onda orbital) X (funcién de onda de espin).

Es evidente que la simetria de ot depende de la simetria de cada uno de los
factores, y como hay dos clases de funciones de onda orbitales y dos clases de
funciones de onda de espin, resultan cuatro posibles combinaciones entre ellas.

9

—1

o Les yulors do los mémeres cokaticns parn ol mammetum anguer orbital tota, g ttal
© sus componentes se designan con letras maydsculas. \des correspondientes
Sicctrones tndividuales se designan con letras mindsculas.
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Fig. 4-3. Estados de espin para un sistema de dos clectrones.

Ahora bien, un examen de los niveles de energia el dtomo de helio revela que
los estados descritos por funciones de onda ys orbitales simétricas son siempre
singletes (S = 0) y por lo tanto corresponden a funciones de onda x4 de espin
antisimétricas, mientras que los estados descritos por funciones de onda ¢ orbi-
tales antisimétricas son siempre tripletes (S = 1), y de este modo corresponden
a funciones de onda s de espin, simétricas. Parece entonces que los tinicos estados
permitidos en la naturaleza son

funcion de onda funcién de onda
Yo = (orbml x (dz espin )—~ ¥s x4

simétrica antisimétrica
6 singletes,  (4.10)
funcién de onda funcién de onda
totar = | orbiital x | de espin =dars
antisimétrica simétrica
tripletes.  (4.11)
En un caso o en el 0r0 {uotar €5 antisimétrica, ya que es el producto de un factor

simétrico y uno antisimétrico. Esta es una conclusion de mucha importancia
que se puede establecer en forma general para cualquier nimero de electrones
como sigu

La funcién de onda total de un sistema de electrones debe ser anti-
simétrica.

Lo que implica esta proposicion con respecto a los dtomos con muchos electrones
seré cuidadosamente analizado en la proxima seccion. Ahora discutiremos bre-
vemente como afecta a los niveles de energia de atomos como el helio.
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Fig. 44, Niveles de energia del helio, mostrando algunas transiciones.

La fig. 44 muestra los niveles de energia del helio cuando uno de sus elec-
trones estd en el estado fundamental 1s (nimeros cuinticos orbitales n = 1,
1=0, m=0) y e otro estd en el mismo estado o en un estado excitado. Los
niimeros cudnticos orbitales del electron excitado aparecen en Ja parte superior
de la figura designados ns, np, nd, etc. Los valores de la energia se dan con res-

to al estado fundamental. También se muestra algunas de las posibles tran-
siciones. Los dtomos con S = 0 constituyen el parahelio y aquéllos con S =1,
el ortohelio. ow.m. que entre Im .smm singletes y los mplezes 1o se indican

rque mvnlncrln un

reordennmlento del enpin, o euad serin panbll oo ublare! umezas
dependientes del espin, Do eate modo, va clario seatid, podemios coskdsrar o1
ortohelio y el parahelio como dos gases diferentes. La proporcion de dtomos de
cada clase es tres a uno. Observar que el estado n — 1 existe s6lo cuando S = 0,
porque en este estado ambos electrones tienen necesariamente los mismos ni-
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meros cuinticos orbitales y en consecuencia la funcion de onda orbital debe ser
simé

Cada estado del &tomo del helio se designa por una letra mayiscula S, P, D,
F, etc., correspondiente a un momentum angular orbital total del 4tomo (que ¢s
1a suma del momentum angular orbital de los dos electrones) igual a 0, 1, 2, 3, etc.
En cada uno de los casos ilustrados en la fig. 44, ¢l momentum angular orbital
total es igual al momentum angular orbital del electron excitado, ya que el otro
electron tiene un momentum angular orbital igual a cero. El nimero escrito en
Ia parte superior de cada letra S, P, D,... da el valor 25 + 1 6 multiplicidad,
el cual es igual a 1 para los estados singletes y a 3 para los estados tripletes.

Debido a la interaccion espin-orbita, los estados tripletes consisten en tres
niveles muy cercanos correspondientes a las tres posibles orientaciones del espin
total con respecto al momentum angular orbital total. Esto se llama estructura
fina y no aparece indicada en la figura. Los estados S no tienen evidentemente
ninguna estructura fina. Ademds de los estados que se muestran en la fig. 44,
puede haber otros muchos estados estacionarios, en los cuales ambos electrones
estén excitados. Sin embargo, no los estudiaremos aqui.

BJEMPLO 4.1. Normalizar las funciones de onda ¢s y ¢ dadas por las ecs. (4.7)
¥ (4.8).

Solucins Designemos bien ¢s o bien ¢4 por ¢, Entonces, considerando que la inte-
gral es sobre las coordenadas de ambos electrones, tenemos

Jorvar = [ [ (4200 £ @ED1W0DRE £ W] ds,

= [ rum s [ 5@

+ [ wwna s [ wewe ¢,

= [ R0 a5 [ 1NN dn

[ R a5 [ 20 dn
Sin embargo, como las funciones propias da y ¢ son ortogonales (recordar Ia cc.

@:41)), tenemos que

[ 9200 ds = [ 42w ds -
Ademis, las funciones propias ftdn normalizadas, esto es,
[, 20000 e = [ 4304000 d0
Por consiguiente encontramos que [¢*y ds = 2. Esto prueba que las funciones
s ¥ Ya no estin normalizadas. Para normalizar las funciones de onda es suficiente

Mmltiplicarlas por ol factor 1/}, dando

[$a(1)43(2) + $a(29a(D)]

d,2) =
1

12

a1, 2) = 75 [Ha()d(2) — da2)da(1)]-
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Esto explica también el factor 1/}Z que aparece en la funcién de onda de espin,
ec. (1.9).

EJEMPLO 4.2. Céleulo de la energia del tomo de helio usando las funciones de
onda normalizadas (4.12).
Setmtios 1 opera o ol Tlal parac! 4tomo de helio puede ser eserito
en la forma H = H,

2¢
Tren

son los hamiltonianos para cada electrén en el campo coulombiano del nicleo y

y N.z—fv:

T amen

Hyy = eftnar,
corresponde a la interaccion entre los dos electrones. Observar que

Hia(i) = Eu() ¥ Halo(i) = Esial), 1 =1,2,
donde E. y E» serian la energ!a de cada electrén sl IE desprecxm su interaccién
con el otro. Por lo tanto (H, + Hyy = (Ea + E)y, donde ¢ se reflere a cualquiera
de nciones de onda normalizadas ¢s 6 b4 ﬂn(dns por la ec. (4.12). De este
modo podemos nhtener la energfa del atomo de hel(o usando la ec. (2.50), esto es,

E = [yHyde = Bt Bt [ pHuyan

Un célleulo directo, recordando las formas normalizadas de ¢s y ¢« dadas en la
ec. (4.12), da

JeHapas—c ek,
donde

€= [ [ o e ds @) sy

K= [ [ 5o 00 580w

Por consiguiente
E=E +E+CxK

Obtenemos ast dos valores posibes para la encrgfa que corresponden, respecty
e, a I fancldn de onda simétrica ¢s slgno positivo) y a a funcitn do ond
simétrica d. (signo negativo). Como s puede probar que K es positiva, el estado
esctto P 4t Hiene, Shergla menoF e 1a correspondionte g (slendo 8K Ia dite-

rencia), de acuerdo con nuestra discusion intuitiva previa. La cantidad C se llam
integral de ela 1 Jotapaecits dedos agn cicctrones, suponlondo
que estdn distribuidos con densidades eléctricas — elda(D* y ps = — elba(P,
Fespectivamente. La cantidad K, se lama iniegral de intereambio, 44 1a energia de
interaccion de cargas con densidades

pi=— b)Y f = — e @d(2):

e término no tiene explicacién cldsica; es un efecto cudntico puro que resulta
de la identidad de los clectrones. El cdleulo de C y K es un proceso por demds tedioso
porque las variables no estdn separadas debido a la presencia del {actor ry.
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4.3 Principio de exclusién

La discusion del dtomo de helio y similares hecha en la seccion precedente ilustra
la clase de razonamiento que se debe aplicar en el estudio de los dtomos con
muchos electrones. Como punto de partida razonable, usemos de nuevo el mo-
delo de particulas independientes y consideremos que cada electron se mueve en
el campo eléctrico atractivo producido por el icleo mis ¢l promedio del campo
eléctrico de repulsion debido a los otros electrones. Por consiguiente podemos
describir el estado dindmico e cada electron por los cuatro nimeros cudnticos:
n, I, m y my.* Los tres primeros nimeros cuénticos dan el movimiento orbital
y el cuarto la orientacion del espin. La energia del movimiento orbital depende
5610 de n y 1,y de este modo cada estado electrénico se identifica con el simbolo nl.

e T T T T T T T T

P N
z
£15 §
]
H
H Heg Rn
et 1
%
§ -
4 sb ki 4
| \ | , | .
0 N T - SR R TN 0

Nimero atémico, Z

Flg. 4-5. Energia de ionizacién de los elementos en funcién del niimero atémico.
4

Todos los electrones que tienen los mismos nimeros cudnticos nl se laman equi-
valentes. Fl estado completo del 4tomo se especifica indicando el nimero de elec-
trones equivalentes en cada estado nl, o que se denomina una configuracion.
Si hay  electrones en el estado nl, esto s indica por nl%. Por ejemplo, la confi-
guracion del estado fundamental del helio es 1s* y la primera configuracion
excitada es 1s 2s.

El modelo e particulas independientes suministra una aproximacion excelente
cuando se combina con otro principio que explicaremos ahora. Se sabe que los
elementos quimicos presentan ciertas regularidades en sus propiedades fisicas y
quimicas. Estas propiedades se repiten en elementos diferentes en forma més o

algunos &tomos el efecto espin-Grbita es suflcientemente fuerte como para requerir el uso
e e o st s Yoo
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‘menos ciclica, y ciclos sucesivos o periodos se completan en los Rmeros atomicos
Z =2, 10, 18, 36, 54 y 86, correspondientes a los llamados gases nobles: helio,
neén, argon, criptén, xenén y radén. Los gases nobles se caracterizan quimica-
mente por la débil o casi inexistente capacidad de entrar en combinacion con
otros clementos. La periodicidad en las propiedades de los elementos se ejem-
plifica de un modo directo por las energias de ionizacion, como se ilustra en
Ia fig. 4-5, donde vemos una tendencia que més o menos se repite después de
cada gas noble.

Los quimicos del siglo x1x ya notaron esta periodicidad; el cientifico ruso
Dmitri Mendeléev propuso en 1870 su célebre clasificacion periodica de los ele-
mentos en ciclos o periodos compuestos de ocho elementos cada uno. Esta clasi-
ficacion, sin embargo, no es funcional y algunos elementos, tales como los ele-
mentos de transicion y las tierras raras, no entran facilmente dentro de este
esquema simplificado.

Estas regularidades en las propiedades atomicas sugieren cierta periodicidad
en el movimiento de los electrones en el dtomo, Para explicar estas regularidades
el fisico suizo Wolfgang Pauli (1900-1958) propuso, alrededor de 1925, una nueva
regla que se ha llamado desde entonces principio de ezclusidn. Este principio no
s6lo explica el comportamiento fisico y quimico de los elementos de una manera
simple y elegante sino que también correlaciona otros muchos hechos experimen-
tales ¢ importantes de la estructura atomica. Usando el modelo de particulas
independientes el principio de exclusion de Pauli establece que

dos electrones en un dlomo no pueden fener el mismo conjunto de
nitmeros cudnlicos.

Esta regla importante es equivalente al principio més general que se introdujo
en la seccion 4.2 que establecia que
Pl
%a funcién de onda total de un sistema de electrones debe ser anti-
simétrica.

Se puede considera esta forma como una alternativa mis general del pnnupm
de exclusion. Una simple revela que la

Ia funcién de onda implica la valioes del principio de exclusion como se expusa
en el primer enunciado. Sin embargo, la antisimetria de la funcion de onda total
es un enunciado mis general que se aplica ain cuando el modelo de particulas
independientes no sea una aproximacion adecuada.*

Tustraremos a continuacion un modo simple de escribir una funcion antisi-
métrica usando el modelo de particulas independientes. Supongamos un dtomo
con N electrones. Designemos por una letra minscula (digamos a) todos los
niimeros cuinticos orbitales y de espin n, I, my, m,, de un estado dado de par-
ticulas independientes del dtomo. Entonces, una configuracion en la cual una

* L prncilo de antisimetria de 1 fancion do onda totalse apica no 6l os clctrons sino

también a otras part und: les, tales como protones y neutrones. ias par-

e dacies o funeiones 45 onda totales anilcofiricas 13 denominan formioncs, por
tes que se explicardn en el capitulo 13.
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particula se encuentra en el estado a, otra en el estado b, y asi sucesivamente,
se puede expresar por una funcion de onda en forma de determinante:

4a() %) 4B

a0 W@ ) ¥
L T R s

Esta funcién de onda es antisimétrica, porque intercambiar dos electrones (diga-
mos 1y 2), equivale a intercambiar dos columnas y entonces el determinante
cambia de signo. Por otra parte, si dos electrones tienen el mismo conjunto de
nimeros cudnticos (digamos a — b), el determinante resulta con dos columnas
idénticas y por lo tanto es idénticamente igual a cero. Esto prueba la equivalencia
incipio de exclusion cuando se usa el modelo de par-
ticulas independientes. El factor 1/} NT es solamente para normalizar la funcién.

Como ejemplo concreto, consideremos la funcion yxs, donde ¢4 estd dada
por la ec. (4.12) y xs por la ec. (4.9) con Mg = 1. Entonces

V= bars = T/ T4a()4(2) — 4a@ o (D]s(Ds @)
1) 4a@e@)]
T2 ) @l

Este es un determinante del tipo de la ec. (4.13) con N = 2, excepto que las
partes orbital y de espin do las funciones de onda de particulas independientes
se indican separadamente.

4.4 Estructura atomica

Consideraremos ahora como podemos usar el principio de exclusion de Pauli para
minar la_configuracion electronica de los atomos. Calculemos primero las

‘momentum angular L Esto dard el nimero méximo de electrones que se pueden
acomodar en el estado nl. Sabemos que para cada valor de I hay 21 + 1 valores
de m, y para cada par I, m; debemos tener el electron con el espin hacia arriba
o hacia abajo (m, = + 3). Luego, el méximo nimero de electrones que se puede
acomodar en el estado nl sin violar el principio de exclusion es 2(2L + 1). Esto
se indica explicitamente en la tabla siguiente.

Momentum angular, I: 01 2 3 4
Simbolo: sp d f g
Nimero de ocupacion, 2(21 +1): 2 6 10 14 18
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Entonces, al pasar de dtomos con Z — 1 hasta Z = 92 (y mayor), los electrones
van ocupando los estados de energia mds bajos disponibles, llenando cada uno
hasta ¢l méximo numero permitido por el principio de exclusion. Una vez que
un estado nl ha recibido su cuota completa de electrones, comicnza a llenarse
el proximo.

E1 orden en el cual se llenan los estados al sucesivos se indica en Ia fig. 4-6.
En algunos dtomos pueden presentarse ligeros cambios, pero en general el orden

que se sigue es el indicado. Observamos en primer lugar ciertas “brechas de ener-
gl eatn o, reglones donde In dllcrancia de enexgl entre dos cotados o aiveles
e mayor que I que existe entre niveles por debajo del mis bajo o por encima
del superior. Las brechas de energia apa- e Ui 6
recen entre 1s y 2s, cntre 2p y 35, 3p ctrones
yds, 4p y 5%, y asi sucesivamente, Los Designacién  Electrones al compltarse
hiveles de energia agrupados entre dos 01 Vel en 1t <apn
espaciamientos constituyen una capa.*
Cada estado nl constituyente de una
capa se llama subcapa. E nimero mi-
ximo de lcttones n capas sucsives

=2,
10, 18, 36, 54 y 86, que son e gases
nobles tal como lo exige la evidencia
experimental. Quizé haya otro gas noble
en Z = 118, pero no se ha hallado en la
naturaleza ni se ha producido artificial-
‘mente un Mnmo con tan elevado ni-

mero atémico. F

En Ia tabla 4-1 se da 1 configuracion 2
electronica del estado fundamental de pus
los dtomos de diversos clementos qui- 5.

micos.
Es instructivo ver més _detallada-
mente como estin constituidos los 10 ctura_en capas de los
rimeros elementos. Esto se muestra iveles de energia atémicos.
en el diagrama en blogues de a fig. 7.
tienen un bloque para. elect
¥ las subcapas p tres bloques (m; = + 1, 0, — 1) para acomodar seis electrones.
Se debe observar que para llenar una subcapa p, siempre hemos colocado tantos
electrones con espines paralelos como es posible. Esto se debe al hecho experi-
mentalmente conocido de que

el espin resullante del estado fundamental de los dtomos tiene el
mizimo valor posible compalible con el principio de exclusion,

Lot spsctroscpistas wsan también of término eapa pars deaignar todos los ctados o lov
tomos con mucho cesironss corespandientes ol mimo 1. En ese sentid, stados con

 Constituyen as capas K, L, . Esta ¢s la misma terminologia que se
00 o8 2 capital 5 para o hemmos oon i 10 clatiin.



TABLA 4-1 Configuracién electrénica do los &tomos *
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* Los stmbolos quimicos entre corchetes indican las configuraciones equivalentes de los res-
tantes electrones que ocupan las capas llenas. Las configuraciones entre paréntesis son inciertas.
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Fis. 2. Conflguraciones elctréricas del estado fundamental de los diez prmmeros
clementos, mostrando c6mo se forma

resultado conocido como regla de Hund. Esta propiedad se puede explicar como
sigue. Sabemos por nuestra discusion del dtomo de helio, que el estado funda-
mental debe ser aquel en el cual la repulsion de los electrones sea lo mis pequeiia
posible y esto requiere una antisimetria mixima en la parte orbital de la funcion
de onda. Como Ia funcion de onda total debe ser antisimétrica; concluimos que
al estado fundamental corresponde la simetria mixima de la funcion de onda
del espin, lo cual ocurre cuando los espines de los electrones son lo mds para-
Ielos posibl

Hay otros aspectos interesantes que merecen mencionarse en relacion con
la fig. 4-7. Por ejemplo, el hidrogeno tiege un solo electrén 1s y el litio un solo
electron 25, pero en el dtomo de litio el dlectron 25 tiene a su disposicion los ni-
veles 2p que estan relativamente cerca, ademds de tener una energia de ionizacién
menor (5,5 €V comparada con 13,6 eV para el hidrogeno). Estas diferencias ex-
plican el comportamiento definidamente metdlico del litio, que no presenta el
hidrogeno. Anlogamente, el helio y el berilio tiencn completos los niveles 1s
7 28 respectivamente. Sin embargo, el hello es un gus noble, mietras que el
10 1o es. Esto se debe a que uno de los electrones 2 en el atomo de berilio
pu:de ser excitado al nivel 2p vecino, con lo cual resulta el estado excitado que
se muestra en la fig. 4-8, el cual corresponde a la valencia 2 observada en los
compuestos de berilio.* Esta excitacion necesita una energia de cerca de 2,7 eV,
‘mientras que en el caso del helio la energia minima de excitacion es de 20 eV apro-
ximadamente. Anilogamente en el caso del boro, el primer estado excitado se
puede obtener moviendo un electrén 25 al estado 2p, como se ilustra en la fig. 48,
1o cual requiere una energia de 3,6 eV. Este estado explica la trivalencia o
boro. La situacién en los 4tomos de carbono, oxigeno y nitrégeno es més co
plicada porque se puede producr nucvos estadas excitados reasientando el captn

* El concepto de valencia y de enlace quimico serd estudiado en el capitulo 5.
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::.n 4-8. Configuraciones electrénicas excitadas del berilio, boro, carbono y nitré-

y los momenta angulares de los electrones p. En la figura 4-8 se muestra un es-
tado excitado particalarmente importante del mrbo"nz, el cual explica Ia tetra-
valencia del carbono en muchos de sus compuestos.

Podemos resumir nuestro andlisis diciendo que las propiedades quimicas y
fisicas de un elemento quimico dependen de la configuracion clectrénica del estado
fundamental, asi como la de los niveles excitados vecinos. Por ejemplo, o que
caracteriza un gas noble es que estd compuesto de capas completas y que, para
excitar uno de sus electrones, se equiere una energia comparativamente grande
debido al gran espaciamiento de energia que separa los ultimos niveles completos
del primer nivel desocupado. Por otra parte, dtomos como el litio, sodio, pota-
sio, etc. —con Z = 3, 11, 19, ... — estin compuestos de capas cerradas mis un
electron en el primer nivel por encima de una brecha e energia. Asi ¢l litio tiene
una capa K completa y un electron 2s; el sodio tiene las capas K y L completas
¥ un electrén 3s, y asi sucesivamente. El ultimo electrén no esti fuertemente
ligndo y determina el comportamiento metilico de estos elementos. Cuando
aumenta el nimero de electrones que quedan mis alli de la ultima capa com-
pleta, la situacién se hace mis y més compleja,

4.5 Acoplamiento L-S

El momentum angular total de un itomo es una propiedad muy importante
porque determina (entre otras cosas) las propiedadé®®magnéticas del atomo y
las probabilidades de transicion en los procesos radiativos. Si el dtomo estd ais-
lado, su momentum angular total es constante. Lo designaremos por el nimero
cuntico J tal que

JE= I+ D .14
La componente Z de J se determina por €l nimero cuintico M tal que

J.=Mh “.15)
con

M=xJ, (=D (*.16)

A cada configuracion electronica pueden corresponder varios valores posibles
de J, cada uno asociado con una energia diferente del dtomo. Un problema im-
portante de estructura atomica es la determinacion de los valores permitidos
de J y las correspondientes funciones de onda para cada configuracion.
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Pig. 4-8. Configuraciones electronicas excitadas del berilio, boro, carbono y nitré-
geno.

¥ los momenta angulares de los electrones p. En la figura 4-8 se muestra un es-
tado excitado particularmente importante del carbono, el cual explica la tetra-
valencia del carbono en muchos de sus compuestos.

Podemos resumir nuestro andlisis diciendo que las propiedades quimicas y
fisicas de un elemento quimico dependen de la configuracion electrénica del estado
fundamental, asi como la de los niveles excitados vecinos. Por ejemplo, 1o que
caracteriza un gas noble es que est compuesto de capas completas y que, para
excitar uno de sus electrones, se requiere una energia comparativamente grande
debido al gran espaciamiento de energia que separa los ultimos niveles completos
del primer nivel desocupado. Por otra parte, dtomos como el litio, sodio, pota-
sio, etc. —con Z = 3, 11, 19, ... — estin compuestos de capas cerradas més un
electron en el primer nivel por encima de una brecha de energia. Asi el litio tiene
una capa K completa y un electron 2s; el sodio tiene las capas K y L completas
y un electron 3s, y asi sucesivamente. El ultimo electron no esté fuertemente
ligado y determina el comportamiento metdlico de estos elementos. Cuando
aumenta ¢l nimero de electrones que quedan mas alli de la iltima capa com-
pleta, la situacion se hace mis y més compleja.

4.5 Acoplamiento L-S

El momentum angular total de un atomo es una propiedad muy importante
porque determina (entre otras cosas) las propiedades magnéticas del atomo y
las probabilidades de transicion en los procesos radiativos. Si el dtomo estd ais-
lado, su momentum angular total es constante. Lo designaremos por el numero
cudntico J tal que

JT= I+ DR “.14)
La componente Z de J se determina por el nimero cuintico M tal que

J.=Mh .15)
con

M=+J, £(J—1,... (4.16)

A cada configuracion electronica pueden corresponder varios valores posibles
de J, cada uno asociado con una energia diferente del dtomo. Un problema im-
portante de estructura atomica es la determinacion de los valores permitidos
de J y las correspondientes funciones de onda para cada configuracion.
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Un método de hacer esta determinacion es el llamado_acoplamiento L-S o
Russell-Saunders. Usando el modelo de particulas independientes con funciones
de ondas dadas por a ec. (4.13), en la cual cada estado electronico se caracteriza
por los nimeros cudnticos n, I, my, y m,; podemos primero encontrar el momentum
angular orbital total del dtomo tal que L= %Ly y L = 5 L. Si L y My,
son los nimeros cudnticos asociados con L? y Ly, entonces

LP=LLA+W, L=Mh My==+L £(L—1),...,

(17)

con My, = E;my. A una configuracion dada pueden corresponder varios valo-

res de L, dependiendo de Ia orientacion relativa de los vectores L. Andlogamente,

el espin total del dtomo esti dado por S = X, S¢y S; = i Syi. Si Sy Ms son
los niimeros cuinticos asociados con S* y S, entonces

S=SES+ N S=Msh,  Ms=+8 £(E—1),...

(1.18)

con Mg = E;my. De nuevo, a una configuracion dada pueden corresponder

varios valores de S, dependiendo de la orientacion relativa de los vectores ;.

Una vez hallados L y S, el momentum angular total para la configuracién

estd dada por J = L + S. Los valores posibles del nimero cuintico J (que
dependen de la orientacion relativa de L y ), son

J=L+S8 L+S—1,...,[L—8. (1.19)

Estos procedimientos se ilustran para tres electrones en la fig. 4-9. Se supone

que los vectores L, y 8, precesan alrededor de sus resultantes L y S, respec-

tivamente. A su vez, L y § tienen movimiento de precesion alrededor de oJ.
El estado de un dtomo se caracteriza por un conjunto

de nimeros cunticos L, S, J. Los estados de una con-

figuracion con el mismo L y S constituyen un (érmino. i
Cada término de una configuracion tiene una energia di- S\
ferente. La energia de los diferentes términos de una V4 \
configuraci6n se obtiene por medio de métodos por de- \
mis elaborados que no explicaremos aqui. Pero es facil \
\

darse cuenta que la energia de una configuracion debe s,
depender del valor de L. Cada valor de L corresponde
a una orientacion relativa diferente de los momenta
angulares orbitales de los electrones y por consiguiente S:
a una orientacion relativa diferente de sus movimien-
tos. Esto debe originar un valor diferente para su inter-
accién coulombiana o eléctrica y por lo tanto un valor
diferente para la energia del dtomo. Los estados de un
término que tengan los mismos valores L y S, pero dis- n
tintos valores de J, tienen précticamente la misma ener- pyg, 4., Acoplamien-
gia y constituyen un mulliplete. EI desdoblamiento de un  to L-5.
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término L-S de acuerdo a los valores de J es un efecto espin-érbita. Normal-
mente S < L; en consecuencia el nimero total de valores distintos de J aso-
s oo término L5 (lamado 1 mulplicided 40 términ) o8 35 -+ 1.
n término se designa por los simbolos S, P, D, F, ... (dependiendo de si
L2 0, 1,2, 5, -..) eon ua superindice a Ia izquicrda que indica 1a multipicidad
25 + 1; esto es, un término se escribe 25+1L. Algunas veces se afiade un sub-
indice a la derecha para indicar el valor de J. En la tabla 4-1 se indic6 el simbolo
correspondiente al estado fundamental de cada uno de los elementos.
Consideremos algunos ejemplos que ilustran c6mo hallar los términos de una
configuraci6n. En la configuracion (ns)(n's), que esté compuesta de dos electrones s
no equivalentes, debemos tener L = 0, ya que 4, = Iy = 0. Los espines de dos
electrones son paralelos o antiparalelos, segin sea S =1 6 S = 0, respectiva-
‘mente. En cada caso J = S. Luego, los posibles términos de la configuracion
(ns)(n's) son el triplete 38, y el singlete 1S, Como segundo ejemplo, consideremos
Ia configuracion (np)(w'p) de dos electrones p no equivalentes. Como =1y
1, los valores posibles para el momentum angular orbital resultante son
L =012 iro Ngif ¥ vtalie S, P 9.1 i side a8 Gl oot
ser paralelos o antiparalelos, 1o cual da S =1 6 0. De este modo los posibles
‘términos de la configuracién (np)(n'p) son 1S, 3S, P, 3P, 1D, *

TABLA 42 Términos de electrones equivalentes

Configu- | Terminos | Configu- Términos
s s 1 D
@ s @, a0 S, 'D, 1G, *P, *F
b » @ *P, %D, *F, G, *H, ‘P, F
o | smer | aa |G D, 0 D
» | s®oD 1S, %P, D, F, 1G, *H, *I, %P, *F, D, ‘G

Cuando los electrones son equivalentes, no todos los términos son posibles
debido a las limitaciones impuestas por el principio de exclusién. Por ejemplo,
la configuracion ns* admite sélo el término 1S, como vimos en el caso del helio.
Observando este ejemplo desde un punto de vista ligeramente diferente, notamos
que en la configuracion ns?, si los nimeros cudnticos n, 4, my, y m, de un electron
4920, 0,0, + 5 e 8] ot dihen e (1,0 0" ), Bano My =0, o cual
exige que S término singlete. Andlogamente para la configuracion np?,
los tinicos Mrmu.ms posibles son 1S, D, y *P. Esto se explica en el ejemplo 4.3.
La tabla 4-2 da los términos correspondientes a varias configuraciones de elec-
trones equivalentes.

El orden de los términos de una configuracién se puede hallar facilmente
usando dos reglas empiricas debidas a Hund: (1) de todos los términos posibles,
aquéllos con multiplicidad méxima (méximo S) tienen la minima energia; de
todos los términos con la misma multiplicidad, los de minima energia son aquéllos
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con el méximo valor de L. (2) EI orden de los niveles del multiplete de cada
término serd normal (es decir, ¢l minimo J tiene minima energia) cuando la
subcapa est llena hasta menos de la mitad. El orden se invierfe si la subcapa
estii llena hasta mis de la mitad. Por ejemplo, en la configuracion np* los niveles
de energia creciente estan en cl orden 3P, 'D y 1S y ¢ triplete P es normal, siendo
J =0 ¢l més bajo. Estas reglas no son rigurosas y algunas veces no se cumplen.

Interaceisn
Interaccién  Interaccion  con el campo
‘culomblana Grbi magn

i

3P

\
Fig. 4-10. Niveles de energia de la configura-
cién npt.

El promedio del momento magnético resultante de un tomo es proporcional
a J, lo cual significa que una sustancia compuesta de 4tomos individuales serd
P ética si J # 0 y diamagnética si J — 0. En presencia de un campo
magnético externo los niveles de energia de un estado L SJ se desdoblan en
2J + 1 subniveles, correspondientes a diferentes orientaciones posibles del mo-
mento magnético del 4tomo respecto al campo magnético, dando lugar al efecto
Zeeman. La fig. 4-10 muestra el desdoblamiento de los niveles de encrgia en la
configuracion np? debido a los varios efectos mencionados.

La fig. 4-11 indica algunos de los niveles de energia del 4tomo de carbono,
a fin de ilustrar la complejidad de los niveles de energia excitados en los dtomos
de muchos electrones. La configuracién fundamental del carbono es 1s? 25 2p%
el término del estado fundamental es *P, con los términos vecinos excitados D
y 3S. Los términos que siguen corresponden a la excitacién de uno de los elec-
trones 2p (dando lugar a las configuraciones 1s* 25* 2p ns, 15? 25% 2p np y 1s? 25%
2p nd, como se Ve en las tres primeras columnas. En las dos dltimas se muestra
los términos provenientes de la excitacion de uno de los electrones 2s dando
Iugar a las configuraciones 1s? 25 2p® y 1s? 25 2p? 3s. Los simbolos que aparecen
al tope de cada columna corresponden al estado del ion que queda cuando sale
el electron excitado. El estado S de la configuracién 15?2 2p% corresponde a
la situacién mostrada en la fig.

En la fig. 4-12 aparecen algunos niveles de energia del dtomo de oxigeno. La
configuracion fundamental del oxigeno es 1s* 25% 2p%; el término del estado fun-
damental es 3P, con los términos vecinos excitados 'D y 'S de la misma configura-
cion. Los niveles que se mucstran corresponden solamente a la excitacion de uno
delos el 2p, 1s? 262 2p3 s, 15? 25% 2p° np, ete.
El gran i de energia posibles muestra claramente que los espec-
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Fig. 4-11. Niveles de energia del dtomo de carbono.

s de los atomos de muchos electrones son més complejos que los de dtomos
con un solo electron. Varias reglas de seleccion limitan las transiciones posibles.
Para las transiciones dipolares eléctricas las reglas de seleccion son las siguientes:
AL = %1, AS =0,
AT =0, +1(a0 0>
AM =0, +1.
La posibilidad J = 0 —»J' = 0 esté prohibida por la ley de la conservacion del
‘momentum angular, ya que se puede probar que un fotén tiene un momentum an-
gular intrinseco o espin de una unidad (ver seccion 9.2). Por lo tanto es impo-
sible que haya una transicion J = 0 —J’ = 0 con emision (o absorcion) de un

@20
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Niveles de encrgia del dtomo de oxigeno.

fotén que transporta la unidad de momentum angular sin violar la conservacion

del momentum angular. Ademds no es posible AM , porq
este caso la conservacion del momentum angular requiere, de nuevo, un cambio

0 con

ue en
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en la direccién de o, 1o cual implica un cambio en J; con la correspondiente
variacién de M.

TABLA 4-3 Posibles valores m; y m, pars Ia configuracién np*

Ms

Mo —1 0 +1
+2 @ H—)
@ +)©0,—)
+1 o0 @0+ O, +)

0 =)

@ H—1+)
1, =) (—1, +)

0910
01,4 |ODELDH

=1 10,1

=1, (—1,-)

BJEMPLO 4.3. Audlisis de la configuracién np?.

uckén: En esta configuracién, carrespondiente a | = 1, los nimeros cuinticos de
gl s by e i s el ey e

usion, Tos dos Conjantos do Ritmerss cudntioos deben ser iforentes y por Con-
siguiente deben diferir en mu, en m, 0 en ambos. Los posibles valores de mi y m{
son +1,0,—1, y los de m, y mi son + 4 6 — . Para simplificar la notacién, los

I(=1). La tabla 4-3 presenta las 15 combinaciones. de
Rimoros cudntiess compatibles con el principio de exclusion. Cada entrada da una
combinacién posible (mu, ) y (mi, lm) Estns estan nnun.m de acuerdo a los
valores comunes de M, = m -+ m m, + m: conjunto de némeros
Chinticos corresponde a una Tuncion de onda del tipo A por la ec. (4.13).

My

a

() L=2,5-0 (0 L=1,8=1

Fig. 4-13. Método de Slater para obtener los términos de la configuracién np.
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T =

2

Energla de ligadura del electrén (1 unidad = 13,6 €V)
=5

W15 %0
Namero atomico

Fig. 4-14. Encrgia de unién int funcién del

Lafig 4-£5(e), o T cund 20 st s sl Semrod

do por J. C. Slater par

cont es, muestra el namero de funciones de onda diferentes corres-

pondknlu e ek e ML 3, Ms. En la tabla o en la figura e puede ver que ol
mo valor de My es ebe comesponder a L =

chein rbante ool Mo § dioe Sormpee A 3 o b o
ttuyendo un ‘término iD- Eda estado requiere cinco funciones de onda con My =
0, 1,3, y Ms = 0. Estas funciones de onda se indican on 1a 06, £-13().

T den omclomes ratantos Citin aGrupaies cousemstuterments e 1os S 1100
7 (. B3 ardenamiento (c) contiene s mieve comblnaciones do Ms — + 1,0, — 1
con M , 'y en consecuencla corresponde a un término con L = 1
y s=1 o 5. F(mlmente, en (@) tenemos Ia ditima funcién de onds, con M = 0

0, que debe corresponder a un término con L = 0 y S = 0 6 'S, De este
Trode Tos dmkcos térmtnos ‘osibles de 1a configuracion npt son 1S, 1Dy *P.

4.6 Atomos con uno o dos electrones de valencia

La teoria general de la estructura atémica desarrollada en las secciones anteriores
puede ser ilustrada de un modo muy simple en el caso de los dtomos compuestos
de capas completas mas uno o dos electrones. Los electrones que ocupan las
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AP enplesis AT S ORISER IR AR 1O R
valencia. La energia de union de los electrones de las capas completas

es mynr que Ia de los clctrones de valencia y sumenta ripidamento con |
nimero atomico, como se ilustra en la fig. 4-14. La figura da la energia de union
de los electrones 1s, 2s, 2p, etc., en l'llnuon del niimero atémico. En consecuencia,
los electrones de las capas completas estdn ligados fuertemente y no experimentan
précticamente perturbacion en la mayoria de los procesos en los cuales participa
el dtomo. Los electrones de valencia son, principalmente, los responsables de las
prﬂpu:daﬂu Sl . 1o Ao o el s e Arubipan e s eacsionts
y enk

Se pnede prnbu' Tacilmente que una capa con su cuota completa de electrones,
tiene necesariamente L = 0 y S = 0. En otras palabras, una capa completa
contribuye ni al momentum mg\uar orbital ni al espin del 4tomo. Luego el mo-
mentum angular orbital y el espin del dtomo se deben enteramente a los elec-
trones de valencia. Por ejemplo, en el caso de los dtomos con un electron de va-
lencia, el espin del 4tomo es S = } y todos los niveles de energia en los cuales
s6lo el electron de valencia estd excitado son dobletes (25 + 1 = 2). Para estos
4tomos L = /, donde I es el momentum angular orbital del electrén de valencia,

El tomo més simple con un solo electrén de valencia es el litio (Z = 3), que
tiene un electrén en su capa mds externa (electron de valencia) y Z—1=2
clectrones en las capas internas. Los dos electrones ocupan el nivel n = 1, te-
niendo una configuracion 1s% Si el electron de valencia se moviera de tal modo
que no penetrara las capas internas, el campo efectivo a que quedaria sometido
es el debido a la carga + 3¢ del nicleo y la — 2e de los electrones internos, con
1o cual resulta una carga efectiva de - e. Por consiguiente, el movimiento y los
niveles de energia del electron de valencia serian similares a los que se hallaron
para el dtomo de hidrégeno. Scgiin el estudio de la seccion 3.5 sobre las funciones
de onda esto ocurre solo aproximadamente cuando el momentum angular es
grande. Pero para valores bajos del momentum angular, y especialmente para los
estados s (I = 0) la orbita del electron de valencia penetra y se extiende a través
de las capas internas, llegando hasta muy cerca del niicleo,

AP

o = G
Fig. 4-16. Distribucién radial de carga del carozo y del electrén de valencia en
los estados 25 y 2p en el 4tomo de litio.
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Hidrégeno Litio Sodio
of- Uk

6 165 6p 6d 6f 6 6f

E

Energla, eV

¥

Flg. 4-16. Niveles de energia del hidrégeno, el litio y el sodio.

La fig. 4-15 muestra la distribucion radial de carga de las capas internas del
dtamo de Itn, funto con 1 ditibucion radial de carga del elctzén de valencia
para los estados 2s y 2p. (La radial de carga es

F{R()]%; ver la fig. 3-13.) Vemos asi que en su movimiento el electron de valencia
demora algin tiempo dentro de las capas internas, siendo la profundidad de
penetracién mayor para una orbita s que para una orbita p. La carga efecti-
va que actia sobre el electrén e valencia durante su movimiento en una érbita
que penetra las capas internas varia desde + ¢ cuando el electrén se encuentra
muy afuera, hasta +- 3¢ cuando ha penetrado profundamente en las capas inter-
nas. Su energia, por tanto, esté comprendida entre la del hidrogeno (Z=1) y la
del Li** (Z = 3). Como la profundidad de penetracion depende del momentum
angular, la energia del electron de valencia también depende el mismo. A menor
momentum angular, mayor profundidad de penetracion; esto es, menor (més
negativa) energia. De modo que en Jugar del esquema de niveles que se ilustra
en la fig. 3-2, en el cual todos los estados con el mismo £ tienen la misma ener-
gia, independientemente de su momentum angular, tenemos la situacion que se
indica en la fig. 4-16 para los 4tomos de litio y sodio con un electron de valencia.
Para que se comparen, se indica también los niveles de energia del hidrogeno.
Observamos que a mayor valor de n y del momentum angular I, més cercanos
estén los niveles de energia del litio y del sodio a los del hidrogeno, debido a
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Fig. 4-18. Niveles de energla del calcio, mostrando algunas transiciones.
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Fig. 4-19. Niveles de energia del itomo de berilio.

que las Grbitas son menos penetrantes y el campo coulombiano efectivo corres-
ponde a Z = 1. Sin embargo, las érbitas més penetrantes tienen niveles de energia
que se apartan bastante de los del hidrogeno.

msiciones posibles del electron de valencia estin reguhdal por las reglas
de seleccion (3.17), resultando las siguientes series espectrales:

Serie definida: ns —n'p,
Serie principal: np—> n's,
Serie difusa: nd— n'p,

Serie de Bergmann: nf —n'd,

y asi sucesivamente. Debido a las interacciones espin-orbita, todos los niveles
de energia mostrados en la fig. 4-16 (excepto los niveles s) son dobletes, con una
separacion proporcional a S L. Asi, por ejemplo, los niveles de energia reales
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del sodio, en los cuales Ginicamente los electrones de valencia estin excitados,
son como se ilustra en la fig. 417.

En el caso de dtomos con dos electrones de valencia, la situacion es muy similar
ala del dtomo de helio. El espin resultante de dos electrones puede ser 0 6 1,
y los niveles de energia estdn en dos grupos, singletes (S = 0) y tripletes (S = 1).
Los singletes corresponden a los dos electrones de valencia con sus espines anti-
‘paralelos, y los tripletes a los dos electrones de valencia con sus espines paralelos.
Este es el caso de &tomos tales como el berilio, el magnesio, el calcio, ete. La fig. 4-18
muestra los niveles de energia del dtomo de calcio, los cuales corresponden al
caso en el cual Gnicamente un electron de valencia esti excitado. Como en el
estado fundamental del calcio los electrones de valencia tienen la configura-
cion 4%, los estados excitados corresponden a 4s nl, con 5,6, ... Los
valores nl del electrén excitado estén indicados en Ja parte superior de la figura.
También se indica algunas de las transiciones posibles. Estas deben ajustarse a
las reglas de seleccion (3.17). Las lineas de trazos representan transiciones de
un estado triplete a-uno singlete; éstas violan las reglas de seleccion AS =0,
y son por lo tanto muy débiles.

Desde luego, existe la posibilidad de excitar ambos electrones e valencia y
esto da lugar a nuevos niveles de energia, como se ilustra en la fig. 4-19 para
el berilio, que tiene la configuracion 1s* 25° para el estado fundamental. Las tres
primeras columnas corresponden a la excitacion de un solo electron de valencia,
como en la fig. 4-18 para el calcio, y las configuraciones son 1s? 2 nl. Las tres
columnas restantes corresponden al caso en el cual un electron de valencia se
ha excitado hasta el estado 2p y el otro hasta el nl, de modo que las configura-
ciones son 1s* 2p nl. Desde luego, existen muchos mis estados excitados.

Este anlisis de Atomos con uno y dos electrones de valencia serd suficiente
para demostrar las muchas complejidades involucradas en el estudio de la estruc-
tura atomica.

4.7 Espectros de rayos X

Hasta ahora hemos considerado excitaciones de los electrones de valencia tnica-
mente, las cuales dan por resultado lo que cominmente se denomina espectro
Gptico. Pero también es posible excitar a los electrones de las capas completas.
Estas excitaciones son responsables de los rayos X caracteristicos emitidos o
absorbidos por los tomos.

La fig. 1-14 da la distribucién de intensidad en funcién de la longitud de onda
de lIa radiacion de frenado (Bremsstrahlung) proveniente de un anticitodo de
molibdeno en un tubo de rayos X, para varios voltajes aplicados. Cuando el
voltaje crece se observan ciertos picos muy agudos de intensidad de rayos X,
que corresponden a longitudes de onda bien definidas. En la fig. 1-14 los pri
‘meros picos aparecen cuando el voltaje aplicado es de 25 kV. (El voltaje de exci-
tacion real es de 20,1 kV). Estos picos se llaman rayos X caraceristicos. Las
longitudes de onda de los picos son independientes de los voltajes aplicados,
pero dependen del material del cétodo.
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Los rayos X caracteristicos se explican de un modo simple. La energia de los
electrones que llegan al blanco en el tubo de rayos X puede ser suficiente para
sacar uno de los electrones de las capas internas. Supongamos que el electron
sacado sea de la capa K. Cuando un electron de la capa K sale deja un estado
vacio 0 hueco en ella. Otro electrn de las capas internas en un nivel de energia
superior (0 quizés un electron de valencia, o un electron libre) puede caer en el
estado vacante de la capa K. Como la energia involucrada es una cantidad bas-
tante grande, la radiacion emitida por el electrén en su caida al estado vacante
yace en la region del espectro de rayos X. EI electron que ocupa la vacante de
la capa K puede provenir de las capas L, M, N, etc., y por lo tanto tenemos
una serie de lineas de rayos X designadas por Ky, K, K., etc. Si el estado vacante
estd en la capa L, los electrones pueden caer desde las capas M, N, etc. dando
lugar a las lineas Ly, Ly, etc., de rayos X y asi sucesivamente. Las transiciones
de los rayos X en un dtomo con Z ~ 36 estin ilustradas esquematicamente en
Ia fig. 4-20. Obsérvese que la emision de rayos X es posible solo si se produce
una vacante en una capa interna, ya que el principio de exclusion prohibe una
transicion desde un nivel de mayor energia a uno de menor energia completa-
mente ocupado. El espacio vacante en una capa interna se puede producir tam-
bién por absorcién de radiacién, con lo cual resulta un efecto fotoeléctrico para
los electrones de las capas K, L, M, etc.

Las transiciones de rayos X son realmente més complejas de lo que se pudiera
imaginar al observar la fig. 4-20, debido a que Ia energia liberada depende de los

n,
v. 52

» M 2D, 134
4 Capa N i o T

Py
L i 3
3 Capa M

|
| L 1 »cuei L{"‘ ";}h

T B »

Serie K KLHH—‘ 81 l'-
Ka Ks Electrén
4 1 Capa K que se saca

Fig. 4-20. Transiciones de rayos X Fig. 4-21. Estructura fina de transicio-
en un dtomo de nimero atémico  nes de rayos X.
~36.
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Skt di- sraseetes A
para los rayos
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. 4-22. Transiciones resul-
tantes_ do Ja absorelén de ra-
yos sorcién  estd
n  dcompad da por emision elec-
que se saca  tronica.
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estados inicial y final. Por ejemplo, cuando se saca un electron 1s de la capa K,
Ia energia del jon que se produce es inica. Pero si el electron proviene de una
capa completa L, puede ser un electrén 25 6 2p. En el primer caso la configura-
cién de los electrones que quedan en la capa es 25 2p°, que corresponde al estado
25,5, pero en el segundo caso, la configuracion de los electrones que quedan en
Ia capa es 25° 2p%, que corresponde a los estados *Pyq 6 *Pys. Por consiguiente,
hay tres posibles estados de la capa L con un electron menos, cada uno con una
energia diferente. Para la capa M con un electron menos hay cinco estados
sibles, y asi sucesivamente. La fig. 4-21 muestra estos estados y algunas de las
transiciones de rayos X resultantes. De este modo las lineas Ky y Kp son doble-
tes, la linea L esté compuesta de ocho lineas muy juntas, y asi sucesivamente.
Esta estructura fina de los niveles de energia también se refleja en el coefi-
ciente de absorcion lineal para el efecto fotoeléctrico. En la fig. 4-22 podemos
ver que se necesita una cantidad precisa de energia minima Ex para ionizar un
étomo por extraccién de un electron K. Pero si se quita un electron L, puede
‘haber tres valores posibles para la energia de ionizacion Eyy, Er, Erau, depen-
diendo del estado en que se dejé la capa. Anlogamente, hay cinco valores para
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Ia energia de fonizacion si el electron procede de la capa M, y asi sucesivamente.
Esto significa que cuando una radiacion electromagnética incide sobre un ma-
terial, cl coeficiente de absorcion lineal o seccion eficaz macroscopica  para el
efecto fotocléctrico (seccion 1.9) varia en funcion de la energia de la radiacion,
como se muestra en la fig. 4-23. En general, % tiende a disminuir cuando la en
gia del foton aumenta o la longitud de onda disminuye. Cuando la energia del
fotén cae por encima del valor minimo necesario para extraer un electron L,
ocurre un répido aumento en el valor de %, ya que ahora hay ms electrones
con los cuales los fotones pueden interactuar; solo en este caso hay tres picos
muy juntos unos de otros, que a Epy, B
Ciaado s energia. del fotn cas por entin dol valoe S asasece otve suments
violento en el valor de T porque los fotones tienen suficiente energia para sacar
un electron K. Estos cambios ripidos en % se llaman umbrales de absorcion. La
arista K de absorcion para el plomo también esté representada en la fig. 1-19.
Obsérvese que, en general, las energias (o longitudes de onda) involucradas en la
emision y absorcion de rayos X no son exactamente las mismas porque los res-
pectivos niveles de energia son diferentes. Tanto la emision como la absorcion
de rayos X son instrumentos muy itiles para recabar informacion acerca de las
capas internas de un dtomo.

En algunos casos el fotén emitido en una transicion de rayos X es absorbido
por otro electrén del mismo 4tomo; este electron es emitido como consecuencia
de un efecto fotoeléctrico interno. Este proceso de conversion interna de rayos X
en fotoelectrones se denomina efeclo Auger.
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Problemas

4.1 Cuando uno de los electrones de los

las posibles funciones de onda que corres-
1y Ms

itomos semejantes al dtomo de helio ponden a M, 4. Usar la
esti en el estado (n=1) forma de
y el otro en un estado excitado (n > 1), 47 garacion del
%o podria expresar los niveles de energia  fono tengmerentel oo s sauiontes fto-
por medio de mos: (&) Si; () Mn; () Rb; o
5 Escribir también sus_respectivos
B = R — B st del estado (nndmenuL

48 nfiguracién _del
En la cual se supone que el electrén en el estado md..,,.,.m y o nimero do shee-
estado fundamental blinda_completa- trones no apare te los_siguientes
mente una carga nuclear. Discatir 18 dtomes: (a) 8 (b) Cay () Fer (@) Br.

e
verosimilitud de esta expresion. C
lar los niveles de mersh ‘para el helio
cuando n = 2, 3, mparar con el
Fesultado experimental. JPor qu

precision de la xxprcllﬂn anterior
do B Guando n aumenta?
4.2 Escribir en forma de

49 (a) Sobre un diagrama similar al
de la fig. 4-7, mostrar los estados ocu-
pados en el caso de los dtomos de Si,

configuracién de_estado
&) Eseribir In confluracién dectrénica
de

las tres funciones de onda ysya de la
ec. (4.10). Observar que la funcién de
onda para Ms = 0 consta de dos deter-
minantes.

43 El estado fundamental del litio
tiene la configuracién electrénica 1525,
Escribir en forma de determinante
funcién de onda de ese estado eads
Ms =},

44 Escrir en forma de determinante
las funciones de onda para 1a contigura-
clén o (verla tabla u) comespondientes

, Ms =0y My=1, Ms = 1.
48 Couslderar wn nmm- de tres elec-
trones en la configuracion sp' en la

lpmxlmlelbn de electrones independien-
ton. Eacribir 1a. funcion de onda total
o torama db determiaante de modo que
1a tuncién de onda corresponda a Mz =

y Ms = 4

46 Dada la configuracién electrénica
d un dtomo: 46 4p 34, escrbir todss

¥ 105 términos

cada uno.

410 Calcular el dngulo entre el mo-

mentum lnguln' total y el orbital para

e es

411 Falar b thmiocs do s siguien-

tes_confguraciones ¢ indicar en cada

caso cuil término tiene la mini

g @) ne, () nph, () () (Ve (@

npt, () (nd®) @p), (O (nd) (WA).

412 Hacer una lista de las posibles

Inmh:ianu radiativas

(ver f

Cxeitada es 20 2p° (D) 30 (O

418 Mirar s figars 411 y 412, DI-
transiciones. posi-

de estas transiciones y Seuiperc coe los
valores experimentales, que ieden
“ncontrar o of ‘Handiook of Chemistry
and Physics.



4.4 Caleular los términos para Ia con-

figuracién. np

.15 Dar los valores de S, L'y J

los trminos Sy, 310 Py, Py o

D,y °F,

416 Hellee Wos: sermamos. sorsspns
ientes a la configuracién nde. Utilizar

ol Teultads para determinar ol eatado

fundamental y el primero excitado del

u m

para
Dy

Probar que una capa 1l complets
s e ey
nes p eq\llvzlzmﬂ
tienen acoplamiento espin-Grbita fucrte.
Hallar los posibles valores del momen-
tum angular resultante J si el problema
se considera como un acoplamiento -
Repeti ¢l problema considerando un
acoplamiento L-S. ;Aparece igual valor
el mismo numero de veces en cada
caso?
4.9 En el acoplamiento L-S, se puede
obtener el momento magnético de un
dtomo en la_forma M — — (e/2mdgd,
fonde J se refiere al momentum angular

total del dtomo y g estd dado por la

o 0 40). con 1 +'y ] reemplazados por
. Hallar g para el calcio

Suminio,” D desdoblamiento

de un términ

doblamiento cuando el campo magnético
es fuerte.
420 Estudiar el efecto Zeeman bajo
I accién de campos magnéticos débiles
y fuertes para las transiciones °F —°D
yIF >

4.21 La transicién 4 'D, > 4 'P, en el
calcio produce una sola linca a 6439 A.
4Qué longitud de onda se observara

in campo magnético

de 1,40 T?
422 La separacién relativa entre los
diferentes niveles de un multiplete L S J.
debido a In interacelén espin-dnbita sa
puede cor fonal a
5-%. Aplicar In relacién a los multiple:
tes °F y *D. Dibujar los niveles de ener-
gia_de cada multiplete
fechas las transiciones *F —D per-
mitidas.

423 Repetir el problema precedente
para el caso de las transiciones ‘D —
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424 Usando tos valores dados en la
7, caleular la separacién de las
et Sl partir de este re-
sultado, estimar la constante
Esi = aS+L para los estados 3 *P.
435 Anslzar ln transiién 31D —> 2P
en el sodio. a separacion
en longitud de onda, si 1a hay, para
esta transicion.
426 Caleular la

energla_en electron-

energia de la fig. 4-18, determinar cud-

les de las transiclones singltes ¥ triple-
el calcio estin

Viith delcspeeteo, Comparen estos ato:

res burdamente estimados con una tabla
de Ianzjtudcl de onda.

expresion adecuada para

Soatas Tos mioeien e energia del elec-

trén de valencia e mos con un
electrén de valencia es

— Rhe(Z — S)/(n — 8",

donde S es la constante de pantalla
y 8 es el defecto cuintico (que depende
de los valores de n y I del electron de
valencia de que se trate). Los valores
de 3 para el litio y el sodio son:

Ea

a
0,00
0,01

P
0,04
0,88

s
040
1,37

Li (z=3)
Na (z =11)

Para d s toma un valor igual al nimero
internas.
Faar 5a energia del estado fundamen-
tal y de los dos primeros estados
tadds el electron do valeneia on el litio
¥ el sodio. [Sugerencia: ver Ia fig. 4-16].
428 La transicion desds el nivel 3
35 del sodio da por res
o o
(Tgnoramos la estructura doblete.) Usan-
do los valores de los niveles do energia
r 1a expresion del problema 4.27,
caleular Jongitud de onda de dicha
nea y comparar con l valor experlmer
tal. Repell para Ia transicion 25 > 35
en el litio.
429 A partir de la informacién conte-
nida en la fig. 4-14, estimar la energt
de los umbrales de_absorcin K y L
para el aluminio y el oxigeno. Hacer el
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grifico de la curva de absorcién de los
a estas dos sustancias en

430 Se han medido las siguientes li
neas K:

magnesio: 9,87 A azufre: 536 A
cio: 3,35 A cromo: 2,20 A

cobalto: 1,79 A re:
093 A tungsteno: 0,21 A

Hacer el grifico de la raiz cuadrada de la

H.
joven alumno graduado de Ernest Ru”
therford, encontré, en 1912, una rela-
cién empirica de la forma |/ v=A(Z—c).
(Esta relacién permitié aclarar el con-
cepto de nimero atémico) Verifcar, utl-
lizando su gréfico, esta relacion y es-
timar Tos vaores de 4
una explicacién para la relacién de Mose-
ley.

431 Calcular las longitudes de onda
y energias para las lineas Ka de rayos X
el aluminio, potasio, hierro, niquel,
zine, molibdeno y plata. Comparar los
valores de la energfa con los mostrados

en la fig. 4-14. Usar la relacion de Mose-

ley del problema anterior.

432 La linea Ka del cobalto es de

1,785 A. Cudl es la diferencia de ener-

gia entre los orbitales 15 y

cobato? Comparse con 18 difersncla
ergia para los orbitales 15 y 2p

0 Shiragono. estorcon primers nen

Lyman). Por la_diferencia es

mayor para el cobalto que para el hi-

drégeno?

433 (2) El umbral de absorcién K

ol tungateno ¢s 0,178 A y las lon-

as de las lineas

rayos X para el tungsteno, similar al
que aparece en la . 420, () 1Qué
energia minima se necesita para excitar
Ia serie L del tungsteno? Determinar la
longitud de onda de la linea La.
434 El umbral de absorcién Lr en ¢
tangsteno es 1,02 A. Suponer que un
fotén Ka es lbmrbidn yor wno de los
electrones 25 . De-
roinas 1a. velocidad del fotoeiostron
emitido.



5
MOLECULAS

5.1 Introduccisn

52 Molécula de hidrégeno ionizada

5.3 Orbitales moleculares de moléculas diatémicas

54 Configuracién electrénica de algunas moléculas diatémicas
55 Moléculas poliatémicas

5.6 Moléculas conjugadas

5.7 Rotaciones moleculares

58 Vibraciones moleculares

59 Transiciones electronicas en moléculas

5.10 Conclusién



190  Moléculas ©.1
5.1 Introduccién

La estructura de las moléculas es un problema importante relacionado con la
estructura de la materia. ;Por qué los dtomos de carbono se combinan con cuatro
itomos de hidrégeno para formar el metano, pero nunca con tres o cinco dtomos
de hidrégeno? 4Por qué la molécula de CO, es lineal mientras que la de Hy0 es
en dngulo y la de NH, es una pirimide? ;Por qué el benceno (CH,) tiene la
forma de un hexégono con todos los 4tomos de hidrogeno en su plano? 4Como
pueden los 4tomos de hidrogeno unirse para formar la molécula H, pero nunca
forman Hy? gPor qué son tan complejos los espectros moleculares en comparacion
con los atomicos, yendo desde las microondas hasta el ultravioleta? Hasta que
se desarrollo la teoria cuintica no se podia contestar satisfactoriamente éstas y
‘muchas otras preguntas. Uno de los éxitos més espectaculares de la teoria cuin-
tica es su respuesta a muchas de las preguntas que los fisicos y los quimicos se
han estado haciendo acerca de la estructura molecular. Sin embargo, no podemos
i e e Ao do M tuchi olb b sk capitulo cerrado
de la

Coricasios FHESESS LA O Al e Q88
molécula? El primer impulso es decir que una molécula es un grupo de dtomo
ligados mediante algin tipo de interaccion. Pero esto da origen inmediatamente
a nuevas preguntas: ;Conservan los dtomos su individualidad? ;Como se afecta
el movimiento electronico al formarse una molécula? ;Qué tipo de interaccion
da lugar a una molécula? Podemos adoptar también un punto de vista opuesto
diciendo que una molécula es un grupo de nicleos rodeados de electrones en
forma tal que se produce una disposicion estable. Esto es la extension natural
del concepto de 4tomo, que es un nicleo rodeado de electrones. Luego, en vez
de considerar la molécula de Hy como dos dtomos de hidrogeno, la podemos con-
siderar como dos protones y dos electrones dispuestos conforme a las leyes de la
mecdnica cuintica y mantenidos juntos por fuerzas electromagnéticas. Desde un
punto de vista estructural, esta segunda hipétesis es mas fundamental que la
primera.

Sin embargo, como ocurre en muchos casos, lo més conveniente es una posicion
intermedia. Cuando dos 4tomos se combinan para formar una molécula, los elec-
trones mas fuertemente ligados de cada dtomo, o interiores (que llenan comple-
tamente las capas de sus respectivos carozos), pricticamente no son afectados,
permaneciendo unidos a sus niicleos originales. Solo son afectados los electrones
exteriores o de valencia que se encuentran en las capas sin llenar, los cuales se
mueven bajo la accion de las fuerzas resultantes debidas a los iones, compuestos
de los niicleos y carozos, y a sus repulsiones mutuas. Los electrones de valencia
son los responsables de la union quimica y de la mayoria de las propiedades
fisicas de las moléculas. Esta posicion intermedia es el modelo que adoptaremos
en el presente capitulo, ya que constituye una aproximacion excelente para

analizar Ja estructura molecular.
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5.2 Molécula de hidrégeno ionizada

La més simple de todas las moléculas es el ion Hy, o molécula de hidrégeno
ionizada, el cual esté formado por dos protones y un electron. Los quimicos
escriben la constitucion de esta molécula en la forma H + Ht — Hy, donde H*
es simplemente un protén. En otras palabras: la molécula Hj se forma cuando
un fitomo de hidrégeno captura un proton. Pero una vez formada la molécula Hy
ya 1o es posible decir cudl es el dtomo de hidrogeno y cuil el proton. Nuestra
imagen de dicha molécula es la mostrada en la fig. 5-1: un electron moviéndose
en ¢l campo cléctrico de dos protones que estin a una distancia r.

. 6-1. Elion H{ de la molécula
o “hidrégeno.

Podriamos decir que el clectrén no recuerda a qué protén pertenecia inicial-
mente. Las colisiones con inlereambio de carga revelan claramente esta falta de
‘memoria. Supongamos que el electron esta asociado inicialmente con el proton p,
¥ que el proton p, se aproxima por la derecha al dtomo de hidrogeno viniendo
de una gran distancia (fig. 5-2). En la region de méxima aproximacion la mo-
lécula Hy dura solo un tiempo corto y luego se rompe. Cuando esto ocurre hay
una cierta probabilidad de que el protén incidente se lleve consigo el electron.
Podemos entonces escribir el proceso en la forma

H? 4+ H (colisién eldstica)
He 4+ H o HY
H - H* (colision con intercambio de carga).
Es posible calcular Ia probabilidad relativa de estos dos procesos en funcion de
la energia del proton incidente. El resultado estd de acuerdo con la evidencia
experimental.
Para discutir los estados estacionarios de la molécula H, supongamos primero

que los dos protones estin en reposo relativo y establezcamos la ecuacion de
Schrodinger con la encrgia potencial

E, L( 1_l+l)_ G.1)

el S

Los dos primeros términos del paréntesis dan la energia potencial de atraccion
entre ¢l electron y los dos protones, y el tercero es la energia potencial de repul-
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H He Hy

. 5-2. Colisién de un dtomo de hidrogeno (H) con un protén (HY) vis el
Sekema do relerencia CM. (& Colision elistica. (@) Colision con (ntarcamblo. de
carga.

sion entre los dos protones. En la fig. 5-3 se muestra la variacion de la energia
potencial electronica a lo largo de la linea que une los dos protones. Se parece
al pozo doble de potencial considerado en la seccion 2.8 en conexion con la mo-
lécula de NH,

En el cjemplo 5.2 se bosquejaré la solucion, bastante compleja, e la ecuacion
de Schrodinger para Hf. Por el momento seguiremos un razonamiento més
intuitivo. Consideraremos primero la situacion en que el electron estd iicialmente
dando vucltas alrededor del proton p,, formando un dtomo de hidrégeno en su
estado fundamental 1s, y el proton p, (o HY) estd muy lejos a la derecha. Précti-
camente, el protén p; no perturba la funcion de onda del electrén, que coincide
entonces con la funcion 1s del hidrogeno dibujada en la fig. 3-9. Por lo tanto,
dibujando la funcién de onda del electron a lo largo de la linea que une los dos
protones en funcion de la distancia a p,, obtenemos la curva de la fig. 54(a),
que muestra que el electron se encuentra predominantemente alrededor del
protén p,. Supongamos ahora que inicialmente el electron esté rotando alrededor
del protén p, formando un dtomo de hidrogeno en el estado 1s y que el proton p,
estd muy lejos a la izquierda. Entonces la funcion de onda del electrén es como
se muestra en la fig. 5-4(b).

ida que disminuye la separacion entre los dos protones, s perturba la
funcion de onda del electron porque el proton que se aproxima (py en la fig. 5-ia
y Py en la fig. 5-4b) trata de arrancar el electron del otro proton. La simetria
de la energia potencial del electron, mostrada en la fig. 5-3, sugiere que la distri-
bucién de probabilidad del electrén debe tener la misma simetria. Asi, una vez
formada la molécula Hf, la funcién de onda del electron debe tener maximos
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pronunciados alrededor de cada proton, donde la energia potencial es menor
segin la fig. 5-3. En la fig. 5-4(c) y (d) se muestra las dos funciones de onda posi-
bles para Hj que tienen la simetria necesaria en su distribucion de probabilidad.
La funcién de onda es par en (c) e impar en (d) respecto al centro O de la mo-
lécula. Estas funciones de onda serdn designadas 4par Y $impar, Tespectivamente.

i
i
. 5-8. Energia potencial alo i
hrga de la linea que une los dos i
nicleos en Hy y Hy. i
i
i
|
i
i

i
I
i
|
1
|
|

Podemos expresar cualquiera de ellas en forma aproximada combinando lineal-
‘mente las funciones de onda del hidrogeno (u orbitales aldmicos) 4, y 4y correspon-
dientes a un electron girando alrededor del proton 1y alrededor del proton 2:
doar X bt b Ympar X — b 62
Estas funciones de onda se denominan orbitales moleculares y se abrevian OM.
La teoria que estamos desarrollando para escribir los orbitales moleculares se
denomina combinaciin lineal de orbilales atomicos, y se abrevia CLOA.
Los estados correspondientes a los orbitales moleculares Ypar ¥ Yimpar de
Ia fig. 54 se designan o,ls y o,ls por razones que daremos més adelanu Estos

AN " H

@

®

@
v JV

Fig. 5-4. Orbitales moleculares par e impar en el Hj.
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estados deben tener energias diferentes, como se desprende de las consideraciones
que siguen. Ambas funciones de onda dan probabilidad max ma de encontrar el
electron cerca de cualquiera de los dos protones, Pero Ypar tiene un valor apre-
ciable entre los dos protones mientras que $impar €5 MUY pequeiia (o nula) en
Tegion, como se ve en la fig. 5-5. La fig. 5-5(a) ilustra la variacion de la den-
sidad de probabilidad del electron a lo largo de la linea que une los dos. pratones:
Ia fig. 5-5(b) muestra las lineas de igual probabilidad sobre un
por los dos protones, y en la fig. 5-5(c) el sombreado indica la prohablhdad ke
tiva de encontrar el electron en diferentes lugares.

Cuando el electron estd entre los dos protones, tiende a juntarlos compensando
su repulsion eléctrica. Cuando el electron estd a uno de los lados ayuda a separar
los dos protones. En otras palabras: cuando el electron estd entre los dos pro-
tones, actiia como un “cemento” que los une dando lugar a una configuracion
estable. En términos de energia podemos decir que el estado o,1s correspondiente

Wparl?
@

®)

© s

Fig. 5-5. Densidad de probabilidad correspondiente a los orbitales moleculares
par e impar en el Hf. (a) Distribucion a lo largo de Ia linea que une los protones;
() y (©) distribucién en un plano que contiene los dos protones.

@ dpar tiene una energia més baja que o,1s correspondiente a Yimpar- Obsérvese
Ia Smilitud entre nuestra discusion de las funciones de onda de Hj y la del
dnbh o do poteacl becka e el ejemplo 2.7.

cia de energia entre los estados ogls y o.ls depende de la separacion
de lm rlns prnmn& Supongamos que se comienza con un 4tomo de hidrogeno
¥ un proton H* muy lejos uno de otro. A medida que disminuye la distancia
entre ellos, obtenemos dos energias diferentes para cada distancia: una corres-
pondiente al estado ogls con funcién de onda par y otra al estado o,1s con fun-
cién de onda dympar. Como la energia potencial negativa de atraccion del electron
domina Ia energia potencial positiva de repulsion de los protones en el estado
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o1s, la energia total disminuye al disminuir r. Lo contrario ocurre para o,ls y
la energia aumenta al disminuir r. Sin embargo, para distancias menores que
cierto valor r, los protones estdn tan cerca que atn en el estado oyls su energia
cial de Tepulsion comienza a predominar sobre la energia potencial del
electron. Luego, para distancias menores que r, la energia correspondiente a. ypar
aumenta al disminuir r. La fig. 5-6 muestra las dos curvas de energia resultantes.
Vemos inmediatamente que la curva de energia para a5ls o dpar tiene un mi-
nimo en r, que corresponde a la separacion de equilibrio de los dos protones y

Fig. 5.6, Energla potenclal elec:
o] - trnica en funcién de la dista

internuclear para los estados ok
y otls del Hy.

NS SR CH [ 1 |
0 1z M 16 18 20

PFig. 6-7. Energlas yol:m:lllu electrénicas para el estado fundamental y algunos
estados excitados del H
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que hace posible una configuracion estable para Hy. En cambio, la curva para
415 0 Yimpar N0 tiene un minimo por lo que no da lugar a una configuracion
estable (0 molécula). Podemos decir entonces que Ypar es una funcion de onda
liganle mientras que Yimpar €s una funcion de onda antiligante. Los estados y
funciones de onda antiligantes se designan con un asterisco por lo que escribi-
remos ofls. La separacién de equilibrio de los protones del Hf en el estado

o155 1,06 % 10-10myla e 2,648 eV
respecto al sistema H (estado fundnm!.nul) + H* a distancia infinita. Para la
misma separacion, la energia del estado antiligante cls es 10,2 eV respecto al
mismo estado de referencia.

Los estados de la molécula Hf que hemos discutido corresponden al caso en
que el dtomo de hidrogeno estaba inicialmente en su estado fundamental. Hay
empero otras curvas similares a las de la fig. 56 que corresponden a estados
electronicos excitados de la molécula y que estin asociadas con un dtomo de
hidrégeno inicialmente en un estado excitado. La fig. 5-7 muestra algunas de las
curvas de energia potencial posibles que corresponden a estados electronicos
excitados de Hy. Més adelante explicaremos la designacion de los estados.

EJEMPLO 5.1 Discusién de la colisién con intercambio de carga H + H¢* —H*+
+H

Solucion: Supongamos que un haz de protones, o fones H-, rapidos, atraviesa hidré-
geno gaseoso en estado atémico (para lo cual la temperatura debe ser por lo menos
2400 K y la presi6n 10 micrones de mercurio o menos). Se observa a un dngulo fijo
Tos protones dispersados. En el proceso de dispersion algunos de los protones inci-
dentes capturan el electrén de los atomos de hidrégeno. Se ha encontrado que la
probabllidad de captura dol electrén por 105 protones incidentes varia con Ia energia

e éstos, presentando miximos pronunciados a clrtas energias. La fig. 5-8 mucstra
Jos dtos obtenidos por Lodkwsoa . Exerar se ha representado 1y probabiidad
do captuea del slsctegn on Taneion: de 1a ixversa de Ia veloeidad dal proton. Los

T T T T T
ool 200 kev IV LI keV s

o1 7,60 keV. 239 keV b
i S R

Probabilidad de captura electrénica

100 200
Inversa de la velocidad en unidades 10

Fig. 5-8. Probabilidad de captura electronica en colisiones con intercambio de
carga, en funcién de la inversa de la velocidad del protén incidente.
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miximos de probabilidad ocurren
Tos estén gualmente espacia
Lo cpliciclon. Seimilca. oo sruy shiple, Tnicalmetts, ouscado, of protbu eatd
muy lejos del dtomo de hidrogono, 1a funcion de onda del electron es muy parecida
ala funcién 4 de la fig. 5-4, es decir
Wt = 0) = 4 = HYpar + Jimpar).

A medida que el protén se aproxima al étomo de hidrégeno, la funcién de onda co-
mienza a depender del tiempo. De acuerdo con la ec. (2.29), se puede escribir la
funcién de onda dependiente del tiempo en la forma

O = puseBN - fpmpmeER)
Apar + Yimpue-*AEIR)e-SEUR,

a1 energias indicadas. Lo interssante o1 qua

onde AE = E’— E es la diferencia de energia entre los_estados ofts y ols del
sistema protén mas dtomo de hidrogeno. Al tiempo ¢ = <h/AE obtenemos

L = wNIAE) = par — Vimpu)e=EUN % Gy iEUR

y el electrén ha saltado el protén incidente, ya que el sistema corresponde a Ia fun-
clon de onda 4. Al tiempo { = JtNAE estd de vusita Junto a su protén original
Podemos decir entonces que mientras el proton p,, que hace de proyecti, estd pa-
Tand sanca 461 protén by Goe hace do bliaco, o ioctsén saMa 34 wa protéa & 010
con periodo

P = 2<W/AE = WAE.

Para que haya captura del eletrtn es necssarlo que cuando el protén incidente p
deje atris al protén aue hace de blanco, el electron esté cerca e p, Para las enery
Iecradak o le 58, el pmmn proyectil p, debe (aproxima
mente 10° m) del protén blance By Bodemos sUpORer que hay perturbacion de 1a
Tonclén de ond.del eleclmn S0lo ientras p, esth dentra de un segmento de 1a tra-
yoetoria, de longitu

sivela v¢|ocnlld ot protdn, e tiempo durante cf cua tiene lugar a interaceién

= afo. Supongamos un méximo de probabilidad de captura para la

T o EE g ta Ialscascitn ao o afr. T mbitas signismi 48 yoobas
lidad de captura debe aparecer al tiempo

W+ P,y

de modo que el clecirén tenga tiempo sufiiente para reslizar una osciacién completa
Tmés'y esté de muevo cerca del Proton proyectil Lucgo, P = 7

Por 1o tanto, la diferencia (1/0, — 1/v;) entre méximos sucesivos debe tener un valor
constante. Se ha encontrado experimentalmente que tiene un valor promedio de
6,6 x 10" m-3 5. Obtenemos entonces

GAE % 104 mJ % 6,3 x 10 m eV.

La cantidad AE (o soa In diferencia de cnergia entre las curvas 3
no tn 81s, 4 qus dapieile e e sweriion 0 ok proipot (ver A5 9) N niloga-
mente, Ia cantidad a o esté bien definida. Tomando para A un promedio de 10 ¢V,
lo cual e razonable tenlendo en cuenta 1as curvas do 56, tenemos que a ~

x 1 P el bt o
Thin . valor el
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andlisis més detallado requiere ¢l clculo tedrico de la cantidad aAE en vez
de los valores estimados que hemos dado. El acuerdo con los resultados experimen-
tales es bastante satisfactorio.

EJEMPLO 5.2. Cileulo de la energia del estado fundamental de Hy utilizando las
funciones de onda dadas por Ia ec. (5.2).

‘Sotucidn: El operador hamiltoniano del electrén en movimiento mis los dos protones

supuestos en reposo es.

1 1 1
[ TR (TN

o Wik ( y ) 5.3
donte o primes téemino o ol cperador everle cntticn del electrén, conforme a la
2-4, y los tres iiltimo: ss G20 1a energa potencial de iou como s inica
e (1), Liamando ¢ a cuslquiera de Jas dos funciones de onda +
amar = 1 — o 61 valor medio de In energia del electron en ¢l Hy €5, segin Ia

et. (2.51),
*Hy dr

TN X (5.4)
2T o
Supongamos para simplificar que las dos funcions de onda atémicas ¥ 4 corres
ponden al mismo estado atémico de energia E.. Por ejempl stado lllllﬂl
'H las dos son funciones de onda 1s hldm‘-mldel. Sl N y h son reales
(como en el caso de las funciones de onda 1s), un cilculo simple usando la ec. (5-4)
(el cual omitimos) nos permite hallar la siguiente expresién para el valor medio

de la energla del electrén

+B
E=Bip s =T, (55
donds el signo poritive corresponds 8 dper ¥ el negativo & iy En estn ccutclin
= /Yy dx se denomina inlegral de superposicion y su valor depende de la medida
- que l0s orbitales atdmicos y, y 4, asociados con protones diferentes se superponen
& ¢l espaco, st la medida en que 4, y 4, tienen valores apreciables en la
isma regién del espacio. Evidentemente, S es lundbn de la separacién r entre los
dos protones y auenta al disminuir 7. Tambi

A=T‘I%dvxﬁf%d\-

5-—_[de_ £ — [ b g

Las integrales A y B son funciones de la upmcmn nuclear r. Representando E dada
por a ee. (53 en tuncldn e r rsaltan curvas similares 1 de'la 0. 58, Oblene-
mos entonces du seiados de enargin posbles, tal como 38 habda predicho intuiive-
, corres| h.. a la energia més baja.
Enia s (o s), - prier 14rmino da la cncrgla del itomo formado por n protén
¢l lecrgo, y o segundo términe da I enecgia de repulsién entre ot do prolones.
Ademis, A4 T de atracelén entre el electrin ¥ ol atro protén, y By §
Son, términos puramente cuénticos que no tienen andlogs clésioo. Obatrvese que
o spreciable solamente sf iy ¥ ds 4o tuperponen fuertement mperpnllcldn
de w, 7 et depreciable, tanto B como S son muy pequeias ¥ .nmx.u E =
4= que representada en funcién d f no presenta miaimo algumo. por
Py unlo es la superposicién, combinada con la simetria e la funcién de onda, la
que da ugar a una raolécula establ.
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5.3 Orbitales de

Después de la molécula Hy que tiene un solo electrén, la molécula mis simple
es I que tiene solo dos electrones, tal como H,. El andlisis de esta molécula es
muy similar al de H{ pero con algunas diferencias importantes. Cuando ten-
gamos mis de un electron, debemos usar el principio de exclusion que, como se
recordard del caso atémico (seccion 4.3), requiere que tengamos en cuenta el
espin del electron ademds de su movimiento orbital.

‘Comencemos por discutir el movimiento orbital de los electrones. En una
molécula diatomica (como en cualquier molécula lineal) los electrones no s
mueven en un campo de fuerzas centrales por lo que €l momentum angular
orbital L del electron no permanece constante durante el movimiento. Tomemos
como eje Z (fig. 5-9) la linca que pasa por los dos niicleos; la fuerza resultante
que actiia sobre el electron esté dirigida siempre hacia el eje Z; en otras palabras:
la fuerza es arial. En este caso, el torque respecto a O que actia sobre el electron
es perpendicular al eje Z por lo que la componente Z del momentum angular
del electron, Ly, es constante. Como sabemos, esta componente del momentum
angular puede tener los valores L, = mih,
donde my=0, +1, £2,... El signo
de m Ao o senudo de rotacion

en-
diente del sentido de rotacion. Por lo
tanto, para especificar ¢l estado de un
electron solo es necesario dar el valor
absoluto de m; (0 sea A = |m). Se desig-
na los diferentes estados de momentum
angular conforme al siguiente esquema:

m:0 £1 £2 43
x0 1 2 3
simbolo:a = 8 ¢

Fig. 5-0. Momentum angular orbital
electrénico en una molécula diatmica,

Asi, excepto los estados o, todos los otros
estados de momentum angular tienen
degeneracion de segundo orden a causa del signo doble de m;. Ademis, en cada
de estos estados el electrén puede tener su espin hacia arriba o hacia abajo
respecto al eje molecular am=+4y—14
los estados de momentum angular pueden entonces acomodar dos electrones:
uno con espin hacia arriba y otro con espin hacia abajo, y los estados restantes
8, ... pueden acomodar hasta cuatro electrones cada uno, dos con espin
hacia arriba y dos con espin hacia abajo. Usaremos para los estados orbitales
moleculares la notacion anl (esto es, onl, =al, dnl, etc.), donde nl sirve para
indicar los orbitales atomicos con los cuales se construyé cada orbital molecular
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i)

(c) Orbitales moleculares resultantes de orbitales atémicos Py 6 Py

Fig. 5:10. Orbitales moleculares en moléculas diatomicas homonucleares.
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mediante combinacion lineal. c.a. uno de estos estados orbitales moleculares
corresponde a una energia

En ¢l caso de moléculas compmm de dos niicleos idénticos, tales como Hj
¥ Hy, llamadas moléculas homonucleares, hay que considerar una simetria impor-
tante, Estas moléculas tienen un centro de simetria O: la distribucion de k-
bilidad de un electron debe ser la misma en puntos situados simétricam
Tespecto a 0. Por lo tanto la funcion de onda del electron debe ser la misma en
puntos simétricos o debe tener el mismo valor pero signos opuestos. Por ejemplo,
esta situacion se dio para H{, correspondiendo a las funciones de onda {par
¥ Vimpar ilustradas en la fig. 54. Los estados de momentum angular descritos
por funciones de onda del tipo ¢pur se denominan estados g y los descritos por
funciones de onda del tipo dimpar S¢ denominan estados u (el alemdn gerade,
par, y ungerade, impar). Para las moléculas homonucleares tenemos entonces esta-
08 o, o 7 i ete. Esto explica la notacion introducida en la seccion 5.2.

Atomos separados Moléculs

2

Fig. 6-11. Niveles de encrgia elec-
tronicos en moléculas diatomicas 25
‘homonucleares.

Para comprender como los dtomos se unen para formar una molécula es nece-
sario conocer la variacion espacial de la distribucion de probabilidad del electron
correspondiente a cada uno de sus estados de momentum angular. En la fig. 5-5(b)
se ha representado distribucion para los estados o,ls y ofls de Hj. Comenza-
remos considerando los dtomos a una gran distancia uno de otro y trataremos
de imaginar como las funciones ¢, y 4 se combinan linealmente para formar
una funcidn de onda u orbital molecular ¢, a medida que los atomos se acercan.

fig. 5-10 ilustra unas pocas funciones de onda u orbitales que resultan de
combinar linealmente algunas funciones de onda atomicas (u orbitales atomicos).
En esta figura solo se muestra la distribucion angular de las funciones de onda.
La fig. 5-10(a) muestra el caso en que se combinan dos funciones de onda atomi-
cas s, que poscen simetria esférica. Las dos funciones de onda moleculares obte-
nidas combinando ¢, y 4 en las formas ¢, = 4, estin a la derecha; corresponden
alos estados o y o, ya discutidos para el caso de Hy. En la fig. 5-10(b) tenemos
las dos funciones do onda moleculares que resultan de combinar dos funclones
de onda p, atomicas, y en la fig. 5-10(c) las que resultan de combinar funciones de
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onda p; o p, atémicas. Todas estas funciones estin moduladas por la parte radial
de la funcion de onda. Asi, las funciones o, que se obtienen de los orbitales ato-
micos 1s, 25, etc., tienen la misma distribucion angular, pero difieren en la varia-
cion radial. Los orbitales moleculares que tienen un plano nodal (indicado me-
diante una linea de trazos) perpendicular a la linea que une los dos nicleos son
antiligantes y los otros son ligantes. La fig. 5-11 muestra esquematicamente la
secuencia de niveles de una molécula. La separacion y el orden de los niveles
de energia pueden variar de molécula a molécula y dependen ademas de la dis-
tancia internuclear.

5.4 Configuracién electrénica de algunas moléculas diatémicas

Analicemos ahora algunas moléculas diatomicas homonucleares simples. En la
seccion 5.2 hemos estudiado la més simple: Hy; sabemos que su estado funda-
mental consiste en un electrén en el estado o,1s. Consideraremos a continuacion
la molécula H,, compuesta de dos electrones y dos protones (fig. 5-12). Esta
molécula es ain lo suficientemente simple como para que sea posible analizarla
en detalle sin resolver realmente la ccuacién de Schradinger. La energia potencial
eléctrica total del sistema es

®6)

Los dos primeros términos corresponden a la interaccion del electron ¢, con los
protones p, y pu, e tercero y el cuarto a la interaccion de € con p; y Py, el quinto

a la repulsion entre los dos electrones y el lti-
mo a la repulsion entre los dos protones, Obsér-
vese que debido a la identidad de los dos electro-
nes ya no podemos decir que el electron e, perte-
nece al protén p, y el electron e, al proton p,.
En cierto sentido los 4tomos han perdido su indi-
vidualidad para dar lugar a un nuevo ente: la
molécula.

El paso siguiente seria establecer la ecuacion
de Schrodinger correspondiente a la energia po-
tencial dada anteriormente, procediendo como lo
hicimos para la molécula Hy en la seccion 5.2.
No_ seguiremos, sin_embargo, este método sino
que aprovecharemos Ja discusion hecha en la seccion precedente. Podemos en-
tonces considerar que conforme al principio de exclusion se puede acomodar
los dos electrones en el nivel ligante oyls con espines opuestos, resultando la
configuracion (s,1s)%. Ambos electrones estin en un estado ligante y dan lugar
a una molécula estable. En la fig. 5-13 se da la energia molecular de esta confi-
guracion en funcion de la distancia internuclear. La separacion de equilibrio de
Ios niicleos es 0,74 x 1019 m y la energia e disociacion en dos 4tomos de hidré-

\\
-\,

X

L

Fig.

Moléeula 11,.
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geno en sus estados fundamentales es 4,476 €V. Si los dos electrones tienen el
mismo espin, uno de ellos debe estar en el estado ligante o5ls y el otro en el es-
tado antiligante ofls, resultando la_configuracion (s,1s) (o215). El efecto anti-
ligante domina al efecto ligante por lo que no resulta una configuracion estable,

como se muestra en la curva correspondiente de la fig. 513 que no tiene minimo.

Consideremos ahora He; que tiene tres electrones. Do electrones estin aco-
modados en el estado ligante sls y el tercero en el estado antiligante ofls, por
1o que la configuracion es (s,1s)? (a51s). El resultado es una molécula estable
con energia de disociacion igual a 2,5 eV. La molécula H; también tiene tres
electrones pero como la carga nuclear es relativamente pequena, su energia de
disociacion también es muy pequena y su vida media es muy corta. Sin embargo,
ha sido observada espectroscopicamente.

La molécula He, tiene cuatro electrones, dos en el estado ligante ogls y dos
en el estado antiligante a3ls, es decir que es (s,15)%(c31s)%. El resultado es que
no se produce una configuracién estable. Esto explica por qué el helio es un gas
‘monoatomico. Sin embargo, se puede formar una molécula He, excitada si se
excita uno de los electrones afls al estado ligante 0,25, dando (o,15)* o} 1s ag2s.

Eev

Fig. 5-13. Energia potencial elec-
trénica_en funcién de la distancia
internuclear para los estados ligante
y antiligante del H,.

o=
07410710 m

7,100m
(opte? It

La tabla 5-1 muestra la configuracion electronica de las moléculas diatomicas
‘homonucleares hasta Ne,. La tabla indica también la energia de enlace y la lon-
gitud del enlace del estado fundamental de estas moléculas. En esta tabla se
pueden ver algunas caracteristicas interesantes, En general hay union molecular
cuando entre los dos dtomos que se combinan se concentran dos electrones con
espines opuestos, o sea, que ocupan orbitales moleculares ligantes. Sin embargo,
esto no es una regla estricta, ya que Hej tiene solo tres electrones, y en By y 0,
el ltimo par de electrones esté en un orbital = y sus espines son paralelos en
vez de opuestos. Esta caracteristica de B, y O se debe al hecho de que los orbi-
tales pueden acomodar hasta cuatro electrones, dos con espin hacia arriba y
dos con espin hacia abajo, mientras que estas moléculas tienen solo dos elec-

ones en ese nivel de energia. Recordemos del caso atomico (seccion 4.3) que la
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TABLA -1 Configuracién electrénica de moléculas diatomicas he

Energia -
Teouia Configuracién :l‘e.;‘:ﬂs,:. J’.‘EE:A E:‘::EE
wls oR1s o3s oils ma2p os2p w3 k2D
m | @ 265 | 106 | =
fee 148 | om | m
Hei | i gy
o Inestable 15,
t 103 | 267 | %,
i Inestable i,
W 36 | 150 |
@ 36 131 | %,
- 237 | 100 | 1%,
% s08 | 12 | oxm
e 28 | 144 | m,
s Inestable iz,

repulsion entre los electrones favorece las funciones de onda espaciales mds anti-
simétricas. Esto exige, conforme al principio de exclusion, las funciones de onda
de espin mis simétricas, lo cual significa en este caso que los dos electrones tienen
sus espines paralelos. Como el espin resultante de O, es uno, la molécula de oxi-

geno tiene un momento dipolar magnético permanente, lo cual explica por qué
o oxigeno es un gas paramagnético, mientras que la mayoria de los gases dia-
tomicos homonucleares son diamagnéticos. Podemos esperar también que la
estabilidad de la molécula dependa del nimero relativo de pares de clectrones
ligantes y antiligantes. Por cjemplo, hemos indicado que He, tiene el mismo
nimero de pares de electrones ligantes y de antiligantes, no siendo estable, Lo
mismo ocurre con Bey; en consecuencia las dos moléculas son inestables. Por
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otra parte, la estabilidad de Ny, Oy, F y Ne, (medida por Ia energia de disociacion)
decrece porque la diferencia entre pares ligantes y antiligantes es en estas mo-
léculas: 3, 2, 1y 0, respectivamente.
L compoiente’ ol memeatuin sagilis eSHESE hia) e Tow oo segin
el efs molecular et dads por My, donde b, = Ty, La energia do u estado
My. Se designa el estado con los simbolos X, T1, 4, @, etc.,
3, ... Si S es el espin resultante de los electrones de la
moléeula, el simbolo de un estado o término es A, En la iltima columaa de
Ia tabla 5-1 se indica el término del estado fundamental de cada molécula.
Cuando los dos niicleos que componen una molécula son diferentes, tal como
enel caso de HCL, CO y NaCl, la molécula se llama heteronuclear. En estas mo-
léculas la interaccion coulombiana de cada nicleo con los electrones es diferente
¥ la molécula no tiene un centro de simetria. Luego, aunque los estados electro-
nicos se continian llamando o, =, 3, ..., ete., no se clasifican en g y u. En ge-
neral, como se indico al principio del capitulo, cuando se estudia estas moléculas
s6lo se considera los electrones que estin en la ultima capa sin llenar.
Tomemos como r.}emplo 9 Eaioldel Nacl, Bl protiston ot o g
el movimiento de los 11 ¢ L el dtonry ds ol ¥ de los 17 del de cloro
51 cermg sidctice prolacido pet Jos naiclens de N y de Cl a la distancia de
equilibrio (en la fase gaseosa) de alrededor de 2,51 X 100 m. Supongamos,
para simplificar el problema, que como los electrones de las capas cerradas estin
firmemente ligados a sus respectivos nicleos no son afectados por la presencia
de un segundo nitcleo. Adems, conforme a la discusion precedente, es de esperar
que los electrones que estin en capas sin llenar, pero que tienen sus espines aco-

Bev
NatCl
Nat4Cl L1426V
Natcl
NattCl-
358
I L | I
0 251 5 10 15 20x10-0

Fig. 5-14. Curvas de energla potencial para el NaCl y el Na+Cl-.
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plados, no participen fuertemente en la union de la molécula, Nos quedan en-
tonces solamente dos electrones no apareados: el electron 3s del Na y un elec-
tron 3p del Cl.

Aplicando el mismo razonamiento usado para las moléculas homonucleares,
podriamos decir que se produce una estructura estable cuando los dos electrones
estan concentrados entre los dos dtomos. Sin embargo, como las cargas nucleares.
son diferentes, la distribucion no es simétrica. En el caso de la molécula de NaCl
la carga electronica estd desplazada hacia el ntcleo de Cl, ya que éste produce
un campo atractivo més intenso. Esto da lugar a una molécula que tiene una
distribucién de carga no uniforme y que en consecuencia estd polarizada. El
‘momento dipolar eléctrico del NaCl en la fase gaseosa es 3,0 x 10-# m C apro-
ximadamente. Si el electron 3s del Na se transfiriera completamente al Cl, la
‘molécula seria un dipolo de carga e = 1,6 x 10-1° C y longitud igual a la separa-
cion de equilibrio 2,5 x 10-1° m o sea de momento dipolar igual a 4,0 x 10~ mC.
Concluimos entonces que alrededor del 75 % de la distribucion electronica del
electron de valencia del Na estd desplazada hacia el dtomo de Cl y podemos
considerar que la molécula estd compuesta de dos iones mantenidos juntos por
‘medio de su interaccién coulombiana. Podemos indicar esta situacion escribiendo
NatCl~. Este tipo de unién molecular se denomina enlace idnico, mientras que
Ia situacion descrita antes para el caso de las moléculas homonucleares, con una
distribucion electronica simétrica, se denomina enlace covalente.

A 52 Energias de disociacién D, longltudes del enlace r, y momentos
dipolares eléetricos p do algunas moléculas

Covalente Ténico

Motécula | D,eV | ro,A | p,D | Molécula | Dev | roA | pD
H, 448 | 074 | 0 NaCl 358 | 251 | 85
Li, 103 | 267 | 0 HCL 443 [ 127 | 1,07
0, 508 | 121 | 0 LiH 25 | 160 | 58
Ny 737 | 1,00 | 0 KBr 39 | 294 | 129
a, 247 | 19 | 0 KF 59 | 255 | 860
HI 3,06 | 161 | 038 csc 3,76 | 306 | 997
co i | 113 | 012 Kal 492 | 279 | 80
No 53 115 | 015 KI 30 | 323 | 92

# Las moléculas estin agrupadas conforme al cardcter dominante de Ia unién, Los
UnDes3,3x10-49m C.

La fig. 5-14 muestra la energia potencial del sistema sodio-cloro (en la fase
gaseosa) en funcion de la distancia internuclear. A grandes distancias, los dos
sistemas interactuantes son los dtomos de Na y de Cl, siendo su interaccién muy
Ppequena por lo que la energia potencial es pricticamente constante. A una sepa-
racién de alrededor de 12,5 x 102° m comienza a entrar en accién la transfe-
rencia de carga del Na al Cl. Reduciendo aiin mis la separacion la energia poten-
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cial de interaccion se asemeja al potencial coulombiano de atraccion entre los
iones Na+ y CI-. A distancias internucleares muy pequefias se hace apreciable
Ia repulsion entre los micleos y las capas cerradas de los dos iones, llegando a
sobrepasar la atraccion ionica entre Na* y CI~. EI minimo de la energia potencial
o sea la posicion de equilibrio corresponde a una separacion de 2,5 x 1010 m.

El orbital o funcién de onda molecular de una molécula diatémica hetero-
nuclear no puede ser del tipo dado en la ec. (5.2), que trata a los dos niicleos
de un modo simétrico. Luego (si A y B designan los dos niicleos), en vez de es-
cribir la ec. (5.2) para un orbital molecular ligante, debemos escribir

b= b4+ 2em

donde ¢4 y ¢p son las funciones de onda atomicas del electron respecto a cada
niicleo. EI parametro 4 se elige de modo que la energia calculada concuerde con
el valor experimental. Segiin sea el valor de 3, la distribucion electronica se inten-
sifica en la region entre los dos nicleos ¢ hacia uno de ellos. En el primer caso
el enlace es predominantemente covalente y en el segundo es principalmente
ibnico. Para la mayoria de las moléculas diatomicas heteronucleares el enlace es
intermedio entre el covalente puro y el ibnico puro. En general, cuanto més idnico
es el enlace mayor es el momento dipolar eléctrico de la molécula. Por ejemplo,
en la molécula de CO, en Ia cual ambos niicleos tienen cargas parecidas, el cardcter
i6nico del enlace es menos notable que el covalente. Esto estd evidenciado por
el momento dipolar eléctrico relativamente pequefio, 0,40 x 103 m C, de la mo-
Jécula. La tabla 52 da las energias de disociacion, las longitudes del enlace y
los momentos dipolares eléctricos de algunas moléculas diatomicas e indica tam-
bién el caricter dominante del enlace.

EJEMPLO 5.3, Discutir el potencial de Morse.

Soluciam: E] potencial de Morse es una expresién empirica que reproduce con b
tant precisidn la energla potencil do ua wstado ligado d6 uns meléculn diatémica
figuracién electronica dada.

Su forma es £
Eylr) = D[t — e=e—ip, [E0)
donde las constantes D, a y r, 50

Tactros ajustables caracteriaticos do cada
molécula. Enla 0g 515 so musstra o gri-
E,(r). El minimo de E, se obtiene
hallando d2s/dr ¢ gualindola a cero. Se
ne

— 2Dacs—eI[1 — s3] = 0,

que requiere que e~ = 10 sear =r,,
o cual Indica que 7, es la separacin de
Sauitets, B3 vaie S Ky el minimo es

cero. Para valores s do r la

exponencial s despreciable. y Ej tiende

al valor constante D. Podriamos dodr "
entonces que Ia_energia_neces

para separar o disciar la molbcula 8614 Flg. 16, Potencial de Morse,
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inicialmente en el estado de energia potencial minima. Sin embargo, hay que con-
siderar esto con més cuidado debido a la llamada energia vibracional en el punto
cero (ver seccion 5.8).

a fio, E, tiende al valor D(1 — e:)* en vez de infinito, lo que cons-
tituye una limitacion del potencial de Morse. Para obtener el significado de la cons-
tante a debemos esperar hasta que estudiemos las vibraciones moleculares (cjem-
plo 5.7).

BJEMPLO 4. Determinacitn de los términos posibles del estado fundamental de
algunas de las moléculas de Ia tabla

Sotuctge: Cuando un orbital molecular A ha completado su cuota de clectrones
permitida por el principlo de exclusign, el inico estado poslble es Mx =0 ¥ § = 0
6 estado 'E. Las moléculas H,, He,, Li,, Bey, C, y F, de Ia tabla 5-1 tienen completos
todos sus orbitales moleculares y su estado fundamental es *%. Si hay un snlo elec-
rn en ol orital molecalar de s energta Jal, s evidente qus &
Esto es lo que ocurre en H,* y He,", que tienen 1 Cermino de estado Ton:

més de un electron, como en 0, que tienen la configuracion (=2p), hay diversos
trinfaos pistbes, BL orital mclecullr 72p s forma con it ielthe & ptig
micas s me = 4 4 osibles arreglos de mimeros cudn-
ticos (o do orbitales atomicos compatibles con & principio ds exclusion estin dados
en la tabla que sigue, en la cual los simbolos corresponden a las funciones de onda
(m, ), (mu, M)

My

M -1 o +1
+2 (L, +) (1, —)
+%
0 il o o Y

) (—1, +)

+)(—1,

s que en esta tabla tenemos funciones de onda suficientes como para formar
16 lauionts. satadion TappEominses:

Ms = 0: estado ‘A
Ms = +1,0: estado =
Ms=0: estado =

Entonces la configuracion (x2p)? tiene tres términos posibles, de los cuales el estado
fundamental es el de multiplicidad més alta: *%. Este es el estado fundamental de
y de O,

EJEMPLO 5.5. Discusién de la energia potencial de una molécula diatémica en el
caso de unién iénica.
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‘Solucion: La expresién que sigue da una descripcién bastante precisa de la energla
‘potencial en la unién iénica:

Er) = — ©.8)

EI primer término es la atraccién coulombiana pura entre los iones y el segundo da
cusnta de Ia repulsidn de los ndcleos y de las capss cerradas. Se elige l expanente 9

potaue et o que groduce o melor alints de ot dalos experimanisies medlants una
dhm(nuyt muy répidamente
Chando la distaneta iotetmucions R y sl 48 lseportn 8 pequetias distancias.

T separacion  equllibri 5 se obtiens Raands €f minimo de B Se te

( dE, )
que da b = er3bre. ‘Dmm-ndo con D 1a correspondiente energia E, en ¢l mi-
nimo, se tiene Dy = — (8/9)¢t/4r <. Esta es la energia de disoclacién de la molécula,
Ex lgunl » In endrala becssarla para dlsocar X snoléoule inloulments en 81 astada
fundamental, en dos iones en reposo a distan el caso del
 separar In moldcula en los fones Nat y C
7 O dalncls il commpond
10-%* m, encontramos para el
interesados en la
y CL Se necesita
e Na, mientras que cuando se forma
el fon CI- se libera una energia de 3,72 eV. Por lo tanto, el sistema formado por Na*
y CI- a distancia infinita tiene una energia en exceso sobre Ja del sistema Na y C
a amml. infinita igual a 5,14 ¢V — 3,72 ¢V = 1,42 oV. Esto signifca que Ia ener-
1 de disociacion del NaCl cuando se lo divide en dtomos neutros

Dy =512 eV —1,42 6V = 3,70 eV,

que es algo m: xperimental de 3,58 €V. Se puede obtener un mejor
e de los datos cxperimentales s se reemplaza el Lériming repulsivo que depende
de la inversa de £ por un término exponencial de la forma b exp (—

5.5 Moléculas poliatémicas

Un nuevo clemento importante entra en el andlisis del movimiento electrénico
en moléculas con mas de dos dtomos: la disposicion geométrica de los electrones
y los nicleos (en otras palabras, la simetria molecular). Debemos recordar del
caso diatomico que se favorece la union cuando los electrones de enlace pueden
acomodarse en la region que estd entre los dos dtomos. Esto requiere que las
funciones de ondas atomicas pertenccientes a los dos dtomos y que forman el
orbital molecular se extiendan o “traslapen” lo méximo posible a lo largo de la
linea que une los dos niicleos, favoreciendo el que un par de electrones (uno de
cada dtomo) esté concentrado entre los dos Atomos. Podemos establecer como
sigue este requisito de “miximo traslape” de las funciones de onda atomicas:
Hay unién entre dos dlomos en la direccion en que las respectivas
funciones de onda atémicas que forman el orbital molecular estin
concentradas o traslapadas; la intensidad de la union depende del
grado de traslape de las funciones de onda atémicas.



210 Moléculas 65

£

Fig. 5-16. Distribucién electrénica en Fig. 5-17. Distribucién electronica en
la moléeula de H,O. la molécula de NH,.

El principio de méximo traslape es muy dtil cuando queremos determinar la
forma o geometria de una molécula. Tomemos el caso de la molécula de agua H,0,
por cjemplo: contiene 10 electrones y tres nicleos. En el dtomo de oxigeno po-
demos como antes olvidar (en primera aproximacién) todos los electrones excepto
los dos electrones p no apareados que estdn en la capa L (fig. 4-7). Como estos
dos electrones tienen, como se muestra en la fig. 4-7, sus espines paralelos, deben
diferir en su movimiento orbital. Recordando la fig. 3-10, que muestra la dis-
tribucion angular de los electrones p, podemos suponer que uno de los electrones
esté concentrado en la direccion del eje X y el otro en la del eje ¥, o sea que los
electrones 2p no apareados ocupan estados pe y py- (El resto de los electrones 2p
del O estin en la direccion del eje Z, o sea en un estado p,, con sus espines apa-
reados). Los dos dtomos de H, cada uno con un electron 1s, estén ubicados de
modo que sus respectivos electrones se acoplen de la mejor manera posible (esto
es, con mdximo traslape de sus funciones de onda) con los dos electrones no

(2) Funciones de onda s, P Py ¥ s (b) Funcones de onda hibridas sp*

Fig. 5-18. Funciones de onda resultantes de la hibridacion sp?.
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apareados del 0. Coneluimos entonces que para que haya traslape méximo los
dos atomos de H deben estar ubicados en los ejes X e Y, respectivamente, a igual
distancia del dtomo de O. Esto da lugar a una molécula en 4ngulo Tecto como
se muestra en Ia fig. 5-16.

Obsérvese que en la fig. 5-16 la distribucion de los electrones p del O no es
exactamente igual a la mostrada en la fig. 3-10. La razén es que la presericia
de los dtomos de H deforma, o polariza, algo el movimiento de los electrones p
del 0. Ademés el dngulo entre los dos enlaces O-H es ligeramente mayor que 90°
(en realidad es 104,5°) a causa de la repulsion entre los dos dtomos de H. Un
edleulo detallado muestra que los electrones 1s del hidrogeno son atraidos hacia
el dtomo de O por lo que los centros de masa de las cargas negativas y positivas
no coinciden, produciendo una molécula polarizada con un momento dipolar
eléetrico resultante de 6,2 x 109 m C, segin la bisectriz del dngulo del enlace.
Es evidente que si la molécula H,0 fuera-lincal, ¢l momento dipolar seria cero.

)

Fig. 5-19. Enlaces de orbitales moleculares sp?* localizados en (a) metano, (b) etano.

Consideremos ahora la molécula de amoniaco, NH,. Los tres electrones 2p del
4tomo de N que no estan apareados (ver fig. 4-7) estan concentrados segin los
ejes X, Y y Z, ocupando estados ps, Py y s de modo que la molécula NH tiene
una estructura piramidal, estando el atomo de N en un vértice y los dtomos
de H en los otros vértices que forman la base (fig. 5-17). En el vértice N los dn-
gulos de la pirdmide son 107,3° en vez de 90° debido a la repulsion entre los
dtomos de H. La estructura piramidal da lugar a un momento dipolar eléctrico
de 5,0 x 1020 m C segin el eje de la pirdmide. EI momento dipolar seria cero
si la molécula fuera plana.

El dtomo de carbono es muy interesante. En su estado fundamental tiene
s6lo dos electrones 2p no apareados y esto no puede explicar muchos compuestos
del carbono. Uno de los primeros estados excitados del carbono consiste, como
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se muestra en las figs. 4-8 y 4-11, en un electron 25 y tres electrones 2p no aparea-
dos, con sus orbitales dispuestos como en la fig. 5-18(a). Los electrones 2p actua-
rian anilogamente a los del amoniaco, pero el electron 2s (por su falta de direc-
cionalidad) no produciria una unién de la misma intensidad, haciendo dificil
explicar moléculas tales como el metano, CH,. Sin embargo, es posible construir
mediante a:thonice temain Wiridli g funionss o d neves {uncicoen
de onda atomicas orientadas en las direcciones deseadas. La funcién de onda 2s
et - b o lonen et st 1o il energia, pero la dife-
Tencia es muy pequeia. Haciendo combinaciones lineales apropiadas de las cuatro
funciones, podemos obtener nuevas funciones de onda hibridas que corresponden
todas a la misma energia y que tienen un méximo pronunciado en la direccion
deseada. Un posible juego de combinaciones lineales de las funciones s, s »
y P da ik ainsras Yenchue e o el oo iksinion e 2o

hacia los vértices de un tetraedro, como se muestra en la fig. 5-18(b). Las e,
ciones segiin las cusles Ias muevas lunclones de anda tinen sus méximos forman
angulos de 109°28". Se obtienen a partir de las funciones de onda s y p en la forma

=36+ Pz + Py + P
Yo =136 +Ppz—P— P (5.9)
45 =36—Ppz+ P —P)
$a=36—P:—Py + P2
Este tipo de hibridizacién se designa sp®. Obsérvese que como las funciones de
onda sy p corresponden a valores diferentes del momentum angular, las fun-
ciones de onda hibridas no describen estados de momentum angular definido.
Consideremos ahora la molécula de metano: CH,. Concluimos que se obtiene
maxima intensidad de las uniones cuando los electrones 1s de cada dtomo de
hidrogeno alcanzan maximo traslape con cada una de las cuatro funciones hi-
bridas sp* del carbono. Esto da lugar a la molécula tetraédrica mostrada en la

(a) Funciones de onda hibridas sp* (b) Funcién de onda p,

Pig. 5-20. Funciones de onda que resultan de la hibridizacién sp*.
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)

Fig. 5- Distribucién electrénica en el etileno usando hibridizacion sp': (a) enla-
ce o, (b) enlace =.

z z z
*
‘ i ) %
5 e stp L

Fig. 5-22. Funciones de onda resultantes de la hibridizacién sp.
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fig. 5-19(a). Anﬁlngamente la molécula de etano (H,C—CH,) tiene la estructura
indicada e: . En esta molécula, los dos 4tomos de carbono estin
unidos por cl trlslape de dos funciones de onda hibridas sp?. Esto se denomina
enlace @ debido a su analogia con los orbitales o de las moléculas diatomicas.
Es importante reconocer que la hibridizacion se aplica no s6lo al carbono sino
también a cualquier dtomo o ion que tenga la misma configuracion electronica.
Por ejemplo, el fon N+ tiene la misma distribucion electronica que el carbono
y la estructura del radical N*H, es similar a la de CH,, con el ion N* en vez del
itomo de carbono.
Hay, ademés de la de que
inoliyan funclones de onda suyos mumenu angnlams tienen valores mayores
que uno. D; solo 1 sp*y sp por que
tienen. En la hibridizacion spr‘ las funciones de onda o, P= Y Py se combinan para
producir tres funciones de onda en e} plano XY con sus méximos en direcciones
que forman dngulos de 120°, como se indica en la fig. 5-20. Estas funciones de
onda estén dadas en términos de las funciones de onda s y p por las expresiones

0= 6+ V2R,

"= +Vim). ©.10)

——Iﬁ}m)»

Fig. 5-28. Distribucion electré-
nica en el acetileno usando hibri-
dizacion sp. (2) Funciones de
onda_de los itomos separados.
(b) Enlaces o y .
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El cuarto electron ocupa un estado p,. Este es el tipo de hibridizacion necesario

explicar moléculas tales como la de etileno H,C = CH,, mostrada en la
fig. 5-21. El doble enlace entre los 4tomos de carbono proviene del traslape de
una funcién de onda hibrida sp? de cada dtomo de carbono a lo largo de la linea
€—C (0 sea un enlace o) y el traslape de funciones de onda p,, lo cual constituye
un enlace w, asi llamado por su analogia con el caso de orbitales = en moléculas
diatomicas. Los dtomos de hidrogeno estin ligados a las restantes funciones de
onda hibridas sp?. Por ello, la molécula de etileno es plana. El enlace doble o=
tiene cierta rigidez que hace dificil torcer la molécula alrededor del eje C—C.
Esta rigidez no existe cuando hay un enlace simple como en el etano, y tiene
cierto efecto sobre las propiedades moleculares. Obsérvese que el grado de tras-
lape en un enlace = es mucho menor que en un enlace o, por lo que los enlaces =

)

Fig. 5-24. Distribucién electronica en el butadieno. (a) Enlaces localizados o;
(b) enlaces no localizados .
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contribuyen menos a la energia de union que los enlaces o. Por ejemplo, se ne-
cesita 6,33 €V para romper un enlace simple o, mientras que solo 3,98 eV para
romper un enlace doble ox en un enlace o.

El tercer tipo de hibridizacion con orbitales atomicos s y p se denomina sp
y corresponde a funciones de onda s - p,, que tienen miximos pronunciados en
las direcciones + Z. Estas funciones de onda hibridas estin representadas
en la fig. 5-22. Las funciones de onda hibridas sp son necesarias para explicar
moléculas tales como las de acetileno, HC=CH (fig. 5-23). El enlace triple entre
Ios dos tomos de carbono resulta del traslape de una funcion de onda hibrida sp
de cada dtomo de carbono (esto es, un enlace ) y el traslape de funciones de
onda p, ¥ py, dando lugar a dos enlaces =. Los dtomos de hidrogeno estan ligados
a las restantes funciones de onda sp. Por causa de esto el acetileno es una mo-
lécula lineal.

5.6 Moléculas conjugadas

Consi ahora una clase de que los quimicos organicos laman
conjugados, de los cuales el butadieno (C,H,) es un ejemplo. La estructura elec-
tronica del butadieno estd indicada en la fig. 5-24. Los dtomos de carbono estdn
unidos a Io largo de la cadena por medio de enlaces o utilizando funciones de
onda hibridas sp. Los dtomos de hidrogeno estin ligados a los dtomos de car-
bono usando las restantes funciones de onda sp®. Pero hay adems cuatro elec-
trones p; formando enlaces = a lo largo de la cadena de dtomos de carbono. Los
enlaces = se comportan de una manera particular en las moléculas conjugadas.
Los electrones del enlace = — uno por cada dtomo de carbono — en vez de estar
localizados en regiones determinadas de la molécula como los electrones de los
enlaces o, son més o menos libres de moverse a lo largo de la molécula, como
se indica en la fig. 5-24(b) mediante sus distribuciones de probabilidad. De acuerdo
con esto, los electrones = actiian de un modo muy especial. Por ejemplo, la pola-
rizabilidad de las moléculas conjugadas en la direccion de la cadena del carbono
es mucho mayor que la polarizabilidad de los hidrocarburos saturados, los cuales
tienen solo enlaces o localizados y funciones de onda sp’. Ademis, los electrones =
introducen cierta rigidez en la estructura molecular por lo que todos los dtomos
de carbono yacen en un plano.

Discutamos ahora las funciones de onda u orbitales moleculares de los cuatro
electrones . En la parte inferior de la fig. 5-25 hemos representado esquemiti-
camente la funcion de onda radial de cada uno de los electrones de los enlaces =
cuando los dtomos de carbono estin muy lejos uno de otro. Cuando los dtomos
estin muy juntos, como en una molécula, las funciones de onda posibles se ob-
tienen haciendo combinaciones lineales apropiadas de las funciones de onda
individuales o atomicas. La técnica es la misma que se uso para H y Hy pero
ahora tenemos cuatro dtomos en vez de dos. Los orbitales moleculares deben ser
0 simétricos o antisimétricos respecto al centro de la molécula debido a la sime-
tria de la misma. Las cuatro funciones de onda moleculares posibles de los clec-
trones w estdn designadas con ¢y, 4o ¥ Y ¥4 en la fig. 525, correspondiendo
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1 2 3 1

5. Orbilales moleculares para los electrones = del butadieno.

4
3,
!
&
0 Distancia interatémica
Fig. 6-26. Energia potencial electrénica para los electrones del butadieno en
funcién de la distancia internuclear.

cada una de ellas 2 una energia diferente que aumenta con el nimero de nodos
de la funcion de onda. En consecuencia, a medida que los 4tomos de carbono
se acercan, la energia del sistema se desdobla en cuatro niveles muy cercanos
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en vez de dos como en H y H,. En la fig. 5-26 se muestran las cuatro curvas
de energia en funcion de la distancia internuclear. Cada nivel de energia puede
aceptar dos electrones con espines opuestos. Asi, en el estado fundamental del
butadieno, los cuatro electrones  ocupan los estados correspondientes a 4, y Vo
Los dos estados siguientes, que corresponden a 4 y ¢y, estdn vacios. En la fig. 5-27
se muestra la distribucion de probabilidad electronica resultante. EI orbital mo-
lecular 4, es de tipo ligante para cada par de 4tomos de carbono, mientras que {y
s e pars ke pare 12 7 34 da o da crtons y antigunt e
par 23, Por ello, la distribucion total de probabilidad presenta una depresion
en el centro de la molécula. Esto significa que la et
par 23 de dtomos de carbono debe ser menor que entre los pares 1-2 y 3-4. El
valor experimental de la longitud del enlace 2-3 es 1,46 x 10-1° m mientras que
los enlaces 1-2 y 34 tienen una longitud de 1,35 x 10-1° m,

Fig. 5-27. Distribucién total de probal

lad para los electrones = del butadieno.

Nuestra discusion se puede generalizar ficilmente para incluir un polieno o
sea un compuesto

cercanos, con capacidad para 4n electrones y que deben ser llenados por los 2n
electrones . Por ello, cuando estas moléculas estin en su estado fundamental
5610 esté ocupada la mitad inferior de los niveles de energia. Es posible excitar
€l movimiento electronico en estas moléculas con una cantidad relativamente
pequeiia de energia porque los niveles vacios estin muy cerca. Cuando hay 4n
electrones = todos los niveles de energia estdn ocupados y para excitar el movi-
miento electronico la molécula debe efectuar una transicion a otra configuracion
electronica, necesitdndose mucha més energia para ello. La disponibilidad de
niveles de energia vacios y proximos es responsable de que muchas de estas
molcala conjugadasabecitan fotone en a Tegidn vibla  tengan po o tanto
colores cara

Como iltimo t)emplo consideraremos la molécula conjugada ciclica de ben-
ceno, CyH,. Los dtomos de carbono estan en los vértices de un hexigono regular
unidos por enlaces o usando funciones de onda hibridas sp? a lo largo de cada
linea C—C, como se muestra en la fig. 5-28(a). Los dtomos de hidrogeno estdn
ligados al restante orbital sp de cada dtomo de carbono. Hay también seis elec-
trones , uno para cada dtomo de carbono, que se encuentran en orbitales p
(el eje Z se toma perpendicular al plano de la molécula). Estos electrones = se
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Fig. 5-28. Orbitales moleculares del benceno. (a) Enlaces localizados s; (b) enlaces,
no localizados 7.

pueden mover libremente por el hexigono, constituyendo algo asi como una
corriente cerrada, tal como se indica en la fig. 5-28(b). Esto explica el fuerte
diamagnetismo del beneeno y de otras moléculas conjugadas ciclicas. E) andlisis
de las funciones de onda y de los niveles de energia de los electrones = es similar
al de los del butadieno, pero ¢l que la cadena de carbono sea cerrada introduce
nuevas caracteristicas respecto a las cadenas abiertas de carbono, caracteristicas
que no discutiremos (ver el problema 6.20).
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o proseguiremos con el estudio de la estructura molecular. Esta breve dis-
cumn del enlace quimico es suficiente para ilustrar las ideas mas fundamentales
y para anticipar al estudiante las dificultades que surgen cuando se trata de usar
de un modo demasiado rigido el concepto clisico de valencia. La formacion de
una molécula es un problema de muchos cuerpos con interacciones electromagné-
ticas que se debe resolver conforme a las reglas de la mecénica cudntica.

BJEMPLO 5.6. Estimar la primera energia de excitacion de un electrén = en una
molécula cnn]uy

uede estimar la energfa de excitacién de un electrén  considerando
prebgtlonanbeel o e S g
miento en la molécula se parece al movimiento en una caja de potencial (seccién 2.5)
cuya dimensién es del orden de la longitud de la cadena de carbono. Las funciones
de onda corresponderian entonces a las lineas de trazos de la fig. 5-25. Si la cadena
de carbono tiene 2n dtomos, hay 2n electrones  y el ltimo nivel electrénico ocupado
corresponde al n-ésimo nivel en la ec. (2.14). La diferencia de energia entre el n-ésimo
nivel y el (n + 1)-ésimo es la primera encrgia de excitacién. Luego,

p_ TR o
AE riae T = g 20 D, (5.11)

donde a es la longitud de la region en que se mueven los electrones =, que se toma
como la longitud de la molécula més media longitud de enlace a cada extremo.
Por sjemplo, en el cato del butadieno, con 4 de aproximadamento 56 X 10°1# m
¥.n.=2 oblenemos A = 5,86 eV, qls corresponde a fotones de 2,2 x 1071
de longitu - Se ha observado que i butadieno absorbe fusrtéments Fadia:
on. 46 Tongltud de-onda 2,07 x 1027 por 1o des muestro modslo simplinéads
Proporciona un acuerdo razonable con ¢ bxperimonto.

5.7 Rotaciones moleculares

Ahora que hemos considerado el movimiento electronico en moléculas con micleos
fijos, el paso siguiente en nuestro andlisis de la estructura molecular es estudiar
el movimiento nuclear. El movimiento nuclear més simple es el de rotacion de

Fig. 5-20. Rotacion de una mo-
| lécula diatémica alrededor de su

Ia malbnla alrededor de mu centro de mess ooumo af fuers wn cuerpo vigido, Es-
rimero la rotacion de moléculas diatomicas.

Ll ‘manera mas fcil de estudiar el movimiento de un cuerpo rigido es utilizar

un sistema de referencia fijo al cuerpo y compuesto por los cjes principales de
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inercia. En el caso de las moléculas diatémicas (fig. 5-29) los ejes principales son:
la linea que une los dos nicleos N, y Ny, 0 eje Zy, y dos lineas cualesquiera per-
pendiculares a ¢l en el centro de masa. Como la masa de los electrones es muy
Pequeda, podemos despreciar el momento de inercia de los mismos, por lo que
el momento de inercia de la molécula respecto al cje Z, es nulo. Luego, el mo-
mentum angular de rotacion de la molécula alrededor del eje Z, es también cero
y el momentum angular total L de la molécula es perpendicular al eje de la
misma. Si r, es la separacion de equilibrio de los micleos y u la masa reducida
de la molécula, el momento de inercia respecto a un eje perpendicular a Z, que
pasa por el centro de masa de la molécula es [ = w}. La energia cinética de
rotacion de la molécula es entonces E, = L¥/21. En virtud de la cuantizacion del
momentum angular, podemos escribir, segin Ia ec. (3.15), L* = #%(l + 1), donde
1=0,1,2,3, ... (o sea un entero no negativo). En consecuencia, la energia de
rotacion de la molécula es

E = EFF 1+ 1) = Bheldl + 1), (5.12)

puesto que es costumbre hacer A%2/ = Bhe. La tabla 5-3 da los valores de A2/
y B para varias moléculas, expresados en eV y en cm! respectivamente. Dando
valores sucesivos a I podemos obtener los niveles rotacionales de energia de la
molécula (fig. 5-30). La separacion de dos niveles de energia sucesivos, corres-
pondientes a Ly I' =1+ 1, es

— 2Bhet + 1) (613)

'I'AILA 5-8  Constantes rotacionales y vibracionales de algunas moléculas

diatém|

Molécula w21, eV B = h4a=lc cm™ Aoy, €V Tgy cm~t
H, 80 x 10 60,809 0,543 4395
cly 3,1 x 10 0,244 10,0698 565
N, 2,48 x 10 2,010 0,202 2360
Liy 83 x 10~ 0,673 0,0434 351
0, 1,78 x 10+ 1,446 0,194 1580
co 2,38 x 104 1,931 0,268 2170
HF 2,48 x 10 20,94 0,510 4138
Ha 1,31 x 10 10,59 0,369 2990
HBr 1,05 x 10~ 8,47 0,326 2650
BeF 1,84 x 10+ 1,488 0,151 1266

Como el valor de /2] es muy pequeiio (~ 104 eV) comparado con la energia
cinética de traslacion (que es del orden de kT ~ j eV = 2,5 x 102 eV a tem-
peratura ambiente), hay a temperatura ambiente muchas moléculas en estados
rotacionales excitados. Aunque la poblacion relativa de equilibrio de los diversos
niveles de energia rotacionales es un problema muy importante, su andlisis Te-
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quiere el uso de métodos estadisticos por lo que lo diferiremos hasta la seccion 125.
Las funciones de onda correspondientes al movimiento rotacional son los Yy (%, )
introducidos en la seccion 3.5; los angulos (0, ¢) definen la direccion del eje mo-
lecular Z, respecto a los cjes de coordenadas X, Y, Z fijos en el laboratorio. Por
Io tanto, la paridad de cada nivel es (— 1)! y los niveles de energia sucesivos

' Paridad
5 =
4 +
0. Estados rotacionales do
Crigia d una morbcais ditomica.
3
2 +
1 .
0 +

tienen paridad opuesta, ya que son similares a los orbitales atomicos s, p, d,
Para ¢l caso de radiacion dipolar eléctrica, las transiciones permitidas son aquellas
para las cuals

=1, (.14)
que s una regla de seleccion similar a la encontrada en el caso atémico. Luego,
s6lo son posibles las transiciones entre niveles adyacentes. En la fig. 5-30 estin
indicadas algunas transiciones correspondientes a absorcion. Usando la regla de
Bobr E,— E; = hv, se encuentra para la frecuencia de la radiacion emitida o
absorbida en una transicion rotacional:

v=08Eh=2Bcl +1) 6

—2B1+1), (5.15)

donde { se refiere al momentum angular del nivel més bajo involucrado en la
transicion y ¥ es el nimero de onda expresado en cm-Y, Ed espectro rotacional
de moléeulas diatomicas consiste entonces en una serie de lineas equidistantes
separadas

A7 =2B em.

Midiendo A, podemos calcular By por lo tanto el momento de inercia; a partir
de éste podemos estimar la separacion nuclear ro.

Los espectros rotacionales puros caen en las microondas o en el infrarrojo
lejano. Adems, para que una molécula presente un espectro rotacional puro,
debe tener un momento dipolar eléctrico permanente. En el proceso de absor-
cion de radiacién por parte de la molécula, el momento dipolar eléctrico perma-
nente interactia con el campo eléctrico de la onda incidente. En el proceso de
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Flg. 5.81. Espectro rotacional de absorcion del HCl en fase gascosa.

emision de radiacion, la rotacion del dipolo es responsable de la radiacion. En
consecuencia, las moléculas diatomicas homonucleares (que no tienen un dipolo
eléctrico permanente) no presentan espectros rotacionales puros. La fig. 5-31
ilustra el espectro rotacional de absorcion correspondiente al HCI en fase gaseosa.
Cada depresion corresponde a absorcion méxima o resonante. Podemos ver que
las frecuencias son equidistantes de acuerdo con la expresion tedrica, ec. (5.15).

La ec. (5.12) es vlida para una molécula rigida. Sin embargo, cuando la energia
rotacional aumenta, hay un estiramiento de la molécula debido a un efecto cen-
trifugo; esto da lugar a un aumento del momento de inercia y es necesario co-
rregir la ce. (5.12). Nuestra discusion se aplica también a los espectros rotacionales
de moléculas lineales, como CO, y HCN. Estas moléculas — que tienen en ge-
neral mayores momentos de inercia — tienen niveles rotacionales de energia
mucho mis juntos que la mayoria de las moléculas diatomicas y correspondien-
temente frecuencias menores en el espectro rotacional.

5.8 Vibraciones moleculares

Hasta ahora hemos considerado que los miicleos estan en posiciones relativas
fijas; sin embargo la forma de la curva de energia potencial para una molécula
diatomica (tal como las mostradas en las figs. 5-6, 5-13 y 5-14) sugiere que los
nitcleos de una molécula estin en movimiento oscilatorio relativo.
Consideremos una molécula diatomica que tiene una energia potencial para
una configuracion electronica dada, como se muestra en la fig. 5-32, donde ro
es la separacion de equilibrio. Si el movimiento nuclear corresponde a una ener-
gia E, los dos nicleos oscilan de modo que cldsicamente su separacion varia
entre Oa y Ob. Sin embargo, se debe describir el movimiento de los nicleos con-
forme a la mecénica cuantica. Si la energia potencial fuera la de un oscilador
armonico simple, representada por la pardbola $k(r —1,)%, el movimiento oscila-
torio relativo de los dos micleos seria armonico simple y los resultados de la
seccion 2.6 serian aplicables. La frecuencia angular de la oscilacion es w, = |/ kfa,
donde u es la masa reducida de Ja molécula. En la seccion 2.6 se mostrs que la
energia del movimiento oscilatorio estd cuantizada y dada por la ec. (2:21).
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Por lo tanto, los niveles vibracionales de energia de una molécula diatomica
estin expresados aproximadamente por
Ey = (v + $hiog (5.16)

donde 0 =0, 1,2,3, tero no negativo). En consecuencia los niveles vibra-
cionales de energia de IE molécula son equidistantes, estin a fiw, uno de otro,
¥ la molécula tiene una energia vibracional en el punto cero igual a 4fivg. Debido

Ep

Fig. 5-32. Energia potencial electrénica
en una molécula diatomica.

El 15

¥

i
0 ) b

ala energia en el punto cero, la energia de disociacion de una molécula diatomica
es D, = D — oy, como se puede deducir de la fig. 5-32. La regla de adlotlin
para_transiciones dipolares eléctricas entre niveles vibracionales es la

que la dada por la ec. (2.34), esto es,*

M=l (617

Como el iinico cambio de o peviiidh syowcunal yechng T i Somenda
absorbida o emitida en una transicion vibracional es igual a la frecuencia natural
$1iicn vy g2 Ta tabla 5 da Ios valoots e hwy Y Yo = vlc para varias
moléculas diatbmicas. Las frecuencias vibracionales de Ia mayoria de las mo-
léculas diatomicas estén en la region infrarroja del espectro. Para que ocurra
una transicion vibracional, tanto emision como absorcion, la molécula diatomica

* Esta regla de seleccion no es rigurosa porque la energia potencial, como se muestra en la
f1g. 5-32, 10 s la de un oscilador armonico, por 1o que son posibles, aunque menos probables,
‘valores mayores de Ao.
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debe tener un momento dipolar eléctrico permanente. Por ello, en las moléculas
homonucleares tales como H, y Ny, no hay transiciones vibracionales puras, ya
que no tienen momento dipolar eléctrico permanente; estas moléculas no pre-
sentan entonces un espectro infrarrojo. Empero, en las moléculas polares, tales
como HCI, hay fuertes transiciones vibracionales.

Niveles '
Niveles vibracionales  rotacionaes P
. e :“’“’: =1

33. Niveles de energia rotacio- Fig. 5-34. Transiciones de vibracion-
nales y vibracionales de una molécula rotacion en una molécula diatémica.
diatémica.

Se puede expresar la energia molecular debida a la rotacion y a la vibracion
combinando las ecs. (5.12) y (9.16); tenemos

E=E,+ E, = (v + Hhoy + *l(l+ 1). 6.18)

En general, la cantidad A421 es mucho menor (~ 104 ¢V) que fiw, (~ 10 eV),
y podemos decir que a cada nivel vibracional corresponden varios niveles rota-
cionales, como se muestra en la fig. 5-33. El espectro de rotacion-vibracion resulta
cuando se tiene en cuenta las reglas de seleccion Av — 1y Al= 1 para

entre dos niveles a dos niveles vibracio-
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Fig. 585, Espectro de absorcién rotacional-vibracional del HCI. Los minimos
més pronunciados se deben al H¥Cl y los menos pronunciados al FF°Cl.

nales adyacentes. Dicho espectro estd formado por lineas cuyas frecuencias son

Yo = o £ 2Be + 1)

Vor =T £2BU+1), 1

0,1,2..., (6:19)

donde [ se refiere al nivel rotacional inferior y B fue definido en la seccion 5.7.
Las frecuencias estdn distribuidas equidistantemente a ambos lados de la fre-
cuencia central v, separados una distancia 2Bc. La linea de frecuencia v, falta
del espectro porque implicaria una transicion con Al =0, que esté prohibida.
ilustra las transiciones rotacionales posibles para la transicion vibra-
cional v =10 = 0. Las lineas con Al=+1 constituyen lo ue se llama
rama R del espectro; la rama P del espectro estd formada por las lineas con
Al'=— 1. Las intensidades de las diversas transiciones por absorcion y emision
dependen de la poblacion el nivel de energia inicial, la cual depende a su vez
de la temperatura de la sustancia. Consideraremos este tema en la seccion 125.
En la fig. 5-35 se muestra el espectro de rotacion-vibracion del HCL. Como vp e I
dependen de Ia masa de la molécula, los espectros de moléculas que tienen dife-
rentes istopos, como H¥Cl y HYCl, estén ligeramente desplazados. Esto se
aprecia claramente en la figura.
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0 < ©

Fig. 5-86. Modos normales de vibracién
de las moléculas poliatémica

~ 1337 em", wy = 667 cm
em-; () H,O: o, = 3657 cm, o=
= 1505 cm-Y, o = 3756

Se puede refinar nuestra teoria de Ia siguiente manera. La curva de energia
potencial de la fig. 532 no corresponde a la de un oscilador arménico simple
por lo que las oscilaciones son anarménicas. Esto requiere términos adicionales
en la ec. (5.18) para describir la energia vibracional en forma apropiada. Ademds,
la separacion de equilibrio de los nicleos cambia al variar Ja energia vibracional,
a causa de la forma de la curva de la energia potencial. Esto da lugar a un cam-
bio del momento de inercia y por lo tanto de la energia rotacional, lo cual cons-
tituye un efecto de interaccion vibracion-rotacion. Todos estos términos de co-
rrecci6n se obtienen generalmente en forma empirica analizando el espectro de
Ia molécula.

Los espectros vibracionales de moléculas poliatomicas son més complejos.
El modo de analizarlos es mediante los modos normales de vibracion de la mo-
lécula, que son vibraciones en las cuales todos los icleos vibran con relaciones
de fase constantes. En general, a cada modo normal corresponde una frecuencia de
vibracion diferente. Sin embargo, la simetria puede hacer que algunas frecuencias
sean iguales o degeneradas. La fig. 5-36 muestra las vibraciones normales de dos
‘moléculas simples: el di6xido de carbono, CO,, es una molécula lineal y H,0 es
una molécula plana. Para que una frecuencia esté activa en el espectro vibracional
o infrarrojo, la correspondiente vibracion normal debe inducir un dipolo eléctrico
oscilante en la molécula. Consideremos por ejemplo la molécula simétrica CO,
que no tiene momento dipolar eléctrico permanente. La oscilacion w, preserva
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Fig. 5-37. Niveles vibracionales del H,0 en fasc gascosa. Las energias estdn ex-
P cm~1. Los nimeros entre paréntesis corresponden al modo vibracional
(mangny).

la simetria de la molécula por lo que no induce un momento dipolar eléctrico;
en consecuencia, el modo vibracional es espectroscopicamente inactivo. Por el
contrario, , induce un momento dipolar paralelo al eje de la molécula y v, un
momento dipolar perpendicular a dicho eje; en consecuencia ambos son espec-
troscopicamente activos. El modo w, es doblemente degenerado porque consiste
en el ilustrado més uno en que los 4tomos oscilan perpendicularmente a la pigina.

Una molécula poliatémica tiene entonces varios grupos de niveles vibracionales
de energia. Algunos estdn ilustrados en la fig. 5-37 para el caso de H,0. Cada
uno de estos niveles estd asociado con sus niveles rotacionales correspondientes,
1o cual hace que los espectros sean bastante complejos. El anélisis de los espec-
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tros de rotacion-vibracion de una molécula suministra una informacion valiosa
acerca de sus dimensiones, la geometria, la energia de disociacion, ete.

Un proceso interesante llamado efecto Raman, en honor del fisico hindi C. V.
Raman (1888- ), estd relacionado con las vibraciones y rotaciones molecu-
lares, aunque es esencialmente un proceso de dispersion. Supongamos que ilu-
minamos una muestra de gas con radiacion monocromética de frecuencia v. Si
observamos la radiacion dispersada en direccion perpendicular a la de incidencia,
e la misma contiene, ademds de la frecuencia v igual a la de la
adiacida prinris o iiclenta, gak e 1t dsperetn csrete o o Regelh, rade-
o da teamclas v - w (lende cia del espectro
vibracional de la molécula). Esto es lo que se g dispersion de Raman,

——f=7==  —=p-7-=  ——p—-]-—Estado intermedio
o virtual
Estado
g Inicial
dimperada =V Vilipeadn=v—v, dipemadn=rTv,
Dispersion Stokes “Anti-Stokes
de Rayleigh

Dispersion de Raman
Fig. 588, Dispersion de Rayleigh y de Raman.

Podemos interpretar la dispersion de Raman de la siguiente manera: supongamos
que una molécula estd Imente en el estado vibracional v (fig. 5-38). Cuando
Ia molécula absorbe radiacion de frecuencia v pasa a un estado excitado. Si el
estado excitado no es estacionario, la energia absorbida se re-emite inmediata-
mente. La molécula puede volver al estado inicial emitiendo radiacion de la
misma frecuencia que la de I luz incidente; esta es la dispersion de Rayleigh.
La moléeula puede también volver a otro nivel vibracional que, por la regla de
seleccion Av = - 1, debe ser el nivel inmediato superior o inferior al nivel ini-
cial; esta es la dispersion de Raman. La radiacion emitida tiene entonces frecuencia
v+ % 6 v—v. La linea con frecuencia v— v, se denomina linea Stokes y la
de frecuencia v + v linea anti-Stokes. También se ha observado el efecto Raman
en el espectro rotacional. En este caso la regla de seleccion es Al =0, +2.

R/RMPLO &7, Relaclin entre I constanites del poteacial de Morse (cjemplo 5.)
¥ la frecuencia vibracional de una molécula diatomic

Solueion: Dado Ey = D[1 — e=+}s, podemos usar el desarrollo
—z e+
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¥ retoner s6lo los tres primeros términos, aproximacién que es villda i = o pe-
= a(r—ry)

quefo. Haciendo = tenemos que
By Der— = At h
— nw‘o—r.r e 5200
Si las_oscllaciones (nzrl arménicas deberiamos tener Ey — dk(r — ). Luego,
o i tening v T o0 (L0 o8 1o easvete moveenl sresbmbes = PoAomos sest:
bir 3k ~ Da, Como w, — J K/, tenemos
@ = polf2D,

que da Ia constante a en funcién de constantes moleculares conocidas. El segundo
término es Ia energia potenclal anarménica y contribuye términos adicionales a la
energia vibracional dada en In ec. (5.16). Por ejemplo, se puede demostrar que s
posible escribir I energla vibracional hasta el primer orden en la forma

Ee = 0+ Doy — (0 + s,
Nou/4D.

donde z.

5.9 en

Una molécula puede tener varias configuraciones electronicas o esudns esta-
cionarios. Para simplificar, consideremos una molécula diatomica; a cada estado
electronico corresponde una energm Sotencial Hinlls i 1ah da 1 $stados sleo.
trénicos de Hj mostradas en 547. En el estado electronico excitado, los
dos niicleos tienen en genml disuncizs de equilibrio que son diferentes de la

Estado clectrénico
Niveles superior, £
rotacionales, B¢/

Niveles
vibracionales Y/

Estado electrénico
interior, £Z

Niveles
vibracionales £

[

Fig, 543, Nivels rotaclanales y vibraclanales de energi atociacos con dos stados
electroni
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correspondiente al estado fundamental. En la fig. 5-39 estin representadas dos

stas curvas de energia potencial. La separacion de estas curvas es del orden de
12 10 eV. Luego, cuando una molécula experimenta una transicion electronica
pasando de una configuracion electronica a otra, la radiacion involucrada cae
en la region visible o en la ultravioleta del espectro

un estado electronico dado corresponden ‘muchos estados vibracionales y a
cada estado vibracional corresponden varios estados rotacionales. En primera
aproximacion podemos escribir la energia de la molécula en la forma

E=Ee+ By + Bp = Ee+ 0+ Dhog + 5 1(! +1), G2

donde E, se refiere a la energia electronica en el minimo de la energia potencial
(ver fig. 5-39). Las tres energias pueden variar en una transicion electronica.
En general, la frecuencia o, y el momento de inercia I son diferentes para ambos
estados electronicos. Por lo tanto debemos escribir el cambio de energia en la
transicion electronica en la forma

=E'—

= AE, + AE, + AE,

donde AE, = E,” — E,’ es ¢l cambio de energia electronica dada por la dife-
rencia de energia entre los dos minimos de los estados electronicos,

AE, @+ Phof — @' + Phoy

E;—E

es la energia vibracional y

P o
2 MU=

41

es ¢l cambio de energia rotacional. La doble prima corresponde al estado de
energia electronica mayor y la prima al estado de energia electronica menor.
La frecuencia de la radiacion emitida o absorbida en una transicién electronica
es por lo tanto la suma de tres términos:

ve o+ w0, ) + ", 1),

donde v, = AE,/h se debe al cambio de energia electronica, y (0", v) y v(l", )
corresponden respectivamente a los cambios de energia vibracional y rotacional.
La frecuencia v s la mayor. Para una transicion electronica dada, los espectros
consisten en una serie de bandas; cada banda corresponde a un valor dado de
0"y de v’ y todos los valores posibles de I y I'.

Necesitamos reglas de seleccion para determinar los valores posibles de (v”, o)
¥ (", 1). Si consideramos transiciones dipolares eléctricas, la regla de seleccion
rotacional es

=041, nol"=0el=0
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Obsérvese que ahora Al = 0 estd permitido porque hay un cambio en la confi-
guracion de la molécula durante la transicion y las consideraciones de paridad
no entran en la misma forma que en los casos anteriores. Sin embargo, la tran-
sicion ' = 0 > " = 0 esti prohibida porque si no lo estuviera seria imposible
satisfacer el principio de conservacion del momentum angular, ya que la radiacion
emitida o absorbida posee una unidad de momentum angul

Otra regla de seleccién es que el espin de la molécula debe ser el mismo en los
dos estados electronicos involucrados en la transicion; esto es, AS = 0.
regla se debe a que las fuerzas dependientes del espin actuantes en la transicion
no son suficientemente fuertes para alterar el acoplamiento del espin de los elec-
trones; sin embargo, esta regla de seleccion no se sigue rigurosamente.

La regla de seleccion vibracional es algo mis complicada, Notese que una
transicion electronica ocurre en un tiempo' del orden de 10~ s mientras que el
movimiento oscilatorio nuclear tiene un periodo de alrededor de 10 s, o sea mil
veces mayor. En consecuencia, durante la transicion electrénica la separacion
nuclear nece esencialmente constante. Esto significa que la linea que une
las posiciones inicial y final del nicleo en la fig. 5-39 al instante de la transicion,
debe ser vertical. Por otra parte, las transiciones més favorables deben ser aquellas
para las cuales es més ficil ajustar rapidamente el movimiento nuclear a las
nuevas condiciones electronicas. En términos clisicos, las transiciones vibracio-
nales mis favorables deben ocurrir cuando la velocidad relativa nuclear es la
misma en ambos estados al instante de la transicion. Como la velocidad es cero
en los extremos de la oscilacion clisica, las transiciones mds probables ocurren
cuando al instante de la transicion los nicleos estdn en un eziremo de su oscilacion
y a la misma distancia internuclear en el'estado inicial y en el final. En el lenguaje
cuéntico podriamos decir que las transiciones mas probables son squélles para
las cuales la funcién de onda vibracional sufre la menor distorsion al instante
de la transicion. Como las funciones de ondas oscilatorias son muy parecidas en
los extremos de oscilacion clisicos (recordar la fig. 2-19), llegamos con el modelo
cufintico a Ja misma conclusién que con el cldsico.

Refirdmonos a la fig. 540, por ejemplo, y supongamos que una molécula que

estd inicialmente en el estado vibracional o’ = 5 del estado electrénico C' expe-
Timenta una transicion por absorcion yendo al estado electronico C"’. Los estados
finales vibracionales més probables se obtienen dibujando lineas verticales a y b
en los extremos de la oscilacion s ¢ sstmndendoles s itsroeptar I
curva C”. La linea a cae cerca de 1, resultando una transicion o’
A V7io1. Ta tntersceitn delallnea b cas por sacima.da 1 nceta d Aladliciin
por lo que daria lugar a la disociacion de la molécula. Cuando la transicion invo-
lucra el nivel de vibracién més bajo (o' 6 o” = 0) se debe dibujar Ia linea vertical
por el centro de las oscilaciones, tal como c y d, resultando (en nuestro ejemplo)
Ias transiciones

V=00 =4

20" =0.
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La razén de esto es que el méximo de la funcién de onda del estado fundamental

de un oscilador esti en el centro (ver la fig. 2-19). Hemos considerado transiciones

<ion; ¢l mismo razonamiento se aplica a las transiciones por emision.

En consecuencia las transiciones vibracionales asociadas con las transiciones

micas no satisfacen la regla de seleccion Av =+ 1 por lo que v puede
suffir un cambio de varias unidades,

La regla que acabamos de explicar para determinar la transicion vibracional
en una transicién electronica se conoce como principio de Franck-Condon. James
Franck la formul6 en términos clésicos y Edward U. Condon la reformulé con-
forme a la mecdnica cudntica alrededor de 1926.

;

Fig. 5-40. ‘Transiciones electronicas permitidas conforme al principio de Franck-
Condon.

5.10 Conclusion

En nuestro estudio de la estructura molecular solo hemos considerado los aspectos
mds importantes. Hay muchos detalles que no hemos mencionado. Por ejemplo,
los espines nucleares tienen influencia en los niveles de energia moleculares. En
las moléculas més simples, Hj y Hy los dos protones pueden tener sus espines
paralelos o dando lugar al yal
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La simetria molecular juega un rol muy importante en la determinacion de
las vibraciones normales posibles y en la de las transiciones permitidas; empero,
un estudio de la simetria molecular estd por encima del nivel de este libro.

En el caso de moléculas poliatomicas los espectros pueden ser tan complejos
que resulte imposible clasificarlos como lo hemos hecho con los de las moléculas
diatomicas en la seccion 5.9. Sin embargo, esta complejidad es itil en el sentido
que permite identificar un compuesto dado observando su espectro. Por otra
parte, clertos grapoe atimicos presentan eepects electronicos y vl.br.lmnnn.l:s
bien definidos, por lo que la de las frecuencias
una indicacién de la presencia de tales grupos en una molécula.

Podemos concluir diciendo que una de las herramientas més poderosas para
determinar la estructura molecular es el andlisis de los espectros moleculares.
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51 La energia del estado fundamental
del H{ respecto al sistems compuest
de hicrogano en au estado fundamental

g

Caloutar: i 4o 17 respects
al sist
HY+H e

& distancis insita, () la energia dal
sistema H; +e 2 "spuracion infiita
Tespecto al sistema H -+ H también @
distancia infinita y con ambos dtomos
ol s Brasatil i) o scnas
de fonizacién del H, si la energia de
disociacién de esta molécula en dos

mos de hidrégeno en su estado fun-
damental es 4,48 eV. Comparar el resul-
tado de (c) con la energia de ionizacién
del hidrogeno atémico.
52 Caleular la contribucién de la re-
pulsién coulombiana_entre los dos ni-
cleos a la energia del Hy en su estado
fundamental. Calcular la energia debida
a la interaccién del electrén con los
niicleos. [Sugerencia: Utilizar los datos

el problema precedente y recordar que
Io dataucia de equlibie entre los dos
niicleos en el H; e Al
53 Las energias de disoclacién y do
onfzacibn te expresan frecuenteronts
en kea 2. Probar que un keal mole™
Cquivale 2 4,338 X 1036V, Expresar la
encrgia de disociacién de H, en keal

54 Explicr. por, qué,la longitud del
enlace del Hj es 1,06 A, mientras que
s e s fangitod e satsce
corta igual a 0,74 A. Explicar también
POr qué la energia de disociacion del H,
(103,2 keal mole-)) es menos del doble
de Ta energia de disociacion del Hj
(61,06 keal mole™).

5.5 Explicar por qué el fon Hy es
menos estable que el ion Hef sl amibos
tienen la misma configuracion electré-
nica, 4Cadl de los dos deberta tener la
distancia internuclear mayor?

5.6 Hallar la energia del Li, respecto
al sistema 2Li* + 2¢, con las cuatro
particulas a distancia infinita. La ener-
gla de ionizacién del litio es 539 eV.
Calcular la energia de repulsién coulom-
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biana de los iones Li* a la distancia de
equilibrio, 2,67 ar luego la
energia de 10s dos electrones de valencia.
5.7 Dicutir la configuracién electronica
y la_estructura del enlace en (a) Aly,
®) S, y () Cla. En cada caso, escribir
el simbolo del término del estado fun-
dament
58 Discutir Ia configuracien clectrd-
3 B emtectuee osl enidce o
Tolécula NO. n la moléc
Ry Deciis euit 4 1as dos molécutes ea
mis estable.
5.9 Escribir las_configuraciones elec-
trénicas de las siguientes moléculas dia-

molécula es positivo y cul negat
510 Caloular In energta que se mm.
cuando el AIC] y el AlBr se dis

tomo meutros, Las scparaciones. da
equilibrio de estas moléculas son 2,13 A
y respectivamente. Los valores
‘expérimentales correspondientes son 71,5
keal mole-t y 55,3 keal mole-l. [Suge-
rencla: Ver en el cjemplo 55 un cdlculo
i paee o i)

511 de_hidrégeno
captura un clectrén para tranlormarse
en H-, se libera una energfa de 0,749 eV.
La energia de ionizacion del Li es 5,39 eV.

alcular la_en e disociacion de
LiH teniendo en cuenta que la distancia
internuclear de equilibrio es 1,60

512 Una expresion empirica aceptable
para Ia cnergia potencial en ¢l enlaca
ioni

Ep = — et (dmegr) + be-33 <10,
donde v es la carga de los fones y b es
una constante que se determina a partir
de los valores experimentales de la ener-
g de disociacien, Hallar b para ol KCI
teniendo en cuenta que la distancia de
emiliorio en m- molécul

X sentar la energia poten-
a1 emergta de. diocacion 4e
KGi en K+ y CI-. Caleular Ia energia
necesaria para la disociacion en
ductos neutros.
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513 Una expresion empirica bastante
precisa para calcular la energia poten-
cial de dos iones en un enlace idnico es

Exlr)

donde v es 1n carga de los lones v
by d son constantes que e obtienen

— Ve (drea) + be-or —djrs,

Para el LiF las
3,25 A1, b = 895 eV
eterminar la_ener-

gla necesaria para disociar una molécula
de LiF en sus dos iones. (Ln longitud de
uni6n en el LiF es 1,54 A.) Calcular

Bién Ia energia necesaria pm Ia disocia-
cién en dos atomos neutros. La energia de
fonizacién del Li es 5,39 eV y la afinidad
electrénica del fliior es 3,45 eV.

514 Demostrar que la funcion de onda
& = N(s + ap= + Bpy + 1P))

tiene su miximo en la direccién del
cotor @ = wxx + B + wy y su mi-
nimo en la direccion opuesta, En con-
secuencia dos funciones de onda hibridas
correspondientes a los vectores a y
tienen su m: en_direcciones que
forman el mismo dngulo que a y a’.

caso sp los
formando dngulos de 120°. [Sugerencia:
Notar que el vector uspr -+ uypy -+ v
es proporcional a r.]

515 Demostrar que las cuatro fun-
cones de onda hibridas sp* son ortogo-
nales. Hacer lo mismo para las funciones
de onda spt.

516, Discuti I estructura de (s) Gy,
®) GHey (0) Gy

517 Analizar la estructura de las sic

enter moldenas: 1) GO, ®) CS
(c) CSTe, © cdc|,. (1) ocl,.
(9 ONGY () sni, @) 5

e T
¥ cudles forman dingulo.

518 Analizar la_estructura de las
siguientes moléculas: (2) AsH,, (b) SbF,,
(€) BOY, (d) OH, (e) PCls, (f) SeOF

BrOp () SIFye() PF, Indicarcudles
s son anas  eudles piramidales
519 A fa_ arirats b H,
0 si las moléculas son
Thamiss pirmtiaiee
520 Discutir las moléculas de H,0
y NH, utilizando funciones de onda con
hibridizacién s 1 oxigeno y el
nitrégeno respectivamente. ;Cree usted
que ésta es una descripcion de estas
moléculas mejor que la presentada en el
texto?
521 Analizar la estructura de unién
de CH; y H,0".
522 Discutir I estructura de_unién
de la molécula H,CO. ¢Es plana la
molécul
523 El momento dipolar cléctrico de
H,0 €5 6,2x 1020 m ‘momen-
e s ibntgie caca st
O—-H. Teniendo en cuenta que In lon-
gitud de unién de O—H es 0,958 A,
$aué traccidn del slectron'del hidrogens
Se ha transferido al dtomo de oxigeno?
524 La longitud efectiva total de Ia
molécula conjugada CHy—(CH
o5 A o o grdfcn Ao 108
niveles de energia ocupados por 1os
electrones . Hallar Ja energia y la lon-
gitud de onda de los fotones absorbidos
al excitarse uno de los electrones = mds
altos.

525 La molécula de caroteno B es
una molécula_conjugada que tiene 22
electrones . Se ha encontrado que esta
molécula absorbe fuertemente radiacién
a 4510 A. Estimar la longitud total de
la molécu

526 Demostrar que el momento de
inercia de una molécula diatomica res-
pecto a un eje perpendicular a Ia linea
de los micleos y que pasa por el centro
de masa es I — ur}, donde s la masa
reducida de In molécula y 1, s la dis-
tancia Internuclear.

527 Las lineas adyacentes en el espec-
tro rolacional puro de SCIMF estin
scparadas por una frecuencia de 1,12 x
10 Hz. ;Cuil es la distancia intera-
t6mica de esta molécula?

528 (a) Calcular la energia y la lon-
gitud de onda del fot6n absorbido cuando
una molécula de *Hg*Cl (r, = 2,23 A)




hace Iastranmiciones rotacionales | =0 —
I=1->1=2. (b) (;En qué

an P nl’pﬂ:tm electromagnético se
encuentran estas lineas?
520 Suponiendo que la separacién de

s moléculas HYCI y HYCI
igual

equilibrio en

cuencia_entre
rar los resultados con la fi
530 Calcular la_ener;

tres
primeros estados excltados rotacionales
jon

en CO rminar la_longitud
i anda’de 1o totoncs absorbidos en Tas
transiciones entre esos niveles de energia.
531 Los niveles rotacionales de ener-
iia de una molécula que tiene dos mo-
mentos principales de inercia iguales es-
tén dados por

£ e d n

Bu= g2+ 55— )
donde I, corresponde a los ejes XeY,
1, corresponde al eje Z, y

I3l 0%, Lo mA

mpleando esta _ecuacién, estimar la
poncmn relativa de los niveles rotacio-
nales de energia de una molécula que
tiene () Iy = 0,8%, () I, = 1,21, Re-
presentar graficamente los niveles como
Tniltiplos de M,
532 Una molécula diatémica no es
rigurosamente rgida y Ia distancia inter-
umenta,
Centrifugo, & medida que aumenta el
momentum angular de la_molécula.

g

ncos por 1a sc. -G
(®) Una upmmn empi
energia rotacional es

B = (/2D {1 + 1) — 3 + DI
donde 3 es la constante de estiramiento.

Obtener una expresion para las {recuen-
cias correspondientes a las transiciones
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entre los niveles rotacionales. Comparar
con Ia ec. (5.15) y ver si se puede reco-
nocer el efecto de estiramiento en la

B 51
O
%

533 Dos cuerpos de masas m, y m
respectivamente th ‘watdos con, us
resorte de constante eldstica k (ig. 5-41).
Mostrar que si se estira el resorte y se
cilan con una
recaencta + = (17203 ¥ donde 4 s
A e e
534 Caleular la energia o Tos tres ni-

veles mds bajos de vibracion en el HF,
dado que la constante de fuer:
9,7 x 1 Hallar el nimero de

m
onda_de la nm-mn absorbida.en la
transicion © = 0 —

535 El espectro Infrarrolo_del CO
a baja resolucién, presenta una banda
la_en 2170 cm-

Representar a escala la curva de energla
potencial.
536 Caleular el cociente entre las fre-

de THMCI
constante de fuerza es la misma para
mbas moléculas.

es 1

constante de fuerza
Cl si la frecuencia
de vibracién es 9 x 10° Hz? Hallar
también la energia en el punto cero.

538 Hallr las frecuencias vibraciona-

I
1o olécols de 1y absorbe. radiad
infrarroja_de Tongiiud. de onda 23
x10-* m correspondiente nsi-
cién vibracional con in camblo
de Tas energias rotacional y electrénica.
Suponer que In constante de fuerza ¢s
Ia misma para las tres mol Com-
parar con los looos exparismmtale.
539 Las tres frecuenclas vibracionales
de CO, son 667,3 cm- iy
2349,4 cm-. Hi
primeros_niveles vibracionales de ener-
gia de esta molécula.




238 Moléculas

La molécula CO tiene una tran-

sicén elecrdnles que produce variss
(alrededor _de

5300 ). Tstimar . separacion’ entre

lineas rotacionales adyacentes en cada
banda. (Es de esperar que la banda
aparezca continua en un espectroscopio
de baja resolucién?
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6.1 Introduccién

La materia en su conjunto, tal como afecta a nuestros sentidos, s un agregado
de un gran nimero de Atomos. Vulgarmente hablando, estos agregados se pre-
sentan en tres estados fisicos o fases: gases, liquidos y solidos. En los gases la
distancia media entre moléculas es mayor que el tamaiio de éstas y las fuerzas
intermoleculares son més débiles que las fuerzas que mantienen unidos a los
dtomos en la molécula. Luego, en los gases las moléculas conservan su individua-
Iidad. En contrapasicitn, en un solid, os homos (0 moléculas) st fuertemente
unidos y mantenidos en posiciones mis o menos fijas por fuerzas de origen
tromagnético, que son del mismo orden de magnitud que las involucradas en .t
uniones moleculares. En consecuencia, la forma y volumen de un solido perma-
necen esencialmente constantes hasta tanto las condiciones fisicas, tales como la
presion y la temperatura, no experimenten cambio apreciable. Los liquidos estin
entre los gases y los solidos. Sin embargo, la teoria de liquidos estd todavia in-
completa y no seré considerada en este texto.

En la mayoria de los solidos los tomos (o moléculas) no existen como enti-
dades aisladas; antes bien sus propiedades son modificadas por los 4tomos vecinos.
EI ordenamiento regular de los 4tomos o grupos de dtomos es una de las carac-
teristicas més importantes de los solidos; esto es, la estructura de los solidos
presenta una regularidad o periodicidad constituyendo lo que se denomina una
red cristalina; por consiguiente, para comprender la estructura de un solido, es
necesario estudiar solamente la unidad basica o celda de la Ted, ya que todas
las propiedades se repiten de una celda a la 6tra. Uno de los métodos mas efec-
tivos para analizar una estructura cristalina es por medio de la difraccion de
rayos X o de neutrones.

Desde el punto de vista de la mecénica cuintica, la determinacion de la estruc-
tura de un sélido no difiere fundamentalmente de la de una molécula. Consiste
en hallar una configuracion estable de los miicleos y electrones los cuales estin
sujetos a sus interacciones electrénicas y se mueven de acuerdo a las leyes de
In mechafaeubutio: Tewdos ifpencas potaclples sl sk de un

s6lido y la de una molécula son el gran numero de 4tomos involucrados y la
regularidad en sus arreglos. Para Astndmr la_estructura de un solido se usan
varios tipos de de los factores domi involu-

crados en cada solido. En este capitulo analizaremos algunos de estos métodos
y los aplicaremos para explicar ciertas propiedades de los solidos, dejando algunas
consideraciones de naturaleza estadistica para el capitulo 13.

6.2 Tipos de sdlidos

Se puede clasificar a los stlidos segin el tipo predominante de enlace. En esta
seccion estudiaremos los tipos mds representativos de solidos.

(1) Sélidos covalentes. En un solido covalente los dtomos estan ligados
entre si por enlaces direccionales localizados, similares a los que encontramos
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en el estudio de la molécula H,. La red cristalina estd determinada por la orien-
tacion y naturaleza de los enlaces direccionales. Un caso tipico es el diamante,
en el cual los cuatro electrones ligantes de cada dtomo de carbono estdn orien-
tados, como se ilustro previamente en la fig. 5-18, por medio de funciones de

onda hibridas sp’, con lo cual resulta la estructura cristalina que se indica en la
fig. 6-1. Cada csfera representa un nicleo de carbono y cada barra un par de
electrones de enlace localizados. La separacién entre dos dtomos de carbono
es 1,54 x 1019 m.

Los atilos corslemtus duikte 2 1x esractarn electrénica rigida, tienen varias
duros y dificiles de

Red cristalina del diamante.

deformar. Todos son malos conductores del calor y la electricidad porque no hay
electrones libres que transporten la energia o carga de un lugar a otro. Ademés,
un solido covalente requiere una cantidad de energia relativamente grande para
producir vibraciones en todo el cristal, debido a la rigidez de los enlaces. Por
o tanto, estas vibraciones tienen una frecuencia alta. Andlogamente las energias
de excitacion electronica de solidos covalentes son del orden de unos pocos elec-
tronvalts (por ejemplo, la primera energia de excitacion electronica del diamante
es de alrededor de 6 ¢V). Esta energia de excitacién electronica es relativamente
mnde si se compara con la energia térmica media (del orden de k), la cual

mbiente (208 K) es de 2,4 x 102 eV; en con-
xecuencn los solidos covalentes estin normalmente en su m.ldn electronico
fundamental. Muchos solidos covalentes son transparentes l diamante es]
cllmate, dobIA5 & s " difcrmciacolee’ s prime tale eloctebals.y €1
fundamental es mayor que las energias fotonicas en el espectro visible, que yace
entre 1,8 y 3,1 eV.
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Pig. 6-2. (a) Red cristalina del NaCl; (b) red del CsCL

(2) Cristales ionicos. En contraposicion estén los cristales ionicos, que con-
sisten en un arreglo regular de fones positivos y negativos resultantes de Ia trans-
ferencia de un electrén (0 mis) de una clase de 4tomo a otro. Este es el caso,
por ejemplo, del NaCly del CsCl, cuya estructura cristalina se muestra en la fig. 6-2.
La separacién entre los dtomos de sodio y cloro es 2,81 x 10-1° m aproximada-
‘mente, mientras que la distancia minima entre dtomos idénticos es 3,97 x 10-10m.
Los iones se disponen de tal modo que se produce una configuracion estable bajo
sus interacciones electrnicas mutuas.

Estos slidos son ademds malos conductores del calor y la electricidad debido
a que carecen de electrones libres. Empero, a temperaturas altas los iones pueden
adquirir alguna movilidad con 1o cual resulta una mejor conductividad eléctrica.
Usualmente los cristales ionicos son duros, frigiles y tienen un alto punto de
fusion debido a las fuerzas electrostdticas relativamente fuertes entre los iones.

=
N AT

V

Trasmision, %

Fig. 68, Trasmision de radia-
cién infrarroja a través de una
pelicula de NaCl [Adaptacién

: R. Barnes, Z. 5,

e: R.
[ C 70 723 (1962).]
A10%m
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Algunos cristales i6nicos absorben fucrtemente radiacion electromagnética en la
region infrarroja del espectro. Esta propiedad est asociada con la energia nece-
saria para excitar las vibraciones de la red. Dicha energia es generalmente menor
para los cristales inicos que para los covalentes, debido a que sus fuerzas de
unién son relativamente mis débiles. La fig. 6-3 ilustra como se transmite la
radiacion infrarroja a través de una pelicula delgada (1,7 x 10-7 m) de cloruro
de sodio; la méxima absorcion ocurre a la longitud de onda de 6,11 x 10-*m o
a una frecuencia de 4,91 x 102 Hz, correspondiente a fotones con una ener-
gia de 2,03 x 10 eV.

ia de los cristales ionicos son diamagnéticos, porque los iones no
tienen momento magnético, ya que su estructura es de capas completas con todos

v @

@) Apilamiento compacto cibico (acc) de
esferas; (b) vista del acc separado; (c) apilamiento
compacto bexagonal de estems (ach); (&) vista dat
ach separado.

i o

@
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los electrones apareados. Por ejemplo, en el LiF, los iones Li* y F- tienen la
configuracion que se muestra en la fig. 64, que es semejante a las configura-
ciones de los gases nobles He y Ne, respectivamente. (Recordar la fig. 4-7). Esta
nmmum se uﬂq- también en otra propiedad importante. Los iones tienen si-

ica, y de este modo sus enlaces no tienen direcciones preferenciales,
como m de Tos slidos covalentes. Por consiguiente, los fones se ordenan en el
cristal como si fueran esferas apiladas en forma compacta. Hay un infinito nii-
mero de modos de apilar esferas. Dos de los mds comunes estin representados
en la fig. 6-5; la pila cibica compacta (pec) y la pila hexagonal compacta (phe).

(3) Sélidos con enlaces de hidrégeno. Estrechamente relacionados con los
cristales ionicos estan los solidos con enlaces de hidrogeno, que se caracterizan
por tener moléculas fuertemente polarizadas con uno o mds dtomos de hidrogeno,
tales como el agua, H,0, y el dcido fluorhidrico, HF. Los iones de hidrogeno
positivos, debido asque son relativamente pequefios, pueden atraer el extremo
negativo de otras moléculas, formando cadenas tales como

(FF) (HF) (HF)
Esto es particularmente interesante en el caso del hielo, en el cual las moléculas
de agua tienen el arreglo tetraédrico que se muestra en la fig. 6-6. La estructura
relativamente abierta del hielo explica el mayor volumen que el hielo tiene en
comparacion con el del agua en la fase liquida.

(1) Solidos moleculares. Fstos solidos estén hechos de sustancias cuyas mo-
léculas no son polares. En estas moléculas todos los clectrones estin apareados,
de tal modo que no se puede for-
mar enlaces covalentes entre dto-
mos de dos moléculas diferentes.
En este tipo de sélidos las molécu-
las conservan su individualidad.
Ellas estén ligadas por las mismas
fuerzas intermoleculares que existen
entre las moléculas de un gas 0 un
liquido: las fuerzas de van der Waals,
las cuales son muy débiles y corres-
ponden aproximadamente a_las
fuerzas entre dos dipolos eléctricos.

 Ordenamlento de as mo-
agua en el hiclo. [De:
- Pauting, T Neturs of he Chemi-
cal hond Cormeh Univerity P,
thaca, N.Y., 1960; con per
i




Pig. 6-7. Energia potencial interatémica de Van der Waals para los gases nobles.

Esto puede ser explicado como sigue: aunque en promedio estas moléculas
no tienen un momento dipolar eléctrico permanente, sus configuraciones
electronicas a cada instante pueden dar lugar a un dipolo eléctrico instantdneo.
Las fuerzas de van der Waals provienen de la interaccion de estos dipolos eléc-
tricos instanténeos. Las razones anteriores explican por qué los solidos molecu-
lares no son conductores del calor y la electricidad, tienen un punto de fusion
muy bajo y son muy compresibles y deformables. Ejemplos de sélidos moleculares
son CHy, Cly I, COy, C,H, etc. en sus respectivos estados sélidos. Los gases nobles,
cuyas capas externas estin completas, se solidifican como sélidos moleculares.
La fig. 6-7 ilustra las curvas de energia potencial que describen la interaccion
entre dos dtomos de un gas noble en el estado solido.

(5) Metales. Finalmente estin los metales, que son solidos de gran impor-
tancia préctica y tedrica. Los metales son elementos que tienen energias de
ionizacion relativamente pequefias y cuyos dtomos solo tienen unos pocos elec-
trones débilmente ligados en sus capas incompletas mis externas. Estos electrones
externos débilmente ligados son ficilmente puestos en libertad usando la energia

que se libera en el momento de formarse el cristal. De este modo, los metales
et wna e repular capupussty da e Touss pestivos etfciotments winéirioos
que se forman cuando los electrones més externos quedan en libertad. Dentro
de esta estructura hay un “gas” electronico formado por los electrones liberados
y que son los responsables de la union. Estos electrones se mueven més o menos
libremente por la red cristalina y por lo tanto no estin localizados.

Los solidos metdlicos tienen excelente conductividad térmica y eléctrica, de
1o cual son responsables los electrones libres; la razén es que éstos absorben
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Fig. 6:8. Red del grafito.

fhcilmente energfa de la radiacion electromagnética o de las vibraciones de la
red — por mds pequefias que sean— aumentando asi sus respectivas energias
cinéticas y su movilidad. Por esta misma razon los metales son también opacos,
ya que los electrones libres pueden absorber fotones en la region visible y ser
excitados hasta uno de los muchos estados cudénticos cercanos disponibles. Los
electrones libres son también responsables en gran medida de otras caracteris-
ticas de los metales tales como su alto coeficiente de reflexion para las ondas
electromagnéticas, especialmente en las regiones de radiofrecuencia ¢ infrarroja.
Las fuerzas que mantienen unida la red del metal son de simetria esférica; por
1o tanto estas redes se parecen a los apilamientos compactos de esferas discutidos
en los cristales i6nicos.
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Fig. 6-9. Imperfecciones de una red cristalina.
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La clasificacion precedente de tipos de s6lidos no debe ser tomada muy estric-
tamente; algunos solidos son una mezcla de més de un tipo. Un ejemplo intere-
sante es el grafito (en la fig. 6-8 se muestra la red del grafito), que consiste en
capas de 4tomos de carbono dispuestas en forma de hexagono. Los atomos de
una capa estn ligados por enlaces o covalentes localizados los cuales usan fun-
ciones de onda hibridas sp? y enlaces = no localizados, como en el benceno (sec-
ci6n 5.6). Los electrones de enlace = no localizados estan en libertad de moverse
paralelamente a las capas, lo que explica la conductividad eléctrica paralela a
las capas del grafito y la no conductividad en la direccion perpendicular a ellas.
Capas sucesivas de atomos actian como macromoléculas. Estas capas estin
unidas entre si por fuerzas débiles de van der Waals, exactamente como lo estdn
los cristales moleculares, lo que explica la naturaleza escamosa y resbaladiza del
grafito. Es por esta estructura que el grafito se usa como lubricante. La longitud
de los enlaces sp? en el grafito es 1,42 x 10-1° m y la separacion entre las capas
es 3,35 x 10°1

La estructura de cada tipo de solido que hemos descrito estd determinada
por la estructura electronica de los 4tomos componentes, la cual indica el ni-
mero de electrones disponible para los enlaces, asi como la energia necesaria
para ajustar el movimiento de los electrones a las condiciones que prevalecen
en la red (condiciones que son diferentes de las de los dtomos aislados). En ge-
neral, para formar un solido, se requicre una cantidad dada de energia con el
fin de modificar el movimiento de los electrones; sin embargo, en el proceso de
formacion de la red se libera mucha més energia que la requerida para modificar
dicho movimiento.

Las redes cristalinas no son perfectas y sus imperfecciones se pueden deber a
varias causas. La fig. 6-9 ilustra algunas de las imperfecciones tipicas. En (a)
tenemos una vacante dejada por un 4tomo que falta, mientras que en (b) tenemos.
una impureza suslitucional reemplazando un atomo de la red. En () y (d) se
muestran imperfecciones debidas a un dfomo intersticial, ya del mismo tipo o
de una impureza, Finalmente (¢) muestra la dislocacion de arista, que se podria
ver como si desde el tope de la red se hubiese empujado una capa extra de dtomos
hasta medio camino. Las imperfecciones de la red tienen un efecto muy impor-
tante en las propiedades eléctricas, elisticas y Gpticas de los solidos.

EJEMPLO 6.1, Céleulo de la energia potencial interna de un cristal i6nico.

Solucion: Como en primera aproximacion podemos considerar un cristal iénico como
un arreglo regular de cargas puntuales positivas y negativas, es de esperar que la
nergis potbcial fntdona o om coatal loaki e drbe excncifmenté o Taerasls
eléctrica entre los iones. Consideremos como efemplo, el caso del NaCl y calculemos
I8 Intersccion elécrica de un lon Na: con todos lob otrot fones del cristal, Como
mos ver et la 1. 62, cada Jon Na+ tiene 6 fons CI- como vecinos més cercanos,
Eodos & 1a misma distancia. De este modo, como el Na+ y ¢l CI- tienen cargas iguales
a'c en valor absobuto, 1a energla potencial sléetrica de atraccién del Nav debido a los
6 lones CI- mis cercanos e

®),

Byt (m) ~—iE
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donde R es la distancia entre los vecinos mds préximos. Las series de iones que sigue
Som 1% kimca M+ » i @scancia AR, reroltando was emargia pobimcial 44 Tepeision

En =135 -~ )

Sigue un grupo de 8 fones Cl-
clal de atraccién

s,,aa(—

una distancia J3R, que producen una energia poten-

_L,) M o (L)

ne)3R 4meR \)3

La préxima capa contiene 6 iones Na‘ a una distancia 2R, que da una energia poten-
cial de repulsion

@ &
B ‘(cm.zn) T

Este proceso continiia hasta incluir todo el cristal. La energia potencial resultante
e Ia suma o sea

L et
R I - - 7As+,..)=——.
=R TR R
donde « es cl valor de la suma encerrada en el paréntesis, que se llama constante de
Madelung. En el caso de una celda cubica de carss centradas, tal como el NaCl, la
constante de Mme\uu o8 a = 1,747 nde s6lo de la geometria
del cristal; para una celda cibica de cuerpo cenlndn. tal como en el CsCl, su valor

©1)

Doritiva la energla potncial es negativa y la fuerza interiénlca ot do
atraccion  t5das lus distaneits, o deci, Que mo tiene ningin minimo. Por consl-
uiente, ol cristal deberia Juntarse en una estructura de apflamiento compacto sin
Mbsmos gus/eald 0 o ol cadn, L conpcaion peo-
gl pnindla: Casuds dos Komot e seieet
Ticho Ia repuliion nuclear (parciatraante redue r las capas de-electrones)
¥ 1a repulsion entre las capas clectréricas completas fentran cn accidn. En conser
cuencla debemos afiadic un términe otencial que produzca repulsion
K corio slcance. Fsto $¢ bso antee, e 18 seeeion ot a1 dsctic Jos entaces Joncos
Para obtener este término de repultion suponemos, baséndonos en hechos emplrico,
una expresion razonable para la energia potencial. Se han propuesto varias expre-
Slonce, paro. considecaremios solameats 1a, mia simple de lodus, Ia Sugerida por el
fisico alemin Max Born (1882-  ):

Entepuiin) = —i"— .

donde 8 ¥ n son dos co

ntes a determinar. Cuando usamos R* con n > 1, la
o alcance despreciable a distancias grandes en
aracidn con Ia atrsccién coulombiana de los lones. Cuando esta energia poten-

P! B ¢ 7O 1
G (R ") &
El grifico d emergia potencial es similar al lustrado en 4. Llamando

g. 5-1
b grgpderr e ooy i e & jar Luego

By i (g WA
drR )l-l. Ane Ry * R o
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68 = «RS™/n. Entonces podemos escribir Ia ec. (6.2) en la forma

et
Br = vl [ R
La energia potencial del fon Na* en equilibrio, obtenida haciendo R = Ry, es
et 1
B=—2(1—1).
T (%)

Encontramos un resultado similar si comenzamos con un fon Cl-. Para obterer la
energia interna total del cristal, debemos sumar el resultado anteri re todos los
iones del crital. Al hacer esto debemos aseguramos de no contar dos veces Ia interac-

ntre cada par de iones. De este modo, dado que N es el nimero de pares
el ettt el bl gl iy
12 energia potencial nterna del cristal ¢

:
2 (-3)

Bl valor experimental de U para el NaCles — 7,77 x 10° J mole-t 6 — 1857

setieip et gl sl e
§umt\xyendo cste valor de U enla cc. (6:3) con N igual al nimero de Avogadro
(6,02 X 10% mole™) y Ry X 10-10 m, obtenemos n ra otros cris-
3 hions B Velhs 1 Ak s e 08 s Eohs SaIok SR n o S
patible con otros célculos.

s

b—a—if n

Fig. 6-10. Red lincal de atomos idénticos.

EJEMPLO 6.2. Discusién de las vibraciones de la red.

Sotucidn: El anl e In red s de gran fmportancia debido a su
relacién con miuchas de 88 propiedades fiscas del eristal. Para simplificar considere-
red lineal, est0 &, ana hilera de §tomos idénticos separados 1a distancia @
(g, 5:10). La posicion el n-ésimo étomo <t dado por os = na. Llamemos G
al desplazamiento del n-simo itomo respecto  1a posicién de equilbrlo. Co
primera aproxim: ndremos que durante las vibraciones cada dtomo interac-
{88 ssluments ook say ok seshusi La uparncwn entre el n-ésimo y el (n + 1)-ésimo
atomos ha aumentado B es la_constante elastica del enlace, la
Tucrza sobre el n-ésimo Atoms hacia Ja derccha debido al (n -+ 1)-ésimo Atome &8

Gy — &)

Anlogamente el (n — 1)-44mo étomo produce sobre el n-ésimo una fuerza hacia
Ia izquierda igual

BlEn — Ea-)-
Luego, la ecuacién de movimiento del n-ésimo 4tomo es

B(Eary — En) — B(En — &amy).
= BlEnn + Bay — 260). 64
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Despreciaremos todos los efectos de los extremos y por consiguiente emplearemos
una solucién de la forma

B = Eflatting, (&.’t)
Blwmlnnkmd.hhurhudl“nmuynmmojlll término kx
de una onda que se propaga a través de un medio continua. Snmmymdo 1. ec. (s 5)
en la ec. (6.4) y cancelando factores comunes, obtenemos

— Ma? = (e + e —2) = —4f sen® tka,

de donde
@ = 2JB/M sen jka. (©.6)
da s recuencis permitidns en l red. 1
de o ara k = /a. S-11 muestra 1a vartacitn de o ea fundién de k.
Que s xom kbt sign te un limite superlor o frecuencia

de corte para las ondas eldsticas (esto es, sonor
Houite, & Godn da 10% s pers 1 mayorla dp los sustancit st més Al do las
frecuencias ultrasénicas desarrolladas hasta ahora en el

i

Fig. 6-11. Frecuencia de vibracién de la red en funcién de k.

Consideremos ahora una red compuesta de dos clases de dtomos de masas M,
¥, My, dispues nliernndlmenl- de modo que la distancia entre étomos vecinos
es.ay el perio al de I red et 22 (1. -12), Una ed tipca de est tigo et un
e S6mico Un ek s a et pérrato anterior muestra que las frecuencias
permitidas estin dadas por

M-B(A'—+L)isli+

- iﬂ}". ()

MM,
‘Aoratenemos dos valotes de o ara cada valor do b, como seflstra e 0. &-13(s).
Los valores superiores de w consttuyen Ia rama dptca 3 l

tica del espectro de frecuencias de Ia red. La situacién rea es algo o mis mmyk[l
1a acistica y Ia 6ptica, pueden

Fig. 6-12. Red lineal compuesta de dos clases de dtomos.
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Rama dptica

1(28/M)'7
H

(28/M)'*

Rama
acustica

@

(®) Modo actstico

(1) Modo dptico

Fig. 6-14. Relaciones de fase entre los 4tomos en los modos acistico y 6ptico.

2 vibracion i o (respecto a la direccion
de endo dos modos as dos direc-
e e meanliuntes g6 vibracite. Ea consscencia. ror gade v.m ok ey sels
alores posibles de w(k), como se muestra en Ia fig. 6-13(b). La raz
las ramas “actstica” y “6ptica” es que en el modo actstico oes dease 2o iones
asclan en fase, mientras quo en ol modo Gptico tienen una diferencla de ¢ tase d
Cuando consideramos 1as vibraciones transversales, ¢l desplazamiento de 10s iones
e Tos modos actstico y Gptico de vibracion da 10s iagramas que muestra la g, 6-14.
Como se puede ver en la figura, ¢l momento dipolar inducido en el modo Gptico es
mis grande que en el modo actitico y, por consiguiente, en ol modo Gptico a absor-
cién y emision de radiacién electromagnética es més intensa que en el modo a

o Lo recucneias 6pticas chen on Is region ntrarrola del espectro, por 1o que 1os
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eristales i6nicos tienen una respuesta intensa a la radiacién electromagnética infra-

rroja. Para la radiacién infrarroja (cuya frecuencia es del orden de 103 Hz y la lon-
Gitud de onda cs del orden de 10.+ m) o valor de k es del orden de 104 . Por otra
parte el valor de a para 1n mayoria de los cristales Inicos es del orden do 1071 m.
Luego ka es alrededor de 10, que es un valor muy pequefio. Por consiguiente, la
froonencia de resonancla del érital para Ja radincién clectromagnética se puede
obtener haciendo ka = 0 e la ec. (6.7), esto e

ol zp(ﬁx+ ) (©6.8)

Esta, por ejemplo, es la frecuencia correspondiente a la absorcién méxima en la
curva de absorcién del NaCl que se muestra en la fig. 6-3.

En un andlisis més preciso, los modos normales de vibracién de un sélido deben
ser cuantizados. Si despreciamos la energfa vibracional en el punto cero del solido,
Tas energias vibracionales de cada modo son miiltiplos de ). La exeltacion o desex-

nal corresponde a la absorcién o emision de la energia

Ao ‘Semelanza con la absorelgn 6 emisién de radlacion suglere qus se Inteo-

duzcn ¢ concepto de fondn, el cual tiene una energia £ ~ fo(k), un momentum

¥ se propaga a través de la red con una velocidad igual a la velocidad de

Do 34 = AB1dp o dusidk. Muchas propledades tarmicss de fos sdldos, ales como

1a capacidad caldrica y la conducci6n del calor, se pueden describir en funcion de las

interacclones de los fonones con 1a red ¥ del transporte de fonones a través de la

sible incluso hablar de la dispersién de fonones por los dtomos de la

red (slm\llr 2 12 dispersién Compton de fotones por clectrones). Esta dispersitn

de fonones se puede usar para describir la atenuacién que experimentan las ondas
S0n0ras e alth frecueaeia caando se propagan & través del sGido 3 10s etectos

micos asoclados con esta atenuacén.

6.3 Teoria de bandas

Para estudiar la disposicion de los electrones en los sélidos podemos seguir un
procedimiento muy similar a la técnica de los orbitales moleculares usada en
el capitulo 5 para analizar la estructura molecular. Cuando un electrén pasa
cerca de un ion, estd bajo la influencia de la energia potencial coulombiana,
‘proporcional a 1/r, como se ilustra en la fig. 6-15(a). Si en lugar de un ion tenemos
dos, como en las moléculas de Hy y H,, la energia potencial es como la indicada
en Ia fig. 6-15(b). Para un nimero muy grande de iones dispuestos regularmente
n una fila, semejando una red cristalina unidimensional, Ia energia potencial

-

AR

Pig. 615, Energia potencial coulombiana debida a (s) un solo fon, (b) dos lones,
(c) varios fones en fil




6.3) Teorla de bandas 253

Fig. 6-16. Tipos de niveles de energia en una red cristalina lineal.

es como se indica en la fig. 6-15(c). Si se desprecia los efectos de los extremos,
N enetgll potencial tiene la misma periodicidad (o regularidad) que la red cris-
talina. Un cristal real es una red en tres dimensiones y la energia potencial de
un electron moviéndose a través de la red también presenta una periodicidad
tridimensional, que se repite de una celda a otra.

Para determinar los posibles estados estacionarios del movimiento en una
energia potencial periodica, debemos usar la ecuacion de Schrodinger. La solu-
cién dependers de la forma especifica de la energia potencial periodica. Sin em-
bargo, su periodicidad nos permite obtener cierta informacion util sin necesidad
de resolver la ecuacién de Schrodinger. Consideremos una red cristalina lineal
compuesta de N iones separados entre si Ja distancia a (fig. 6-16). Un electron
con una energia tal como E, no puede moverse libremente a través de la red,
sino que estd continada principalmente en una de las regiones AB, CD, etc.,
icamente. Es cierto que este electron puede ir desde AB hasta CD
ﬂllﬂndw a través de la barrera de potencial interpuesta entre las dos regiones
permitidas (como se explico en relacion con la inversion del NHy, en la sec-
cién 2.8), pero la barrera es tan alta y ancha que es muy improbable que el elec-
tron la penetre. Esta es la razon por la cual los electrones mds internos en un
cristal estin esencialmente localizados y précticamente se puede considerar que
sus energias y funciones de onda son las mismas que las de los tomos aislados.
Un electrén con la energia E, no estd ligado tan fuertemente a un ion particular
¥, penetrando a través de la barrera de potencial, puede moverse por la red.
Finalmente, un electron con la energia E, no esti ligado a ningin 4tomo en par-
ticular y tiene gran libertad de movimiento por toda la red. Estos electrones
cuasilibres no solamente son responsables de la mayoria de las propiedades colec-
tivas de la red (tales como las conductividades eléctrica y térmica), sino que
también contribuyen a mantener unidos los iones atomicos que forman la estrue-
tura del cristal.

Nuestra proxima tarea es determinar los posibles niveles de energia. Recor-
demos la situacion hallada en las moléculas H; y H,. La energia potencial en
las moléculas diatémicas se debe Y como consecuencia, los niveles
de energia atomicos se desdoblan en dos cuya separacion aumenta a medida que
la distancia interionica disminuye (fig. 5-4). Andlogamente, en moléculas conju-
gadas lineales que tienen clectrones de enlace = — tales como los polienos (sec-
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ci6n 5.6) — los electrones se mueven en una energia potencial periodica y cada
nivel de energia atémica se divide en un nimero de niveles igual al mimero de
4tomos. Esto se ilustr6 en la fig. 5-26 para el butadieno. Por consiguiente, en
una red tal como la de la fig. 6-16, cada nivel de energia atomico da lugar a N
niveles cercanos. Sus espaciamientos y posiciones dependen de la separacién

'

Q

A Fig. 6-17. Niveles de energla en una
red ina lineal en funcién de la

aline
Gistancia. Interionica

Distancla interionica

interionica, como se muestra cualitativamente en la fig. 6-17. Por ejemplo, para
una distancia interionica a, los niveles posibles de energia caen entre Py Q.
Cuando N es muy grande los diferentes niveles de energia estdn espaciados tan
finamente que se puede decir que forman una banda continua de energia.

Como de acuerdo al principio e exclusion de Pauli, cada nivel puede acomodar
dos electrones, uno con espin hacia arriba y otro con espin hacia abajo, una
banda de energia correspondiente a un estado atomico dado puede acomodar

Energla

Dist
de energla interiénica
Fig. 6-18. Bandas de energia.
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un méximo de 2N eloctrones, o dos electrones por ion. Las bandas se designan
por s, p, d, etc. de acuerdo al valor del momentum angular del estado atomico
al cual estin relacionadas.

En una red cristalina hay muchas bandas de energia, cada una correspondiente
a uno de los niveles de energia de los 4tomos que forman la red. La fig. 6-18
muestra las bandas de energia que corresponden a varios niveles de energia para
una distancia interionica . En las curvas de energia situadas a la derecha, po-
demos ver que a mayor nivel de energia atomica, mayor es la distancia interionica
a la cual las bandas comienzan a formarse. La razon de esto es que mientras
mayor sea la energia de los electrones, mayor es la region en la cual se mueven,
¥ en consecuencia, més fécilmente son afectados por los iones vecinos. Otra carac-
teristica es que a medida que la distancia interionica disminuye las bandas co-
‘mienzan a superponerse. Por ejemplo, para la distancia interiénica a’ la tercera
y cuarta banda de la fig. 6-18 se superponen. Como veremos mis adelante, eso
es de gran importancia para explicar las propiedades de muchos solidos.

Las bandas asociadas con las capas completas internas en los 4tomos origi-
narios tienen las cuotas exactas de electrones que les permite el principio de
Pauli. En estas bandas, los electrones estin también més o menos localizados,
como se explico en relacion con la fig. 6-16. Por ello ignoraremos estas bandas
en la discusion que sigue. Empero, la banda correspondiente 2 la capa atomica
mésexterna, ocupada por los electrones de valencia es la més interesante en
Io que se refiere a lapropiedades de los solidos; esta banda sera considerada
en detalle. Si la banda més externa no estd completamente liena, se denomina
banda de conduccion. Pero si esté llena se llama banda de valencia y la banda
vacia que queda justamente encima de esta iltima recibe el nombre de banda
de conduccion.

64 Modelo de electrones libres

En nuestro andlisis del movimiento de electrones en la banda de conduccion,
ignoraremos, en primera_aproximacién, la fluctuacion periodica de la_energia
potencial. En consecuencia podremos considerar estos electrones como si fueran
libres y moviéndose independientemente unos de otros. Ademds, para simpli-
ficar, consideraremos una red lineal. Si suponemos que ésta es suficientemente
grande, nuestra discusion no serd influenciada por las condiciones de contorno
en los extremos de la red. Entonces la funcién de onda aproximada de un electrén
de momentum p = ik es

. ©.9

=
Consideramos que k puede ser positiva o negativa para permitir el movimiento
en ambas direcciones del eje X. Para una red tridimensional, debemos tener una
funcién de onda que puede ser descrita como sigue:

§ = cibr, (6.10)
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Para ambas funciones, |4f* = 1, lo cual significa que el electrén tiene Ja misma
probabilidad de encontrarse en cualquier lugar de la red. Esto, desde luego, no
esta de acuerdo con la imagen que tenemos de la red como una estructura perio-
dica cuya periodicidad debe estar reflejada en la distribucion de probabilidad
de los electrones. (Por ejemplo, parece razonable que haya mayor probabilidad
de encontrar un electron cerca de un ion positivo de la red que en otras regiones de
Ia misma). Sin embargo, el modelo de electrones libres, aunque burdo, nos per-
mite explicar ciertas propiedades de muchos solidos.

i
|

i

i

| Fig. 6-19. Energia de un electrén li-
! bre en tuncién de k.
i

i

|

s e 0 %

La energia del electron descrito por la funcion de onda (6.9) o (6.10) es, si des-
preciamos Ia energia potencial media constante,

E = p*[2me = I*K[2mq, ®11)
que corresponde a la energia cintica de un electrén con momentum p = fik.
En la fig. 6-19 esté ilustrada la energia en funcion de k. EI modelo de electrones
libres permite todos los valores de k y por lo tanto de Ej, lo cual significa que
el modelo no suministra informacion acerca del ancho de una banda, pero po-
demos estimarla de la siguiente manera: consideremos una red lineal de longi-
tud L compuesta de N iones separados la distancia a, de modo que L = Na.
Para que en esta red se produzcan ondas estacionarias, la longitud de onda %
del electron debe satisfacer la condicion n(3[2) = L. Para cada valor de n, se
obtiene un estado estacionario dado. Pero sabemos que una banda en una red
compuesta de N iones tiene slo N estados. Por consiguiente, los posibles valores
de nson 1,2,3, ..., N. Observando que k = 27/3, tenemos entonces que

k= ®Ne, =123 .,N. ©12)

nL =

La diferencia entre valores sucesivos de k es x/Na, que es muy pequefia si N
es muy grande y justifica tratar a k como una variable continua a pesar de la
condicion de cuantizacion (6.12). Haciendo n = N en la ec. (6.12) encontramos
que el maximo valor de k es

fa. ©.13)

Kmnax.
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De este modo el intervalo de los valores de k permitidos dentro de la banda esté
entre — /ay =/a, como se indica en la fig. 6-19. La energia mixima en la banda,
que es también el ancho de la banda, es entonces

(©.14)

Notese en la ec. (6.14) que el ancho de la banda es independiente del nimero
de iones que componen la red, un resultado esperado, ya que anadir més iones
significa agregar més estados; pero la periodicidad de la red, que determina kpax
de acuerdo a la ec. (6.13), permanece igual (ver cjemplo 6.6).

() Estado (b) Estado excitado
fundamental
20. Densidad de estados de ener-  Fig. 621 Distribucion de los electro-
o it Ui o aoas. ey buse sakts tow etados energla en
banda de conduceldn.

Es mis importante determinar como los electrones pueden distribuirse en una
banda comprendida entre las energia cero y Epax. En el ejemplo 2.4 mostramos
que el nimero de niveles de energia en el intervalo de energia dE disponibles
para una particula libre encerrada en una caja de volumen V esta dado por

n
AN(E) = w ERaE.,

Cada nivel puede acomodar dos electrones (uno con espin hacia arriba y el otro
con espin hacia abajo). Por lo tanto, si nos referimos a la unidad de volumen,
¢l niimero total de electrones por unidad de volumen con energia comprendi
entre E y E + dE en la banda es

o m__ﬂ’hﬂ;‘:g(b’) dE. (©.15)

En la fig. 620, que es basicamentes idéntica a la fig. 2-12, se muestra la cantidad
9(E) = dn/dE. Para una banda dada la curva debe terminar en Emax. El niimero
de electrones por unidad de volumen que pueden ser acomodados hasta alcanzar
la energia E esti dado por

n= jfg(E) dE.
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Por consiguiente, usando la ec. (6.15), obtenemos
Bx@miA rE L 16@mpn
= J'n BraE -, (6.16)

Si el metal estd en su estado fundamental (el cual, como veremos més adelante,
ocurre en el cero absoluto), todos los electrones ocupan los niveles mds bajos
posibles compatibles con el principio de exclusion, como se indica en la fig. 6-21(a).
Si el niimero total de electrones por unidad de volumen n, es menor que el i~
mero de niveles de energia disponibles en la banda, los electrones ocuparan todos
los estados de energia hasta un méximo, designado por e, y llamado energla de
Ferml, S hacemios = op on 1a sc. (16), debemon b = ny. En couse-
cuencia para la energia de Fermi obtenemos el valor

o t;. (i:v.)" ©.17)

De este modo, Ia distribucion de encrgia de los electrones en €l estado funda-
mental del metal corresponde al drea sombreada de la fig. 6-20. Cuando la ener-
gia de Fermi es igual al ancho de la banda de energia, ésta esté ocupada comple-

TABLA 6-1 Energia de Permi

Mnm‘l.l]l‘h!KleLCs‘CulAi‘AnIMg\Al

a,ov |47 312 | 204 | 182 | 13 | 407 |51 | se | 78 | 110

tamente. La tabla 6-1 da los valores calculados de las energias de Fermi de algunos
metales.

Cuando una banda no esté completamente llena, basta una pequedia cantidad
de energia para excitar los electrones mas altos hasta los niveles de energia mis
cercanos, como se indica en la fig. 6-21(b). Sin embargo, sélo los electrones mis
altos pueden ser excitados térmicamente, ya que KT, a temperatura ambiente,
es de unos 0,025 eV, Ia cual es muy pequeia comparada con er, y €l principio
de exclusion hace que sea imposible excitar los electrones de baja energia a los
estados vecinos ocupados. La distribucion de electrones entre los niveles de ener-

Fig. Ocupacién de Tos estados de
g cnergia a_una temperatura diferente del
cero absoluto.
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gia en un estado de la red excitado térmicamente corresponde al firea sombreada
de Ia fig. 6-22. Los electrones que han sido excitados térmicamente son aquéllos
cuya energia es mayor que <r. Los estados ocupados por los electrones excitados
caen en um region de energia del orden de 20 kT por encima de ep.

La energta de arranque de un metal s la energia necesaria para extraer un
Byt ocupado més alto. En el cero absoluto la energia de Fermi
es el nivel ocupado mis alto. Como las energias térmicas son pequefias compa-
radas con la energia de Fermi, solo muy pocos electrones son excitados por en-
cima de ésta, ain a temperatura ambiente. Por esa razén la encrgia de arranque
es pricticamente constante en un amplio intervalo de temperaturas.

EJEMPLO 6.3. Discutir el paragmanetismo de espin o de Pauli.

Solucin: El modelo simple de electrones libres que hemos estudiado es suficiente
para explicar muchas propiedades de los metales, una de las cuales es el pequeno
paramagnetismo que presentan la mayoria de ellos. Pauli atribuy6 este paramagne-
tismo a un cambio en los estados ocupados por 10s slectranes con espin hacia ariba
¥ hacia abajo cuando se tico, porque este campo favorece
1a orientacién de 105 espines electronicas en direccion opuesta al campo.

Espin hacia
~ abajo
Espin hacla
‘arriba
Fig. 6-28. Ocupacién de los estados
camy

de energfa en presencia de un
magnético externo.

o 03
s g

Hemos visto (secetn 3.6) que un electrén poses un momento magnético de espin
e en presencia de un campo magnético B adquiere una cnergia
donde el signo -+ () corresponde al o espin hacia arrloa (hacia bajc) o paraicls
@ntiparalelo a1 campo magnétic. Si £ os a energia total dol cectron, au energla
(%, dependiendo de si el espin es hacia arriba o abajo. Por
wnslgulznl: o e e L
ajo

(22 =, (25) =+

donde el factor % entra porque en cada caso consideramos solamente electrones
con el expin en una orlentacion daa. La g 623 muestra los grfcos do (dnjaE)!
¥ (dn/dE)} (aquf suponemos que la temperatura estd cerca del cero absoluto). Vemos
Je 4 bmaeeo . Sleckronct cunaple Bacls, abatd os satgor. ok of mbasis b 100
e enen ept aca arcibe, Obéevent qus hamoe mantenido ln energia it

in en los campos magnéticos mds intensos usados en el laboratorio
Gt oraen 40 03 T, 1 energin 4T del orden de € x 10°¢ eV, que es muy pectueia
comparada con la energla de Fermi, dada en la tabla 6-1. Luego, las dos curvas
$6lo eatan separadas gy ligeraments. Los slectroncs con spia hacts, arriba. con:
tribuyen con un momento magnético — x segin Ia direccion del campo magnético,
v aquéllos con espin hacia abajo con un momento magnético -+ ux. Luego el momento
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magnético neto por unidad de volumen del metal ¢s
= [ ()~ (E N
-

= dun | [9(E + unB) — 9(E — up®)] dE

= ynJ’ dE = ubTg(er).

En este cileulo hemos usado Ia relacién g(E + un®) = 9(E) + undg/dE), dedu-
Sda a partle et desareoly do Taylor, Recordanto 1 51 (618) ¥ (517), tonmos
g(er) = 3n/2ex, y por del
espin es

o = 3neth g5
2
que tiene la misma direccion de %y en consecuencia es un efecto paramagnético.
La susceptibilidad paramagnética de espin de un metal es por lo tanto,

Btoubite
2

A

Introduciendo valores numéricos con er ~ 2 6V, obtenemos xm ~ 5 X 10-*, Este
alor esté de acuierdo oon ¢l resultado experimental en cuanto ol orden de magnitud
unque hemos hecho muestros célculos suponiendo una temperat
A s coco btolata, of resatade o Vilido pare ors tatervalo do tersperetiras
Dastante ampii.
rvar en las expresiones anteriores que, como en general n, €5 mayor y er
nor para los electrones d que para los electrones s 6 p, el paramagnetismo
electrénico de los 4tomos que tienen las capas d incompletas €5 mayor.

65 i ico en una periddica

Para mejorar el modelo de electrones libres de un solido, incorporaremos el efecto
de la estructura periodica de la red. Comenzaremos por observar primero las
funciones de onda posibles. Es claro que el efecto de la red es cambiar la fun-
cion de onda de la particula libre e de modo que en lugar de tener una am-
plitud constante, esta funcion de onda tenga una amplitud variable que cambie
con el periodo de la red. Por lo tanto, escribamos la funcién de onda en la forma

Ur) = eru), (6.18)
donde u(r) es una amplitud modulante, que se repite de una celda a la proxima.

En el caso de una red lineal de espaciamiento a, en lugar de la ec. (6.13) debemos
escribir

)
donde u(z) satisface la condicion
u(e + 0) = u(a). (6.20)

u(@), ©.19)
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Superior

Cuarto
nivel

nivel

Nivel
interior

Funcién de onda
del clectrén
da fon.

Pig. 6-24. Funciones de onda de una red compuesta de ocho iones.

Las expresiones (6.19) y (6.20) en conjunto constituyen el feorema de Bloch.
(Ver su prueba en el ejemplo 6.5).

Podemos obtener una imagen de las funciones de onda (6.19) considerando
que u(z) se asemeja a la funcion de onda de los tomos aislados y reemplazando
€= por las funciones de onda de una particula libre en una caja de potencial.
En Ia fig. 6-24 se muestra algunas de las funciones de onda para el caso de una
red compuesta de ocho iones en fila. La banda estd compuesta de ocho niveles,
pero s6lo se indican cuatro funciones de onda. Notar que, aunque el momentum
del electron descrito por la ec. (6.19) no es constante, podemos decir que Ak es
algo asi como un momentum medio del electron (ver el ejemplo 6.4). Sin embargo,
la longitud de onda asociada con (z) es A = 2r/k, y asi k s el nimero de onda
del electron.

La energia del electron no es totalmente cinética, como en el caso del electron
libre dado por la ec. (6.11), debido a la energia potencial correspondiente a la
red de iones. La expresion para la energia en funcion de k es complicada y depende
de la geometria de la red. El resultado importante es que la energia tiene w
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-
Primera zona
de Brillouin
Segunda zona
de Brillouin
Fig. 6-25. Zonas de Brillouin en una red lineal.

discontinuidad para ciertos valores de k que, para una red lineal de espacia-
miento a, estin dados por

k=nsfa, n=41,£2... @©:21)

En la fig. 6-25 se muestra el gréfico de E(k) para este caso. En el gréfico se ob-
serva que para valores de k no cercanos a los dados por la ec. (6.21), la mm.
se parece mucho a la de una particula libre (indicada con lineas de trazos)
consecuencia la red afecta el movimiento de un electrén solo cuando k o
cano a nxja, y el efecto es producir discontinuidades de energia. Para valores
intermedios de k, los electrones se mueven libremente a través de la red. Las
bandas de energia permitidas son las correspondientes a las lincas llenas; es-
tas bandas de energia también se ilustran a la derecha de la figura.

No es sorprendente que un electron se pueda mover libremente a través de
la red sin encontrar ninguna resistencia excepto cuando k se acerca a los valo-
res nrx/a. EI movimiento de los electrones en la red se puede asimilar a la pro-
pagacion de una onda electromagnética en un cristal. La dispersion de la onda

Ondas Ondas
incidentes aispersadas

26. Dispersién de Bragg.
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electromagnética por los dtomos de la red da lugar a una onda dispersada que
se refuerza cuando se satisface la condicion de Bragg; esto es

2asen 0 = n3,

donde a es la distancia entre los planos y 0 es el 4ngulo que la direccion de pro-
pagacién forma con los planos de la red (fig. 6-26). Para incidencia normal
(9= =/2), la condicién de Bragg se convierte en 2a — nx. Esta es la condicion
a aplicar para la propagacion de ondas a lo largo de una red lineal. Por cjem-
plo, si las ondas 1y 2 (fig. 6-27) son reflejadas por iones sucesivos A y A’, los
Tayos reflejados 1’ y 2' tienen una diferencia de camino 2a y una diferencia de
fase 2(2a)/2. Para una intensidad méxima de 1’ y 2', esta diferencia de fase
debe ser fgual a 21w, con I cual esalta 2a = o1, Haciendo 3 = 2/t obtsnemos
=/a, de conformidad con la ec. (6.21). Por consiguiente los valores de k
son aquéllos para los cuales la red lineal impide el movimiento de los electrones
en una direccion dada y los obliga a moverse en la direccion opuesta. El conjunto
de los valores de k comprendidos entre — =/a y -+ /a constituyen la primera
zona de Brillouin. Para k comprendido entre — 2r/a y — =fa y entre =/a y 2x/a,
tenemos la segunda zona de Brillouin, y asi sucesivament

Ondas bzl

reflejadas

g 2
T —

incidentes

Fig. 6-27. Dispersion de Bragg en una red lineal.

Recordando la definicion de velocidad de grupo v, = dw/dk (ver apéndice 111)
y que E = fiw, de acuerdo a la ec. (1.45), definimos la velocidad del electron
cuando estd representado por un paquete de ondas centrado alrededor de la
energia E y con nimero de onda , en la forma

1 dE

o= ©:22)

Comparando esta ecuacion con la pendiente de la curva de la fig. 6.25, concluimos

que la velocidad del electron varia dentro de la primera zona de Brillouin, como

se ilustra en la fig. 6-28(a), con resultados andlogos para las otras zonas. La

velocidad es cero al fondo y al tope de la banda. En regiones intermedias de la
banda la velocidad es muy cercana a la del electron libre, hk/m.

Si F es la fuerza externa sobre el electron, el trabajo hecho por esta fuerza
sobre el mismo durante el tiempo df es Fo d. Esto trae como consecuencia una
variacion dE en la energia del electron. Luego podemos escribir Fo dl = dE =
= (dE/dK) dk. Tntroduciendo la expresion de v dada en la ec. (6.22), obtenemos

F = hdkfdt. (6.23)
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@ ®)

Fig. 6-28. Velocidad y aceleracién en funcién de k en la primera zona de Brillouin
de una red lineal.

que puede ser tomada como la ecuacién del movimiento del electron en la red.
Comparando ésta con la ecuacion clasica del movimiento, F = dp/dl, concluimos
que en el movimiento del electron a través de una red bajo la accion de una
fuerza externa, /ik juega el mismo papel que el momentum p en el movimiento
del electron en el espacio libre bajo la accion de la misma fuerza. Por esta razom,
algunas veces ik se denomina momentum del electrin en la red.

Para describir el movimiento de un electron a través de una red representado
por un paquete de ondas bajo la accion de una fuerza externa, debemos usar
las ecs. (6.22) y (6.23). La ec. (6.23) da el efecto de la fuerza externa sobre el
nimero de onda k del electron y la ec. (6.22) da la velocidad del electron debido
a esa fuerza mas la interaccion de éste con la red. Consideremos primero un elec-
trén en la primera zona de Brillouin y supongamos, por ejemplo, que el electron
tiene inicialmente k = 0; luego su velocidad es también cero. Cuando se aplica
la fuerza F, k aumenta de acuerdo con la ec. (6.23), y segin la fig. 6-28 vemos
que v también aumenta, esto es, el electron se acelera. Pero cuando k alcanza
un cierto valor cercano a =/a, la velocidad comienza a disminuir (esto es, el elec-
tron se frena a pesar de que la fuerza externa es la misma). Este efecto se debe
a la interaccion del electron con la red. Cuando k = wfa la velocidad se hace
cero, pero el paquete de ondas que representa al electron sufre una reflexion de
Bragg en la red, k se hace igual a — =/a y la propagacion se efectia en la direc-
cién opuesta. Evidentemente la velocidad es ahora negativa. Si la fuerza aplicada
no varia, la ec. (6.23) nos dice que k continiia cambiando en la misma direccion
y por lo tanto, como es negativa, disminuye en valor absoluto. La fig. 6-28(a)
indica que la velocidad primero aumenta en direccion opuesta a la fuerza externa,
pero muy pronto su modulo comienza a disminuir, ya que la fuerza se opone
a la velocidad; esto es, el electron se frena hasta que eventualmente, la velocidad
se hace nuevamente cero cuando k = 0. A partir de aqui el ciclo se repite. En
Ia fig. 6-28(b) se muestra la aceleracion del electron durante el ciclo completo.
Representando el estado del electron por un punto en un grafico de E en funcion
de k (fig. 6-29), podemos ilustrar el proceso moviendo el punto como lo indican
las flechas en la figura. Si el ejectron comienza en cero, su punto representativo
se mueve desde O hasta A, entonces salta a B y retrocede hasta 0.
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Fig. 6-29.
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Movimiento electrénico en la primera y segunda zona de Brillouin
de una red lineal. Bajo la accién de una fuerza externa, el nimero de onda
gia del electron varian dentro de cada zona, como se ilustra con las flechas.

y la ener-

Fig. 6-80. Velocidad y aceleraci6n en funcién de k en la segunda zona de Brillouin
i

de una red lineal.
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Consideremos ahora un electrén en la segunda zona de Brillouin, que cubre
los intervalos —2x/a< k< —na y xla< k< 2nfa. Si el clectrén inicial-
mente tiene un valor k ligeramente superior a x/a, la fuerza aplicada aumenta
el valor de k hasta k —2x/a. Inmediatamente una reflexion de Bragg invierte ¢l
momentum y k salta al valor —2n/a. Si la fuerza continia actuando sobre
el clectron, k continiia aumentando (realmente disminuyendo en valor absoluto)
hasta que alcanza el valor — =fa, cuando tiene lugar otra rellexion de Bragg
v ¢l momentum se invierte de nuevo, cambiando k al valor x/a. De aqui en ade-
lante ¢l proceso contintia de una manera ciclica. En consecuencia el electron
describe el ciclo C—+D —E —F —C (ig. 629). En la fig. 630 se ilustra la
variacién de la velocidad y de la aceleracion del electron en Ia segunda zona de
Brillouin. Un razonamiento similar sc aplica a las otras zonas.

De la descripeion cinemitica anterior
se deduce una importante conclusion:
una fuerza externa no puede sacar un
clectrén de una zona de Brillouin; por
consiguinte l etrén permanice o s
misma energia a menos que
en un yrucew gone. suiciente, energia
{gor sjmplo absorbiando un fotén) pars

r la de cnergia y

Paser £0n pobato sona. (i e,

una cierta probabilidad de que un electron

bajo Ia accién de una fuerza aplicada

cruce la discontinuidad en k = -+ nx/a;

esto se llama_efeclo Zener. Sin embargo,
mo serd diseutido aqui.)

Se ha encontrado conveniente definir

Flb- SobL. Masa clectiva en fun- 1y masq efectiva m* del clectrén de

acuerdo a la relacién m* — Fla. Aqui F

es Ia fuerza externa aplicada al lectrén

¥ ala aceleracion real debida tanto a F como a la interaccion con la red. De este

modo no podemos esperar que m* sea igual a la masa del electrén me, i que sea

una constante. Considerando que

a = dofdt = (do]d) dkjd,

i
i
i
i
i
i
i
HE o
i
i
i
i
i

y usando las ecs. (6.22) y (6.23), tenemos
n
= @Ejde
Obsérvese que cuando el electron es libre y su energia est dada por la ec. (.11,
tenemos m* = me. Evidentemente m* es una funcion de los parimetros de
red y del momentum /ik del electron en la red. En los graficos de E en funcion
de k (fig. 6-25), vemos que m* es positiva en la base de una banda de energia
¥ negativa en el tope de la misma. Se hace muy grande, tedricamente infinita,

(6.24)
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en el punto de inflexion de la curva de energia, esto es, en ¢l miximo de b en
Ia fig. 6-28. En la fig. 6-31 se muestra en forma esquemitica la variacion de m*
con k en la primera zona de Brillouin. En la tabla 6-2 se da el valor de m* que
corresponde a la base de la banda de energia (en k = 0), para ciertos metales.

TABLA 6-2 Masa efectiva

Metal | Li | Na | K | Rb | Cs

m/me | 1,40 | 0,98 | 0,94 | 0,87 | 0,83

Completaremos nuestra descripeion del movimiento electrénico en una red
periddica considerando la densidad de estados g(E) = dn/dE. Hemos discutido
ya esta densidad para el modelo de electrones libres, ec. (6.15) y fig. 6-20. En la
base de la banda la densidad de estados se asemeja mucho a la curva parabolica
del modelo de electrones libres, pero en lugar de crecer continuamente, la curva
decrece casi parablicamente en el tope e la banda. Esto se ilustra en la fig. 6-3:
Ia cual se debe tomar solo cualitativamente. La forma real de dn/dE depende
de la estructura de la red y de la posicion de la banda. Se puede comprender
facilmente esta forma mis o menos simétrica de dn/dE. Supongamos que una
banda estq completamente llena. Si se quita un electrn (quizé de la banda de
conduceion), es posible decir que se ha creado un hueco, ya que ahora hay un
estado vacante en la banda. Cuando se aplica una fuerza externa (tal como un
campo eléctrico), algin electron puede moverse al estado vacante, llenando en

dn
aE|
Fig. 605 Demsidad do estados de

o —— m

& En

consecuencia el hueco. Pero al hacer esto, este electron deja un nuevo hueco
en la banda que corresponde al estado previamente ocupado. Podemos decir
que el hueco se mueve de una manera exactamente opuesta a la de los electrones

positivamente. El valor cero para la energia.de Joa huecos td al tape de
banda y sus energias se miden hacia abajo; esto es, Eqax — E. Luego, en el
tope de la banda dn/dE es muy seme]un(e ala ec. (6.15), pero con E reemplazada
POF Eppax — E.

El estudiante puede darse cuenta que en nuestro andlisis descriptivo del movi-
‘miento de un electrn en una red periodica, hemos combinado las imgenes cuin-
tica y clasica del electron. Hemos hecho esto para obtener los resultados bésicos
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descados sin llegar 2 involucra los cleulos complejos de a mesinica cutatics,
los cuales estén més alli de los propésitos de este Libro.

MPLO 4. Cilculo ol yalor medio del momentum de un electron descrito
por la funcién de onda § — e%u().

Solucién: Suponiendo que la funcién de onda est normalizada a Ia unidad, tenemos
Jiro de = [uruae

Aplicando la ec. (2.50), podemos escribir e momentum medio del electrén en la
torma

e fo o o

Y g, L
G = ke u@) + e O

¥, como §* = e-4%us(a), obtenemos
a
— ke [ue o (i)
b=tk furwds 4 fus (—in L) uan
Debido a que Ia condicién de normalizacién hace lIa primera integral de I derecha
igual a 1, podemos escribir
B=hk+p
de P corresponde al segundo término, y puede ser considerado como l momen-
fam medio dl slecirim resultante d sy nteraccion onlo ones que orman I rd,
32,20 e s o signifcado feo que hemos arbuido  u(c. Deesta manera cn-
luimos que el momentum medio e los clecroncs st compuce

Sl moraimtom Kk b - pactiotta SHatIoTS oA 14 ot v Aot miomantues AobIle & 16
nteraccion con Ia red.

EIEMPLO 5. Probar ol lorema de Bloch, ol cual establece que u(e)en a . (6.19)
es una funcién periddica con perfodo igual al espaciamiento de la red.

Solucion: Consideremos una red lineal de espaciamiento a tal que Ey(z) = Ex(x + a).
Entonces, como la distribucion de probabilldad de los electrones”debe mostrar la
misma periodicidad que la energia potencial, podemos escribir

4@ = ¥z + a)l

<. (6:29) tmplca que 4z (x), donde C es una cantidad que satistace
h cnndlcm Icp = podemns escﬂhlr C = &%, donde k es un parimetro
rarin. Eitanes iaomes Jo Waionts

Yz) = ey + a).
Multiplicando ambos miembros de Ia ecuacion por e~4, obtenemos.

@) = RN 4 a)
Esto demuestra que u(z) = e=4%4(z) es una funcién periédica de z, con perfodo a.
Entonces, al escribir ¢(z) = é*%u(z) tenemos el teorema de Bloch.

(6.25)
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EJEMPLO 6.6. Cilculo del ancho de una banda de energia usando la llamada
aprozimacidn de enlace aprelado.

Solucién: Una funcién de onda convenientemente aproximada — llamada aproxima-
cién de enlace apretado — para un electrén que se mueve en una red lineal de espa-
ciamiento

= Ze“""(z — na), (6.26)

donde 4 e 1 funcién de onda atémica de un electron en un estado estaclonario de un
4tomo aislado y n = 1, ica cada uno de los dtomos de la red. De
L o Ta oits coumerpondlants ol metulms devsme 7 §
combinaci6n lineal de funciones de onda atémicas con factores de fase con-
venientes. Esta funcién de onda corresponde a la descripeién dada en la fig. 6-24.
Antes de proceder a calcular el ancho de banda, debemos verificar que la ec. (6.26)
satisface el teorema de Bloch. La funcién de onda puede ser escrita en la forma

§ = e D ewlere)4(z — na)

la cu, por comparacién con Ia ec. (6.9), da
u(@) = 3 w4z — na).

Entonces
u@ + a) = 3 gz — (n — Dal.

i el nimero N de &tomos que constituyen de de modo que poda-
mos despreciar los efeotos de los extremos, las sumas que aparecen en smbas Sxpre-
siones de u son idénticas y u(z) = @), como lo requiere el teorema de Bloch.

sl o ossrge vl 04 un slettrdn descrito por la funeion de onda (6.36),
aplicamos la ec.

£ Sivni dz , 6.27
Ty dz o
donde H es el operador hamiltoniano del electrén, dado por
H=— ﬁ o+ B,

3 Ee) e 1o energla potencial periédica del electrén en la red. Un cilculo directo,
‘que omitim

—a— 28 cos ka (6.28)
Donde Ea es esencialmente la energia del estado atémico asociado con las funciones
de onda ¢(z—na) y @ y & son constantes apropiadas. La ecuacion (6.28) muest:
los valores de E estan entre 28 y Eat— « + 28, dependiendo del valor
de k. En otras palabras el ancho de la banda es 4. Los valores de , « y B dependen
del estado atomico a través de las funciones de onda ¢; por consiguiente, hay una
andas de energia, cada una relacionada con un estado atémico. La fig. 6-33
muestra el grafico de la expresion (6.28) para varias bandas. Las porciones corres-
pondientes a cada una de la zonas de Brillouin estin indicadas con lineas gruesas.
a particula lbre estd representada tamblén por medio de I parébola
de trazos. Observar la semejanza con Ia fig. n lugar de escoger varios inter-
valos de k para expresar las zonas de iilosin, nubléramos podids Tonitar ko nter-
valo —x/a = k = r/a para todas las bandas y usar solamente las porciones cen-
trales de las curvas para las diferentes zonas.
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Fig. 6-33. Energias permitidas en la aproximacién enlace apretado.

6.6 y

‘Una propiedad interesante de los solidos es su conductividad eléctrica. Algunos
‘materiales, llamados tradicionalmente aisladores, son muy pobres conductores de
Ia electricidad (ejemplos: el diamante y el cuarzo, y en general, la mayoria de los
slidos ionicos y covalentes). Otros sdlidos son excelentes conduclores de la elec-
tricidad; en este grupo estin los metales como el cobre y la plata. (Una idea
cuantitativa nos la da el cobre cuya conductividad eléctrica a temperatura am-
biente es 1020 veces mayor que la del cuarzo.) Entre estos dos grupos extremos
hay una tercera clase de solidos, lamados semiconductores. Aunque los semi-
conductores son peores conductores de la electricidad que los metales, su conduc-
tividad aumenta con la temperatura, mientras que la de los metales disminuye.
EI germanio y el silicio son semiconductores tipicos.

Una de las razones més importantes del triunfo inicial de la teoria de bandas
fue que permitio una explicacion simple e esta marcada diferencia en ¢l com-
portamiento eléctrico de los solidos. Haremos nuestro primer andlisis por medio
del modelo de electrones libres, el cual refinaremos més adelante tomando en
consideracién la estructura periédica de la red.



6.6) Condauclores, aisladores y semiconductores 271

Consideremos un metal que tiene la estructura de bandas ilustradas en la fig. 6-34,
que podria corresponder, por ejemplo, a los niveles de energia del sodio (Z =11).
Las bandas correspondientes a los niveles atomicos 1s, 25 y 2p estdn completa-
mente llenas debido a que las respectivas capas atomicas estin completas. Pero
la banda 3s, que puede acomodar hasta dos electrones por 4tomo, tiene solo la
mitad completa, ya que el nivel 3s en cada dtomo de sodio tiene solamente un
electron. Debido 2 la excitacion térmica, algunos electrones de la banda 3s, que

tienen una energia del orden de la de Fermi para esta banda, ganan una energia
del orden de KT (cerca de 0,025 eV a temperatura ambiente) y su distribucion
entre los estados de energia de la banda se asemeja a la de la fig. 6-22. Bajo la
accién de un campo eléctrico externo, estos electrones pueden, sin violar el prin-
cipio de exclusién, adquirir pequenas cantidades adicionales de energia y pasar
a cualquiera de los muchos estados vacios vecinos dentro de la banda. En con-
traste con la excitacion térmica desordenada, los electrones excitados por el campo
eléctrico ganan momentum en la direccion opuesta al campo; esto origina un
‘movimiento colectivo a través del cristal, que constituye una corriente eléctrica.

Fig. 644 Bandas do snergin. on -
un conduct

Por lo tanto concluimos que una sustancia que tiene una estructura de bandas
tal como la de la fig. 6-34 debera ser un buen conductor de la electricidad y por
la misma razén, un buen conductor térmico, siendo los electrones de la banda
més alta parcialmente ocupada los responsables de ambos procesos. En otros
términos, los buenos conductores de la electricidad (lamados también metales)
son aquellos sélidos en los cuales la iltima banda ocupada no est4 completamente
llena.

Realmente la situacion es ligeramente més compleja debido a la posible super-
posicion de las bandas més altas. La fig. 6-35 muestra la estructura real de las
Bacias dl sodio. A1 datinlair e el cubal, Exrcs 06 567 % 1003w, latvel 2p
permanece pero las bandas alos
niveles atomicos 3s y 3p se:specponmn; Por consigelente; o cloctronce de cone
duccién tienen muchos més estados disponibles que los correspondientes a la
banda 3s sola. En efecto, esta superposicion de las bandas mas altas es la situa-
ci6n comiin en la mayoria de los metales o conductores. Por ejemplo, consideremos
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Fig. 6-35. Bandas de energia del sodio.

el caso del magnesio (Z = 12). El 4tomo de magnesio tiene la_ configuracion
15 251 2p® 35? y por consiguiente todas las capas atomicas estdn llenas. Sin em-
bargo, el primer nivel excitado, 3p, est4 bastante cerca del 3s. En el estado solido
la estructura de bandas es similar a la de la fig. 6-35 para el sodio. Las bandas
35y 3p estdn indicadas en la fig. 6-36. no
‘habiendo superposicion, la banda 3s deberia estar llena y la 3p vacia, y el magnesio
deberia ser un aislador, como se explica mas adelante. Pero debido a la super-
posicion, los electrones mas altos de la banda 3s tienen a su disposicion los esta-
doa de energia mas baja de la banda 3p. En consecuencia algunos de los electrones

3s pasan a ocupar algunos de los niveles 3p bajos hasta que se establece un nivel
de energia de equilibrio comin para ambas bandas. Como el nimero total de
niveles de energia disponibles de las bandas 35 y 3p es 2N - 6N = 8N y tenemos
solamente 2N electrones, quedan 6N estados vacios accesibles. Por consiguiente

£

‘ 3
- % _j Fig. 6-86. Superposicion de las ban-
or.

= das de energfa en un conduct
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conduccion

(lena)
Banda de

valencia

T llena

S Ge g

Flg. 4-47. Bandss do energia do un  Fig, 6-88. Estructura do las bandas

aislador. enrgia para o diamante (), shelo ()
¥ gormanio o).

el magnesio deberd ser un buen conductor; esto est de acuerdo con los hechos
experimentales. Aquellas sustancias cuyos 4tomos tienen capas completas pero
que en el estado solido son conductores debido a que una banda llena y una
vacia estdn superpuestas, son a menudo lamados semimelales.

En el grupo de los metales de transicion, como el hierro, las bandas que se
superponen son 3d, 4s y 4p, y el nimero de electrones es insuiciente para lenar
estas bandas, Andlogamente, en el grupo de las tierras raras, las bandas trasla-
Padas involucradas son 4f, 5d, 6s y 6p. Por consiguiente estos elementos son
conductores en el estado sol

Consideremos ahora el caso de una sustancia en la cual la banda mis alta o
de valencia estd completamente llena y no se superpone con la siguiente, que
estd completamente vacia (fig. 6-37). Como todos los estados de la banda de
valencia estén ocupados, la cnergia del electrén estd “congelada”, esto es, los

ectrones no pueden cambiar su estado dentro de la banda sin violar el principio
de exclusién. La tinica posibilidad para excitar un electron es transferirlo a la
banda de conduccion vacia; pero esto puede requerir una energia de algunos
electronvolts. En consecuencia, un campo eléctrico aplicado no puede acelerar
los electrones en la banda de valencia y por lo tanto no puede producir una
corriente eléctrica. Esta sustancia es entonces un aislador. (Por supuesto que
a una temperatura suficientemente alta o en un campo eléctrico muy intenso,
algunos electrones pueden ser excitados a la banda de conduccién y entonces
es posible una corriente eléctrica.) La mayoria de los solidos covalentes, los cuales
estin compuestos de Atomos que tienen un nimero par de electrones de valencia,
son aisladores. La fig. 6-38 muestra un esquema simplificado de bandas en el
diamante (C). Las bandas corresponden a los niveles atomicos 25 y 2p del dia-
‘mante, los cuales pueden acomodar hasta 8 electrones. Sin embargo, el dtomo
de carbono tiene solamente cuatro electrones disponibles para estos niveles (re-
cordar las figs. 47 y 4-10). A medida que los dtomos estdn més cerca uno del
otro, las bandas 25 y 2p comienzan a superponerse. A menor distancia inter-
atomica, se desdoblan en dos bandas, acomodando cada una cuatro electrones
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por dtomo. (A esta conclusion se llega por medio de un cdlculo detallado.) En-
tonces los cuatro electrones de cada 4tomo estdn normalmente en la banda més
baja o de valencia, mientras que la banda superior estd vacia. A la distancia
de equilibrio en el diamante, alrededor de 1,5 x 109 m (indicada con C en
Ia fig. 6-38), la discontinuidad que separa la banda més baja o de valencia de la
superior o vacia es cerca de 5 eV. Esta es una discontinuidad de energia rela-
tivamente grande que explica por qué el diamante es tan buen aislador.

Banda de
conduccion

Fig. andas de_ener-
gia y disiribucion do eloctro-
nes en un semiconductor.

El mismo esquema de bandas se aplica también al silicio y al germanio (ex-
cepto que las bandas corresponden a diferentes niveles de energia y a diferentes
energias); también se muestra en la fig. 6-38 la separacion de equilibrio de los
dtomos en el estado solido. Sin embargo, en este caso, el espaciamiento entre
Ias bandas de valencia y de conduccion a la distancia interatomica de equilibrio
es mucho menor (1,1 ¢V en el silicio y 0,7 ¢V en el germanio), y esto hace més
fhcil excitar los electrones mas altos de la banda de valencia a a banda de con-
duccitn, La g, 630 lsre I ctacién. A medida qus s tampereture ervos
més electrones son capaces de saltar banda siguiente. Esto da lugar a dos
Tevitadia: s outs; eionts o Ia hoaie superior o de conduccion actian
como si estuvieran en un metal, y los estados vacios o huecos que quedan en la
banda inferior o de valencia actian de un modo similar, pero como si fueran
electrones positivos (ademds su masa efectiva puede ser diferente, ya que estin
en una banda diferente de energia). De este modo hay conduccion eléctrica pro-
veniente de los electrones excitados en la banda de conduccion y de los huecos
en la banda de valencia; la conductividad aumenta répidamente con la tempe-
ratura porque mas electrones son excitados a la banda de conduccion. Por ejem-
plo, en el silicio, el nimero de electrones excitados aumenta en un factor de 10%
cuando la temperatura se eleva desde 250 K hasta 450 K. Por lo tanto, los semi-

Banda de
conduccién
= Niveles de impureza

}mnd. de
valencia

@ ®)
Fig. 6-40. Impurezas en un semiconductor: () dadoras o tipo n, (b) aceptadoras
o tipo p.
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conductores son aisladores en los cuales la discontinuidad de energia entre la
banda de valencia y la de conduccion es de aproximadamente un eV o menos,
de modo que es relativamente facil excitar térmicamente a los electrones desde
la banda de valencia a la de conduccion. En Ja tabla 6-3 se da la discontinuidad
de energia de algunos aisladores y semiconductores.

La conduccion eléctrica que hemos descrito en los semiconductores se deno-
mina conductividad intrinseca. También se puede mejorar la conductividad de
un semiconductor con la adicion de ciertas impurezas. Supongamos que reem-
plazamos algunos de los 4tomos del semiconductor por otros de una sustancia
diferente (estos itomos consituyen entomces Ia {mpuress) y supongemon qus
estos dtomos de im an més electrones que los del semiconductor.
Por cjemplo, si cio o al germanio, que contribuyen con cuatro electrones
por 4tomo a la banda de valencia, afiadimos unos pocos 4tomos de fosforo o
arsénico, cada uno de los cuales contribuye con cinco electrones por dtomo a la
banda de valencia, tenemos un electron extra por dtomo de impureza. Estos
electrones adicionales (que no pueden acomodarse en la banda de valencia de
la red original) ocupan algunos niveles discretos de energia inmediatamente

TABLA 6-8 Discontinuidades de energia (oV)

Aisladores eV | Semiconductores | ev
Diamante 533 |Silicio 1,14
Oxido de zine 32 |Germanio 0,67
Clnxum de plata | 3,2 | Telurio 033

Sulturo de cadmio | 2,42 | Antimoniuro de indio | 0,23

debajo de la banda de conduccion; la separacion podrd ser de unos pocos déci-
mos de un eV [fig. 640(a)]. Estos electrones en exceso son fécilmente liberados
por los dtomos de impureza y excitados hasta la banda de conduccion, contri-
buyendo asi a la conductividad eléctrica del semiconductor. Tales dtomos de
impureza se llaman dadores; el semiconductor se denomina semiconductor tipo n
(o negativo).

Reciprocamente, la impureza spuede consistir en dtomos que tienen menos
electrones que los del semiconductor. Para los casos en los cuales el silicio y el
germanio son las sustancias receptoras, los dtomos de impureza podrian ser boro

0 aluminio, cada uno de los cuales contribuye con solo tres electrones. En esta
Stuacion T & impureza introduce niveles discretos de energia vacantes, muy cerca
del tope de la banda de valencia [fig. 6-40(b)]. Por consiguiente, es ficil excitar
algunos de los electrones més energéticos de la banda de valencia a los niveles
de impureza. Este proceso produce estados vacantes, o huecos, en la banda de
valencia. Como se explico previamente, estos huecos actiian como electrones
positivos. Tales dtomos de impureza se llaman acepladores; el semiconductor se
denomina semiconductor tipo p (o postivo)

Para producir cambios
Wity oy de impureza por millon do dtomes
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Pig, 6-41. Unién p-n.

del semiconductor. Los semiconductores tienen amplia aplicacién mdunrnl como
rectificadores, moduladores, detectores, fotocélulas, transistores,

EJEMPLO 6.7. Discutir la unién p-n.

Solucién: La unién p-n es una importante lpllnd&n de los semiconductores a los.
circuitos eléctricos modernos. Suponym q'\u uumm dos muestras del ml?n):)
6-41(a)

Si las dos muestras se ponen en eonuctn (ﬂB- 5-4](5))r ‘se produce una difusién o flujo
de huecos de izqui I:rdl a derecha y un flujo de electrones de derecha a izquierda.
Este doble flujo da lugar a una doble capa de cargas positivas y negativas a ambos
lados de la union, estableciendo una diferencia de potencial a través de la unién
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[como se flustra a la enla parte (), Ia cusl, a1 alcanzarse e equilbrio, se
opone a o de huecoe ta usién. En Ia discusién que sigue
noentraremos nuestra Ltencion on los huecos; Ia situacion para los elecirones

qual y op
Debido & Ia recombinacidn de huecas y electrones, ¢ nimero de huecos en ol semi-
conductor tipo n tiende a disminuir, 1o cual permite que una pequefa corriente I,
fluya continuamente desde el lado p -l lado n. Al mismo tiempo, debido a la exci-
{ackin thewica, 2 peeduons peres hs
huscos pueden flul & trav i de Ia union,
ambas correntes son dénti tcas, s
it stuiin 5 Tou covironsey £ oo splior ko diavocie s potencil V., comes
o0 1a fig 6-41(c) con el Iado p unido al terminal positivo y el fado m a1 negativo
faénte de 'V, 1a diferoncla e potencial a travis do la-ualon disminuye: Esto

Semits ok magor Gorients T, Maclh I decockn s SAIOI restments Iy sorreate
1, hacia la izquierda, generada térmicamente. De este modo resulta una corriente

Ielyi=1y

Pig. 6-42. Corriente en funcién del voltaje a

través de una unién p-n. El voltaje ¥ se consi-

S pestivo somsdo ay sl ¢ I st
0 cuando se aplica en direccin

2oin e bmeonn . — i Veurl ' ot bl e e, courlcie i wemnls
y répidamente cor V, debldo al mayor suminlstro do fuecos desde ¢

 arie o In Afosonci 40 poreesial en vioke, Somhe en I At S, 4
Eilieads o Soteneial o bavts S0 a vl anstweia Eeto ssthsa ol vaiox 33 2o
sin afectar sustancialmente a J,, ya que la fuente de huecos del lado n estd limitado
5or I tapaiusa. Lusgo, ecied usa corients nata Bace I isquied
81 union Ta cual so spruximark al valor constante J, enta.
T 502 muatra < rafco de 1 conrente neta  (avee gt 1o anton e Tancin
de , considerando ¥ com posiiva cuando se aplea como en a g 6-41(c) y nega-
tiva en caso contrario. La corriente neta estd expresada en forma muy precisa po

I=L— 1= 1P —1).

Concluimos que una unién p-n actia como un rectificador o un detecto

favoreco <1 paso de corriente en a direccion p —» n. Edta e Ia miama funcion que

elecutan los Libos electronicos diodo  triodo, perd 1a union pon pueds hacerlo con
un gasto de energia considerablemente menor.
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6.7 Teoria cudntica de la conductividad eléctrica

En la seccion anterior hemos estudiado la conduccién eléctrica en los sélidos
desde el punto de vista del modelo de electrones libres. Sin embargo, para obte-

ivos se debe tomar en consi la estructura periodica
del s6ido y usar los resultados de la seccion 6.5, Para mayor sencillez basaremos
nuestra discusion en un modelo unidimensional. Supongamos que el solido se
encuentra en su estado fundamental, sin campo eléctrico aplicado y que los
electrones estin en la primera zona de Brillouin (¢l mismo razonamiento se aplica
a cualquier otra zona). Los electrones ocupan en forma simétrica los estados
més bajos dentro de la banda, de modo que no existe corriente neta [fig. 6-43(a)).
Si se aplica un campo eléctrico, todos los electrones experimentan una fuerza
en direccion opuesta al campo y, de acuerdo con la ec. (6.23), sus valores de k
aumentan en la direccion de la fuerza. En consecuencia se produce una distri-
bucién asimétrica de los electrones dentro del metal, como se muestra en la
fig. 6-43(b), lo cual da lugar a una corriente eléctrica neta en el mismo, ya que
se mueven mis electrones en una direccion que en la direccion opuesta.

| i |
|
‘ | |

“a a a a
Movimiento Movimiento Moyimiento Movimiento
haclla laquierda, | hacia In dorecha Racl W eerda  acin 10, deech

® «

Pig. 6-43. Ocupacion de los niveles de energia en la primera zona de Brillouin:
(@) sin campo eléctrico aplicado, (b) campo eléctrico externo aplicado de derecha
a izquierda

Mientras ¢l campo eléctrico estd aplicado, la ocupacion de los estados con k
paralelo a la fuerza aumenta con el tiempo y la ocupacién de aquéllos con k opuesto
disminuye con el mismo, Es decr, la corriente aumenta continuamente con ¢l

tiempo, ain cuando el campo eléctrico sea constante, debido a la aceleracién
continua de los electrones. (Ignoraremos los efectos complejos que pueden resultar
cuando algunos electrones alcanzan eventualmente el borde de la zona de Brillouin
en k = x/a; este problema fue discutido previamente en la seccion 6.5). EI resul-
tado anterior contradice los resultados experimentales. La mayoria de los con-
ductores obedecen la ley de Ohm, que se puede escribir en la forma més comin
V = RI o en la forma més conveniente

Jj=st (6.29)
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donde j es la densidad de corriente expresada en A m-%, ¢ es el campo eléctrico
aplicado, expresado en N C, y o es la conductividad de la sustancia expresada
en O-tm, La inversa de I conductividad,

o=1lo, (©:30)
se denomina resistividad y se expresa en Qm.

En cualquiera de las dos formas, la ley de Ohm establece que un campo eléc-
trico constante produce una corriente eléctrica constante; esto es, cuando se
aplica un campo eléctrico los electrones de conduccion de un metal adquieren
una velocidad media de arrastre constante. Concluimos entonces que debe haber
algin mecanismo que impida a los electrones acelerarse continuamente bajo la
accion del campo eléctrico aplicado hasta alcanzar el tope de la banda de conduc-
cion.

En la teoria clésica, formulada por Drude y Lorentz antes del advenimiento
de la teoria cuéntica, esta velocidad media constante del electron era considerada
consecuencia de los choques frecuentes de los electrones con los fones positivos
constitutivos de la red del metal. Se suponia que en esos choques el electron
transferia el momentum ganado del campo desde el choque previo con otro ion,
evitando asi su aceleracion continua a medida que era arrastrado en la direccion
opuesta al campo eléctrico aplicado. Este mecanismo también explicaba el efecto
Joule como debido a la energia ganada por los iones a causa de los choques. En
la teoria de Drude-Lorentz, a conductividad est4 dada por

» = nejme, ®.31)
donde n es el nimero de electrones por unidad de volumen y < es un parimetro
llamado tiempo de relajamiento. Esta expresion se deduce como sigue. La loel>
racion de un electron debida al campo eléctrico aplicado es @ = — ec/me.
es el tiempo transcurrido entre dos choques sucesivos del electrén con los e
de 1a red, la velocidad media de arrastre de éste es v = dal = — eCl/2me.
densidad de corriente es entonces j = — enb = (net[2me)E, 1o cual da u—ne‘(/zm‘
De la comparacion con la ec. (6.31) se deduce que = = 3. Luego, en la teoria de
Drude-Lorentz se supone que el tiempo de relajamiento es del mismo orden de mag-
nitud que el tiempo transcurrido entre dos choques sucesivos del electron con
los iones de la red. Para la mayoria de los metales, a la temperatura ambiente,
el valor de = calculado a partir de la medida de o es del orden de 104 's. Si I es
Ia separacién media de los iones y v es la velocidad térmica media de los elec-
trones en ausencia del campo eléctrico, podemos suponer que €l tiempo de rela-
jamiento es del orden de magnitud de IJv;. Para la mayoria de los sélidos I s del
orden de 10-* m. Usando para los electrones la misma relacion deducida para
las mole:uhs gaseosas, v = | 3kT|m, (ver la seccién 10.6), encontramos que a

ambiente, v es del orden de 105 m s-1. Entonces Ijo, ~ 104 s, de
anuerdn i Ll experimental de =. Empero, a temperaturas bajas (pero no
muy cercanas al cero absoluto), la conductividad de los metales varia aproxima-
damente como la inversa de la temperatura absoluta (esto es, s ~1/T 6 ¢ ~T),
como se muestra en la fig. 6-44 para el sodio. Esto significa que el tiempo de
relajamiento también varia con la inversa de la temperatura,
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Pig. 6-44. Variacion de la resistividad  Fig. Dispersion de_electrones en
con la temperatura. Ia primera zona de Brillouin por impure-
2as.

Cuando el valor de = a baja n el
851y S i o it o T machind s aiAYoRss e i AcpaAcios
interionica a fin de obtener un acuerdo cuantitativo. Este fue una de las primeras
indicaciones de que la teorfa de Drude-Lorentz no era correcta.

En consecuencia, usando la teoria cudntica, trataremos de explicar primero
por qué los electrones mantienen una velocidad media constante, y luego obtener
una expresion cuantitativa para la conductividad, similar a la ec. (6.31).

En la teoria cuéntica, un electron se representa por un paquete de ondas.
La energia del paquete no esti definida aunque esté centrada alrededor de la
energia E y el nimero de onda tampoco estd definido aunque estd centrado alre-
dedor del nimero de onda k. EI movimiento de un paquete de ondas puede ser
obstaculizado por la dispersion producida por la red. Inicialmente el paquete
de ondas se mueve en una direccion particular con el nimero de onda k; des-
pués de la dispersion se mueve con el nimero de onda k', en direccion diferente.
En otras palabras, la dispersion produce una transicion k — K'. En la transicion
se transfiere algin momentum y energia al dispersor. El efecto del campo aplicado
es acelerar a los electrones en una cierta direccion; el efecto de la dispersion es
desordenar el movimiento electronico obstaculizando el efecto acelerador del
campo

Se produce un estado estacionario cuando estos dos efectos se equilibran, en
seatido etaditicn; remkando uma velocidad media constante de s electrones
de conduccion. Para que esta situacién spersion debe ocurrir
a cunlquier valor k dentro de la banda tle conduceion. Cnnndmmou. por ejem-
plo, el caso uni g. 6-45, 1a fig. 6-43(b).
Como la dispersion no puede g principio de exclusion, los dechocos debes
ser dispersados hacia los estados vacantes. Luego, los electrones que sufren este
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efecto son los més energéticos. Estos electrones son dispersados hacia estados
vacantes, que en una red lineal tienen momentum opuesto y (en general) menor
energia; la figura indica esto esquemiticamente. El dispersor absorbe la energia
que pierde el electron, con el resultado de s los clectrones mis energéticos

ks ateleadior Sl arepa Statso T oot vhtrs i s T dretovie
que se mueven hacia la derecha y los que lo hacen hacia la izquierda se mantiene
estadisticamente constante, dando lugar a una corriente estacionaria. Aunque
hemos usado un modelo unidimensional, se presenta una situacion para
el caso tridimensional. Vemos entonces que Ia idea de la dispersion del paquete
de ondas electronico explica la ley de Ohm y el efecto Josi: Bt linn ok do
la transferencia de energia y momentum a los dis]

Com ya beoae vieto anvatitzents (ot 65) qup ua’eletsin 20 pusds
mover libremente por I red cristalina (excepto cuando k = - x/a), nuestra
proxima tarea es identificar ol origen de la supuesta dispersion. La respuesta
general es la siguiente: cualquier irregularidad en la periodicidad de una red
perturba ¢l movimiento libre del electrén, y la perturbacion se puede considerar
como una dispersion. Estas irregularidades en la red se deben a dos factores:
(1) Imperfecciones en el sdlido tales como espacios vacantes, ditomos intersticiales
y desplazados, dislocaciones e impurezas; por ejemplo, si se agrega una cantidad
pequeiia de dtomos de impureza y éstos se distribuyen umlnnumnu P foda
el solido, la se modifica. La
bida a la dispersién por i i i
de I temperatura. (2) Movimiento oscilatorio térmico de los iones constitutivos de
Ia red. Como no todos los iones oscilan en fase, sus vibraciones dan lugar a pe-
quedas fluctuaciones en el espaciamiento de la red que, aunque pequedas, estin
distribuidas por toda la red. Ademds, como las oscilaciones aumentan la seccion
framsvers) tecivn g ko foaes preseatan al mevinlants de los clecfonen, o

d mayor. El efecto de Ia vibracion
VA el e stanela dopunlnis 4 i teniparihid, ya que la amplitud de las
vibraciones depende de la energia vibracional y ésta a su vez depende de la tem-
peratura.

Para ser més cuantitativos, podemos usar la ec. (6.31) para expresar la cos
ductividad, reemplazando la masa del electron m, por su masa efectiva m
esto es,

@ = net</m®. (6.32)

En general podemos ealeular m* a la energia de Fermi e, ya que la energia
de los electrones de conduccion no difiere mucho de cp. Ademis n no es el i-

Este niimero es menor que ¢l nimero total e electrones en la banda de con-
duccion, debido a las restricciones impuestas por el principio de exclusion.
P, es la probabilidad de dispersion de los electrones por unidad de tiempo
(expresada en ), el tiempo de relajamiento es
T =1/P, (6.33)




282 Solidos [CX4

En otras palabras, a mayor probabilidad de dispersion, menor tiempo de rela-
jamiento y menor conductividad, como lo requiere nuestro modelo fisico. Desig-
nemos la probabilidad de dispersion por unidad de longitud con %, (expresada
entonces en m-Y). Esta cantidad se llama también seccién eficaz macroscdpica de
dispersidn. Los electrones de conduccion se mueven con una velocidad muy cer-
cana a la que corresponde a la energia de Fermi ep. Designando esta velocidad
Por vp, tenemos que Py = vpT, y la ec. (6.33) se convierte en

*=1/opZ, (6.34)

El problema es entonces calcular Z,. Este problema es dificil y estd fuera del
proposito de este libro. Sin embargo, podemos hacer ciertas estimaciones. Es
natural suponer que S, es proporcional al nimero de centros dispersores por
unidad de volumen, designado por n, (expresado en m-), y asi podemos escribir
£, = nya,, donde o, (no confundirla con la conductividad) se llama secidn eficaz
de dispersion por cenlro (se expresa en m"

Podemos calcular o, usando las técnicas de la mecdnica cudntica si conocemos
Ia interaccion entre los electrones y ¢l dispersor. La velocidad de Fermi g s
por definicién independiente de la temperatura. Tamhién, en el caso de las im-

perfecciones de la red, los términos que aparecen en I, son bésicamente inde-
pendientes de la temperatura. De este modo verificamos quz la conductividad
debida a las i de la red es i de Por

otra parte, es razonable suponer (y se puede demostrar tebﬂumenu) que para
las vibraciones de la red o, es proporcional al cuadrado de la_amplitud de las
oscilaciones del on, esto es, o, ~ A2 Pero la energia de un oscilador es propor-
cional al cuadrado de Ja amplitud, y podemos escribir

o, ~ energia vibracional.

A temperaturas no muy cercanas al cero absolntn, la energia vibracional media
de un solido es ala soluta T. Por con-
uimos. s o o T To eual, de acuerdo & 1 ex, (525), signilcn gue «m 1/T.
Luego, en virtud de la ec. (6.32), tene-
mos que o ~ 1/7, verificandose asi que la

“" conductividad_debida a la vibracion de
g la red tiene la dependencia apropiada
Siar de la temperatura.

L Si la seccion eficaz macroscopica de-

oI bida a las impurezas es T,y la debida
N
Ik

5 Flg. 6-46. Resistividad de tres muestras

o T 0 | 1 1 1 4 I L _ diferentes de sodio. [Adaptado de: D. Mac

4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 Donald y K. Mes Issohn, Proc. Roy. Soc.

endels
Temperatura, K (London) A202, 103 (1950)]



6.8 Transiciones radiativas en slidos 283

a las vibraciones térmicas de la red es T, tenemos %, = Sy + i, en tanto
supongamos que las dos probabilidades de dispersion son aditivas. En conse-
cuencia 1/x = 0pE, = vp(Ey + Ei), y podemos escribir la resistividad del metal
en la forma

1 _m
o ne

3 G+ ) =rpit+ o0 (6.35)
donde ¢ es la resistividad del metal debida a las impurezas y es por lo tanto
independiente de la temperatura (pero varia de una muestra a otra), y ¢ es la
Tesistividad debida a las vibraciones térmicas; esta iltima aumenta con la tem-
peratura y es la misma para todas las muestras del mismo metal. La ecuacion (6.35)
expresa un resultado experimental conocido como regla de Mathiessen. La can-
tidad o se denomina resistividad residual. La fig. 6-46 muestra la resistividad
de tres muestras de sodio con impurezas diferentes en un intervalo de tempe-
ratura menor de 20 K. Las curvas ilustran la validez de la ec. (6.35).

6.8 Transiciones radiativas en sélidos

Hasta aqui hemos desarrollado un modelo de solidos, la teoria de bandas, que
explica de un modo sistemdtico la mayoria de las propiedades de los solidos;
esto, desde luego, es lo mds que o fisicos esperan de un modelo. Pero ghay una
evidencia directa de la existencia de las bandas de energia y de las discontinui-
dades de energia? ;Es posible medir la energia de Fermi? La respuesta a estas
preguntas es afirmativa. Quizds la evidencia mis directa provenga de las tran-
siciones radiativas en los solidos. Discutiremos primero la emision de rayos X
¥ después los procesos de absorcion.

;
Fig. 6-47. Transicién electrénica rmr T
le; (a) eonductor, (b) aislador. Nivel

@ ®

En los 4tomos, la emision de rayos X ocurre cuando un electron situado en
una de las capas mas externas pasa a un estado vacante dejado en una de las
capas més internas (seccion 4.7). De acuerdo con la teoria de bandas, podemos
decir que en los solidos la emision de rayos X tiene lugar cuando, por cjemplo,
un electron en la banda més alta experimenta una transicion a una banda a
nivel mas bajo donde existe un estado vacante, como se indica en la fig. 6-47.
Estos estados vacantes se producen bombardeando el solido con electrones o por
absorcion de radiacion. El nivel de energia més bajo o final en la transicion es
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précticamente idéntico a los niveles de energia atomicos, ya que, como se explico
anteriormente, tales niveles no son afectados cuando se forma el sdlido.

En ¢l caso atbmico, una transicion dada corresponde a niveles inicial y final
de energia bien definidos, resultando un foton de cierta energia o una linea de
longitud de onda determinada. Pero la teoria de bandas sugiere una situacion
diferente en el caso de los sélidos. El electron que hace la transicion puede partir
desde cualquiera de los niveles posibles de energia de la banda mas alta y por
Io tanto la energia de los fotones emitidos tiene una dispersion del orden de e
(esto es, los fotones tienen energias comprendidas entre E, y cerca de Fo + er).

Na Mg Al

Ly L (S NN M 51
v 1 2 8 0 5 0 5 10 e

Fig. 6-48. Distribucién de intensidades en las transiciones por emisién de rayos X
para el sodio, el magnesio y el aluminio. [Adaptado de: H. O’Bryan y H. Skinner,
Phys. Rev. 48, 370 (1934).)
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Fig. 6-49. Transiciones por absorcién de rayos X en un sélido.

En el caso de un aislador, Ia dispersion de energfa s igual al ancho de la banda. En
consecuencia, en lugar de una sola linea el espectro de rayos X consiste en una
banda de longitudes de onda. Esto s en efecto lo que se observa experimental-
mente. La fig. 6-48 ilustra las distribuciones de intensidad obtenidas por via
experimental para las transiciones de rayos X al nivel 2p en el sodio, el mag-
nesio y el aluminio. Estas distribuciones de intensidad son calculadas tedrica-
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mente multiplicando dn/dE, €l nimero de electrones por unidad de volumen y
por unidad de intervalo de energia en torno de la energia E, y por la probabili-
dad 7(E) de una transicion desde la energia E en la banda al nivel inferior de
energia. Esto es,
I(E) ~ (dn|dE) x T(E).

En la seccion 6.4 hemos considerado ya la cantidad dn/dE y podemos ealcular
T(E) segin los métodos de la mecénica cudntica (ver seccion 2.11). Obviamente
ocurre una caida abrupta de la intensidad para E ~ ep. En efecto, la dispersion
de energia que se muestra en los gréficos de la fig. 648 es del mismo orden de
‘magnitud que los valores de e dados en la tabla 6-1. Los picos que muestran
el magnesio y ¢l aluminio se deben a la contribucion de los electrones de la
banda 3p, mientras que en el sodio todos los electrones estén en la banda 3s.

Consideremos ahora el caso de la absorcion. La fig. 6-49 indica algunas situa-
ciones tipicas. En (a) tenemos un conductor con la banda B superior parcial-
mente llena y separada por una discontinuidad de energia de la banda vacia B'.
Los electrones de B pueden ser excitados hasta los estados vacios cercanos en
la misma banda cuando absorben fotones con energias entre cero y la energia
necesaria para alcanzar ¢l tope de la banda. Los otros fotones que pueden ser
Ahaccdos o dcelen que levan n et deal B K 5 Poc o tanto

de absorcion tiene la forma que se muestra en la fig. 6-49(a), con una
i para la region de energia en la cual no se puede absorber fotones.
Si las bandas B y B' se superponen, como en la fig. 6-49(b) no existe disconti-
nuidad de energia y resulta un espectro de absorcion continuo. En el caso de un
aislador [fig. 6-49(c)], s6lo son posibles transiciones de la banda de valencia B
a la banda de conduccién B'. Por consiguiente, para inducir transiciones, los
fotones deben tener una energia minima de unos pocos eV. En la fig. 6-49(c) se
muestra el espectro de absorcion resultante. Este seria el caso de los semicon-
ducmru. excepto que debido a la relativa pequeniez de sus discontinuidades de
unos electrones ocupan la banda B'; en consecuencia el
2 baeciin e asmmela & I saasis Himtzads parn e caso (5, 146 delociss €
Ia red, principalmente las impurezas, tienen importantes consecuencias porque
introducen nuevos niveles de energia, que pueden encontrarse en las disconti-
nuidades de energia [fig. 6-49(d)). Las transiciones de electrones a estos niveles
de energia permiten la absorcion de fotones de energias menores que las necesa-
vias para ir de B a By el espectro de absorcion es como el ilustrado.

En la region visible del espectro electromagaético los fotones tienen energias
en el intervalo 1,6 eV hasta 3,2 eV. Un solido es transparente u opaco segin
sus propiedades de absorcion en ese intervalo de energia. Por ejemplo, todos
los conductores y semiconductores son opacos, porque tienen curvas de absor-
cion similares a las dadas en la fig. 6-49(b). Los aisladores puros son transpa-
rentes si E, en la fig. 6-49(c) es mayor que aproximadamente 3,2 eV. Pero si a
consecuencia de las impurezas, los picos E; de la fig. 6-49(d) caen en la region
visible, el aislador es coloreado (o hasta opaco). Por esta razon estas impurezas
se denominan centros de color o centros F (del alemén Farbe: color). Por ejemplo,
el corindén puro (ALOy) deberia ser transparente, pero el rubf (que es ALO, con
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algunas impurezas e cromo) presenta un intenso color rojo. Esto se debe a que
1os dtomos de cromo inducen una absorcion fuerte en la region verde del espectro,
por lo cual el solido se ve de color rojo al ser iluminado con luz blanca.
Otra.propiedad radiativa importante de los solidos es la luminiscencia. En
general, cuando los electrones de los dtomos, moléculas o solidos son excitados
por algin medio (absorcion de radiacion o bombardeo electronico, por cjemplo),
tienen lugar varios procesos que compiten entre si para producir desexcitacion
(transiciones radiativas y choques inelsticos, por ejemplo). En algunos casos el
proceso favorecido es la transicion radiativa y la sustancia brilla cuando se ilu-
mina con radiacion de longitud de onda apropiada o es excitada por algin otro
medio. Las sustancias que tienen esta propicdad se llaman luminiscentes. Esta
propiedad de los solidos estd muy relacionada con las impurezas y los defectos
de la red. La fig. 6-50 ilustra algunos procesos que tienen lugar en solidos lumi-
niscentes. Cuando se lleva un electron de la banda de valencia a la banda de
conduccion, deja un hueco en la banda de valencia [fig. 6-50(a)]. En una red
perfectamente pura y regular, el electron usualmente regresa a la banda de va-
lencia, aunque puede tardar algo en hacerlo, ya que tanto los electrones como
los huecos tienen gran movilidad y pueden moverse en direcciones diferentes.

Banda de

conduccién

Niveles de ==

impureza

-
Banda de
valencia

® ) @ (J
Fig. 6:50. Mecanismo de la luminiscencia.

Empero, si la red tiene alguna impureza que introduzca niveles de energia en la
region prohibida, un electron que yace en un nivel de impureza bajo puede llenar
el hueco de la banda de valencia, mientras el electron de la banda de conduceién
puede caer en uno de los niveles de impureza de energia alta (normalmente va-
cios), como se muestra en la fig. 6-50(b). Generalmente estas transiciones invo-
Iucran fotones de poca energia, los cuales no caen en la region visible. Finalmente,
el electrén puede pasar de un nivel de impureza de alta energia a uno vacio de
baja_energia, emitiendo radiacion de menor energia (mayor longitud de onda)
que la radiacion incidente; esto constituye la luminiscencia [fig. 6-50(c)]. En
algunos casos, en lugar de pasar por el proceso ilustrado en la fig. 6-50(b), el elec-
trén de la banda de conduccion puede pasar a un nivel de energia llamado trampa,
desde el cual esti prohibida una transicion radiativa al nivel de energfa funda-
mental de impureza [fig. 6-50(d)]. En tal caso, el electron se encuentra en un
estado similar al de un 4tomo o molécula en un estado metaestable; el electrén
atrapado debe esperar hasta que, por algin mecanismo, regrese a la banda de
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conduccion, después de lo cual sigue los pasos (b) y (c), como se muestra en
Ia fig. 6-50(¢). Debido al retardo involucrado, que puede ser de muchos segundos,
el proceso se denomina fosforescencia. Estas sustancias se denominan entonces
fosforescentes. Una de éstas es el sulfuro de zinc. Los materiales fosforescentes

usan en las pantallas de los tubos de rayos catdicos y de TV, asi como en los
detectores de centelleo que se emplean para detectar los rayos v. Una sustancia
fosforescente ampliamente usada en los detectores de centelleo es el Nal activado
con Tl
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Problemas

61 Probar que el nimero de enlaces 6.3 Caleu energta de enlace del
CsCl, para el cual r, = 3,56 A. Comparas
con &1 valor experimental que 6 do
6,72 eV/molécula.
Cermi i o vy g, 04, 1 mdul volumétrico de lastc-
sarla en V. Comparar esta energin con

encrgia por enlace en los compuestos g, (o) Gpv! 0% S.,“.':.::'n!'.:":':‘;;:
! definicién es equivalente @ x = V(&*U/
6.2 La constante de M-ﬂel-m( v-n I8 /avi). Demostrar que p-n un cristal
estructura. cibica del Zn§ iénico,

S, para el - A=
€l GUCI, que tiene Ia 18rmeoRy

0 coft r, = 2,34 A. Los valores expe:
rimentales' son 37,9 eV/molécula para  Caleular el médulo volumétrico de
I ZnS y 9,81 eV/molécula para el CuCl. ticidad del NaCl, suponiendo que n = 9.
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mparar con el valor experimental
42 X 104 N m-2,

65 La velocidad del sonide en los sl

a
ia de corte, suponiendo una re
6.6 Mostrar que para valores pequeiios

los dos valores de o dados por
Ia ec. (6.7) pueden ser aproximados por

(5 + 2

o =S

6.7 Probar que par
dos valores de & dados ynr it (5 >
son

25/My Y ot = 20/M,

En la mayoria de los cristales ioni-
cos diatémicos, la_absorcién de radia-

infrarroja absorbida
mediante resonancia por la red crista-
lina. Suponer que M, y M, son Ins masas
de los dtomos de sodio y de cloro, res-
pectivamente.

69 Usando la frecuencia de mixima

lar Ia constante eldstica de la ec. (6.8).
Calcular las frecllenc(as de corte para las
amas acdst ptica de oscilacion.
610. Enla myo a de los metales la
distancia interatémica es del orden de
© m. Estimar el ancho de la
banda de conduccién. Comparar con los
valores do la energla de Ferm dados
e Ta tabla
611 Cu!cnhr =| nimero n, de electro-
nes por unidad de volumen
de conduccién del litio, el cobre y el
aluminio usando los valores de la ener-
gla de Fermi que aparecen en la tabla 6-1.

Comparar los resultados con el nimero
de electrones de valencia por unidad de
vnlumen para estos mnm
612 Estimar el ancho de una banda
G sodie mekiico, wenmd Tn sn. (6.14)
y una distancia de equilibrio entre fones
de 3,67 x 101 m. Comparar la estima-
cién con la fig. 6-35.
6.13 El sodio tiene una densidad de
7 x 10* kg m~. Suponiendo que cada
dtomo contribuya con un electrén a la
banda de _conduccién,

trones por &tomo contribuyen a la banda
de conduccién.

6.14 Estimar la susceptibilidad par
magnética de Pauli para el sodio. Com-
parar con ol valor experimental
susceptibilidad magnética d¢
615 Se puede probar que en una red
cuadrada de lado a los bordes de las
zonas de Brillouin estin dados por los
valores de ks y ky, que satisfacen la
ecuacién

ke + ngky = w(n} + ni)/a,

donde n, y n, 50n enteros positivos o ne-
gativos. Hacer un e los bordes
de las zonas de Brillouin, usando ke y ky
como c 1 grifico
de'la energia sobre un ols perpendlicnlar
al plano ke — ky, tratar de visualizar
a superticle de saargla, Obeerva g6

que la_ecuacion anterior se reduce

1, +3,.

ecuaciones resultantes.]

616 Usando un procedimiento similar

al del ejemplo 6.4, probar que la energla
media de un electrén descrito por la

funcién de onda ¢ = e*u(z) es

y hacer ‘el grifico de las

E = Wiej2m + (ik/m)pu, + Ex,
donde P, tue definido en el ejemplo 6.4y

E

Jut (— e + B .
Analizar el signiicado de cada término.

[Sugerencia: para el operador corres-
pondiente a la energia, ver la tabla 2-4.]



6.17 La energia de un ejectrén en un
istal an |mmpo se puede expresar
k2 + @k + ki, donde ke, ky
T as mmwmnm del veetor ni-
& en las direcciones de
Tos efes principales, Hallar la masn stec-
tiva segun cada uno de los ejes de coor-
denadas y las ecuaciones de movimiento.
618 Usando Ia funcidn de onds descri-

ta por ) en la ecuacion para
Ia energia rar que resulta la
ec. (6.28). des,

términos que involucran dos funciones

4, si se apartan mas de una celda.]

Figura 6-51

6.19 En el supuesto que un electron
una trayectoria_circu-
lar a lo largo de la cual haya N ion
igualmente espaciados la distancia a
(fig. 6-51): (a) Usando las funciones de

del benceno

ado, combi
£ 38, a los cloctrones =

5-28) rar que l0s niveles
ponmu de energia son

Eu—a—28,
Eu—a+p, v Ew—x—28,
donde €l segundo y tercer nivel son

doblemente degencrados (s constantes
Eu, « y B se introdujeron en el ejemplo

s.e)
Usando los resultados del pro-
Viema 010 (2) mostrar que la energia
los slectrones 7 del benceno. e
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6(Est — 2) — 89 para el estado fund

ental y que 10s primeros estados exci-

tados tienen energias B, 23 y 38 por

encima del estado fundamental. (b) Los

dos primeros estados excitados del ben-
nden a 3,8 eV y 4,9 ¢

‘Analizando fos niveles de energia o

observacion, est;
es una sustancia coloreada.
621 Suponiendo que en una banda
1a energia de un electron esté dada por la
ec. (6.28), (a) hallar el valor de k para el
cual la velocidad del electron es maxima,
) obtener una expresion para m'
en funcién
622 Hacer el grifico de la velocidad
¥ de la aceleracién en funcién de k de un
electrén situado en la zona de Brillouin
cnyl energfa est dada por la ec. (6.28).
Estimar el radio de la érbita del
Cisartn i en o sodlo (7 = 11 Com:

si esos electrones estdn afectados en el
metal.

624 Cuando un dtomo de impureza
estd_alojado en un semiconductor, po-
demos suponer que sus niveles do energfa
se modifican. Verificar que si Eyat
In cnergia g6 louisacion dal ftoms 4o

pureza aislado, su energia de foniza-

(€/€)* Eqat,
by pmnmvla-d eléctrica del semicor
uctor. Calcular las energias de loniza-
cién del éstoro (P), asénico (As) y anti-
‘monio (Sb), que son impure
nao. enthn slojadas on o siico (31

dar las ecs. (34) ¥ @5) v o
1a comstanin de Ryabe
F ¢ Cuando e dtomo
14 Siojado on bn mater
625 Haciendo referencia al problema
.24, zar 1o que sucede al tamafio
de s drbitas electronicas cuando un
dtomo de impureza esté alojado en un
semiconductor. jA qué concentracién
de antimonio alojado en germanio serd
apreciable la superposicién entre las
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Slidos

") Portadores negativos (7 < 1)
Figura 6-52

Grbitas de los electrones externos de los
dtomos de antimonio adyacentes?
626 Un alambre de cobre con una
secclén transversal de 10-* m® trans-
a uma corriente aldirion de 15 A.
Suponiendo que haya 5 x 10% ¢
conduccién por m', il
densidad de corriente y la velocidad de
-mun d< los electrones.
6.2 temperatura amblente s con
dnctividad o la plata s 6,14 x 10" Q-
™. E1 nimero de electronss do conduc-
ci6n es aproximadamente 6 x 10% m-~.
Estimar el tiempo de Teajamioas = la
de Fermi y la seccién eficaz

ica_de dispersién .. Hallar
adomés @ camino lihvs matic e sl
trén, definido por b = 1/Z.
025 Estimarla conductivided del Nacl
S oimpuaira mbis. B1 Nucl oo
tiene 1 ppm (parte por millon) de v
nes divatontes de irpure
620 Un cristal cabico contiene una im-
pureza_sustitucional en una concentra-
clon de 0.1% (o que so considera
substancias_quimicamente
puras). Calcular a dlstancia media entre
los dtomos de impureza, medida en
unidades de distancia

(1) Portadares positivos (3 = +¢)

631 Cuando una cinta metdlica por la

potencial catre los pantos opuesios de
Ia de la cinta (fg. 6-52). Esto
se denomina efecto Hall. Probar, refirién-
dose  In figura, que la direccion de Ia

Brobar que
el campo_eléctrico que
acumularse

Yolumen ¢ 1a

d Ru se llama coeficiente de Hall.
[Nota: en I figura, F es la fuerza ejer-
clda por ¢ campo magnético sobre los
portadores de carga.]

632 Reflriéndose al problema 6.31, pro-

ue la recta que une dos puntos
opiieetos do Ia cinta a1 mismo potencial
rma con la direccién de la corriente
un dngulo 6 dado por tg® — ng/ad,
donde o es la eléctrica

6.30 El germanio muy puro que se usa
para fabricar dispositivos semiconduc-

eléctrica. ;Cuil es la
entre las impurezas?,

distancia media

de la cinta.
633 Si cada dtomo de oro metdlico
(densidad 19,3 x 10° kg m™* contribuye
con un electrén a la corriente, cudl es
el coeflciente de Hall para este metal?
Una tira delgada de oro conduce una



corriente de densidad 107 A m~* en un

3 m-1? [Sugerencia: ver los
Drovlemas 631 y 6951
634 En el NaCl el nivel de energia
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de un centro F esté a 2,65 eV por debajo
de Ja banda conduccién. ;Qué longitud
de onda absorbe? ;

NaCl que contiene centros F?

635 La discontinuidad de energia en
el germanio es de unos 0,75 eV. ;A qué
longitud de onda comienza el germanio
a absorber luz?
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7.1 Introduccién

Para completar nuestro estudio de la estructura del étomo debemos ahora ocu-
parnos de su nicleo. El niicleo atomico es una aglomeracién de protones y neu-

ones que ocupan una pequeta region en el centro del dtomo, siendo su didmetro
del orden de 10-% m o sea alrededor de un diezmilésimo del radio atomico. Se
designa a los protones y los neutrones con el nombre genérico de nucleones. Ambas.
particulas tienen espin % y siguen el principio de exclusion.

Si comparamos la estructura del miicleo con la del 4tomo, llaman la Btznui()n
varias caracteristicas nuevas. En primer lugar, todas las particulas que formas
el nicleo tienen précticamente la misma masa mientras que en los dtomos lns
electrones son muy livianos con respecto al nicleo. Es por esa razén que supu-
simos (en el capitulo 3) que los electrones se mueven alrededor de un niicleo
que permanece fijo en un sistema inercial. En consecuencia no podemos hablar
de una fuerza central dominante que actia sobre las particulas nucleares, pro-
ducida por un cuerpo que estd en el centro del nitcleo; més bien debemos ima-
giner que todas las particuas se mueven bajo Ia accion de sus ineraceones

. A lo sumo, y como simplificacién itil, podemos pensar en un campo
Xuerm promedio, es decir, podemos imaginar que cada particula se mueve
bajo la accion de una fuerza que resulta de promediar las fuerzas producidas
por las otras particulas durante su movimiento. En primera aproximacion pode-
mos considerar que esta fuerza es central, En segunda aproximacion, fuerzas
no-centrales adicionales pueden requerirse. Esta hipétesis simplificativa ha de-
mostrado ser muy itil para analizar la estructura nuclear.

En segundo lugar, en un dtomo los electrones tienen carga negativa y el nicleo
positiva, siendo posible explicar el movimiento electrénico en funcién de inter-
acciones electromagnéticas entre los electrones y el niicleo. Un nicleo, empero,
estd compuesto de protones con carga positiva y neutrones sin carga alguna.
Por o tanto, no podemos atribuir la estabilidad del niicleo a la atraccion cléc-
trica. Por el contrario, pareceria que la repulsion eléctrica entre los protones
haria desintegrar el micleo. El solo hecho de que existen nicleos compuestos
de protones y neutrones es una clara indicacion de la presencia de otra inter-
accion ademas de la la cual no estd di Telacionada
con cargas eléctricas y es mucho mis intensa que la interaccion electromagnética.
Esta interaccion se denomina interaccidn nuclear o fuerfe. Nuestro conocimiento
de la interaccion nuclear es aun incompleto, pero al menos conocemos algunas de
sus caracteristicas mds importantes.

7.2 Isotopos, isétonos e isébaros

Un nicleo se identifica por el niimero e protones que tiene, o sea por su nimero
atémico Z, y por el nimero total de particulas o nucleones, lamado niimero md-
sico A. Por 1o tanto, el nimero de neutrones es N = A — Z. Se ha introducido
el término nucleido para designar genéricamente todos los nicleos que tienen los
mismos Z y N y por lo tanto el mismo A. En otras palabras, de la misma forma



294 Estructura nuclear [Z]

que todos los dtomos con el mismo Z pertenecen al mismo elemento, todos los
nicleos de la misma composicion (los mismos Z y N) pertenecen al mismo nu-
cleido. Un nucleido se designa con el simbolo del elemento quimico al cual per-
tenece, segin el valor de Z, con un superindice a la izquierda que indica el valor
del nimero mdsico, tal como 3C, ®Na, 17Ag, *8U. A veces es conveniente es-
cribir explicitamente el nimero atomico Z, en cuyo caso se anade un subindice
a la izquierda: C, BNa, FAg, 5U.

La fuerza nuclear no requiere una proporcion fija de protones y neutrones en
¢l niicleo. Puede haber una flexibilidad considerable en ¢l agrupamiento de los
mismos. Aunque solo hay 92 clementos quimicos naturales (11 mas han sido
producidos artificialmente), hay del orden de 1440 nucleidos conocidos, de los
cuales unos 340 existen en la naturaleza y alrededor de 1100 se han producido
en el laboratorio. Algunos nucleidos (alrededor de 280) son estables, pero la ma-
yoria son inestables o radioactivos. La fig. 7-1 indica la mayor parte de los nu-
cleidos conocidos. Los niicleos estables estdn indicados con cuadrados negros y
los inestables o radioactivos con los otros simbolos.

Podemos observar en la figura que en los niicleos livianos los protones y neu-
trones tienden a aparecer en igual nimero (N ~ Z), lo cual indica que la inter-
accion nuclear es independiente de la carga eléctrica. Sin embargo, en los niicleos
més pesados el nimero de neutrones excede al de protones (N > Z). Debe haber
un exceso de neutrones para producir un efecto estabilizante (a ravés de las
interacciones nucleares); estos neutrones extra compensan el efecto de la repul-
sion coulombiana entre los protones que tiende a romper el micleo.

Debido a la gran variedad de nucleidos, los clasificaremos en tres categorias:
is6topos, isotonos e isobaros.

s6topos: son nucleidos que tienen ¢l mismo nimero de protones pero dife-
o ekl neutrones; tienen entonces el mismo nimero atomico Z y mi-
mero de neutrones N y msico A diferentes. Como un elemento quimico queda
identificado por su nimero atomico Z, todos los isétopos correspondientes a un
valor dado de Z pertenecen al mismo elemento. Por ejemplo, JH y $H son is6topos
del hidrogeno; ambos niicleos tienen Z — 1 pero {H tiene N = 0 y $H tiene N = 1.
En la fig. 7-1 los is6topos estén a lo h.rgu de lineas verticales.

Is6tonos: son nucleidos que tienen el mismo nimero N de neutrones pero
nimero atémico Z (o niimero de protones) diferente, por lo que tienen también
el nimero mésico A diferente. Evidentemente, los isotonos con un valor dado
de N no corresponden al mismo elemento quimico. Por cjemplo, 5C y N son
is6tonos; ambos micleos tienen N =7, pero el carbono tiene Z — 6 y el nitré-
geno Z = 7. En la fig. 7-1 los isGtonos estén sobre lineas hisicontalek

Isbaros: son nucleidos que tienen el mismo nimero total de nucleones
(0 sea ¢l mismo nimero mésico A), pero difieren en nimero atomico Z y nimero
de neutrones N. Por ejemplo, *4C y %N son is6baros, ya que ambos tienen A = 14.
Los is6baros estdn sobre las lineas a 45° mostradas en la fig. 7-1.




Nimero de ncutrones, N
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1N NN

W m  w w % & % w  w
Niimero de protones, Z

Pig. 7-1. Nucleidos estables y radioactivos. Las rectas a 45° son lineas de igual
nimero masico A.
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Algunos elementos quimicos se presentan en la naturaleza con una sola variedad
de niicleo o is6topo, por ejemplo el 13F. Otros tienen varios isotopos naturales,
como el estailo que tiene diez y el carbono que tiene tres: 12C, 3C y 14C. Ademds,
otros cuatro is6topos del carbono han sido producidos artificialmente. De todo
el carbono existente en la naturaleza, 98,89 %, estd en la forma de %C. La com-
posicion isotopica natural de los elementos quimicos es bastante uniforme en
todo el mundo.

El andlisis de las pmpxedadu de los is6topos, isétonos e isdbaros es importante
para traer a la luz varias caracteristicas de la estructura nuclear. Estos estudios
nos ayudan, por e]emp!n, a predecir como se afecta la estabilidad del nicleo
cuando se le agrega un neutron o un proton, o a decidir qué configuraciones de
neutrones y protones serén las més estables.

7.3 Unidad de masa atémica

No es necesario expresar las masas de los miicleos en kilogramos para tratar
algunas de sus propiedades. En muchos casos es mis conveniente usar una unidad
especial llamada unidad de masa atdmica (uma) que es igual a un doceavo de la
masa del dtomo de *C. (Nétese que decimos atomo y no micleo, por lo que esta
unidad de masa incluye los electrones orbitales.) Se tiene

1 uma =% x masa de un dtomo de 1%C.
El valor de una uma en kilogramos es
1 uma = 1,6604 x 102 kg, @.1)

Un mol de cualquier sustancia es por definicion una masa igual a 10M kg
(0 M g) donde M es numéricamente igual a la masa atémica (o molecular) de la
sustancia expresada en uma. La constante de Avogadro N4 es el niimero de
itomos (0 moléculas) que hay en un mol de cualquier sustancia. Como la masa
de un dtomo (o molécula) es igual a 1,6604 x 10-¥'M kg, concluimos que

105M -
Na = oot 1o = 02 X 109 mot-L.
Como Ny es independiente de M, el nimero de dtomos (o moléculas) que hay
en un mol es el mismo para todas las sustancias.

Las masas dadas en la tabla 7-1, propiedades de algunos nucleidos, estdn expre-
sadas en uma. La masa afémica de un elemento es la masa promedio basada en
la_combinacion isotopica natural. Asi, la masa atomica del carbono no es
12,00000 uma sino 12,0115 uma debido a la presencia en la naturaleza de dife-
Tentes is6topos del carbono.

Usando la relacion E = me*, podemos expresar Ja energia equivalente a una
uma en joules o electronvolts. Dejamos que el estudiante verifique que

1 uma = 9,31478 x 10® eV = 931,478 MeV,

0 sea cerca de mil millones de eV (1 GeV).
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7.4 Propiedades del niicleo

Los cientificos han analizado varias propiedades nucleares, ademés de la carga
y Ia masa, para obtener una clave de la naturaleza de las fuerzas que mantienen
2 los protones y los neutrones juntos en un niicleo. A continuacion pasaremos
revista a algunas de estas propiedades.

JESsn

Densidad nuclesnica, 104
‘nucleones m-

Distancla radial, 104 m Distancia_ radial, 10 m

@ [0}

. (a) Densidad nuclear y (b) densidad de carga en funcién de la distancia
udle ll): B. D. Hahn, D. G. Ravenhall y R. Hofstadter, Phys. Re. 101, 1131
9

(1) Tamato. Si suponemos que el miicleo es esférico, podemos expresar su
tamafio en funcién de su radio R. Sin embargo, debemos usar el concepto de
radio nuclear con bastante cuidado. No debemos imaginar el niicleo como una
bola de billar con una superficie bien definida. EI valor del radio depende de qué
propiedad nuclear elijamos para determinarlo. La densidad de la materia nuclear
varia con I distancia al centro del niicleo, tal como se indica en la fig. 7-2(a).
La densidad es aproximadamente constante hasta una distancia considerable del
centro y luego disminuye gradualmente a cero cerca de la superficie del niicleo.
Luego, se puede definir el radio nuclear como la distancia al centro del nicleo
para la cual la densidad nuclear se ha reducido a la mitad. Por ejemplo, podemos
obtener este radio R midiendo la diferencia de energia de interaccion coulombiana
entre dos isobaros adyacentes (es decir, isobaros cuyos Z difieren en una unidad)
o analizando diferentes tipos de procesos nucleares, tal como la dispersion de
neutrones rapidos por nicleos. El resultado experimental es que el radio nuclear
es proporcional a A1, donde A es el nimero masico del niicleo. Esto es,

R=rdih, a2
donde r, es una constante, la misma para todos los niicleos. Su valor aceptado es

o=14x 101 m,
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También es posible determinar la distribucion de carga dentro del niicleo y estimar
el radio nuclear a partir de ella. Los experimentos realizados con electrones y
‘muones muy ripidos sugieren una distribucion de carga tal como la indicada en
la fig. 7-2(b). El radio de la distribucion de carga es menor que el de la distri-
bucién de masa, y corresponde al valor

o % 1,2 X 10 m.

Algunos niicleos se apartan apreciablemente de la forma esférica y se debe suponer
que tienen forma de elipsoide o aun de p

Como el volumen de una estera es 4wRY3, concluimos de la ec. (7.2) que ¢l
volumen nuclear es

V = 4nrdA[3 = 1,12 X 1044 m-3,

Esto es: el volumen de un niicleo es proporcional al niimero A de nucleones, lo cual
sugiere que los nucleones estin a distancias medias fijas independientemente del
nimero de particulas; el volumen por nucleon es entonces una cantidad cons-
tante, fgmal pirn todos oo aiclecs, ian sifoncion. skmler 4a prescata cos Jax
‘moléculas de un liquido o de un solido.

Otra conclusion es que la materia nuclear fiene densidad constante. Esto se
puede ver de la manera siguiente: la masa de un nicleo de nimero masico A
es aproximadamente

M = 1,66 x 104 kg.
En consecuencia la densidad media de la materia nuclear es

M _ 186x107Akg _ s

P Y S Tiax10wA e M0 X 10%kgm,
que es independiente de A. La densidad es alrededor de 10% veces mayor que la
densidad de la materia macroscopica y nos da una idea del grado de compaci-
dad de los nucleones dentro de un miicleo. Muestra también que la materia
‘macroscopica esti esencialmente vacia, ya que la mayor parte de la masa st
concentrada en los nicleos.

@ Momentum lar. El momentum angular resultante de un niicleo se
denomina (por razones histéricas) espin nuclear y se lo designa con I. Los pro-
tones y los neutrones, como los electrones, tienen espin 3. Ademds, los protones
y los neutrones poseen un momentum angular orbital asociado con su movimiento
en el nicleo. EI momentum angular resultante (o espin) del nicleo se obtiene
combinando en forma apropiada los momenta angulares orbitales y los espines
de los nucleones que componen el nicleo. El espin nuclear se identifica con un
ntonery oubutlo 1t qus of mblaln de ko el ox & VT 1). La compo-
nente del espin nuclear segin una direccién determinada estd dada por mgh,
donde m = L, & (I— ), . 43 6 0, sogin que [ sea semicatero 6 catero,
Hay entonces 2/ + 1 orientaciones posibles del espin nuclear. Como se explico
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en la seccion 34, estas mismas reglas son vélidas en la mecénica cuintica para
todos los momenta angulares. Experimentalmente se ha encontrado que los
valores de I son enteros (si A es par) o semienteros (si A es impar) yendo desde
cero, como en el 4He y el C, hasta 7 como en el "Lu. La tabla 7-1 da algunos
espines nucleares. Se ha encontrado que practicamente todos los nicleos par-
o o o siscloos st ua ks s dn pesa . de neutrones) tienen
1= 0, lo cual indica que los nucleones idénticos tienden a acoplar sus momenta
Aagulires e dirsceiouts opussias, Esto 20 dsmsknioa. efeck 20 epersamiceio. Lot
ncleos par-impar (es decir, niicleos que tienen un nimero impar de protones
o de neutrones) tienen todos momenta angulares semienteros, siendo razonable
suponer que el espin nuclear coincide con el momentum angular del nucleon no
apareado; este resultado es vilido en muchos casos. Los nicleos impar-impar
tienen dos nucleones no apareados (un neutrén y un protén) y es un poco mas
dificil predecir los resultados experimentales, aunque sus momenta angulares son
enteros, como era de esperar, ya que hay un nimero total par de nucleones. Para
que cualquier teoria de las fuerzas nucleares sea satisfactoria, debe dar cuenta
de los valores experimentales de I.

(3) Momento dipolar magnético. Recordemos (ver la seccion 3.6) que una
carga en movimiento posee un momento dipolar magnético orbital My, que es
proporcional a su momentum angular orbital L, y que estd dado por

M, = (g/2m)L.
En el caso de protones, la carga es g = e y por lo tanto

My, = (e/2mp)L. @3

Evidentemente, los neutrones no tienen carga y no poseen momento dipolar
magnético orbital. La componente del momento magnético segin €l eje Z es

= (e/2mp)L, = (ehf2mp)my = wim,
donde la constante

x = eh[2my = 5,0504 x 107 J T-1 @4)

se denomina magneton nuclear.
Si la particula tiene un espin S, puede tener ademds un momento dipolar

magnético de espin dado por
=gs(e)2mp)S 6 Ms: = gsunms, @3)
donde gs es una constante caracteristica de la particula, lamada razon giromag-

nélica de espin.* Su valor para el proton es g5, = + 5,5855, lo cual indica que
Mj es paralelo a § (como corresponde para una carga positiva). Se ha observado

* Recordar que para el electrén gs = — 2,0 (ver la seccién 3.7).
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que el neutrén, aunque no tiene. mrgl eléctrica, tiene un momento magnético

espin correspondiente 3,8263. El signo negativo indica que M es
aatiparaleo & 5, como ooTeeponds para taa carga negativa. Estes resultados
sugieren que el protén y el neutrén tienen una estructura compleja que ain no
hemos podido determinar exactamente.

Podemos obtener el momento dipolar magnético resultante de un nicleo com-
binando en forma apropiada los momentos dipolares magnéticos de todos los
nucleones. Evidentemente, el momento dipolar magnético resultante debe estar
relacionado con el espin nuclear 1. La relacion, extension de la ec. (7.5), es

M = gi(e2mp)l,

donde g; es la razén giromagnética nuclear. La componente del momento dipolar
magnético de un nicleo segin una direccion dada se puede expresar por
M, = gi(e/2mp)1, 0 sea, ya que I, = myh,

M. = uxgimy. @.6)

Los mometos magnéticos nucleares se dan como miltiplos de wx y para m; = .
esto s, w= M,/ux = gil. De acuerdo con esto los momentos magnéticos del
proton'y delneutron (que tiene 1 = 500ty =+ 270270 3 b = 19131 ma.
La tabla 7-1 da algunos valores de . Para que una teoria de las fuerzas nucleares
sea satisfactoria, debe dar cuenta de los valores observados de u 0 gy.

g

(4) Momento cuadrupolar eléctrico. EI momento cuadrupolar eléctrico de
una distribucién de carga respcctn a una direccion dada que se elige como eje Z
estd definido por Q' = Eg((322 — rf). En el caso nuclear slo los protones con-
tribuyen al cuadrupolo eléctrico y, como g = ¢, tenemos Q' — eZp(3zh — r3).
Normalmente el cuadrupolo nuclear se define por Q = Q'/e. Es evidente que el
valor de Q depende de la direccion del eje Z. Por convencion, ¢l eje Z se elige
tan paralelo como sea posible al espin nuclear 1, de modo que m; = I. Luego,
se define el momento cuadrupolar eléctrico muclear por

Q =ZB3 — Bmper @7

@0

. 7-8. Distribucion de carga simétrica respecto al eje Z: (a) estera, (b) elipsoide
alargado, (c) elipsoide achatado.
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TABLA 7-1 Propledades do algunos nucleldos

Momento Momento
Masa atémica, dipolar cuadrupolar
Nucleldo: uma Espin | agnético, eléetrico,
mn 10-% me
n 1,008665 + —1,0131 0
H 1,007825 3 2,7927 0
H 2,014102 1 0,8574 0,00282
iHe 3,016989 3 —2,1275 0
H 3,016050 H 2,9789 0
iHe 4,002603 0 0 o
Li 7,016004 3 3,2563 —0,045
C .| 12,00000 0 0 3
s 13,00335 3 0,7024 [
14,00307 1 0,4036 0,007
N 15,00011 3 —0,2831
1o 15,0942 [ o
0 16,99913 H —1,8987 — 0,026
iNa 20,99395 3 —0,6618 0,093
Al 26,98153 H 3,6414 0,15
Cl 34,96885 3 0,8218 — 0,080
Ca 39,96260 0 0
Ca 142,95878 3 —1,3172
Fe 55,9349 0 1,06
Fe 56,9354 3 0,0905
59,9338 5 3,8100
Cu 62,9206 3 2,2260 —0,180
Br 78,9183 3 2,1060 0,310
s 87,0564 0
Nb 92, H 6,1670 —0,220
*SRh 102,9048 + 0
ca 113,9034 0 o
Br 126,9045 H 2,8080 —0,790
HGa 154,9277 3 —0,2700 1,300
i 174,9409 3 2,2300 5,600
Hiu 175,9427 1 3,1800 8,000
0
i
0
H
3
H
3
0
H
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Momentos cuadrupolares cléctricos de n A impar. La ordenad:
u 1- unudld Sdlicicntonal QI foms ‘constituye un indicador mejor de la desvia-

En el sistema MKSC, Q se expresa en m?, Algunas veces se usa una unidad la-
mada barn que es igual a 10-% m*. Si los protones estén distribuidos con simetria
0, por lo que Q es una buena indicacion del grado en que un niicleo
se aparta de la Q es positivo el nicleo se debe parecer a un
elipsoide alargado y si Q es negativo, se debe parecer a un elipsoide achatado
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(fig. 7-3). Se puede demostrar tedricamente que los micleos que tienen I =0
6 4 tienen Q =0, lo cual ha sido confirmado experimentalmente. La tabla 7-1
da los valores de Q para algunos nucleidos. La fig. 74 muesira los momentos
cuadrupolares eléctricos observados de algunos niicleos. Nétese que algunos m
cleos poseen momentos cuadrupolares eléctricos anormalmente grandes, lo cual
es una indicacion de grandes deformaciones. Debemos decir nuevamente qu

e una teoria de las interacciones nucleares sea satisfactoria debe dar
cuenta de los valores de Q observados.

(5) Paridad. Los estados nucleares tienen paridad definida, par o impar, que
depende de la estructura de las funciones de onda que los describen. Cada fun-
cién de onda nuclear depende de las funciones de onda correspondientes a cada
uno de los nucleones. La paridad de los estados nucleares est entonces estrecha-
‘mente relacionada con los movimientos nucleonicos. Empero, este tema es muy
complicado por lo que no lo desarrollaremos aqui.

EJEMPLO 7.1 Cileulo de la energla potencial repulsiva debida a la interaccion
coulombiana entre los protones de un nicleo.

‘Soluci6n: La energia eléctrica de una esfera cargada uniformemente, de carga total Q
y radio R, es

o
Tk s AR
Suponiendo_que los Z protones de un nicleo estén distribuidos uniformemente,
podemos adaptar este resultado reemplazando Q por
el valor dado en la ec. (7.2). En consecuencia, la energia coulombiana de wn
nicleo es

3 2o _3( e
R~ ?(41“."‘:) s

Introduciendo valores muméricos obtenemos
B = 9,87 X 10-4Z34-18 J = 0,61722A-11 MeV. 8

Como la carga eléctrica no estd distribuida uniformemente en el volumen nuclear,
sino que esté concentrada en los

(usandola t6rmula corrogids) y para KU, 92

e coutn Gl émmaneon T 1 encigin 4o repuisn coulombiana
EES Fipidamente con el nimero de protoncs. El nbeleo o puede ser
estable a menos que la interaccién nuclear sea lo suficientemente fuerte y atractiva.
Debemos comparar estas energias eléctricas con las que se encuentran en los tomos
¥ molécalas, Ias cusles son el orden de 1nos pocos electronvolts, La razén do esta
enorme diferencia es que los protones de un nicleo estin mucho més cerca uno
de oro que 108 electrones en un dtomo; su separacion es airededor do wn cien
milésimo de la separacién de los electrones en dtomos o moléculas, resultando una
energia del orden de 100 000 veces mayor.
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7.5 Energia de ligadura nuclear

Podemos darnos una idea de la intensidad de las interacciones nucleares estu-
diando la energia de ligadura de los niicleos, esto s, la energia necesaria para se-
parar los nucleones que componen el niicleo. La masa de un nicleo es sensible-
mente menor que la suma de las masas de sus nucleones componentes. En el
caso del deuterdn, por ejemplo, mq = 2,014102 uma; las masas del neutrén y
del protén son

mp =1,007825 uma y  mp = 1,008665 uma.

Su suma es mp 2,016490 uma, que es mayor que my en la cantidad
0,002388 uma, e iourin do tata pisdlla s mase et a1 oneveln o Mg
dura del sistema.

Consideremos un neutrén y un proton en reposo y suficientemente lejos uno
de otro como para que no haya interaccion entre ellos. Su energia total es en-
tonces la suma de sus energias en Teposo, esto es

E = mye? + ma® = (mp + ma)e.

Supongamos ahora que las dos particulas estin lo suficientemente cerca como
para formar un deuter6n como resultado de su interaccién nuclear. Llamemos E,
a su energia potencial nuclear. Como se estin moviendo alrededor de su centro

e masa tienen también una energia cinética Ej. En consecuencia, la energia
total es ahora

= (my + M) + By + E.

Pero si las fuerzas nucleares son atractivas y el cero de la energia potencial se
clige en el infinito, E, es negativa. Ademds, como el deuteron es un sistema
estable, E,, debe ser mayor que E; en valor absoluto de modo que Ey + E, sea
negativa (recordar que en el caso del itomo de hidrogeno, como en el de todo
sistema ligado, la energia total excluyendo la cnergia de masa es negativa). Por
lo tanto E' es menor que E, es decir, se libera energia cuando se forma el
sistema de dos nucleones ligados. La energia liberada es

—E—FE, @9

que se denomina energla de ligadura del sistema. Esta es la cantidad de ener-
gia que se debe devolver al deuteron para separar el neutron y el proton. Pode-
mos comprender més ficilmente estas relaciones si nos referimos a la fig. 7-5. En
o a4 dentorin 1 ekl da lgulors nuclons ot evalnke ' 1 energla
de ionizacion en el caso del dtomo de hidroges

Se puede definir una masa “efectiva” del “tema n-p mediante la relacion
E' = myc?, resultando un valor de my que es menor que my + my. La energia
de ligadura del deuterén es entonces

= (mp + ma)e — mac* = (my + mp — ma)e*
= 931,48(my, + ma — mg) MeV.
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En la iltima expresion se debe expresar las masas de uma. Como

,002388 uma,

mp + my—mg =

I energia de ligadura del deuterén es Ep = 2,224 MeV. Esta es entonces la
energia necesaria para separar el proton y el neutron en un deuterdn o la energia
liberada cuando un protén y un neutron en reposo se combinan para formar
el deuterén. Comparando esta energia con el resultado equivalente para el
drégeno cuya encrgia de ionizacion (o de ligadura) es solamente 13,6 eV, conclui-
mos que la interaccion nuclear es aproximadamente 10° veces mas fuerte que las

Energla a
distancia infinita ™~

Energia en,
@ estado ligado

Fig. 7-5. Energla de ligadura del Ey| B
deuterén.

interacciones electromagnéticas. En las reacciones quimicas no se observa un
cambio medible de masa porque las energias involucradas en la mayoria de los
procesos electromagnéticos es relativamente pequena, del orden de unos po-
cos eV, equivalente a un cambio de masa de unos pocos milmillonésimos de
unidades de masa por dtomo.

Para un nitcleo de masa M compuesto de A nucleones, de los cuales Z son
protones y A —Z son neutrones, la energia de ligadura (es decir, la energia
necesaria para separar todos los nucleones) es

By = [Zmy + (A — Zymy — M)
= 931,48(Zmy + (A — Z)my — M] MeV. (7.10)

En la segunda expresion todas las masas deben estar expresadas en uma.

La energia media de ligadura por nucleén, Ey/A, es una buena indicacion de
la estabilidad de un niicleo. En la fig. 7-6 se muestra su valor para varios niicleos.
Podemos ver que cs maxima para los nicleos que estan en la region de mimero
mésico A = 60. Por lo tanto, si se unen dos nicleos livianos para formar dos
niicleos semipesados (proceso denominado fusion) se libera encrgia y si un ni
cleo pesado se divide en dos fragmentos semipesados (proceso denominado fisidn)
también se libera energia.

El hecho de que la energia de ligadura por nucleon sea précticamente constante
(por encima de A = 10, la variacion es de sélo 10 %) sugiere que cada nuclebn
interactiia solo con sus vecinos inmediatos independientemente del nimero total
de nucleones; esta propiedad sc denomina saturacidn. También se encuentra este
efecto de saturacion en las moléculas donde la energia de ligadura de dos dtomos
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es pricticamente independiente de los otros 4tomos de las moléculas. La misma
situacion se presenta en los liquidos y solidos.

El fisico alemén C. V. Weiszacker propuso alrededor de 1935 una expresion
empirica para la energia de ligadura de un micleo. Como hemos indicado, la
energia de ligadura por nucleén es aproximadamente constante por lo que la energia
total de ligadura de un nitcleo debe ser proporcional al nimero total de nucleones
0 sea el niimero misico 4; esto es: Ey = a,4, donde g, es una constante de pro-
porcionalidad. Empero, los nucleones que estén cerca de la superficie nuclear

Energla de ligadura por nucledn, MeV

| T TS N . N |

% S0 100 120 o 160 150 20 20 20
Nimero mésico, 4

Fig. 7-

Energia de ligadura por nucleén en funcion del nimero misico.

estiin ligados menos fuertemente que los del interior porque tienen menos vecinos
para interactuar. Tenemos entonces que corregir nuestra primera estimacion
de E, agregando un término negativo. Como es un efecto de superficie, ¢ nuevo
término debe ser proporcional al cuadrado del radio nuclear o, en vista de la
¢c. (7.2), proporcional a A*3. Podemos escribir entonces

Ey = A —aA?7,
Luego debemos considerar la energia coulombiana de repulsion entre los pro-
tones, que también tiende a disminuir la energia de ligadura. Concluimos del
ejemplo 7.1 que la correecion coulombiana debe ser proporcional a Z2A-17. Po-
lemos escribir entonces

Ep = A — 0,40 — g, 24711,
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Otro término que tiende a disminuir la energia de ligadura es la energia ciné-
tica de los nucleones. Como veremos en el ejemplo 13.3, la energia cinétien de
los nucleones es proporcional a A -+ 3(N — Z)*A~%. La primera parte,
proporcional a A se puede incluir en el término a4, por lo que la cotreceion
por la energia cinética es un término de la forma — a (N — Z)*A-%. Se tiene
entonces

Ep = aA — 0,4 — a,Z8A18 — a (N — ZPA-. @.11)

Podemos obtener las cuatro constantes ajustando la ecuacion a los valores expe-
rimentales de Ey que obtenemos usando la ec. (7.10). Si elegimos las constantes
para ajustar las energias de ligadura de los nicleos con A impar (esto s, Z impar
7N par o a i) antramos que la coemgle.ds Hiadien da s mxclm
A par cae sistemdticamente a uno u otro lado de los valores dados por

oo, (1:11), tealcado lou nitlsos par-par mayor mergia de Tgadira y Jos Enparc
impar menor. Luego, para obtener el mejor ajuste de la ec. (7.11) para todos
los niicleos con A > 10, agregamos un término de correccion 3 tal que

z N 4
+ aAn par par par
par impar;
- i
L {imw par } Spar
A impar  impar par

El origen de este término estd relacionado con la energla de apareamiento de los
nicleos. Esto es, como resultado del efecto de apareamiento mencionado en la
seccion 7.4, la interaccion nuclear depende de la orientacion relativa de los mo-
menta angulares de los nucleones, por lo que la energia de ligadura depende de
cudintos pares de nucleones tienen sus momenta angulares en direcciones opuestas,
©0 sea que estan apareados. Este numero es menor en los niicleos impar-impar
y mayor en los par-par, por lo que éstos tienen una energia de ligadura mayor.
Los mejores valores de las constantes expresados en MeV son,

@ = 15760, gy =17810, @y = 0711,
a=2,702, ag=34.
Sugerimos que el estudiante compruebe la validez de la ec. (7.11) aplicindola
a varios nicleos.
Obsérvese que utilizando la ec. (7.10) podemos expresar la masa de un niicleo
en la forma
M = Zmy + (A — Z)ma — Enfc*
= Zmp + (A — Dima— GA + GA + Gz AR
+ aN —2pA — . (.12)
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Los valores en uma de las constantes que aparecen en la ec. (7.12) son
763 x 104,

=169 X 10,  g=191x10% g
=254 x 102, a;=36 x 10

EJEMPLO 7.2. Diferencia de masa de los miicleos “reflejados”, es decir, nicleos
enen ol sieme A spr pero con N 3 2 eercabtation .4 g ndelios
reflejados es {H y {H; otro par es 3iNa y ¥
Solucton: Consideremos micleos rcﬂ:lzdns con A impar y cuyos N y Z difieren en
d: uno tiene (N, Z) y ¢l otro (N — 1, Z + 1). Dejando de lado en la ec.
(2.12) el término correspondiente a 18 eaes£ln o Spamsanisntu, va dus sbos niciets
tienen A impar, y teniendo en cuenta que N— Z = + 1 por lo que el término de
energia cinética se cancela, tenomos
Mzy1— Mz = mp—ma + G{(Z + 1 — Z1]A-18
mp— ma + Gi(2Z + DA,
Como los niicleos reflejados son niicleos livianos, de Z bajo, se debe usar el término
coulombiano en la forma Z(Z — 1) en vez de 25, como se sefald en el ejemplo 7.1.
Por consiguiente
Mzt — Mz = mp— ma + 20,ZA-1P
= (— 1,390 + 1,526Z41%) x 10~ uma.

Podemos usar esta ecuacién para obtener a; utilizando el valor observado de las

e los micleos reflejados; a partir del valor de aj asi determinado podemos
obtener la constante r, del radio nuclear. Sugerimos que el estudiante aplique esta
f6rmula a los dos casos mencionados en el enunciado.

BJEMPLO 73, Cileulo del ndmero atémico dol ndcleo més estable para un nimero
mésico A dado.
Solucién: Dado el nimero masico A, el nicleo mis estable es aquel que tiene el
miximo valor de la energia de ligadura, Tenemos entonces que calcular JEb/0Z
con A constante e igualarla a cero. Usando la expresién de E» dada en la ec. (7.11)
¥ ya que N—Z = A — 2Z, tenemos que

OEW0Z = —20,ZA7 + 4a(A —22)A-1 =0,
e introduciendo los valores numéricos e a, y de a, obtenemos

z (7.13)

S —
2 40,0157 A%
En los nicleos livianos, para 10s que 4 es pequefio, podemos despreciar el sogundo
téemino del denominadar y tanemoos sproximaderente Z w 4, lo cusl esté con

experimentalmente. S¢ sugiere qu el estudiante represente Z en funcién
vt (on pasos dé 20) y compare con Ia

7.6 Fuerzas nucleares

Resumamos las propiedades de las fuerzas nucleares, algunas de las cuales ya
hemos mencionado.
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(1) La fuerza nuclear es de corto alcance. El que la fuerza nuclear tenga
corto alcance siguifica que es apreciable s6lo cuando las particulas interactuantes
estdn muy cerca una de otra, a una distancia del orden de 10-%* m o menos. La
fuerza nuclear es despreciable a distancias mayores. Podemos inferir que la fuerza
nuclear es de corto alcance teniendo en cuenta que a distancias mayores de 10-4m,
que corresponden a las dimensiones nucleares, la interaccién que regula la dis-
persion de nucleones y el agrupamiento de los dtomos en moléculas es electro-
‘magnética. Si la fuerza nuclear entre los niicleos atomicos fuera de largo alcance,
seria fundamental en el estudio de la formacion de moléculas, dominando las
fuerzas electromagnéticas, més débiles, del mismo modo que la interaccion elec-
tromagnética domina la gravitacional, ain més débil, en la formacién de dtomos
y moléculas.

Se puede determinar directamente el alcance de las fuerzas nucleares por medio
de experimentos de dispersion. Supongamos, por ejemplo, que enviamos un protén
contra un nicleo. Al aproximarse al nicleo, el proton estd sujeto a la repulsion
eléctrica y a la fuerza nuclear. Si ésta es de un alcance comparable al de la fuer-
2a cléctrica, ambas fuerzas afectardn el movimiento del protén cualquiera sea la
distancia a que pase del nicleo; por lo tanto, la distribucion angular de los pro-
tones dispersados diferird sensiblemente de las correspondientes a la dispersion
eléctrica (o coulombiana). Por el contrario, si el alcance de la fuerza nuclear es
pequeiio, los protones que pasen a una distancia del nicleo mayor que el alcance
de la fuerza nuclear sufririn esencialmente la accion de una fuerza puramente
eléctrica. S6lo los protones con energia cinética suficiente para compensar la
repulsion coulombiana y pasar cerca del niicleo son afectados por la fuerza nuclear
y su dispersion es diferente de la coulombiana pura. Esto dltimo es lo que se
observa experimentalmente, lo cual confirma que las fuerzas nucleares tienen
corto alcance.

@ La fuemz nuclear parece ser independiente de la carga eléctri-
ca. Esto significa que las interacciones nucleares entre dos protones, dos neutrones
0 un proton y un neutron son basicamente iguales. Por ejemplo, los cientificos han
concluido del andlisis de la dispersion proton-proton y neutron-proton que la
parte nuclear es esencialmente la misma en ambos casos. También los siguientes
hechos indican que la interaccion nuclear es independiente de la carga: (a) los
niicleos livianos estdn compuestos de igual mimero de protones y neutrones,
(b) la energia de ligadura por nucleon es aproximadamente constante y (c) la dife-
rencia de energia coulombiana en los nicleos reflejados (ejemplo 7.2) puede, ella
sola, dar cuenta de la diferencia de masa de los mismos. Es por esta propiedad
que los neutrones y los protones son considerados equivalentes en lo que a la
fuerza nuclear respecta. Por ello, como ya se dijo, se les designa con el nombre
comiin de nucleones.

() La fuerza nuclear depende de la orientacion relativa de los
espines de los nucleones interactuantes. Este hecho ha sido confirmado
por medio de experimentos de dispersion y por medio del an4lisis de niveles de ener-
gia nucleares. Se ha encontrado que la energia de un sistema de dos nucleones en



310  Estructura nuclear .6

el que ambos tienen sus espines paralelos es diferente a la energia del mismo
sistema_cuando uno de los nucleones tiene el espin hacia arriba y el otro hacia
abajo. De hecho, el sistema neutron-protn tiene un estado ligado, el deuterdn,
en el que los dos nucleones tienen sus espines paralelos (S=1), pero no existe
un estado ligado si los espines son antiparalelos (S = 0).

@ La fuerza nuclear no es completamente contral; depende de la

cientificos han llegado a esta conclusion viendo que aun en ¢l nicleo més nm))lc (el
deuterén) el momentum angular orbital de los dos nucleones respecto a su centro de
masa no es constante, contrariamente a lo que ocurre cuando las fuerzas son
centrales. En para explicar las del estado

del deuterén, tales como los momentos dipolar magnético y cuadrupolar eléctrico,
debemos usar una combinacién lineal de funciones de onda s (1 = 0) y d (I = 2).
Parece que parte de la fuerza nuclear se debe a una interaccion espin-orbita
relativamente fuerte. Otra parte, llamada fuerza tensorial, se parece mucho a la
interacci6n entre dos dipolos.

(5) La fuerza nuclear tiene un « carozo » repulsivo. Esto significa que a
distancias muy cortas, mucho menores que su alcance, la fuerza nuclear se hace
repulsiva. Esta suposicién se ha introducido para explicar la separacion media
constante de los nucleones, lo cual da lugar a un volumen nuclear proporcional
al nimero total de nucleones, y para dar cuenta de ciertas caracteristicas de la
dispersion nuclebn-nucleon.

A pesar de toda esta informacion acerca de las fuerzas nucleares, atn no se
conoce bien la expresion correcta de la energia potencial para la interaccion
nuclear. Se han propuesto varias expresiones. Una es el polencial de Yukawa,
propuesto en 1935 por el fisico japonés Hideki Yukawa y dado por

G

Ep(r) = —Eyo

donde E, y ro son dos constantes empiricas. La constante ry es el alcance de la
fuerza nuclear y E, da la intensidad de la interaccion. El factor exponencial
decreciente ¢~ hace que la energia potencial de Yukawa vaya a cero mas
rapidamente que la energia potencial eléctrica, que varia como 1/r. Sin embargo,
ain se duda de que la interaccion nuclear pueda ser descrita con una funcion de
energia potencial del mismo modo que hemos podido explicar las interacciones
gravitacional y electromagnética.

De todos modos, en la mayoria de los problemas se puede representar esque-
‘méticamente la interaccion nuclear a bajas energias mediante una enrgia po-
tencial como la mostrada en la fig. 7-7(a). Més alli de cierta distancia, la energia
potencial es pricticamente constante o (lo que es equivalente) la fuerza es cero.
A distancias muy cortas se podria adadir un carozo repulsivo [fig. 7-7(b)}. Este
es el tipo de potencial a incluir en la ecuacion de Schrodinger para estudiar las
interacciones n-n y n-p. Para las interacciones p-p debemos incluir también la re-
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Fig. 7-7. Formas empiricas de la energia potencial nuclear.

pulsion coulombiana e¥/dwgr, que s6lo es importante fuera del alcance de o -
zas nucleares [fig. 7-7(c)]. La solucion de la ecuacion de Schrodinger da ent
los estados estacionarios de los sistemas de dos nucleones. A veces podamn reem-

plazar el potencial nuclear por un pozo rectangular de potencial para obtener
Foformacion. semicuantitativi

No podemos estudiar la_ estructura nuclear con la misma amplitud con que

estudiamos los 4tomos y las moléculas porque no conocemos la forma exacta
de I energia potencial a incorporar en la ecuacién de Schrodinger. Sin embargo,
el conocimiento que tenemos acerca de las fuerzas nucleares es una base suficien-
temente solida para asentar un estudio de la estructura nuclear.

7.7 Estado fundamental del deuterén

El deuterén, compuesto de un proton y un neutron, es el mas simple de todos
los niicleos (si excluimos el caso trivial del nicleo de hidrogeno que es un solo
proton). Basicamente, la interaccion nuclear es Ia inica responsable de la union
de un neutrén y un proton (podemos despreciar la pequea interaccion magnética
entre sus momentos magnéticos). En consecuencia, podemos obtener una infor-
macion valiosa acerca de la naturaleza de las fuerzas nucleares por medio de un
sndlisa detalado de las propiedades dol deutasba. Eate tene 3o un sstads
io (que es u estado con una energia
B e Ey = 3,524 MeV. Adems ¢ cspin del deutertn &5 1 1. Podemos
suponer entonces que el proton y €l neutrén tienen sus espines paralelos (es
decir, S =1) y que el momentum angular orbital de su movimiento relativo
alrededor del centro de masa es cero (L = 0), resultando un estado 3,. En este
estado no hay momento magnético orbital, por lo que el momento magnético
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del deuteron deberia ser igual a up + g = 27927 — 1,9131 = 0,8796 magnetones
nucleares, valor muy cercano al experimental uy = 0,8574 magnetones nucleares.
Por lo tanto, nuestra suposicion acerca del estado fundamental parece tener buen
fundamento. Considerando que las fuerzas nucleares son centrales, podemos
expresar la funcién de onda del deuterén en la misma forma que se expreso la
de un electron en la ec. (3.18). La parte angular es constante en un estado s
(v able 55) s e qus comsieni Ia i mlal ) ~ i), dete
u(r) se obtiene de la ec. (3.24). Haciendo [ = 0 en esa ecuacion, lo cual corresponde

®

Fig. 7-8. (a) Pozo rectangular de po-
tencial para el deuterén. (b) Fancion a0
onda del estado fundamental.

2 un estado 35, y recordando que m es la masa reducida del sistema neutron-
proton (esto es, m & dmy), tenemos

LN I

o a0 = Eu. @.14)
Para simplificar, representemos Ja energia potencial nuclear por medio del pozo
rectangular presentado en la fig. 7-8(2), el cual tiene una profundidad E, y
un radio a.* El problema ¢s entonces idéntico al discutido en el ejemplo 2.6, ya
que la ecuacion de Schrodinger para u(r) es

. {A senkr, r<a,

Cew, r>a
donde

1 = 2m(E, — Ey)/R*
¥

o = 2mE.

un carozo repulivo o lteraria sustanclalmente los esultados que abten:
eccion, por 1o que omitiremos considerarlo.
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Esta funcién de onda estd representada en la fig. 7-8(b). La continuidad de la
funcion de onda en r = a requiere Ia validez de la ec. (2.23), 0

kicotgka = —a @15
es decir,

[2m(Ey — Eg)[I*J}™ cotg [2m(Ey — Eg)| ]! a = — [2mEq[i ™.
En nuestro caso conocemos Ep y debemos usar esta ecuacion para obterer infor-
macion acerca de Ey y de a. Como hay un solo estado estacionario, recordemos
il sjemplo 26 que B < Egt < 9=¢fim. El estado fundamental del deu
ter ina el valor de Eya?, 1,48 x 10-% MeV m?
Pars obtonst F y & acparadamests dobermod tene ofea relacion. Poderios estimar
el alcance a a partir de los experimentos de dispersion (ver seccion 7.8). Asi,
si a es del orden de 2 X 101° m tenemos que E, es alrededor de 37 MeV.
Debemos advertir que si usamos otro potencial de corto alcance en vez de un
pozo rectangular, obtenemos valores de E, y de a diferentes.

Sv.-ﬂa.lamos al principio que hay una pequeda discrepancia entre los valores

#tn que es necesario explicar. Adems, el deuteron tiene un momento
cuadrapolar - desen Q4 = 2,82 x 10 m? C. Un estado 35, es, empero, esféri-
camente simétrico y no tiene momento cuadrupolar eléctrico. Debemos sospechar
entonces que nuestra suposicion de que el estado fundamental del deuterén es
un estado 35, no es completamente correcta.

Ahora bien, un estado 35, no es el tnico :stndn cnmpahble conl=1. Podemos
tener también estados P, (L = 1, § = 0), P, yoD, (L =1).
Si se computan los valores de uq y de Qa pam esos estados, 105 res\u.lmdox son
muy diferentes de los valores experimentales. Para resolver este dilema podemos
suponer que la funcion de onda del estado fundamental del deuterdn es una com-
binacion lineal de las cuatro funciones de onda posibles que hemos mencionado.
Pero los estados 35, y *D, tienen paridad par y los estados 1P, y P, tienen paridad
impar. Luego, si el estado fundamental del deuteron tiene paridad bien definida
(como es de esperar si Ia fuerza es simétrica en las dos particulas interactuantes),
debemos combinar solamente los estados 35, y 3Dy, Un cdleulo detallado que

que para reproducir los valores experimentales de pa  Oa

debemos tener

Yaeuteron = 0,98905,) + 0,2046D,).
El hecho de que tengamos que mezelar estados con L =0 y L =2 demuestra
que el momentum angular orbital del deuteron no tiene un valor definido y que,
por lo tanto, la fuerza nuclear no es rigurosamente central. En el deuterén se
atribuye la parte no central a la fuerza tensorial.

7.8 Dispersidn neutrén-protén a bajas energias

Los experimentos de dispersion constituyen otra fuente valiosa de informacion
acerca de la fuerza. nuclear entre los nucleones. Para realizar experimentos de
dispersion protén-protén se hace incidir un haz de protones provenente de un



314 Estructura nuclear (2]

Neatrones dispersados

Fig. 7-9. Dispersion de parliculas.

acelerador sobre un blanco que contiene atomos de hidrogeno, analizindose los
protones dispersados. La desviacion respecto a la dispersion coulombiana pura
suministra informacion acerca de la fuerza nuclear. Analogamente, en la disper-
$i6n neutrén-protén se proyecta un haz de neutrones proveniente de un reactor
u otra fuente de neutrones sobre un blanco de hidrgeno y se observan los neu-
trones dispersados. Los experimentos de dispersion neutron-neutron son mas
dificiles porque es imposible tener un blanco compuesto unicamente de neutro-
nes; en consecuencia, es necesario emplear métodos indirectos.
Consideremos la dispersion n-p. Supongamos que un haz e neutrones de mo-
p = Kk se mueve en la direccion del eje Z, como en la fig. 7-9. Luego,
etz

Cuando los neutrones pasan cerca del blanco estin sujetos a Ja accion de s
fuerzas nucleares resultantes de su interaccion con los protones y se desvian de
1a direccion inicial de movimiento. Los neutrones dispersados estin representados
a grandes distancias del blanco por una funcion de onda que se parece a una onda
esférica, esto es, su funcion de onda tiene la forma ¢*"/r (ver problema 3.30).
La intensidad de la dispersion no es necesariamente la misma en todas direcciones,
dependiendo en general del 4ngulo 6 que la direccion de dispersion forma con el
eje Z. Podemos escribir entonces faup = [(ﬂ)e""/r. donde f(6) se denomina am-
plitud de dispersion. La funcién de onda total es

s i £ @.16)

ine + Yaisp

El flujo de particulas dispersadas a través de la superficie dS por unidad de
tiempo (fig. 7-9) es

] daispl? = 0lf(O) dSJr2.
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Pero dS/r* es igual al dngulo solido d0 subtendido por dS. Luego

Flujo de particulas dispersadas por unidad de tiempo
a través de dS = olf(O)} dQ.

Se define la seccidn eficaz diferencial o(6) mediante

flujo de plrucu.lu dispersadas por unidad de tiempo dentro de dQ
nsidad de corriente de particulas incidentes X dQ

=IO @.17)

Si_observamos o(9) experimentalmente, podemos obtener f(9) aplicando la
ec. (7.17). Luego podemos buscar las fuerzas nucleares que dan la funcién /(6)
ohaervids. Eats o woa forma de inferir cuil es la naturaleza de la interaccién
nuclea

Comet T g 1o waition kAR o Py SAlsy o ot oBtanaE
una expresién simple para (6). Notemos en primer lugar que el haz incidente
estii compuesto de particulas de momentum Ak paralelo al eje Z, pero que se
mueven a diversas distancias e dicho eje por lo que tienen momenta
diferentes respecto al dispersor. En otras palabras, la funcion de onda e no
da informacion acerca de la posicion de las particulas y solo podemos hablar de la
probabilidad de que una particula incidente dada tenga cierto momentum an-
gular. Podemos decir entonces que la funcién de onda ¢/** describe un haz de
particulas que tienen la misma energia y momentum pero diferentes valores del
momasturs enguler, En otzay palabens podemis expreses € como suma de
funciones de onda de momentum angul

Yine = € = ; . @.18)

donde cada  (lamada onda parcial) corresponde a un momentum angular dado
y tiene la misma dependencia angular que las funciones Yj, de la tabla 3-5.
{Debemos tener m; = 0 porque si las particulas se mueven segin el eje Z su
momentum angular respecto al origen de coordenadas debe ser perpendicular al
eje Z, 0 0).

Usando una imagen clisica, podemos definir el pardmelro de impacto b como
la distancia (perpendicular) al eje Z cuando la particula estd ain muy lejos a la
izquierda de modo que L = bp = bhk. Pero L = h |/ il + 1) ~ Al En conse-
cuencia bk ~ L. Luego, segin sea su momentum angular, las particulas caen
dentro de las diferentes zonas marcadas en la fig. 7-10. Si la fuerza nuclear es
de corto alcance, solo hay dispersion apreciable cuando b es del orden del alcance
o menor. Esto es: las unicas particulas del haz incidente que serén dispersadas
son las que tienen I > k x alcance. Para energias bajas, k es muy pequedo y
sélo se dispersan las particulas con I = 0. Decimos entonces que tenemos dis-
persion s. En lenguaje cudntico podemos decir que en presencia de un dispersor
de corto alcance se modifica la parte [ = 0 de la funcion de onda e, ec. (7.18)
(0 sea la onda parcial ¢) de un haz de neutrones de energia muy baja, transfor-
méndose en {, mientras que para [ > 0 las ¢ son iguales a las ipahy (7.18).

o0) =
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Flg. 7-10. Zonas de momentum
angular.

Por lo tanto, la funcién de onda modificada por la dispersion se puede expresar
Ia forma

4%+ ;; L
Se puede demostrar que la onda parcial ¢, de momentum angular nulo, corres-
pondicnte a la funcion de onda de particula libre gine = €% es

sen kr
ke

La funcion krg = sen kr esta representada con una linea de trazos en la fig. 7.11(b).
Para obtener la funcién de onda ¢ de momentum angular nulo modificada,
notemos que en el caso de un pozo rectangular de potencial, mostrado en la
fig. 7-11(a), la particula es libre cuando r > a, mientras que para r < a su fun-
cion de onda depende de la energia potencial nuclear. Luego, la funcién de onda
para r>a sigue siendo una solucion de particula libre pero corrida en

o=

ulr)=knvlr)

®
Fir, 711, (o) Poxy rectangular de potencial para el deuterén. () Funciones de
para energia positiv
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il para qu s una suavenents con I soucion pare < (recordar
ol clemplo 2.6). Debermos escrbie en

5 sen (kr + 3)

w=c22lxd
La cantidad 3, es el desfasaje. La funcion de onda kryg = C sen (kr + &) estd
representada con una linea llena en la fig. 7-11(b). Obsérvese que la amplitud
de ; también es diferente de la de 4. Se puede demostrar (ver el cjemplo 7.4)
que la seccion eficaz diferencial de dispersion estd dada por

o=k, @19

Como o(6) es independiente del dngulo 0, la dispersion es esféricamente simétrica.

La seccion eficaz total de dispersion es

Ar sen® 3,

ATREN, .20)
= a2

u=fa(0)dﬂ=

porque el dngulo sélido total alrededor del blanco es 4=, Podemos obtener expe-
rimentalmente el desfasaje 3, a partir del valor observado de o. Por otro lado,
si usamos la ec. (7.15) es posible demostrar que a energias muy bajas

sent 8 = J e,

E+E
Luego la ec. (7.20) se transforma en

o Asem)
~“B¥E" @21

En los experimentos de dispersion el neutron y el protén pueden tener sus
espines paralelos (estado triplete) o antiparalelos (estado singlete) y en conse-
cuencia podemos determinar si la fuerza depende o no del espin examinando la
secclon eficaz en cada caso. Los resultados experimentales muestran que las dos
secciones eficaces son diferentes, confirmandose que ln fuerza depende del espin.
Suponiendo un potencial rectangular, se ha encontrado que la profundidad y el
aleance para el estado triplete son E, = 26,2 MeV y @ = 2,25 x 1016 m, mien-
2 que para o ctads laglets 1 tealde By = 178 MeV ya = 251 x 104
A medida que la energia de los neutrones incidentes aumenta, la dispersi
afocta as ondas percialss 3o momentum sngular mayor qus cer. £ elects solre
cada onda parcial ¢ esti descrito por el correspondiénte defasaje 3, de modo
que la seccion eficaz total estd dada por

- o St n 7.2)
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Evidentemente, la ec. (7.20) corresponde al caso en que el \inico defasaje distinto
de cero es 3, Los defasajes 3 son funciones de la energia. Midiendo o a dife-
rentes energias y analizando la distribucion angular de las particulas dispersadas
‘podemos obtener los & experimentalmente. Por otro lado, podemos calcular te6-
ricamente los & suponiendo una energia potencial razonable para la interaccién
entre la particula incidente y el dispersor. En consecuencia, los experimentos de
dispersion son muy dtiles en la bisqueda de la forma de la interaccion nuclear.

EJEMPLO 7.4. Céleulo de la seccion eficaz para la dispersion s.
Solucion: Combinando las ecs. (7.16) y (7.18) podemos escribir

G

de donde, comparando con la ec. (7.19), obtenemos
Y=t 1O S
bemos por el resultado del problema 8.18 que §, = A(sen kr)/r. Un andlisis mis
dllnllmu (que omitimos) hnlndn en la normalizacién de la funcién de onda indic
e debemos hacer A = 1/k. L
sen kr
b=t
Ademés, como ya se sefald en el texto,
(o sen (kr 4 8)
w=ctnl it
Tenemos entonces que

Gosen G+ 3) _ senkr
kr R 2

+io =

Recordando que sena = /2, obtenemos, después de operaciones alge-
Eraiens shmaplc, 10 sigalent oxpreslin. pre o, ampiitad ge dispersion

et sen 8
oy =5

Luego, empleando Ia ec. (7.17), podemos escribir la seccion eficaz diferencial en la
forma.

o = S
(@) = O = 25

que es Ta expresién dada por la ec. (7.19) para dispersién s o con [

EJEMPLO 7.5. Célculo de la seccién eficaz para la dispersién coulombiana de una
particula cargada por un micleo.

Solucidn: Cuando una particula cargada — un electrén, un protén o una particula «
(0 nicleo de He) — pasa cerca de un niicleo, experimenta una fuerza eléctrica que
es repulsiva 0 atractiva segin la carga de la particula incidente. Como resultado,
la partfcula incidente se dispersa o desvia de su trayectoria original. Sea O la posi-
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Flg. 7-12. Dispersion coulombiana de una particula cargada.

i6n del nicleo y A la posicién inicial del proyectil muy lejos de O (fig. 7-12). La
velocidad inicial en A de la particula es v,. El pardmetro de impacto b s la distancia
(perpendicular) de A a1a ecta O que pasa por O y es paralela a oy Luego, cuando
Ia particula estd en A s momentum angular respecto 3 0 es L ~ b Siia tuerza
pral e wimien un wngulhs priaatns constante dmme el proces

i ve es Ia carga de la partic — 1 para electrones, +1 rotones y deu-
terones, y +2 para nicleos d: oy zemta carga del icleo, la faerza repulsiva
ue actia sobre 4 particul

(7:23)

La particula incidente describe una trayectoria hiperbdlica bajo la accién de esta
fuerza, sufriendo una desviacion (o dispersion) dada por el 4ngulo 0, la cual es fun-
cién de v, y de b, 0 (1o que s lo mismo) de Ia energia y del momentum angular del
proyectil.

Cuando la particula estd en cualquier posicién, tal como M, su momentum angu-
lar es mA(@4/d0), ya que (440 es la componente de 1n velocidad perpendicolar
& En consecuencia, como ef momentum angolar debe permanccer constante porque

tuerza es central, se tien

@.29)

La ecuacién de movimiento en la direccién Y es

dv, z;-
= Fy=Fseng = sen
m ¢ 4

Eliminando r* por medio de la ec. (7.24), podemos escribir

do, _ __vze

a T TAmemogh

Para hallar Ia desviacion de la partfcula debemos integrar esta ecuacion desde

extremo de la trayectoria al otro. En A el valor de oy es cero porque el muvlmlentn

niiales pﬂrllelo I efe Z; también § = 0. n B toncinos oy = oy oom 65 § 7o 60
n B Ia velocidad es nuevamente o, por simetria (o por conservacion

dela cnergia): 1a veloeidad que Ja partioula pierde cutndo e proxions & 0 1a vaetve

o
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a ganar cuando se aleja de 0. Luego,

= [P
o T T 1, Y
oien

wsent = 01 o,

Recordando que cotg 10 = (1 + cos 6)/sen 0, obtenemos finalmente
4mqmoy

cotg 30 = =0 (7:25)

‘Esta relacion da el dngulo de dispersién en funcién del pardmetro de impacto o del
momentum angular L = mu

A continuacién tencmos que hallar la seccién eficaz definida para el caso general

en la ec. (7.17). Supongamos que sobre un blanco nuclear O se proyecta un haz de

particulas provenientes de un acelerador. No todas las particulas fienen el mismo

angular o pardmetro de impacto por lo que no todas experimentan la

misma desvhcmm Las que se desvian entre los angulos 0y 0 -+ o son las particulas

ncidente, el nimero de par-
ticulas que pasa en Ja unidad de tiempo por el anillo es u,N(2rb db). Esta cantidad
e Igual al lujo de particulas dispersadas por unidad de tiempo dentro del
s6lido dQ definido por 8 y 6 + db. La densidad de corriente inicial es evidentemente
SN, Por lo tanto, aplicando 1a ec. (7.17), se obtlens para Ia seccién eficaz de dis-
persion
ac(0) = =2nb

N(2nb_db) &
& a6

donde el subfndice G indica que se trata de dispersién coulombiana. De la ec. (7.25)
se obtien

(vZe*/dr emuy) cotg 40
de donde
db = — }(vZe*/Ar ymo}) cosect 16 db.
Ademis
d0 = 2x sen 0 d6 = 4x sen 10 cos 36 d6.
Sustituyendo estos valores en la ec. (7.26) y empleando sélo valores absolutos, ya
que el signo negativo sélo slgnmcn que 0 disminuye cuando b aumenta, obtenemos

oc(6) cosect 30. @.27)

_ ez
4(4m.>’ 3
Este resultado muestra que las particulas dispersadas por una fuerza inversamente
progersionsl f eimdrads d o ditancl i Al hulans etadtcamente contarmn
4 10. La ec. (7.27) fue obtenida por el fisico britinico Emest Ruther-
ford (171.1087), quien Ia empled unto, con 2 colbtsudenas o experintpe ek
lizados entre 1911 y 1913 para an rsién de particulas « al atravesar
hopucias finas. La verifcacion exporimental de Ja Jey cosect 10 swminleted Ja eviden:
cia para el modelo nuclear del dtomo que ha sido aceptado desde entonces como el
‘modelo atémico correcto.
Si la dnica fuerza ejercida por el niicleo blanco sobre el proyectil fuera la repulsion
coulombiana, la ec. (7.27) seria vilida para todas las energias. Sin embargo, cuando
el proyeetil tiene un momentum angular (o un parémetro de impacto) suficiente-
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te pequefio y una energia suficientemente alta como para que ¢l mismo pase
muy cerca del nicleo, puede haber desviaciones respecto a oc(6) si ademds de la
fuerza coulombiana existe una fuerza nuclear de corto alcance. A partir del andlisis
de estas desviaciones podemos computar los desfasajes correspondientes a los efectos
Rucleares. Estos cdleulos proveen informacién sobre la fuerza nuclear entre dos
protones, por ejemplo.

. Catuds los royectilen son slectronts véskias; pusden punctzar o vds de miclen,

Esto también introduce una desviacion respecto a oc(6), la cual se debe en este caso
3a distribucion de carga dentro del nacieo. R. Hofstadter y sus Solsboradares
obtuvieron, analizando estas desviaciones, las curvas mostradas en

Obsérvese que en la discusién anterior hemos usado una descripeién isiea de Ta
dispersion coulombiana, 1o cual puede parecer un apartamiento inesperado del pro-
cedimiento desarrollado en la seccion precedente para describir la dispersion nuclear.
Empero, los cdlculos matemiticos de la dispersién coulombiana usando métodos
cusnticos son bastante dificiles y estan mas alla del alcance de este libro. Una de
Ias razones de esta dificultad es que la fuerza coulombiana dada por la ec. (7.23)
es de largo alcance y afecta, por lo tanto, a todas las ondas parciales de la ec. (7.18)
aunque la energia sea muy baja. Por otra parte, la dispersion coulombiana es uno
de los casos en que coinciden los resultados de las descripciones clisica y cudntica.
Se puede demostrar que la amplitud de dispersion coulombiana estd dada por

vze
< a0 +2ins,

1e0) = g cosedt e 3 (7.28)
Ia cual, sustituida en la ec. (7. 177. d- ol mistmo valor de oc que a e (7.27). Enla
etuacitn antetior 1 = sZe/Anad, Y 7 ¢ na constante que depende de

7.9 Modelo de capas

Uno de los objetivos basicos en la fisica nuclear es determinar el movimiento
de los nucleones en un nicleo y obtener de él propiedades nucleares en los estados
fandamental y excitados. EI problema es més complejo que en el caso atomico
debido 2 la falta de una fuerza central dominante y a la existencia de dos clases
de particulas — neutrones y protones — que obedecen separadamente el prin-
cipio de exclusion. Sin embargo, hay una fuerte evidencia que indica que cada
mucleon se mueve en un campo promedio de fuerza producido por los otros nu-
cleones y que se puede considerar central en primera aproximacion. Asi, usando
un modelo de particulas independientes como en el caso de los electrones en un
itome, caracterizariamos los estados de energia de los nucleones por medio de
mimeros cuanticos n y ! que dan el nivel de energia y el momentum angular
orbital. El nimero cusntico n indica el orden de energia creciente en que aparecen
los niveles con el mismo L. Asi, I, 25, 3s, ..., etc. significan el primero, segundo,
tercero, ctc. niveles con I = 0 en orden de energia creciente,

Asi como los tomos presentan una estructura de capas y tienen capas com-
pletas cuando todos los niveles de energia han recibido su cuota total de elec-
trones, los niveles mucleares presentan también una cierta estructura de capas.
Como en un niicleo hay dos clases de particulas, hay una serie doble de capas:
una para protones y otra para neutrones. Para ciertos valores de Z o de N co-
mrespondientes a capas completas, resultan nicleos que son particularmente
estables, tal como los gases nobles son dtomos con ciertas capas electronicas
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Fig. 7-13. Energia del primer estado excitado de nicleos par-par.

completas. Estos valores de Z o de N (cominmente llamados “niimeros mégicos")
son 2, 8, 20, 28, 50, 82 y 126. Por cjemplo, la fig. 7-13 muestra la energia del
primer estado excitado de varios nicleos par-par. Los nicleos mégicos tienen un
primer estado excitado anormalmente alto, lo cual sugiere que en los nimeros
magicos hay un gran espaciamento de energa enize el ltimo uivel de energa
o capa lleno y el siguiente estado vacio. Esto ocurre también en los itomos de
los gases nobles (ecoedar o g, £, ‘Anilogamente, el nimero de isstopos ©
isotonos estables con Z o N iguales a un nimero mégico, respectivamente, es
relativamente grande (fig. 7-14). Ademds la scccion eficaz de captura neutrénica
de los niicleos con nimero N mégico s extremadamente baja (fig. 7-15), lo cual
indica una union muy débil del nuclen extra.

Para explicar los valores de los niimeros mégicos, M. G. Mayer y J. H. D. Jensen
propusieron independientemente en 1949 que ademis de la fuerza central media
hay en los nicleos una fucrte inleraccién espin-rbita (no necesariamente de origen
electromagnético como en el caso de los electrones atomicos discutido en la sec-
cién 3.9) que actiia sobre cada nuclebn y es proporcional a L.S. La existencia
de una interaccion espin-Grbita estd ampliamente apoyada por la evidencia expe-
rimental (ver la nota al final de esta seccion). Como S puede ser paralelo o anti-
paralelo a L dando valores diferentes del momentum angular total J = L + S,
cada nivel (n, I) se separa en dos niveles por la accién de la interaccion espin-
érbita, correspondiendo la cnergia mis baja a L y § paralelos. Un estado de
energia nuclebmcu estd caracterizado entonces por los mimeros cudnticos , I, j,
dond <4 4. Para un valor dado de [, el estado con j — [ + } tiene menos
energia qllz el estado con j = —1}. Esto es lo cnnuano de lo que ocurre con
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los electrones atomicos y demuestra que la interaccion espin-trbita no puede
ser de origen electromagnético. Como
LS={P—L—5)
=30+ D — W+ )—HF
={ e, +3,
—H A+ j=1—4
la separacion entre dos estados con el mismo I pero diferente j es proporcional
a2+ 1y, porlo tanto, aumenta con L La degeneracion de cada estado n, L j
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es 2j 4 1, correspondiente a las 2j + 1 orientaciones posibles de J respecto a
un eje dado. Luego, de acuerdo con el principio de exclusion, el nimero maximo
de neutrones o protones que puede haber en un nivel o capa n, I, j es % + 1,
esto es:

Nimero méximo de
protones o neutrones

2468 10 12 14 ...

Tal como para los electrones atomicos, se designa cada estado nuclesnico con
las letras s, p, d, etc., correspondientes al valor de [ y un subindice que da el
valor de . As, para =0 tenemos un estado s,,,. para I =1 tenemos estados
Pus ¥ Py Para 1= 2 los estados son dys ¥ dyg, y asi sucesivamente.

En la fig. 7-16 se muestra esq\lemhlcamente " ordenamiento de los niveles
de energia de una particula para protones y neutrones; en la misma se indica
como cada nivel (n, /) debido a la fuerza central media se desdobla por accion
de la interaccién espin-orbita. La paridad de cada nivel estd dada por (— )%
El orden de los niveles responde a las exigencias de la evidencia experimental.
Se ve claramente los espaciamientos de energia en los nimeros méagicos. Se pre-
sentan cada vez que aparece un nuevo valor de  més alto el cual produce un
desdoblamiento espin-orbita grande. La pequefia diferencia entre los niveles pro-
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. 7-16. Niveles de energia de protones y neutrones segin ¢l modelo de capas.
[Adapiada e . o A Kimkenberg, Reos. Mod: Frpe. 34, 63 1952).]

ténicos y los neutrénicos se debe a la repulsion coulombiana entre los protones.
Han sido propuestos varios potenciales empiricos de fuerzas centrales para repro-
ducir el orden experimental de los niveles, pero ninguno de ellos tiene ain un
fundamento tedrico y experimental completo.

Se ha observado que todos los nicleos par-par tienen espin cero en su estado
fundamental, mientras que en los niicleos de A impar con Z par y N impar (0 a
la inversa) el espin nuclear I coincide en la mayoria de los casos con el valor de j
del iltimo nucleon no apareado (en unos pocos casos es igual a j — 1). Si se
excita el nucleon no apareado de un nicleo de A impar a un estado cercano,
el espin nuclear del estado excitado coincide generalmente con el nuevo j del
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nucleén excitado. Luego, cuando se estd llenando un nivel (n, 1, j) parece que
los nucleones idénticos aparean sus momenta angulares totales de modo tal que
si el nimero de nucleones idénticos (protones o neutrones) que hay en el nivel
(n, 1, j) es par, el momentum angular resultante es cero, y si es impar su mo-
mentum angular resultante es j (0 j — 1). En el caso de los nicleos impar-impar
(de los que solo cuatro son estables), es mas dificil determinar el espin nuclear;
en principio estdn permitidos todos los valores enteros de I entre j, + jn ¥ [jp —Jjals
donde jp corresponde al proton no apareado y ja al neutron no
algunos casos se presenta el valor mas alto de 1y en otros el mas pequen
Un modelo de capas con particulas independientes no puede dar cuenta de
estas reglas de acoplamiento o apareamiento de los momenta angulares de los
nucleones. Se atribuye estas reglas a la llamada interaccion “residual”, es decir
Ia diferencia entre Ia interaccion nuclear real que experimenta un nucledn y las
fuerzas medias central y espin-orbita introducidas en el modelo de capas. La
interaccion residual contribuye a la estabilidad nuclear por medio de lo que se
denomina efeclo de la energla de apareamiento. Podemos ver que este efecto esta-
bilizante en la tabla 7-2, la cual muestra el nimero de nucleidos estables y casi
estables (o de vida larga). Hay una mayoria evidente de nucleidos estables par-par.
El modelo de capas ha tenido bastante éxito explicando muchas propiedades
de los estados nucleares. Algunas veces es necesario hacer cilculos bastante com-
plicados. Sin embargo, hay muchos casos en que los cilculos del modelo de capas
no pueden explicar los hechos experimentales en forma precisa. Por ejemplo, los
momentos cuadrupolares eléctricos calculados usando el modelo de capas son

TABLA 7-2 Nim:
y de vids largs

nucleldos estables

z N | Estable | Vida larga
Par Par 155 1
Par Tmpar 53 3
Impar | Par 50 3
Impar | Tmpar 1 5

sistematicamente demasiado pequefios, particularmente en las regiones que estin
entre nimeros migicos o capas cerradas.

Hay varios efectos colectivos en un niicleo debido al fuerte acoplamiento entre
Tos nucleones. Los nucleones que ocupan el carozo compuesto de capas cerradas,
se comportan de un modo bastante similar a una gota de liquido, la cual es capaz
de mantener oscilaciones de forma alrededor de una forma esférica de equilibrio.
Las oscilaciones colectivas se realizan a volumen constante y cada niicleo puede
tener varios modos normales de oscilacion. Los nuclcones que ocupan las capas
externas no llenas cjercen una especie de accion polarizante y tienden a dar al
nicleo una forma no esférica de equilibrio que se parcce mucho a un elipsoide
alargado o achatado, Esta deformacin es particularmente grande en las regio-
nes 90 < N < 114 y Z > 88, explicando ¢l valor relativamente grande del mo-
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mento cuadrupolar eléctrico e estos miicleos, cosa que no puede hacer el modelo
de capas.

Se ha desarrollado una teoria que combina el modelo de capas y los efectos
colectivos. Se denomina modelo unificado del micleo; empero su andlisis estd por
encima del nivel de este libro.

Nota: Evidencia czperimental de la interaccion espin-Grbita en
Hemos presentado la interaccion espin-orbita nuclear como una hipétesis conveniente
para explicar clertas caracteristicas de los niveles mucloares de ensrgia, Sin evabar

dhay alguna evidencia experimental diecta de esa nteraccitn espin-drbita? La
Tespuesta es afirmativa y proviene del andlisis de los experimentos de dispersion.
Asi como la interaccion entre un campo magnético y un momento dipolar magnético
{qus es de1a forma — -3 implica un torque que tiende  alinear M paralelamente

2 B, una interaccion espin-Orbita de la forma — (r)L-S implica un torque que
mnde S Alar 8 phratelimacta s 510 on o Ao ephas sl tieoane e

s miicleos

‘Supongamos que un haz no polarizado de protones (es decir con sus espines orien-
tados al azar) incide sobre nicleos de helio, tal como se muestra en la fig. 7-17.

spin hacla arriba
spin hacia abajo

Haz no_polarizado
de protones

Haz parcialmente
polarizado

Fig. 7-17. Experimento de dispersion doble.

Consideremos 1o protones dispersados en el plano de la figura y usemos el nicleo
el qus e ol dlpbsor, ey Tl s ol o mocientuin angelar ot
tal. Los protones dispertados segin a trayectoria (1 tienen su momentum angular L
“hacla arriba y los que slguen 1a trayecioria (3) Lienen I “hacia abalo”. La Inter.
acelén expin-6rbita sntre los protones y ¢l nicles de hello en cada trayectoria faverecs
los protones con espin paralelo a L, por 1o que en las trayectorias (1) y (2) los pro-
tones tienen sus espines preferentemente hacia arriba y hacia abajo, respectivamente
y los dos haces estin parcialmente polarizados. A continuaci6n, el haz (1) sufre una
sequnda dispersin en otro nicleo de hello que o desdobla eh los haces @) v ()
L hacia arriba y hacia abajo, respectivamente. Los protones que siguen la tra-
Jectoria (8) tienen yu espln prelerentemente hacia arriba ¥ los que siguen 1a (4
‘prelerentermente hacia abajo. Como en el has (1) hay mas protones con espin hacia
arriba que con espin hacia abajo, la mluacr,lon espin-trbita favarece la dispersion
segn la trayectoria (3) mds que segin la (4). En consecuencia el dete s debe
e G Sl s b i inae meyir . DL, Tats 438 ot ooara el
experlmenl En ausencia de interaccion espin-orbita, los haces (3) y (4) deberian
tener la misma intensidad. Por o tanto, la evidencia experimental apoya claramente
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la existencia de una interaccién espin-6rbita nuclear, tal como se manifiesta en la
‘polarizacién producida en la dispersién.

BIEMPLO 7.6. Cilculo del momento dipolar magnético de un niicleo de A impar
usando el modelo de capas.
Solucion: Conforme al modelo de capas extremo con particulas independientes, en
un nicleo de A impar que tiene Z impar y N par (o a la inversa), se atribuye el
momento magnético al nucledn no apareado. Todos los otros nucleones tienen sus

menta angulares resultantes aparcados en diccelones opucstas por 1o que b
contribuyen al momento dipolar magnético nuclear resultante. Consideres
nucle6n de momentum angular Z y espin S. Segin las ecs. (7.3) y (7.5), podemos
escribir ¢ momento magnitico ds un nucleon en la siguiente Toma villda para
neutrones y protones:

= (e2mp) @ik + 9.5), (7.29)

donde gi = + 1 para protones y cero para neutrones, y los valores de g, fueron
dados en la seccin 7.4 para ambas clases de nucleones. Como L y § realizan un
movimiento de precesién alrededor e su resultante J, el valor medio de M tiene
Ta direccién de J y esté dado por

R e
donde us es el versor en la direccion de J. La componente de 3 segin el eje Z s
(M- 3]V = (-] PImh
= (eh[2mg) [(@L + 94S) - I[J*]m. (7.30)
Gomo se explics en Ia seccign 7.4, el valor tabulado del momento magnitico u ¢
inicion el valor de M. cuando m tiene su valor maximo (en nuestro caso,
= dividido por v = eMamy. Recordando que J» = JG + 1M, tenomes
o, Ld 4 S+
Grim

(2.31)

Led = (4 12— ) = 3G + 1) + 1+ 1) — 3,

Sed = YP— 1+ &) = Hi + 1) — U+ 1) + I
Introduclendo estos resultados en Ia cc. (7.91), tenemos que para los dos casos
§=1x} el momento magnétic

w= —i)y--Hg.. =ttty
—ig) P=l—3% (.32

En ol modelo ds capas con particulas independientes tenemos que para A impar,
so considera que el espin nuclear es igual al momentum angular de la particuls no
apareada. Luego, haciendo 1 =  en las ecs. (7.32) ¢ introduciendo los valores de gi
¥ de gu para protones y bttt o juegos de valores de y, segin que

mpar, en funcion def espin nuclear. Los mismos se denorminan lineas
e Sl s ki rapresentadas 4m ieh B, TAD 1D ata % Faoat 3 par
Hiapas rpsetivasianta Lotolorée sxpartmienales estan indicados con eruces para
+ 4y con circulos par: — 4. Podemos ver que la mayorfa de los mo-
ol g B e o bt i o o iy
entre ellas. La falta de acuerdo preciso no es sorprendente, ya que el modelo de capas
con particulas Independientes 65 bastante.rosero. Es posible oblener un acverdo
mejor usando el modelo unificado del nicleo,
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Fig. 7-19. Momentos dipolares magnéticos y lineas de Schmidt para niicleos con N
impar.

7.10 Transiciones radiativas nucleares

Un nicleo puede tener varios estados excitados ademds de la configuracion del
estado fundamental. Se los puede clasificar en dos grupos: excitaciones de par-

teula y excitaciones colectivas. En una excita

n de particula uno o més nucleones

pasan a otro nivel de energia mas alta, sin modificar esencialmente el movimiento
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de los otros nucleones. Las energias de las excitaciones de particula son del orden
de un MeV.

Tal como se explict en la seccién anterior, los niicleos que estdn lejos de los
niimeros mégicos y que tienen capas incompletas no son esféricos sino que se
parecen a elipsoides alargados o achatados. En estos nicleos deformados, como.
en las moléculas, los ejes principales rotan en el espacio resultando una rofacion
colectiva en la que participan todos los nucleones. La energia rotacional esta
cuantizada, por lo que un niicleo deformado tiene varios niveles rotacionales de
energia. En los nitcleos par-par los niveles rotacionales de energia estan dados por

®
Ergt = 5= I(I + 1), 7.3
35 ( ) (7-33)
donde I es el momentum angular de rotacion de todo el nicleo, el cual, por ra
zones de simetria, solo puede tomar valores pares, esto es I =0, 2, 4, Por
1o tanto, todos los niveles rotacionales tie-
& ey E ey  nen paridad par. EI momento de inercia
5085 ]

§——si4 clectivo del nicleo es J y siempre es
menor que ¢l momento de inercia que se
obtiene considerando que el micleo es un
elipsoide rigido, porque no todos los mu-
cleones participan de la misma manera en
el movimiento rotacional. La fig. 7-20

diiz ‘muestra los niveles rotacionales de energia

618037 del WOH y el ®#Pu. Estos niveles siguen
claramente la ley dada por la ec. (7.33).
El ordenamiento de los niveles rotacionales
de energia es mas complejo en los nicleos
4——gm3 4+—ugp  que O son par-par.

-0 Fig. 10, Nivees rotacionles 6 ener-
wsop py gia del "H y el ©¢

Puede haber ademis varios estados excitados vibracionales asociados con las
oscilaciones colectivas mencionadas en la seccion precedente. Estos estados exci-
tados vibracionales estén separados por la misma energia Ao, donde o es la fre-
cuencia angular vibracional. En los nicleos par-par el espin o momentum angular
del primer estado excitado vibracional s 2 y el segundo estado excitado vibra-
cional puede tener espin 0, 2 6 4. Ambos niveles tienen paridad par. La fig. 7-21
‘muestra algunos niveles vibracionales de S2Kr, 1#Te, #Xe y 1%Pt. Las energias
de excitacion colectiva rotacional y vibracional son, en general, mucho mis bajas
que las energias de excitacion de particula y llegan a unos pocos keV. Esto ex-
plica el primer estado excitado tan bajo en los niicleos altamente deformados
que se encuentran entre los nicleos mégicos, tal como se muestra en la fig. 7-13.
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Los niicleos que tienen capas completas son esféricos y no tienen niveles rota-
cionales o vibracionales a baja energia. Los nicleos con capas casi completas
estn ligeramente deformados y no tienen niveles excitados rotacionales, aunque
si niveles vibracionales. Vemos con este estudio que los niveles de energia de un
nicleo son tan complejos como los de una molécula. Sin embargo, es mis dificil
predecir tebricamente los niveles de energia de’ un nicleo que los de una mo-
lécula a causa del conocimiento incompleto que tenemos de la interaccion nuclear.

0,21, 47,6
Raina

244

o B GO L 3
Esquema T eXe | 1@PL
tedrico.

Fig. 7-21. Niveles vibracionales de energia de algunos micleos.

Un nitcleo puede pasar a un estado excitado absorbiendo un fotén de energia
apropiada o por colision ineldstica con una particula ripida que pasa cerca, tal
como un protén o un neutron. Si la particula estd cargada, este ultimo proceso
se denomina excitacion coulombiana y es muy Gtil para estudiar los niveles bajos
de energia de los nicleos deformados.

Un nicleo excitado puede devolver la energia que tiene en exceso haciendo
una transicion al nivel fundamental con emision de radiacion electromagnética
Nlamada rayos gamima por razones historicas. El espectro nuclear de rayos gamma
es entonces de origen similar al de los espectros atomicos y moleculares. El es-
pectro v Tesulta del reajuste del movimiento de los nucleones en una transicién
entre dos estados estacionarios nucleares. En la fig. 7-22 estin representadas
algunas transiciones v del JiCd, el 2}Xe y el Xe. A la izquierda se da el mo-
‘mentum angular y la paridad de cada nivel y a la derecha la energia correspon-
diente respecto al estado fundamental.

En los dtomos y en las moléculas solo las transiciones dipolares eléctricas son
importantes mientras que en los niicleos son a menudo importantes las transi-
ciones multipolares eléctricas y magnéticas de orden superior, especialmente
las transiciones colectivas en que participan muchos nucleones. Las transiciones
eléctricas y magnéticas se designan con los simbolos E y M seguidos del ni-
mero 1,2,3, ... que da el valor de AT y que corresponde a la radiacion dipolar,
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Fig. 7-22. Transiciones radiativas y del 11iCd, el '3iXe y el 'iXe.

cuadrupolar, octopolar, etc. El tipo de transicion estd determinado por el cambio
de momentum angular y de paridad en el nicleo, conforme al siguiente esquem:

Cambio de

oo sr s 1 [ 2] 5| «
Cambio de St ‘El M2 | E3 | M4
pariae No | M1 |E2 | M3 |E4

Las probabilidades de transicion radiativa dependen de la diferencia de energia
entre los dos cstados involucrados, del nimero mésico del micleo y del cambio
de espin. La probabilidad de transicion aumenta a medida que aumenta el cam-
bio de energia y disminuye a medida que el valor de Al aumenta. En conse-
cuencia, para un cambio dado de energia, cuanto mayor es la diferencia de mo-
mentum angular entre un estado excitado y el fundamental, menor es la proba-
bilidad de transicion y mds larga la vida media del estado excitado, a no ser que
exista la posibilidad de hacer una transicion a otro estado excitado de energia
més baja con un cambio menor de momentum angular. La fig. 7-23 muestra la
vida media de estados excitados en funcion de la energia absorbida o emitida,
para_diferentes transiciones multipolares que involucran un protén, calculadas
usando el modelo de capas para un niicleo de nimero masico 100 aproxima-
damente.
Las

colectivas i y i que tienen AT =2
(y sin cambio de paridad), son del tipo E2, o sea, transiciones cuadrupolares
eléctricas. Las transiciones cuadrupolares eléctricas observadas en muchos niicleos
con capas incompletas tienen probabilidades de transicion mayores que las pre-
dichas por el modelo de capas. Esto sugiere que estos nicleos tienen un momento
cuadrupolar eléetrico bastante grande respecto a los calculos hechos con el mo-
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107
EkeV

Pig. 7-28. Vida media de transiciones de una particula que involucran un protén

en un nicleo de namero mésico 100 aproximadamente, tal como las predice €l

modelo de capas.

delo de capas y que tienen entonces una_deformacion relativamente grande
(recordar la fig. 7-4). Fue este hecho el que dio el impulso inicial al modelo colec-
tivo del nicleo

Podemos ver en la fig. 7-16 que en los niicleos de A impar que tienen Z o N
ligeramente menor que los nimeros mégicos 50, 82 6 126 hay niveles de energia
cercanos cuyos momenta angulares difieren grandemente. Esto da lugar a estados
excitados que tienen vidas medias relativamente largas. Por ejemplo, en el W7Ba
(Z =56 y N =81), que tiene un neutrén menos que el nimero magico 82, el
neutrén no apareado puede estar en los estados 2dys, 35,5  1hyy,. En la realidad,
el estado fundamental corresponde a la configuracion en que el neutrén suelto
estii en el estado 2y, y el siguiente estado excitado corresponde a una configu-
racion en la que el neutron suelto est en el estado 1hy, [fig. 7-24(@)]. La dife-
rencia de energia entre los dos estados es 0,661 MeV. Una transicion entre los
dos estados corresponde al Al =4 con cambio de paridad o sea que es una
transicion M4, La vida media observada del estado excitado es de cerca de 2,6 min.,
Otro cjemplo es SKr (Z = 36 y N = 47). Este nicleo tiene tres neutrones menos
que el nimero mégico 50. Los estados que compiten para la configuracion del
estado fundamental son 2py s y 1gy,- EI primer estado tiene espin 3 y paridad
impar. La segunda configuracion podria tener 3 6 § con paridad par, dando lugar
o atéie e cnrge meatrdod 1 g 7 -24(b). La transicion que se observa
sea una transicion E3, con una energia de 0,032 MeV.
Ya il et del sstade [ = } es aproximadamente 114 min.
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Jstmeros do vida larga con A lm-
oldhaber y R. D, Hill,

Los niicleos que estin en estados excitados que tienen una vida Tazonable-
‘mente larga se denominan ismeros. Las transiciones con AI > 3 se denominan
transiciones isoméricas. La fig. 7-25 muestra la distribucion de nicleos que tienen
estados Isoméricos. Aparecen en grupos denominados islas de isomerismo que
yacen justo antes de los nimeros magicos conforme a las predicciones del modelo
de capas. En realidad la explicacion de estas islas de isomerismo es uno de los
éxitos del modelo de capas.
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7.4 Examinar cuidadosamente la fi-
gura 7-1 (o la tabla de nucleidos que
compana este libro) para verificar
asercién e no existen en la natura-
leza pares isobdricos adyacentes estables.
7.2 Hacer una lista de todos los grupos
de mas de 4 isotopos estables adyacentes.
Por cjemplo, el titanio (Z = 22) tiene
cinco isotopos estables adyacentes. Usar
fig. 7-1 0 la tabla de nucleidos que vie-
ne con «l texto.
7.3 Con la ayuda de la fig. 7-1 (0 la
tabla de nucleidos) investigar grupos
isotdnicos estables. Escribir el nimero
neutrénico N para los grupos de mds
de cuatro isétonos estables. (Son esta-
bles algunos de estos isGtonos adyacen-
tes?

. boro_comin es una mezcla de
los isdtopos WB y “B. La masa até-
mpuesta (o _quimica)

10,611 “amé. 40ué poreentale de ¢ b
isdlopo est4 presente en el horo natural

de atomos y (b) en masa?
75 Caleular el radio nuclear o 0,
el mosn y el
7.6 Ellglmdo o sﬂlox;o mis abundante,
caleular el radio nuclear de los nucleidos
con Z igual a 10, 30, 50, 70 y 90. Calcu-
lar también el radio de la 6rbita_elec-
trénica interna empleando la ec. (3.
Representar ambos radios en el mismo
dfico. Sacar conclusiones acerca de la

Nuclear Forces, D. Brink. Pergamon Press,
Structure of Alomic Nuclei, C. Cook. Van Nostrand, Momentum Books, New

New York, 1965

Structure of Matter, W. Finkelnburg. Academic Press, New York, 1964, cap. 5,

o ataE] MR BNRGL Si, L SIS ) H) DI Rl

ps. 36, 37

3 Prm:[p!u of Modern Physms, R. Le)gnlon. McGrnw-Hl.ll New York, 1959,

ghame. Ed. Alhambra, Madrid, 1966

interaccién de los electrones internos

con €l niicleo.

7.7 4Qué niicleos tienen un radio igual

a'la mitad del radio del =¢U?

7.8 Estimar la encrgfa cinética de un

nucleén dentro de un nucleo usando la

imagen cuintica de una particula dentro

de una caja de potencial de

ancho y considerando a longltud arnia
1 mucledn, Ia eual es

e arden da e donde r es Tors

55 Ta imieasctn s @ aasteon

y los momentos magnéticos nucleares

da lugar al desdoblamiento_hiperfino de

Jos niveles

cnergia_debida a esta

‘proporcional a

interaccién es

(ua/Am)unun(),
donde r es la distancia del electrén al
nicleo. Demostrar que el desdobla-

en energia, dando lugar
fina_de las lineas espectrales
que es del orden de 10 A cuando las
mismas estdn en el visible,

7.0 El desdoblamiento hiperfino de
1os niveles de energia atémicos, tratado
en el problema anterior,
proporcional a I+

nuclear y J el momentum angular del
electron. Analizar el desdoblamiento hi-
perfino de los estados electrénicos
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*Pyj3 ¥ *Pys del ®Na (I = 3). Determinar
en'Cada caso el numero de niveles y su
espaciamiento relativo. Mostrar los resul-

grama de niveles de

energla

T Bl s i

de una distribucién elipsoidal

oo thons simetria apial 88 0 =
a3 mide a o largo del

(
ou e ke d racho A than o miame
olmrs w9 apeckde) Demostrie
que si a — — AR
y RAR hasta o primer_onden
de sproximaciée. Obssrvar tambidn que
Q/ZI, que estd
e a, & oroporciomas s ARJR. Deter:
minar sl exta grifco e3 més informative
que uno de los momentos
solo,en l que respecta & a Inforipacién
sobre I

712 Uundo Tos mas de la tabla 7.1 3
los Fesultados del problema 7.11 estim
/R para ¢l "in que e uno de 10
gl 1od
713 Estimar la energia de repulsion
coulombiana de los dos protones del
He (uponiends que etdn 4 una dites-
fe 1,7 x 10-% m). Comparar esta
energia con Ia diferenti
ligadura entre el *H y ¢l *H
tible este remstade con I hipbtesis de
las fuerzas nucleares.
3 u carga?
7.4 (Cudnta energia se necesita
sacar (a) un protén y (b) un neutrén
del %O y del 07 4 el resultado una
indicacion de la_existencia de fuerzas
de apareamiento?
715 Utiizando las masas atémioas da-
das en la t , calcular la_energia
Yot de Ngadure 7 1a coargia do gadiors
*Li, 0, #Fe y "*Lu.

716 La férmula empirica de Weiszic-
ker, ec. (7.11), contiene cuatro

rentes regiones de la tabla periddica.

7.17 Con la ayuda de la ec. (7.13) de-
terminar el nimero atdmico del nucleido
estable para A = 27, 64, ¥ 180.
Comparar_estos valores con los datos
de 1a fig. 7-1.
718 Emplsando la térmcla de Wels-
shcker ealculer
Sl S, R

=U. Comparar
m los Valores que aparecen ¢n la ta-
bia 71 ¥ uzgara precision de 1a or-

719 Empleando la érmula de Weiszic-
ia diferencia de mi
o micieos rehejados SNay Mg Com:
e se obtiene
usando los valores experimentales de las
masas, que son 22,98977 y 22,99412 uma
respectivamente.
720 (@) Caleular la energia de liga-
du 40, 0, 70, 10 y #0.
®) Hnur 1o mismo para 4C, #N, 10,
HF y #Ne. (¢) Con los resultados de (a)
¥ 0 (o) expliear In varia
de ligadura al agregar un ne
protén a un nicleo. Las masas de los
niicleos qu azecen en la taba 7.1
son (en uma): MG,

19,00358; 1'F,

14,
7,50, 170916
17,00209; #Ne,

14,
0,
721 Se ha encontrado experimental-
‘mente las siguientes diferencias de masa:
1, —H = 1,5434 x 10 uma,
31H — 4 MC = 4,2300 X 10~ uma,
G 1H,— 40 = 3,6364 x 10-* uma,
Tomando como base C = 12,

000 w
catcular las masas atémicas do *H, *H
mparar con los valores experi-

¥
‘mentalos.
722 Una aproximacién empirica sim-
ple para el potencial nuclear es el poten-
cial de — B,

donde
Ey =50 MeV y ro = 1,5 x 10 m.
Representar el potencial de Yukawa
pakr o T L 20 ¥ S
n la energia potencial
Ziectrica de dos pm!onzl a las mismas
distanci
723 Mostrar por qué los estados S,
1P, 3P y *D del sistema neutrén-protén




fon los inicos estados compatibies con

un espin nuclear

24 Se puede demnslm que cuando

s tom: a todos los desfasajes,

la amplitud /(.) du > dispersion de neuro:
st dada

10) = 721/0,.(21 F 1) '™ sen & Yig,

donde 0 es el dngulo de dispersién y los

Yi son funciones proplas del momen-

tum angular. P

dlepersion de neutrones, sien

o destasajes restantes. (a) Escriblr /(a)
eclén eficaz diferencial o(t)

“sta aproximacion. (b) Mostrar que a

m.pmmn o 4 rirtamngs. sk

rrelaciona la_asime-

© Cal
eficaz total y verificar que coincide
dos ‘primeros términos de la

e (120). [Sug:renﬂa Usar las expre-
Yo dadas en la

tabias 1
7.25 Demostrar que en un experimento
de dispersién eldstica de protones sobre
Beutanes 08 scuironit sl pistanes;
ninguna articulas se dispersa
en'e] sistema de referencia

el aboratar. (Suponer qus les masas
ncia: Usar las for-

adas en el apéndice.]
736 Qué ingulo en el sistema do refe-
rencia del laboratorio se_dispersa una
particula z de 4 MeV cuando s aproxima
4 un ndcleo ds oro con un pardmetro dé
impacto de 2,6 x 10-7

7.27 (Cudl es el ))nrAmztrn de impacto

de una particula = de 4 MeV si se dis-
pera m dngula de 15° ea un mddeo

ms "Hatar 1a  distancla de méxima
apeoximaritn pacs protones ds () 10
MeV y (b) de 80 MeV, que
Trents con un nicled de 10, y comparar
con el radio nuclear, (c) ;En el de 1os
dos casos el protén “golpea” al nicleo?
Hallar lo onergla nética del protsn
cuando “golpea”
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729 Una hojula de aluminio dispersa
partict por segundo en w
diveceion dnda. S1 u Teemplaza a ho}
de aluminio por o del mismo
espesor, jeulntas particulas s
segindo en_ 1a misma
direccién?

7.30 El niimero de particulas « disper-
sada por una hojuela dada es 10° por
segundo segun un dngulo de dispersién

Hace
Teeaade currupondxenlu a u(o)
731, Un haz de particulas ¢ de 12.75
MeV se dispersa en una hojuela
ave el nimero nu

comienza a desviarse a -pmxim..
damente 54° del valor predicho por la
ispersion _coulombia supone
que 1as particulas « tionen un. radio, de
2 X 10 m, estimar el radio del nicleo
de aluminio. {Sugerencia: Se puede de-
mostrar que la_distancia de mixima
aproximacién esté dada por:

F = (vZe/Amegmid) (1 + cosec 6).]
7.32 Para qué energia neutrénica vale
la rolacion k X alcance de la_tuerza
nuclear — 0,67 ;Se
resultado para uum-r e imite supertor
de la energla para la cual s6lo se necesita
considerar Ia dupmmn s de neutrones
por protones?

7.3 Caleular Ia seccién eficaz de dis-

persion nucledn-nucleén en el limite de

bajas energias, E 0, para los

St ol (oo S04 B
€ (E, = 17,8 MeV)

caz se m

espines de las particulas estuvieran orien-

tado:

7.34_Calcular la seccion eficaz de dis-

persion nucleén-nucleén en el estado

riplete (E, = 362 MeY) para E = 01,

05,1y5 Puede usted concluir
que a ke'e enu(lu la seccién eficaz de
dispersién no es sen-

sible a la en
7.35 (a) Usando el esquema de niveles
del modelo de capas dado en I

ar la cnnl\!nﬂ:lén mlr,ltémcl para
H, *H, *He, y %l

. 7-16,
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(a) Predecir el espin nuclear en estos

nuclidos. Compsrar con os valores que

aparecen en la

736 Caleular |ns momentos dipolares

magnéticos de los miicleos del problema

nterior usando e método de semplo7.6
experimen-

7.37 El momento de inercia de un ni-
cleo de masa M y radio medio R, con-
siderado como una_estera sdlida, es
3R Con un nimero misico A
fgual'a 50, 100 y 150, es energia
(52 MeV) e un raye 7 anaitld en. una
transicién de un_nivel rotacional de
energia con [ =2 a otro con [ =0,
omyarer o o energla de los rayos 1
emitidos por los_niicleo
esas regiones. Cudl ¢s su onausion?
7.38  Estimar el momento de inercia del
I parie de Yo mivele Totaciones
de energia mostrados en la fig. 7-20. El
momento de inercia respecto al eje de

simetria de un elipsoide e revolucién es
te b es la longitud de
Tosotros semiejes. Estimar la deformacion
AR/R del "™HI y comparar con el valor
obtenido del momento cuadrupolar eléc-
trico. [Sugerenci del pro-
blema 7.11 que b = R — JAR]
739 Rofiriéndose a la . 7-22, deter
energia y el orden muitipolar

de las transidiones y mostradas par
cada uno de los tres nicleos.
740 Refiriéndose a la fig. 7-22 (a)

¥ (b) y suponiendo que cada uno de los
niveles mostrados se debe a la transicion
de una sola particula, escribir la con-
figuracion del estado fundamental y de
uno de los estados excitados, ayu-
déndose con el esqema do piveler del
modelo de capas dado en Ia fig.
7.41 Refiriéndose a la fig. 7-22 (c),
determinar si se puede atribuir el es-
quema de niveles 4 excaclones:colec
tivas rotaci
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8.1 Introduccion

En el capitulo anterior hemos analizado las propiedades bisicas de los niicleos,
considerados como agregados estables de nucleones y hemos propuesto un mo-
delo que explica tales propiedades de un modo més 0 menos satisfactorio. Otra
luenle de informacién acerca de la structura wulens 8 o andlis do procsson
como desintegraciones y reacciones nucleares, en los que s produce un
nien.umenin de la energia o de la configuracion de los nucleones. En este
capitulo analizaremos algunos procesos nucleares. Muchos de ellos ocurren en
forma natural, pero otros son producidos artificialmente en el laboratorio usando
diferentes tipos de aceleradores o de reactores nucleares. La discusion teorica y
experimental de los procesos nucleares s todavia un capitulo inconcluso de la
fisica contempordnea, en ¢l que se estd haciendo mucha investigacion.

8.2 Desintegracién radioactiva

Recordamos al estudiante que al discutir la fig. 7-1 indicamos que muchos ni-
cleos tienen una combinacién de protones y neutrones que no conducen a una
configuracion estable. Estos niicleos son por consiguiente inestables o radioactivos.
Los nicleos inestables tienden a aproximarse a una configuracion estable libe-
rando ciertas particulas. Estas particulas, observadas por primera vez a fines
del siglo pasado por J. Becquerel, Pierre y Marie Curie y otros, fucron denomi-
nadas particulas « y .

Las particulas alfa son nicleos de helio y se componen de dos protones y dos
neutrones como se puede verificar midiendo su carga y su masa. De este modo
cuando un miicleo emite una particula alfa su nimero atomico Z disminuye en
dos unidades y su nimero misico A en cuatro. Por consiguiente, el nuevo niicleo
corresponde a un elemento quimico diferente. Por ejemplo, cuando el niicleo radio-
activo #3U emite una particula =, el nicleo residual es

Las particulas & son electrones de carga —e. En consecuencia, cuando un
niicleo emite una particula  su nimero atémico aumenta en una unidad, pero
€l nimero mésico no se altera. Por ejemplo, cuando el nicleo radioactivo $4Th
emite una particula , ¢l nicleo residual es %4Pa. Algunos nicleos, en lugar de
emitir electrones, liberan positrones con una carga -+ ¢; entonces el nicleo resi-
dual, después de la emision del positron, tiene un nimero atomico menor en una
unidad. Por cjemplo, cuando el micleo N emite un positron, el micleo residual
s C. Los dos tipos de desintegracion § se designan 8 y £, respectivamente.
El niicleo residual queda algunas veces en un estado excitado y en la transicion
a su estado fundamental emite rayos gamma, como se explico en la seccion 7.10.

Muchos de los isotopos de elementos con Z > 81 (6 A > 206) son naturalmente
radioactivos. Existen en la naturaleza otros pocos nicleos livianos tales como
€l MC y el 0K, también radioactivos. Muchos més niicleos radioactivos han sido
producidos en el laboratorio usando reactores nucleares y aceleradores de par-
ticulas. La fig. 8-1 muestra una de las tres cadenas naturales radioactivas, la
Uamada serie del uranio, y la tabla 81 da la informacion pertinente. En esta
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TABLA 8-1 Serle del uranio

Tipo de Constante de | Energla
Especie radioactiva [Nucleido| desinte- | Vida media | desintegra- oA
gracion cion, s | Particula,
MeV
Uranlo 1 (U1) U & [ 451 x 100y | 4,88 x 100 | 4,19
Uranio X, (UX,) B 24,14d 3,33 x 107 | 0,19
Uranio X, (UX,) 8 | 18m 9,77 x 103 | 2,31
Uranio Z (UZ) g |666n 2,88 x 10 | 05
ranio 11 (UL1) @ | 248 x 100y | 8,80 x 104 | 4,768
Torio (Th) « |80 x10ty [ 275 x 10 | 4,68
Radio (Ra) «  |1620y 1,86 x 104 | 4,777
Radén (Rn) «  |3s2a 2,10 x 10 | 5,486
Radio A (RaA) B [305m 3,78 x 10 | 2:5,998
B2
Radio B (Rab) 8 |268m 4,31 x 10 | 07
Autilind ms [0 «  |13s 04 670
(RaC) %8 |197m 5,86 x 10 | «:5,51
8:3,17
i T a . | 161 %1045 | 423 x 100 | 7683
0 C” (RaC”) 8 m 875 x 104 | 1,96
Rodie B (RaD) g |uy 1,13 x 10+ | 0,0185
Radio E (RaE) g |s50a 1,60 x 10 | 1,155
Radio F (RaF) 2P0 « |1384a 5,80 x 10~ | 5,300
Talio 206 (*T1) T g |12m 2,75 x 104 | 1,51
Radio G (RaG) %Pb | Estable

serie el nimero masico estd dado por 4n + 2, donde n es un entero. Las otras
dos cadenas radioactivas naturales son la serie del actinio y la serie del lorio,
compuestas respectivamente de nicleos del tipo 4n + 3 y 4n. Los nucleidos
pesados en estas dos series son %5U y H2Th. Se sugiere al estudiante que haga
un grifico de estas dos series, similar al dola fig. 8-1, usando la carta de los nu-
cleidos que se suministra con el texto.

En las dos secciones que siguen presentaremos un andlisis més detallado de
las desintegraciones = y 8. Por ahora discutiremos ciertas caracteristicas comunes
a ambos procesos radioactivos. Se ha observado que todos los procesos radioacti-
vos siguen una ley exponencial. Por lo tanto, si N, es el nimero inicial de niicleos
inestables, el numero de niicleos que quedan después de un tiempo ¢ esta dado por

N = Ng¥, @1

donde 2 es una constante caracteristica del nncleldn. llamada conslante de des-
integracion. Se expresa en 57 (0 en la inversa de cualquier otra unidad de tiempo).
La cc. (8.1) estd representada en la fig. 8-2. Para S Dueiing radiotetie hay
un intervalo de tiempo T fijo, llamado vida media, durante el cual el nimero
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Fig. §-1. Radioactividad natural del uranio o serie 4n + 2.

de niicleos que habia al comienzo del intervalo se reduce a la mitad al término
del mismo. Asi, si tenemos inicialmente Ny niicleos (0 dtomos), después del
tiempo 7' solo quedan Ny/2, después de 27‘. Noft, y asi sucesivamente. Para
hallar este tiempo 7, hagamos N = 4No y L= T en In ec. (). Entonces

N 0 @7 =2, Tomando loga-
itmos, tenemos AT = In 2 = 0,693 0 sea

T = 0,693/, ®2)

que relaciona T con ». Las vidas medias
determinadas van desde un gran nimero
de aiios — tal como la vida media de la
desintegracion = del *®Bi, que es de més
©0 menos 2 x 108 afios, y la de la de-
sintegracion - del YIn, que es de unos
6 x 10 aiios — hasta fracciones de se-
gundo (el *Be tiene una vida media de
desintegracién  del orden de 10719 ).

Por medio de la ec. (8.1) podemos en-
contrar la rapidez con la cual los nicleos
se desintegran:

Flg. esintegracién radioactiva
i 29 o ANt = — ANy
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sto indica que la tasa de desintegracion dNJdt es proporcional al nimero de
nuulens prennm. Por consiguiente, la tasa dN/d! disminuye en la misma pro-
i n Ja misma vida media que el nimero N de micleos. EI valor ab-
Touto |.m/.u\ de la tasa de desintegracion se llama actividad de la suslancia.

Usualmente las tasas de desintegracion se expresan en curies, abreviado Ci, en
honor de Pierre y Marie Curie, descubridores del polonio y del radi
se define como la actividad de una sustancia en la cual se desintegran 3,
niicleos por segundo.* E milicuric (1 mCi = 10~ Ci) y el microcurie (1 uCi
= 10-% Ci) son submiltiplos de esta unidad.

Las ecuaciones (8.1) y (8.3) son leyes estadisticas vilidas solamente cuando el
niimero de nicleos cs muy grande y pueden ser interpretadas del siguiente modo.
Hay una probabilidad de desintegracidn por unidad de liempo 3 de que un nicleo
inestable se desintegre segin un proceso especifico. La probabilidad de que un
nitcleo se desintegre en ¢l intervalo de tiempo df es ML Si hay N niicleos pre-
sentes (siendo N muy grande), podemos esperar que un nimero de niicleos igual
2 (MON se desintegre en ¢l tiempo dt. Por lo tanto podemos escribir

AN =—QdON 6 dNJdt =—

que s la ec. (8.3). El signo menos aparece porque N disminuye con ¢l tiempo
4 consecuencia de la desintegracion. El cilculo de la probabilidad de desintegra-
cién por unidad de tiempo para cada proceso de este tipo es un problema impor-
tante para el que debemos usar técnicas refinadas de la mecénica cuintica. Notar
que segin esta discusion no podemos hablar de la vida media de un nicleo solo
o predecir con certeza cuindo un niicleo dado se desintegrard; repetimos que
Ias ecs. (8.1) y (8:3) son correctas solo en sentido estadistico.

EJEMPLO 8.1, Caleular la masa de 1,00 Ci de C, cuya vida media es 5570 afios.

Sotucion: Como T = 5570 afios = (5,570 x 109 x (2,156 x 107 s/afio) = 1,758 x
10 s, la constante de desintegracion es A = 0,693/T=3,94 x 10~ s-1. Ademas

|ANJdll = 1Ci = 3,70 x 107 -1,
Por consiguiente, usando la ec. (8.3) con valores absolutos, encontramos que

Ne= % 9,38 x 104 nicleos de C,

que es también el nimero de tomos de carbono presentes. La masa atémica del
HC s 14,0077 uma. Luego, la masa del nimero anterior de dtomos de carbono es

M = (14,0077 X 1,6604 x 10" kg dtomo~) X (9,38 x 10'* dtomos)
18 x 107 kg.

EJEMPLO 8.2. Un método de producir un nucleido radioactivo es colocar una
muestra de una sustancia dada en el interior de un reactor nuclear. Los nucleidos
radioactivos se producen como consecuencia de Ia captura de un neutron por los
néicleos de la sustancia. Por ejemplo, cuando bombardeamos **Co con neutrones,

* Esta tasa de desintegracion es aproximadamente igual a la actividad de 1 g de Ra.
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ohlenemu #Co que es radioactivo § con una vida media de 5,27 afios. Otro método
obtener nucleidos radioactivos es bombardear la sustancia con particulas car-
s 0 deuterones, usando aceleradores para suministrar
mm- a los proyectiles. En ambos casos el nuevo nucleido se produce a razén.de
ndo. Calcular el nimero de nicleos del nucleido radioactivo pro-

Gucido sh fancion del tempo.

7.

025
L L L L L
0 ] w sr  ar T
Pig. 8-8. Produccion de un nucleido radioactivo en funcién del tiempo.
ucién: El nucleido radioactivo se fabrica de g nicleos por segundo, pero
i mics Gempor do scserds & a . (5. of wecklds by dedmietberk - sactn do N
niicleos por segundo, donde N es el nimero de nicleos presente en ese instante. Por

Io tanto el incremento neto de nicleos por segundo® es

Separando variables ¢ integrando, tenemos

. A N—gp _
LawZm=—ln o vag=lpo—n
supnnkndn qlu el nimero de nucleos de la nu(lncl- era inicialmente cero (esto
Ny = 0), tenemos a un tiempo ¢ més

N=La—en,

EI nimero méximo de nicleos radioactivos que se puede producir en estas con-
diciones es Nasax = g/A. En la ig. 8-3 se ilustra la variacién de N con f. Observar
que al instante £ = 7, tenemos 0,50 g/ dtomos y a ¢ = 2T, 0,75/ dtomos.

BJEMPLO 83. Una sustancia A te transtorma pr desinlegracién en otra sustan-
cia B, también radioactiva. Si L+ ¥ As s0n las respectivas constantes de desintegra-
o, hallar 1a variacin de B en toncion ael tiempo. Suponer que la cantidad inicial
de B es cero.
‘Solucion: Segin 1a ec. (8.3), la sustancia A se desintegra con la rapidez

ANt = —\Na,

Note el estudiante que esta ecuacidn es matemticamente (déntica a la que se obtiene
Ia cafda libre de un cuerpo en un medio viscoso o para el establecimieato de una corriente eléc-
eirculto Inductivo.
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de modo que Na = Nuge=24. Por cada nicleo de A que se desintegra, se forma uno
de B Lucgo B s formia a razn de AN nicleos por segundo. Al'mismo ti

se desintegra a razén de AN niicleos por segundo. Por lo tanto, el incremento neto

b e

dN- N.

AN

=MN4—XaNs 6

= ANt

L soluclda do esta ocusclin qus satlsface n condicidn Ns = O paca ¢ =0 o8, como
el estudiante puede ve

W %)

o Vet — o),

Si la sustancia B se desintegra en una sustancia estable C, el nimero de nicleos de C
aumenta uniformemente hasta que, después de un tiempo muy largo comparado

T

Nio

Waol- e

Némero de nacleos

P
Tiempo.

et Tadioactiva con tres
;m presente incialmente. EJ In
mbro C es estable.

jcmbros. Solamente of originario, ACT 1 1)
o B tiene una vida media de 5 h y el tercer

con las vidas medias de A y de B, el nimero de nicleos de C es igual a N, En la
g 8-4 s ilustra Ia variacion de N, Na y No con of iempo. Al empezar observamos

que B aumenta porque so produce mis répidamente de lo que tegra. Pero
orstta da um clets temap Jn kancifs o5 tavietin poraoe 1o sctl it Bo 1 peos
tancia originaria ha dlsminuido. Estos resultados 56 pueden extender @ cadenas

radioactivas més complicadas A -» B — C — D . .., tales como las series radioac-
tivas naturales. Un estudio de estas cadenas es til, por ejemplo, cuando deseamos
detorminar la edad de una roca que contiene sustancias radioactivas hallando la
proporcién de cada sustancia en una muestra de la roca.
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8.3 Desintegracién alfa

Como hemos visto en la seccion anterior, la_desintegracion alfa consiste en la
emision de una particula a (niicleo de helio $He), compuesta de dos protones y
dos neutrones. El niicleo residual tiene un nimero atomico dos unidades menor
7o By iikaich st dsklndes mabef g ol nflen wrigloacie. Ling,

llamando X e Y a los nicleos originario y ruldu.l Tespectivamente, podemos
escribir el proceso de desintegracion = en la f

4X > 474V + $He. ®4)
Por ejemplo, 33U es un emisor de particulas = y s desintegra segin el esquema
U > B4Th 4 $He.

La mayoria de los emisores do particuls o son ncleos pesados, comespondientes
a los nucleidos que se encuentran al final de la tabla pe n efecto, se

puede probar a partir de la expresion de la energia e hgadurn nuclnr, ec. (7.10),
que la mayoria de los nicleos con A > 150 son emisores de particulas x. Empero,

Una particula x es un niicleo doblemente migico compuesto de dos protones
y dos neutrones, todos en una capa s,/, con un espin total igual a cero y paridad
par. Las particulas « tienen entonces una estabilidad extraordinaria, y, por lo
tanto, se comportan en muchos casos como una unidad similar a los protones y
neutrones. El estudiante recordari que Rutherford uso particulas « como pro-
yectiles para explorar el interior del dtomo y establecer el modelo nuclear,

No debemos pensar, sin embargo, que las particulas « existen como tales en
el interior del nicleo. Se supone que hay ciertas correlaciones en el movimiento
de los nucleones que ocasionalmente hacen que algunos de ellos se agrupen en
una configuracion como la de la particula alfa, la que por un corto tiempo actia
como una unidad dindmica. Cuando tal unidad esté cerca de la superficie del
nicleo, hay una cierta probabilidad de que el grupo de nucleones escape como
particula =.

En la fig. 85 se indica la energia potencial de interaccion de una particula
alfa con el resto del nicleo, que es muy similar a la de un proton con el resto
del niicleo (recordar la fig. 7-1). La energia de las particulas « (alrededor de 4

9 MeV) es menor que la altura de la barrera coulombiana en la superficie del
nicleo (cerca de 40 MeV para la mayoria de los emisores «) y la particula alfa
6lo poads emapar peastrandel fa bares e peteacel (ecia 215 Pulerios
calcular la probabilidad de desintegracion por unidad de tiempo, 3, en funcion
de la probabilidad P de penetrar la barrera. La cantidad P se calcula usando
los métodos de la mecénica cuintica. Los resultados concuerdan muy bien con
los valores experimentales de %

En la fig. 8-5 vemos que a mayor energia cinética Ey, de las particulas «,
menor es la altura y el ancho de la barrera y, en consecuencia, mayor es la pro-
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coulomblafia

Hadio
nuclear

Atraccién

Fig. 86, Energia potencial de una par-
ticula « 'y un nicle

Fig. 8-6. Trazas de particulas « en una
cmara de nicbla. La traza desviada
rece deberse a Ia reaceién N, D)0, que i tenldo lugar con un itomo de hided-
geno de la camara. Dos grupos de particulas , cada uno con un alcance caracterfs-
Hico, son facilmente reconacibles en esta otografia.

babilidad P de penetrarla. De este modo debemos esperar que la constante de
desintegracion » aumente con Ej,, 10 cual se puede verificar por inspeceion de la
tabla 8-1. Un cilculo detallado muestra que la probabilidad de penetracion P
es muy sensible a la altura y ancho de la barrera, y, por consiguiente, a Exa. Esto
explica por qué (como se vio en la tabla 8-1) una variacion de Eg, en un factor
de alrededor de dos entre 4,20 MeV (que corresponde al 38U) y 7,68 MeV (que
corresponde al 4Po), resulte en un cambio de A que va desde 4,88 x 103 -t
hasta 4,23 x 10° s, o sea en un factor de unos I
Como las pmicum « estdn cargadas, ionizan los 4tomos de la sustancia por
Ia cual se propagan. Esta ionizacion constituye uno de los métodos para detectar
particulas alfa, \lsandu dispositivos que o bien miden la cantidad de ionizacion
(tal como la cémara de ionizacién) o bien la hacen visible (como las cAmaras de
niebla) La fig. 8-6 muestra la fotografia de las trazas de particulas « producidas
a cimara de nicbla por una muestra radioactiva. A consecuencia de la
mmzaubn las particulas pierden energia hasta hacerse lo suficientemente lentas
0 para capturar dos electrones y convertirse en 4tomos de helio natural.
Ruthetford demosteb en 1918 que Jas partioalas « eran nicleos de helio: rocogio
(en un tubo que cstaba al vacio) las particulas « emitidas por una sustancia y
al hacer pasar una descarga eléctrica a través del tubo observo el espectro del helio.
La profundidad de penetracion de las particulas « depende de su energia
y de la sustancia a través de la cual se mueven. Esta penetracion es en el aire solo
de unos pocos centimetros a temperatura y presion normales. Por ejemplo, las
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RATh, 5,42 MeV.

Nimero total de cuentas en cada canal

il N h
W0 15 20 2 80 35 40 4» 50 55 60 65 70 75 M
Nimero del canal (energia)

Fig. §-7. octro de anergia de In parlicwl « de una muestra do radlo-totio
(Th) y sus doscondientes, [Fomado de a National Nuclear Energy Serte, Vor, 14A,
e Acintde Biements, G. Soaborg y J. Kata, caitores (MeGraw-Fi, Nueva York,
1954) capitulo 16. Autorizado por Ia Comisién de Energia Atémica de los Estados
Uni

rticulas = provenientes del #1%Po (5,3 MeV) y del ®Po (7,7 MeV) tienen en el
aire alcances de aproximadamente 3,8 cm y 7,0 cm, respectivamente. Empero
estas particulas son facilmente absorbidas por una hoja de papel o una limina
muy delgada de aluminio. En la fig. 8-6 observamos que las particulas « que
producen las trazas forman dos grupos, cada uno con un alcance caracteristico.

El hecho de que las particulas « emitidas por un nucleido dado tengan wn
alcance bien definido es una indicacion de que también tienen una energia bien
definida. La fig. 87 muestra el espectro e energia de las particulas « emitidas
por diversos nucleidos. La energia, en unidades arbitrarias, corresponde al mi-
mero de canal de un dispositivo para analizar energias. Uno puede ver claramente
que las particulas = de cada nucleido tienen energia bien definida. Este hecho
confirma que la desintegracion « es un problema de dos cuerpos, como queds
indicado en la ec. (3.4); la desintegracion « semeja entonces a la explosion de
una granada en dos fragmentos. Suponemos que en el proceso de desintegra-
cién o, la energia y ¢l momentum se conservan. Si Q es la energia liberada en la
desintegracion del nicleo originario X, supuesto en reposo en el laboratorio las
energias cinéticas de la particula « y del nicleo residual ¥ cuando estin muy
lejos uno de otro [ver apéndice 11, ec. (A.27)] son

Eie

0 Ew=—""_—0 ®35)

m, + my m. +my
El valor de Q se obtiene del cambio de masa en el proceso; esto es:

= (mx —my —mJ)e, 3.6)
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Energia por encima del estado
fundamental del ThC", MeV

ThC (3128i)
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Fig. 8-8. Esquema de desintegracion « del 57351 en %*T1.

Energla por encima del estado  Energla_por encima del estado
Tundamental del THD, MeV. Tundamental del THC', MeV

H

THC' (@13P0)

ThD (%5Pb)

Fig. 8-9. Esquema de desintegracion a del Po en ®'Pb.
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¥ya que mxe® es la energia interna del nicleo originario y myc* y m.c* son las
eoigias oternad do o don peoductas [ver aptndics 11, 06, (A2, Desde husgy
para que ocurra emision de una particula «, es necesario que Q > s masas
se expresan en uma y Q en MeV, entonces la ec. (8.6) se mnvum en

Q = 931,48(mx — my — m,). ®7)

En esta ecuacion las masas pueden corresponder a los micleos o a los dto-
mos, ya que la masa de los electrones se cancela cuando se usan las masas
atomicas.

Estrictamente hablando, las particulas = provenientes de un nucleido dado no
tienen todas la misma energia, sino que presentan una cierta estructura fina.
Por ejemplo, las particulas « emitidas por el 8U tienen energias de 4,18 MeV
y 4,13 MeV. Esto se explica porque, aunque el nicleo originario puede estar
en su estado fundamental, el nicleo residual puede formarse en su estado funda-
mental o en un estado estacionario excitado. Esta situacion se ilustra en la fig. 8-,
la que muestra el esquema de desintegracion del 22Bi (ThC); las seis transiciones «
(asi como los subsiguientes rayos v emitidos) se indican por medio de flechas.
En otros casos, ocurre la situacion inversa: el nicleo originario puede estar en
el estado fundamental o en algiin estado excitado y el niicleo residual en el estado
fundamental, como se muestra en la fig. 8-9 para el esquema de desintegracion
del 82Po (ThC'). También se muestra algunas transiciones .

EJEMPLO 84, Calcular la energia cinética de las particulas « emitidas por el U,

Soluciéns El proceso de desintegracién es *HU -» "HTh  tHe. Las masas involu-
cradas so m(=U) = 232,1095 _uma, my — m(*Th) = 328,098 uma
0039 utma Apileands 1a cor (57, obtenemos @ = 5,40 MeV. Un 0 positivo
significa que el proceso es exbgeno 3P
e, (8.9), Calculamos 1as enorgids cinéticas Ev 0,10 MeV v Eve = 5,30 MeV:
tenemos este valor do e suponiendo que ¢l S4Th esté en su estado fundamental.
Pero si el *I{Th ha quedado en un estado excitado entonces el valor de Ex es menor.
EI valor experimental para las particulos  ms energeticas del =U e Fo = 5,33
MeV, luego nuestra intorpretacion tedrica parece ser correcta.

EJEMPLO 8.5, Discutir la estabilidad del *}1U respeeto a la emisién de otras clases
de particulas.
Sotucton: Podemos pensar que ademds do 1a desintegracion « algunos micleos pre-

senten desinte n, neutrén, deuterdn, o de algin otro tipo. Tales desin-
togracioncs na nan sido obier vadas porque los valores de Q para estos procesos son

suceder en diertas reacciones nucleares. Como flustracidn, podemot calcular los
yalores de Q para Ia emisién de varias clases do particulas por el =U, usando la
cc. (8.7) COn e y my reemplazadas por s masas correspondientes de la particula
Caitica y del Hieloo reeldusl. Lot resultados aparccen on 1a tabla 82, Todos los
Q son negativos, de modo que ¢l S=U es estable y no se desintegra en tales productos.
La razén de la emisién « por el U estd en que la masa de la particula  es relativa-
mente pequefia debido a su energia de ligadura relativamente grande.
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TABLA 63 Valorss do 0 gara In omiién 8s dlerontes
rticulas nucleares por el

Nicleo
Particula | Masa [ NH9®0 | Masa | 0, Mev
n 10000 | =uU | 23,1082 | — 7,6
pCH) | 10081 | =Pa | 231,107 [ — 605
aeH) | 20147 | =pa | 230,1060 | —104
w@H) | 30170 | =mpa | 220,103 | —10,1

84 Desintegracion beta

En la fig. 7-1 los niicleos estables se designaron por medio de cuadrados negros.
En dicha figura los nicleos que yacen por encima de la region de estabilidad
emiten electrones (carga — ¢), proceso denominado desintegracion p~. Experimen-
talmente resulta que el micleo residual tiene el mismo nimero mdsico y su ni-
mero atomico es una unidad mayor que el del nicleo originario. Esto s, en la
desintegracion - aparece un neutron reemplazado por un protén porlo que los
nitcleos originario y residual son isobaros. El proceso se puede expresar entonces:

XY e (8.8)

Observar que la carga total se conserva, ya que la carga en el primer miembro
de la ec. (8.8) es Ze y en el segundo es (Z + 1)e —e = Ze. Ademis, el nimero
total de nucleones s conserva, ya que A permanece constante. Por ejemplo,
€l 1C es un emisor §- y se transforma segan el esquem:

HC > UN 4o

Andlogamente, en la fig. 7-1, aquellos nicleos que yacen por debajo de la region de
estabilidad experimentan_desintegracion B, proceso que consiste en la_emision
de positrones (carga -+ ¢). Los positrones son particulas que tienen la misma
masa y espin de los electrones, pero su carga es positiva en lugar de negativa.
La existencia de los positrones fue predicha en 1927 por P. A. M. Dirac basén-
dose en consideraciones teoricas (como resultado de ciertas exigencias de la teoria
de la relatividad que no podemos tratar aqui) y C. Anderson los observd por
primera vez en los rayos cosmicos en 1932. Se ha verificado que en la desinte-
gracion g* el nimero atémico del nicleo residual es menor en una unidad que el
nicleo originario (también en conformidad con la ley de conservacion de la carga),
Ppero que su nimero mésico es el mismo que ¢l del nicleo originario (de acuerdo
con la conservacion de los nucleones). De este modo en Ia desintegracion 5+ apa-
Tece un proton por un neutrén. Por iente, el proceso se puede
expresar por

4X > Y +eh ®9



352 Procesos nucleares
ap

87 541 MV ey

1oLy

" 115 MeV y menor
(48%)

Y

87, 1,84 MeV, s 87 1,34 MeV (30%)
(>'99%) 87 215 Mev- e 200
o an ey O%) -
* = T
0 U
160
" ”
®
TWCe o
®
Mg eu
8 109 Mev N Sy
ot EC 05%) 037 3

-, 066\
(19%)

o 128 0o
o EC(~429%)

© 0
Fie, 8.10.  Esquema de desintegracion de varios emisores . (s) *F, (5) 40, ) "Mg,
(d) **Cl, () **La y (f) “C:
Por cjemplo, €l 1C es un emisor f+ y se transforma conforme al esquema
uC > UB 4 eh

En algunos casos se ha i
positrén, captura un electrén de una de lnx capas atomicas mke‘mim digamos
un electrén K. Estos son electrones s. Como el lector recordard de la seccion 3.5,
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los electrones s tienen 6rbitas muy penetrantes que llegan muy cerca del nicleo;
por lo tanto, la probabilidad de ser capturados por un protn es relativamente
grande. Este proceso, llamado captura electrinica (CE), también resulta en el
reemplazo de un protén por un neutron en el nicleo residual. Se puede expresar por

4X +e >z 0V ®.10)
Una vez mis se observa que la carga eléctrica y el nimero de nucleones se con-
servan en el proceso. A la captura del electron sigue la emision de rayos X por
el nicleo residual al pasar un electron externo en el estado vacante dejado en
Ia capa K. Estos rayos X son los mismos que los rayos caracteristicos del 4tomo

Como en Ia desintegracion a, el nicleo residual resultante de la desintegracion §

o de la CE puede haber quedado en su estado fundamental o en un estado exci-

tado; en el ltimo caso el proceso es seguido de emision v. La fig. 8-10 muestra

Ios soquemas do destegraciin de algunos emisores .
i de la

s B es que los
electrones y positrones son it o 1 amplio intervalo de energias ciné-
ticas (y momenta), desde cero hasta un méximo compatible con la energia total
disponible. En otras palabras, los electrones y positrones tienen un espectro
continuo de energia. La fig. 8-11(a) muestra la distribucion de energia de los
electrones resultantes de la desintegracion §- del ®Bi (RaE) y la fig. 8-11(b) la
distribucion de energias de los positrones emitidos en la desintegracion 8+ del 2N,
Pero las ecs. (8.8) y (8.9) son procesos de dos cuerpos, similares a la desintegra-
cion a, y las leyes de conservacion de la energia y del momentum requieren que
en el sistema de referencia del centro de masa, en el cual el nicleo originario
esti en reposo, la energia disponible (el Q del proceso) se reparta en una propor-

117 MeV,

|

0 02 04 08 10 12

124 MeV

Niimero relativo de electrones por
unidad de Intervalo de energia

Namero relativo de positrones por
unidad de intervalo de energia
o

06 075 L0 125
Energla cinética de los electrones, MeV. Energla cinética de los positrones, MeV

) ®

Fig. 8-11. (a) Espectro de encrgla del electron emitido en la desintegracién 6~
del mm [Datos tomados de G. Neary, Proe. Roy. Soe. (London) A175, 71 (1940).]
(b) Espectro de energia del positrén emitido én Ia desintegracién §+ del N, [Datos
Obtentdos por Siegbann y Siatis, Ark. Ast. Math. Fystk 82A, N." 9 (1945)]
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cién fija entre el niicleo residual y €l electron o el positron (recordar la ec. 8.5
para la desintegracion %). Esto estd en contradiccion con el resultado experi-
mental mencionado.

Para aclarar esta nueva dificultad, Pauli sugirio en 1930 que debe haber alguna
otra particula involucrada en la desintegracion g, de modo que resulten tres
particulas. La tercera particula tiene que ser neutra para cumplir con la ley de
conservacion de la carga, y de masa muy pequefia, ya que la masa estd esencial-
mente contenida en las otras dos particulas observadas. Por estas dos razones
la nueva particula fue denominada neutrino (nombre propuesto por Enrique
Fermi y que significa “neutrén pequedo”). Se designa con el simbolo v. Como
veremos en la seccién 9.5 se ha encontrado que hay dos clases de particulas neu-
tras, casi idénticas, asociadas con la desintegracion §. Una, el neutrino, se emite
en la desintegracion §* y en la captura electronica, mientras que la particula
emitida en la desintegracion p- se denomina anlineulrino y se designa con ¥,

Fig. §-12. Conservacién del momentum en la desintegracién p.

Empero, en este capitulo nos referiremos en la mayoria de los casos a ambas
particulas con el nombre de “neutrino”. Se supone que el neutrino lleva consigo
la energia y el momentum necesarios para restaurar la conservacion de
cantidades. En el sistema de referencia del centro de masa la suma de los mo-
menta de las tres particulas resultantes debe ser cero (fig. 8-12). Pero hay un
infinito nimero de modos en los cuales la energia total disponible s puede re-
partir entre los tres productos, lo cual explica claramente la distribucion continua
de energia de los electrones y positrones. Por lo tanto, los procesos (8.8), (8.9)
¥ (8.10) deben ser escritos nuevamente en la forma:

Desintegracion X 24 e+, @®11)
Desintegracion pt: 4X > 2. 4Y + et + v, 8.12)
CE: X b iV 4 @®.13)

Todo lo que podemos decir es que el neutrino es una invencion interesante para
salvar dos leyes de conservacion. Pero ghay confirmacion adicional de su exis-
tencia? Por el lado tedrico podemos hacer un andlisis estadistico para determinar
como se reparte la energia liberada en el proceso de desintegracion entre el elec-
tron (o el positron) y el neutrino (ver ejemplo 8.8). Cuando se compara este
andlisis con la distribucion experimental de energia de los electrones (0 los posi-
trones) y el neutrino, se obtiene excelente concordancia, suponiendo que la masa
en reposo del neutrino es muy pequena (menor de 10-*me). Realmente la masa en
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reposo del neutrino se considera igual a cero (m, = 0) y asi para un neutrino,
la relacién energia momentum es E, = cp,. Desde el punto de vista experimental
es ficil comprender que debido a sus propiedades, el neutrino deberd ser muy
dificil de observar, ya que es insensible a la accién de los campos eléctrico y
‘magnético y su masa en reposo, pequedisima o nula, no nos permite usar medidas
de masa para observar su emisién o captura. En efecto, cl neutrino eludié la
observacion directa hasta 1956, cuando C. Cowan y F. Reines probaron fuera
de w.u duda su existencia, Su experimento est Sxplicado e &1 ejomplo 8.

puede considerar que los nicleos inestables que yacen por encima de la
regién de cstabllidad en la g, 7-1 tienen demasiados neutrones (o muy pocos
protones), y que debajo tienen muy pocos neu-

trones). Luego, podriamos esperar que estos nicleos alcancen estabilidad emi-

tendo sus neulrones o protones en exceso, Sin embargd, esto 10 ¢ o que sucede
—a menos que el nicleo esté en un estado excitado — porque no se dispone
de suficiente energia para tales procesos (recordar la tabla 8-2). Se ha observado
que, en su lugar, se emiten electrones y positrones. En consecuencia, podemos
suponer que el nicleo alcanza estabilidad cuando, por desintegracion 6~ un neutron
se transforma en un protén segin el esquema

nospbe i @®.14)

‘mientras que en la desinlegracidn B%, un protén se transforma en un neutrén de
acuerdo al esquema

prntetty, 8.15)
En el caso de captura electronica, el proceso es
Pe >ntw (8.16)

De esta manera un niicleo se puede deshacer de sus neutrones o protones en
exceso, sin emitir realmente ninguna de estas particulas. Esta teoria de la des-
integracion 8 fue propuesta en 1934 por Fermi. Las ecs. (8.14), (8.15) y (8.16)
son compatibles con las (8.11), (8.12) y (8.13) y expresan de un modo fundamental
Io que sucede en la desintegracion .

Los procesos anteriores nos permiten inferir otra propiedad del neutrino: su
espin. El neutrén, el proton, el electron y el positron tienen un espin igual a 3.
Por consiguiente, en el proceso B%, p -1 - e+ + v, ¢l momentum angular en
unidades de A, es 4, mientras que el momentum angular de n + e+ debe ser
443 =160, dependiendo de que el neutron y el positron tengan sus espines
paralelos o antiparalelos. Luego, el neutrino debe tener un espin igual a 3, y de
tal manera orientado que el espin total o la suma de los momenta de las tres
particulas de la derecha sea 4. Asi se salva la ley de la conservacion del momentum
angular. El mismo razonamiento se aplica a los otros dos procesos: (8.14) y (8.16).
Esto también explica los cambios de espin Al del nicleo observados en la des-
integracion . Si el electron (0 positron) y el neutrino tienen sus espines paralelos
(estado triple), entonces tenemos Al = = 1 6 0, pero si sus espines son antipa-
ralelos (estado sencillo), entonces AI = 0.
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EI proceso (8.14) ha sido observado con neutrones libres, ya que la reaccion
es exogena. En efecto la energia disponible es

Q = 931,48 [m — (mp + me + m,)] MeV = 0,7834 MeV.

Los neutrones libres se desintegran de acuerdo a la ec. (8.14) con una vida media
de 13 min. Esta es una de las razones por las cuales los neutrones libres no exis-
ten. Estos, poco tiempo después de ser producidos, son capturados por otros
niicleos o se desintegran en protones, electrones y neutrinos. Por otra parte, los
procesos (8.15) y (8.16) son enddgenos, como el estudiante puede verificar calcu-
lando el valor de Q para cada proceso; por lo tanto, los protones libres son estables
Tespecto a la desintegracion B, lo que explica la existencia del hidr6geno. De otro
modo todo el hidrégeno habria desaparecido, bien por captura del electron orbital
o bien por desintegracion del protén nuclear. Sin embargo, los procesos (8.15)
¥ (8.16) pueden ocurrir en niicleos mas complejos, donde la diferencia entre las
energias de ligadura del nitcleo original y el residual suministra la energia necesaria.
Empero, los neutrones ligados en nicicos, en general, no se desintegran espontd-
neamente, porque la presencia de otros nucleones puede hacer el proceso ener-
{géticamente imposible. Por esa razén la mayoria de los neutrones son estables en
os niicleos.

La desintegracion § ilustra dos hechos fundamentales de la fisica. Uno es la
importancia de las leyes de conservacion en el analisis de los procesos que ocurren
en la naturaleza. El otro es la naturaleza variable de las particulas fundamen-
tales. Es decir, que estas particulas, aunque tienen propiedades bien definidas,
no son estructuras permanentes y una de ellas puede transformarse en otras
varias con las limitaciones impuestas por las leyes de conservacion. Este es un
concepto radicalmente nuevo que no estaba contemplado ni en la mecanica
clésica ni en la cudntica. El cardcter interrelacional de las particulas fundamen-
tales da una vision enteramente nueva de las ideas acerca de la estructura de
la materia. En el capitulo 9 exploraremos detalladamente esta nueva situacion.

Todavia no se ha desarrollado una teoria completa y satisfactoria que tome
en cuenta todas las transformaciones entre las particulas fundamentales. Se su-
pone que procesos tales como (8.14), (8.15), (8.16) y otros (que se explicaran en el
capitulo 9) son el resultado de nna interaccion diferente, llamada inferaccin
débil. A partir del andlisis de las vidas medias y de la distribucion de energia
de los emisores B se ha estimado que la intensidad de la interaccion débil es del
orden de 10-3 cuando se la compara con la intensidad de la interaccién nuclear
o fuerte, o de alrededor de 10~ cuando se la compara con la interaccion electro-

ética. Actualmente ambas interacciones, la fuerte y la débil, suministran
dreas de investigacion interesantes y excitantes para los fisicos, y presumible-
mente continuardn haciéndolo en los aiios venideros.

EJEMPLO 8.6. Andlisis del experimento sobre deteccién del neutrino realizado
por Cowan-Reines.
Sotucion: Cu.nao un protén captura un antineutrino, se produce un neutrén y un
positrén, es decir:

p+vnten ®17)
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¢ Antineutrino incidente

Contador
de centelleo

Tanque con cadmio
ace de blanco

Contador
de centelleo

Pig. §-13. Diagrama esquemtico del arreglo experimental para la deteccion del
neutrino. El neutrino entrante reacciona con un protén en 1. El positrén produ

se aniquila con un electrén en 2 y el neutrén es capturado por un micleo de cad-
mio en 3.

proceso de captura de un antineutrino se puede relacionar con la ec. (8.15)
b gl e captura de un electron, ec. (8.16), est relacionado
con la ec. (8.15).

s reaclorss mucleares producen gran cantldad de emisores 8, que son los produc-
100 00 ki G ratlo O & wtcldn 8.5), de smerte que los reactores nucleares
fuentes coplosas de e un reactor

sobre un material Mdrogenldo. bt lugar el proceso (8.17).
“B Positedn se pusde detectar porque al chocar con un electrén te aniquilan ambas
particulas y se puede detectar ficilmente la emisién de rayos y (seccién 9.3) por
medio de un contador de centelleo. (Ver lpéndlu VIL) Se puede detectar el neutron
afadiendo cadmio a la sustancia

urados por |
708 1. Esta cadenn 2o Drocesor esth Hustrada on 1a g, B3
gundos entre la produccién de los
rayos y resultantes de la .mquuuxan electrén-posirén y Ia emision de rayos v
como consecuencia de la captura del neutrén por el cadmio. Los dos conjuntos de
rayos y son identificados por medio de circuitos electrénicos propiades. Dh andilis
de lo inistra evidencia de que la supuesta
cadena de procesos ha tenido lugar y que los antineutrinos provienen realmente del
reactor. Otros varios experimentos han confirmado la hipdtesis del neutrino. En el
experimento de Cowan-Reines, llevado a efecto en un s6tano situado debajo de uno
de los reactores de Savannah River, el flujo de neutrinos fue aproximadamente
4 X 101 cm™* 51 y ¢l nimero de eventos registrados
considera que el flujo de neutrinos,
Ia tierra es més o menos de 4 x 10 cm

EJEMPLO 8.7. Determinacién de la energia disponible para cada uno de 10s pro-
cesos de desintegracion § descritos por las ecs. (8.11), (8.12) y (8.13).

Sotucion: pri B ec. (B.11).
mos un nicleo de nimero nmmleu z ¥ masa s, Al final del proceso tenemos un
nicleo de nimero atémico Z + 1 Mz+y, MAs un electrén (masa me) y un

Bettrino (masa cerd), Luogo Ia energla disponibia para el proceso e
Q™ = [mz — (mzy, + M) = (mz — Mz — M.
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Normalmente se usa la masa atémica Mz en lugar de la masa nuclear, tal que Mz =
=mz + Zme. Haciendo esta sustitucién, obtenemos

Q= (Mz — Mzi)e. ®.18)
Para la desintegracién B+ (ec. 8.32), tenemos

0t = (mz — meq — mct
o, transformando a masas atémicas,

Qo = (Mz — Mz, — 2me)et. (8.19)
Finalmente, para la captura electrénica (ec. 8.13),
Qcn = (Mz — Mz)eh, (820

De este modo, siempre que la masa atémica de un dtomo dado es mayor que la dg
uno u otro de los isdbaros vecinos, se desintegrari sea por f- o por captura electré-

escribir estas ecuaciones hemos despreciado el efecto debido a la en
de los electrones en los dtomos. La energia Q se reparte (como energia cinética) entre
los productos de desintegracion. Si Gscpreciamos Ja ehergia de retroceso del pocied
residual, Q da también la energia cinética maxima del electrén o del positrén en las

Tlustremos estas reglas importantes con algunos ejemplos. EI nicleo de 1C se
desintegra en N da devardo al saquemma de Ia ec. (811), dando un slectrin ¥ un

s de los atomos son Ma(4C) 2 uma y Mzoy(¥N) =
Por consiguiente, 1a c. (318 da Gp = 0,000167 wna 00,1506 MeV.
La energia cinética méxima de los clectrones emitidos que se ha observado s 0,155
MeY, valor que concucrda s ‘muy bien,

del 11C en 1B, de acuerdo al esquema
de la ec. (8.12). Las masas de los 4tomos involucrados son Mz(''C) = 11,01492 uma
¥ Mzy(MB) = 11,01279 uma. Luego, su diferencia de masa es 0,00213 uma 6 1,985
MeV, a cual s mayor que 3m. 6,022 MeV. Por lo tanto, 1a emision del posiirén
es posible con
Qs* = 1,985 MeV — 1,022 MeV = 0,963 MeV.
La energia cinética méxima medida en los positrones observados en esta desintegra-
ci6n es 0,96 MeV, también en excelente
Finalments, consideremon la_desintegracion del Be, cuya masa es Ms('Be) =
e el "Be

=7,01915 uma. Como se
en Li, cuya masa es Mz—,('Li) = 7,01822 uma. La diferencia de masa es 0,00093 w
60,866 MeV. Esta es menor que 1,022 MeV, y, en consecuencia, la emision de un posi-
tréa on diopocible, La deslnlegrncmn ocurre entonces por medio de captura elec-
trénica, con Qcr =

EJEMPLO 8.8, Cdleulo de la forma del espectro de energfa en la desintegracion .

Solucion: Consideremos un gran nimero de nicleos con radioactividad B. Observe-
mos los electrones (o positrones) emitidos durante un cierto intervalo de tiempo.
Designemos con dN el mimero de electrones (0 positrones) emitidos con una energia

clnética comprendida eatre Eivy Ewe + dEw Nusstro propésito es calcular dN/dEw,
que es el nimero de electrones (o positrones) por unidad de intervalo de energia.
Designaremos con E, la_energia cinética disponible para el electrn y el neutrino,
1a cual, # Qespreciamos la coergia de rotroceeo del nicloo residoal,es prkcticamants
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igual a Q. Entonces E, = Eye + Ev. Obviamente E, debe ser igual a la_energla
mixima del electzon. Clando la energia cinética del eectrén cae dentro del inervalo
dExe, a del neutrino esti en el intervalo dEx. = — dExe. Después de la desintegra-
cién podemos tratar al electrén y al neutrino como plrlh:ulll libres encerradas en
una cafs ds potencial youy grande. Entonces dN/dBy debe ser proporcionsl ol
niimero de estados electronicos por unidad de intervalo de energia, es decir, ge(Ee),
3l mimero.de sstados, neutrinicos por unidad de ntervalo de energia. r(Ex).
Esto es, dN/dEs~ge(Exgr(Er). Segin el problema 2.1, tenemos g(p) dp~p* dp,
¥ por 1o tanto

9(E) = o(p) dp/dE ~ p* dp/dE.

Para un neutrino que tiene masa en reposo nula, la relacion energia momentum es
pr = Enfc. En consecuencia

G Exe) ~ By = (Ey— ExP.
Para un electrén (que del
momentum es Exe = ¢} mic* + pt —
94E) ~ (Ere + mee®) (Eke + 2mectBue)' "
Por consiguiente tenemos
dAN/dEse = C(Exe + mec*) (Eke + 2mec*En)' (B, — Exe)?, (8.21)

donds C es una constante de proporclonalidad que depande de varios otros factores
involucrados en la desintegracin 6, tales como el niimero atomico Z del nicleo que
0 desintegra  a intensidad de Ia iteracion debil responsable de 1a destntegracién.
Depende ademés de la energia del electrén. Haciendo el gréfico de dN/dEx en fun-

ulta -

atado en dorma relativita) 1a relacitn energa-
meet. Luego

cién de

ras 8-11(a) y (b). En general los resultados concuerdan de modo satisfactorio. Pode-
mos observar que Ia ec. (8.21) se ha deducido basindose en la hipétesis de que el
neutrino tiene masa en reposo nula. Empero, si la masa en reposo no fuese cero,
podriamos haber obtenido un resultado diferente. Por lo tanto, la_confirmacién
experimental de 1a ec. (8.21) es una prueba indirecta de que el neutrino tiene una
masa en reposo despreciable. Dado el grado de precision de los experimentos que se
realizan actualmente, podemos decir que la masa en reposo del neutrino debe ser
menor que 0,001me, ¥, por lo tanto, se puede tomar con seguridad igual a cero.

8.5 Reacciones nucleares

Cuando dos nicleos, venciendo la repulsion coulombiana, llegan a quedar muy
cerca uno del otro (dentro del alcance de la fuerza nuclear), puede ocurrir un
reagrupamiento de los nucleones. Esto puede dar lugar a una reaccion nuclear,
similar al reagrupamiento de dtomos en la molécula en una reaccion quimica.
Las reacciones nucleares se producen cominmente bombardeando un nicleo (M)
que sirve de blanco con un proyectil nuclear (m), en la mayoria de los casos un
nuclebn (neutrén o proton) o un micleo ligero tal como un deuteron o una par-
ticula alfa. Generalmente no se emplea miicleos més pesados debido a que para
vencer la repulsion eléctrica entre nicleos pesados se necesita un proyectil con
gran energia cinética. Algunas veces se usa fotones como proyectiles. En Ja ma-
yoria de las reacciones se produce la misma u otra particula (m;) dejando un
nicleo final o residual (M) en su estado fundamental o en un estado excitado.
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La reaccion se designa con los simbolos M(m, m)M;, donde los nucleos inicial
y final aparecen a Ia izquierda y a la derecha del paréntesis y las particulas ligeras,
la entrante y la saliente, estdn en el interior del mismo. Por cjemplo, cuando
bombardeamos 4N con particulas alfa (§He), el resultado puede ser un proton GH)
¥ un niicleo residual 0. Este proceso se puede escribir en la forma

N+ $He ~3H + 40,

o usando una notacién més abreviada “N(a, p)"0.

En general, cuando las energias de las particulas involucradas no son dema-
siado altas, se supone que una reaccion nuclear ocurre en dos etapas. Primero:
una particula o proyectil entrante s capturado, con lo cual se forma un nicleo
intermedio o compuesto que estd en un estado altamente excitado. En la segunda
ctapa, el nicleo compuesto se puede desexcitar, bien por emision de la misma
particula que entré o bien por algin otro medio. Luego se puede escribir el ejem-
plo anterior en la forma

4N+ ffle > PJF* 31 + 70,

donde *§F es el ncleo intermedio o compuesto. El asterisco es para indicar que
el niicleo estd en un estado excitado.

Generalmente hablando, para una determinada primera etapa de una reaccion
nuclear, hay varios modos de desexcitacion del nicleo compuesto. Cada modo
se denomina “canal”. Por ejemplo, cuando el Al se bombardea con protones,
resultan varios productos, algunos de los cuales aparecen en la lista siguiente:

Mg + $He
B

AL s - 0
,.

#Na +31H +n

Algunas reacciones nucleares no pueden ser descritas por medio del modelo del

niicleo compuesto. Un ejemplo es la reaccion de stripping (NT)
Mg +{H — IH + Mg,

o %Mg(d, p)%Mg. Cuando el deuterén llega muy cerca del nucleo, la evidencia
experimental indica que en este proceso el neutrén es capturado y el proton
repelido sin formacion del micleo compuests

Lo reaceionts: nuclearta son Soasciakmiints) ocescy I Ehoqus: i 5 los cusles
se debe conservar la energia, ¢l momentum angular, el nimero de nucleones y
18 Ctga o2 mean aftoios da las isskileas Wewlonirs 3 peliTviste fars alcular
algunas de estas cantidades (ver apéndice 11). Si las particulas entrantes y sa-

(o hay acuerdo en la designacién castellana de esta reaccion. Se ha propuesto “des-
¥ “desnudamiento” sin mucha aceptacion. Como los que investigan este tema
en América Latina y diversos paiss de Europ usan sistematicaments Ia designacion ingles,
Ia solucién més convenlente ser castellas
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lientes son las mismas, el proceso se llama dispersion. La dispersion es eldstica
si el niicleo queda en el mismo estado, de modo que la energia cinética se con-
serva, e ineldstica si el niicleo queda en un estado diferente. En este iltimo caso,
Ia energia cinética de la particula saliente difiere de la energia cinética de la par-
ticula entrante.

El Q de una reaccién nuclear Mj(m;, m)M, esté dado por la expresion

Q = [(My + m) — (M + mp)]et. ®22)

En la ecuacion anterior todas las masas son atémicas. Si Q es positivo, la reac-
clén oouree para todos los valors de n energia rinética del proyectil entrante;

es negativo, m; debe tener como minimo una cierta energia cinética
(umbral) para producir la reaccion. Como veremos en el cjemplo 9.3, el umbral
de energia cinética de la particula entrante en el sistema de referencia L es

g Mt+m(2;-’my+M,
A

si hay que tratar las particulas en forma relativista. Sin embargo, si se las puede

tratar en forma no relativista, de modo que Q sea pequefio y se pueda reem-

plazar m; 4 My por My -+ m en el numerador, ¢l umbral de energia cinética

del proyectil en el sistema de referencia L es

B=—MeEm o (14+L).

i

Que es la expresion usada en la mayoria de los casos.

En algunos casos el proyectil es capturado, pero no se emite una nueva par-
ticula. En su lugar se emite un rayo gamma (un foton), cuya energia depende
de varios factores, tales como el estado del nicleo resultante y la energia de
ligadura més la energia cinética de la particula capturada. Un cjemplo de una
reaccion por captura es ¥Al(n, 1)#Al. Otro es la captura de un neutrén por hi-
drogeno en la reaccion 'H(n, v)*H; el dtomo resultante es deuterio. El proceso
inverso también puede ocurrir: un micleo puede absorber un fotén o rayo y de
energia suficiente para que una particula sea expulsada. Este proceso, que es
equivalente al efecto fotoeléctrico en londtomos, a denomina reaccin fotonuclea:
Elemplns *Mg(, p)*Na y *H(, n)

Se puede describir una reaccion o en términos de una seccidn eficaz.
El concepto de seccién eficaz se introdujo en las secciones 1.9 y 7.8 para ciertos
procesos. Desde luego, para cada reaccion nuclear particular hay una seccién
eficaz que se expresa en funcién de la energia del proyectil o particula entrante.
Las secciones eficaces se definen experimentalmente del siguiente modo. Supon-
gamos que una muestra de espesor Az (donde Az es pequeio) y drea A, con-
tenga m, nicleos por unidad de volumen que hacen de blanco y esté expuesta
a una densidad de corriente ngo de particulas entrantes (de tipo a) por unidad
de drea y unidad de tiempo, donde ny es el nimero de particulas entrantes por
unidad de volumen y v la velocidad de cada una de ellas. Si se observa que Ny
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particulas (de tipo b) salen de la muestra por unidad de tiempo, la seccion eficaz
para la reaceion (g, b) es

Ny

D = e & &=,
Esta definicién coincide con la ec. (7.16), ya que mA Az es el nimero total de
nicleo blanco y por lo tanto Ny/(nA Az) da el flujo total por unidad de tiempo
de particulas salientes por niicleo blanco, Observar que Nj estd expresado en s,
que no 1o estd en mm 5 6 m-? s, que A Az es un nimero adimensional
¥ que o esté expresada en m* como en los casos anteriores. La mayoria de las
secciones eficaces son del orden de R? ~ 10- m?, donde R es el radio nuclear.
La cantidad 10-® m? se denomina un barn, abreviado b, como se mencion6 en
la seccion 7.3. Es una unidad usada comgnmente para expresar las secciones
eficaces de los procesos nucleares. Un submiltiplo es el milibarn, mb, igual
a 109 m?

Dada una particula a entrante, puede resultar varias particulas diferentes
salientes b, b’, b”, correspondientes a los diversos canales de reaccion, cada uno
con su propia seccion eficaz ofg, b), o(a, b), etc. La seccion eficaz total de la
reaccion para una particula  es entonces

o(a) = o(a, ) + o(a, b) + ofa, b") + ...

Las secciones eficaces macroscopicas total y parcial de una muestra dada estdn
definidas por

Zap = neo(a, b)
y ®29
Zq = nyola),

ambas expresadas en m-L.

La seccion eficaz de cada reaccion nuclear depende de la energia de la par-
ticula entrante. En muchas reacciones nucleares la seccion cficaz presenta picos

muy resonancias, que a los valores de
I energfa para los cuales la reaccion estd més favorecida o es mds probable.
Estas resonancias estdn fntimamente relacionadas con los niveles de energia del
nicleo compuesto. La fig. 8-14(a) y (b) muestra la seccion eficaz total y la de cap-
tura para neutrones en aluminio en funcion de la energia del neutrén. La fi-
gura 8-14(c) da la seccion eficaz, en unidades arbitrarias, para la reaccion nuclear
CU(p, "4 en funcion de la energia del proton. Del andlisis de tales curvas
podemos obtener amplia informacién acerca de la estructura nuclear y los esta-
dos de energia.

En muchos casos el nicleo proveniente de una reaccion nuclear es inestable
o radioactivo. En efecto, es por medio de reacciones nucleares que se forma
los miicleos radioactivos artificiales. La radioactividad artificial fue descubierta
por F. Joliot ¢ . Curie en 1934, mientras estudiaban las reacciones nucleares
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producidas por el bombardeo de elementos ligeros con particulas a. Una de las
reacciones que observaron fue

1B - $He — [4N]* - 3N + n.
EI niicleo 3N es inestable y se desintegra segin el esquema
BN > BC 4 er 4 v
les interesantes de reacciones son aquellas provenientes de la com-
binacion de captura neutrénica y desintegracion p de los isotopos del uranio,
que produce nicleos nuevos con Z = 93 (neptunio), Z = 94 (plutonio), Z
(americio), y asi sucesivamente hasta llegar a Z = 100. La cadena parcial de

reacciones se muestra en la fig. 8-15, donde cada flecha horizontal representa
una captura neutrénica y cada una de las verticales una desintegracion p.

BIEMPLO 83, Atenuacion de un haz de particulas do tipo a en funcidn de Ia dis-
tancia z recorrida en un blanco.

Sotucin: Llamando I = nuv a la densidad de corriente de particulas entrantes que

inciden sobre una capa de espesor Az, tenemos segan las ecs. (8.23) y (8.24) que
ISAz = NojA

da el nimero de particulas retiradas del haz incidente por unidad de drea y por

unidad de tiempo; en otras palabras, da la disminucién en la densidad de corriente

de los proyectiles, que debe ser designada por — Al, ya que Al es negativa. Asi,

podemos escribi

Al = — IZAz. (8.25)
Si el espesor Az es muy pequedio, en su lugar se puede escribir
dl = —ITdr 6 difl =—Tdz.
integrando y llamando I, al flujo de partfculas entrantes cuando = = 0, obtenemos
I=IeE (8.26)

Podemos usar esta ecuacién para determinar ¥ después de medir I, ¢ I. Una vez
conocido Z, obtenemos o usando la ec. (3.24).

EJEMPLO 5.10. Descubrimiento del neutrén.

Solucion: Una aplicacién histdrica ¢ interesante de las leyes de conservacion es el
descubrimiento del neutsén, En 1930 Bothe y Becker abtervaron que cuando bom-
bardeaban el boro n particulas a, se producia una radiacién de alto
podor de penetracion. Esta radiacioh no staba constitulda por particulas cargadas
porque no era afectada por campos eléctricos 0 magnéticos. Por esa razon

que la radiacién consistia en rayos y de alta energia, y escribleron la reaccién en la
forma

1Be + {He > [NC]* > C + v. @®27)
EI Q de esta reaccion es 10,4 MeV. Como Ia energfa cinética de las particulas « es
de unos 5 MeV, la energia total disponible es 14 MeV en el sistema de referencia
del CM. Esta energia se debe repartir entre el itomo de %C y el foton . Luego,
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Pig. 8-15. Secuencias de reacciones nucleares para la produccién de nucleidos
pesados por medio de la irradiacién del #%Pu con neutrones lentos.

Tos rayos y deben tener una energia ligeramente menor de 14 MeV. A partir de las
medidas de absorcidn se estimo que la energia del fotén deberfa ser aproximadamente
7,5 MeV. Dos anos mis tarde (1932) Curie y Joliot observaron que cuando la radia-
ci6n proveniente de la reaceion anterior pasaba a través de un material hidrogenado,
se producia protones altamente energéticos, con una energia maxima de m
menos 7,5 MeV. La interpretacién natural fue suponer que 10s protones habfan sido
sacados por el choque con los fotones y producidos en Ia reacci6n anterior, resultando
en m efecto Compton nucear (1, ). Los protones mis energéticos resultan de los
“hodues frontales en Ios cuales 103 ttones retroceden o se dosvian 180% S1 E,

BT som o energy o momentum 4o tot6n mcidente, By by’ = By'/e108 ol 1o
tén que retrocede, y Ex ¥ pr= los del protén (que se debe tratar en forma
o relativista), la conservacién de la energia y del momentum da

By =Ey + Er,  Eyfe =—Eyle + V2mpEs,
de la cual podemos obtener
Ey = Y(Ex + V2Ampe) Ex).

Insertando el valor méximo de Ex, 7,5 MeV, y recordando que myc* es 938 MeV.

aproximadamente, obtenemos Ey = 64 MeV. Este valor de la energia e los fotones

de los rayos y es mayor que la energia suministrada por la reaccién, cuyo valor dado
v 14 MeV, o que la obtenida a partir e las medidas de abso

més, considerando el efecto de los productos de la reaccién Be-He sobre otras sus-

tanciss, obtenemos ofros valores de Ey, en slgunos caios tan altos como

Porlo tanto, n de los rayos y

e ec, (627, Compatibles eon Ia conservacion de la energia . del momentum.
En 1932 el fisico briténico J. Chadwick mostrd que todas estas difculades desapa-

recian y las leyes de conservacién segufan valiendo si, en lugar de rayos y, eran

“rmitidas particulas noatras, con una masa carcana 4 la de los il W s

2P 8114, (8 Seceion efcaz totaly (b)do captura, dl aluminio para neatrones en
funci6n de Ia energia de éstos. [Datos tomados de el y H. Barschall, Phys.
Rev. 80, 145 (1950).] (c) Seccién eficaz para la reaccién "(J(p ) A en funcién de la
energia del protn. {Datos de Schoenfeld, Duborg, Preston y Goodman, Phys. Rev.85,
873 (1952).]
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podia ser entonces escrito en la forma
$Be + $He —> [4C]* —C + In. (8.28)

Chadwick hizo cuidadosas medidas de la energia cinética de los protones y de los

tomos de nitrdgeno que 1os neutrones arrancaban al atravesar una sustancia que
Contenia hidrégeno o Ritrogeno. Esto permitis caleular la masa del noutron, obte.
St un velor sompraiits satre LI ¥ 1,008 uma, que es compatible con las
energias involucradas en la reaceign anterior. Mds tarde, medidas hechas con mayor
precisién dieron my = 1

Los experimentos do Chadwick fueron la base de nuestro modelo actual del nicleo,
¢l cunl supone que el ndcleo estd compuesto de protones ¥ neutrones. Hasta
momento 103 cientificos consideraban que 105 micleos so componian de. protones
¥ electrones (4 protones y A — Z electrones,  un total do 24 — # particulas). bero
esa hipbtesis trafa como consecuencia dificultades insalvables: los electrones eran
demasiado_grandes comparados con el radio nuclear, sus momentos magnéticos
eran 10° veces mayores que los momentos magnéticos nucleares y su presencia en el
interior del niicleo hacia imposible dar cuenta de los valores observados de los es
nucleares. De este modo la oportuna aparicién del neutrén fue mds que bienvenida.

EJEMPLO 8.11. Una hoja de oro de 0,3 mm de espesor se expone a una corriente

de neutrones lentos de densidad igual a 107 neutrones em-* s-'. La seccion cficaz

e captura del WAu para neutrones térmicos es 94 x 104 me. La densidad

19.3 x 10°kg m-2y su masa atémica es 197,2 uma. Hallar el nimero de

hilcleos do WAU {ormados por sogundo.y por e de 1a hola, dc acuerdo a Ia reaceion
l"Au(nv v)“‘Au,

uignomcs 14 secein aficar da captues da @A paw ssstrones tirmicrs

e e g TR e e e e

Ta seccién eflcaz macroscopica para captard de neutrones, 6 de acutrdo a 1a cc. (5.3,
maso(h, . 51 Ty & 1a densidad de la corriente nentronica ineidente, el nimero

de neutronds que no han sido capturados después de recorrer una distancia = es, do

acuerdo a la ecuacion 8.26, 1 = Iy niimero de neutrones capturados en la
distancia z es entonces
I —1 = Il —eZ5),

que es igual al nimero de nicleos de *Au formados. En nuestro caso,

- 103 x 10 kgms .
8= 7672 uma x 1,66 x 107 kg umant 000 ¥ 10

es el nimero de dtomos de ™Au por m?. Por lo tanto, £ = na(n, )
Haciendo = = 0,3 mm = 3 x 10-* m, tenemos Zz — 0,1686 y -2+ — (it Luegn.

Io— I = 10" n em™* 571 (1 — 0,845) = 1,55 x 10 n em~ 51,

1o cual da el nimero de neutrones absorbidos y de 4tomos de ¥Au formados por cm?
¥ por segundo.

BJEMPLO 612 Determinacion de los nivels do energla del St usando 1a reacicn
‘nuclear #Al(p, Mg y su inversa, *Mg(z, p)"Al
Sotucion: El niicleo compuesto formado en la reaceién Al(p, x)*Mg es *Si, de modo
que podemos escribir

FAL 4 1H > [4S1]* - ‘He + “Mg.
e do exparar que |n socrin efcas para etta ruacclin muestre pleos bln, depuidon
(estoes, ergia
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Energia cinética de Ja particula entrante més 1a energla
del nicleo blanco en el sistema de referencia C
®)
Fig. 8-16. Evidenci ceplo de miiclco compuesto por medio del uso de Jas
reacciones TAI(p, z) Mg y “Mg(x, p) “Al EI nicleo compuesto es *Si. (a) Rela-
ciones de energia, (b) secci

; R
i6n eficaz de ambas reacciones, [Datos de Kaufmann, Gold-
berg, Koester y Mooring, Phys. Rev. 88, 673 (1952).]

menos la energia de la masa en reposo del *'Si coincida con la energla necesaria para
excitar el #5i a uno de sus estados estacionarios. Esta energia es

[MEIAY) + mp — ME'S)IC + Exp

(11,388 + Eup) MeV,
donde Exp es la energia total del sistema (p, ¥A]) en el sistema de referencia C.
U

‘nicleo #Mg determina la energia cinética de la particula  y de lo rva.

dos cuando el nicleo *Mg pasa a su estado fundamental. La reaccién inversa, esto es,
Mg + ‘He — [¥Si]* —1H + Al

produce un niicleo de *Si con una energia de excitacién dada por

[MEMg) + m(*He) — M(*SD}e* + Erm

(9,990 + Ex) MeV,
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donde Er. es ahora la ener

Junto de resonancias. Sin

sis a
tidad (11,588 — 9,990) MeV = 1,
respectivos sistemas C. Esta conclusién estd confirmada por los resultados experi-
mentales mostrados en la fig. 8-16(b), que da las secciones eficaces para protones
con energias entre 1,1 y 1,8 MeV y para particulas « con energias desde 2,7 hasta
resultado constituye una verificacion satistactoria del concepto de nicleo

compuesto y
Es posible determinar los niveles de energia del #Si en Ia region de energia conside-
rada, a partir de las energias de los picos que aparecen en la figura.

8.6 Fisién nuclear

La fisién es un importante proceso nuclear. Consiste en la division de un micleo
pesado, tal como el uranio o el torio, en dos fragmentos de tamaiio comparable.
La fision como proceso natural es muy rara. (Se cree que el U se fisiona espon-
téneamente con una vida media de aproximadamente 10" afos.) El método
usual de producir fision artificialmente es excitar los nicleos. El umbral o energia
minima de activacion necesario para fisionar un nicleo pesado es de 4 a 6 MeV.
Uno de los medios més efectivos de inducir fision es por captura de neutrones.
En algunos casos la energia de ligadura del neutron capturado es suficiente para
excitar el nicleo por encima del umbral de energia, de modo que tiene lugar la
particion en dos fragmentos. Este es, por ejemplo, el caso del nicleo 55U, que
experimenta fision después de capturar un neutron lento (o térmico). E proceso
se puede expresar por la ecuacion

U 40> [HWUP > X + Y.

Para otros casos, a fin de que la fision ocurra, los neutrones deben tener algo
ademés de la energia de ligadura.
Esto es lo que ocurre con el %jU que se fisiona solamente después de capturar
un neutrén rdpido. La razén de este comportamiento diferente cstd en algunos
detalles de la estructura de los diferentes nicleos, relacionados con el término
de apareamiento en la formula de masa dada en la ec. (7.12). El nicleo Z5U es
par-impar, con 143 neutrones, y cuando captura un neutron se forma el ni-
cleo par-par %4U. El neutrén capturado se aparea con el ultimo neutron impar
del B8U, liberando la energia de apareamiento 3 ~ 0,57 MeV. Por otra parte,
el %50 es un micleo par-par, con 146 neutrones, todos apareados, y cuando cap-
tura un neutrén resulta un niicleo par-impar, el 33U sin energia de apareamiento
disponible. Por la misma razon el $iPu, con 145 neutrones, experimenta fision
por captura de neutrones lentos. La tabla 8-3 da la energia de excitacion de
algunos niicleos que resultan de la captura neutronica y sus energias de activa-
cion para la fision; de esta informacion es posible deducir cudles nicleos son
fisionables por neutrones térmicos.




TABLA 8-8 Fisionabilidad do

Nitcleo que |  Nicleo Energia de | Umbral de
hace de blanco| compuesto | excitacion, MeV | energia, MeV
=y =U) 66 46
=y =u] 64 53
=y =u] 49 55
=Th [=Th] 51 65
=Pa [=*Pa] 54 50
=Np [=Np] 50 42
=~Pu [MePu) 6,4 40
TABLA 6-4 Umbrales ds onerga para

Ia fototistén
Umbral d
Nucleido fotofisién,
eV

=y 508 £ 0,15
=y 531 +0,25
=y 518 +0.27
=Py 5,31 0,27
=Th 540 0,22

Un niicleo pucde también estar lo suficientemente excitado como para expe-

proceso
tabla 84 se da los umbrales de energia para la fotofision de algunos nicleos.
@ ® @ @

La fig. 817 representa el mecanismo que se ha propuesto para explicar la
fisién nuclear. Se considera un nicleo cuya forma de equilibrio es esférica, como
en Ia fig. 817(a). Al excitarlo en forma apropiada, puede experimentar vibra-
ciones colectivas, como se explicd en la seccion 7.10. Cuando la energia de exci-
taci6n es baja, las oscilaciones en torno a la forma esférica son pequeiias, de
modo que en su mixima deformacion el niicleo adopta la forma elipsoidal que

Fig. 8-17. Deformacién de un nicleo
segin la energia de excitacion.
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T nieies gt
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Fig. 8-15.

ncién de energia potencial para un nicleo sometido a deformacién.

se muestra en la fig. 8-17(b). Una vez que la energia de excitacion ha sido libe-
rada en forma de rayos v, el niicleo retorna a la forma de equilibrio. El proceso
ha sido, por consiguiente, de captura neutrénica radiativa. Cuando la energia de
excitacion es mayor, el nicleo se deforma mds, como en la fig. 8-17(c). Aun en

este caso hay alguna probabilidad de que pueda retornar a la forma original
después de la desexcitacion por emision de rayos v. Pero si la energia de exci-
tacion es suficientemente grande, la_deformacion puede ser de tal magnitud
que la repulsion eléctrica entre las dos mitades sea mayor que la interaccion
nuclear de corto alcance, y existe una mayor probabilidad de que el nicleo, en
lugar de retornar a la forma esférica liberando rayos v, se deforme mis y mis
hasta dividirse en dos fragmentos — como se indica en la fig. 8-17(d) — resul-
tando la fision.

La fig. 818 muestra esquemdticamente la energia potencial de un nicleo en
funcion de su_ deformacion. Para_deformaciones menores que un cierto valor
critico, designado con D en la figura, las fuerzas nucleares dominan a las fuerzas
eléctricas y la energia potencial aumenta con la deformacion, resultando la
curva AB. Esta es la region de las oscilaciones estables. Para deformaciones
mayores que D, las fuerzas cléctricas dominan a las nucleares, y la energia po-
tencial disminuye cuando la deformacion aumenta, resultando la curva BC, la
cual corresponde a la division en dos fragmentos; éstos se separan debido a su

ulsion coulombiana. Si E, se refiere al estado fundamental del nicleo, el
umbral de fision es Ey. Esta curva debe ser tomada solamente en sentido cua-
litativo,

Si el niicleo esté inicialmente en un estado con energia menor que la corres-
pondiente a B tal como E, o E, experimenta oscilaciones sin fision. La barrera
de potencial evita la fision esponténea. El nicleo puede, empero, penetrar a
través de la barrera de potencial, resultando fision espontanea. La probabilidad
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de atravesarla s relativamente baja cuando el nicleo estd en el estado funda-
mental, de modo que la fision espontinea es un proceso bastante improbable.
Sin embargo, la penetrabilidad de la barrera aumenta con la energia de exci-
tacién del nicleo, haciendo que la fision sea més probable. Si el nicleo tiene
una energia de excitacion mayor que E, ob ta fision. Por lo

por si sola suficiente, ocurre la fision por neutrones lentos. Para el U la altura
de la barrera de potencial es de unos 5,3 MeV, por lo que este valor es la energia
eritica necesaria para producir la fision del U por captura de neutrones. Es
importante observar, no obstante, que no hay un solo umbral de energia o una
deformacion critica dnica; estas cantidades dependen del modo de excitacion de

los nicleos y del estado inicial de los mismos.

La captura de un neutrén no conduce necesariamente a fision aunque haya
energia_disponible, porque (como se explico previamente), antes que el niicleo
tenga tiempo de dividirse, puede liberar su energia de excitacion en forma de
rayos v, resultando captura radiativa en lugar de fision. Por consiguiente, cuando
tiene lugar la captura del neutron, dos procesos competitivos entran en juego:
captura radiativa (n, v) y fision (n, f). Cada uno de ellos estd caracterizado por
su propia seccion eficaz — designada por ofn, 1) y o(n, ) respectivamente — que
depende de la energia del neutron. Los valores de estas secciones eficaces estin
dados en la tabla 8-5 para neutrones con una velocidad de 2200 m 573, que corres-

de a la velocidad media de los neutrones térmicos a temperatura ambiente.
En la iltima columna aparece el nimero medio de neutrones liberados por fision.

TABLA 65 Propladedue de siguace matsciales ilonsios pr

neutrones
Nicleo | ofn, ), barns | o(n, v), barns v
wy 525 53 2,51
my 577 101 2,44
=py 742 286 2,80

La fision no es un proceso simétrico; en general los dos fragmentos tienen
niimeros mésicos desiguales. La division con mis probabilidad es la que da lugar
a fragmentos con niimeros misicos proximos a 95 y 133 respectivamente, como
se ilustra en la fig. 8-19, que da los productos de fision del 25U, el U y ¢l 3Py
para neutrones térmicos. Esto también se puede ver en la fig. 7-1, donde los
nucleidos radioactivos por encima de la region de estabilidad son particularmente
abundantes alrededor de A = 90 y A = 135, asociados con N =50 y N = 82,
respectivamente. La razon de esta asimetria parece ser la tendencia de los ni-
cleos pesados a dividirse en fragmentos que tienen capas neutronicas cerradas
alrededor de los nimeros mégicos 50 y 82, respectivamente.
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Rendimiento de la fisidn,

Fig. 8-19. (a) Rendimiento de la fision érmica y ripida del =U. (b) Rendimiento
Ge'ia ki Lermiendel U y =Pu. |u-m tomados de . Katcoff, Nucleonics 16,
N.* 4, 78 (abril 1958).]

Hay dos propiedades que hacen de la fision un proceso muy importante para
las aplicaciones précticas: una es que en la fisidn se liberan neutrones y la otra
es que en la fisidn se libera energla.

Podemos ver que hay neutrones liberados en la fision examinando la region
de estabilidad en la fig. 7-1. Para los niicleos més pesados, tales como el uranio,
el cociente entre neutrones y protones es N/Z ~ 1,55. Este, desde luego, serd
aproximadamente el cociente para los fragmentos resultantes. Pero en la misma
figura vemos que para niicleos estables de masa media, el cociente es N/Z ~ 1,30.
Esto significa que los fragmentos resultantes tienen demasiados neutrones y, por
In tant, yaden e encima de la region de estabilidad. Por consiguiente, tienen

ctividad g-. En efecto, uno de los métodos de producir isotopos con radio-
cuwd.d 5 es 1a faion dl uranio. Sin embargo, el exceso de neutrones es tan
grande que algunos de ellos son liberados en ¢l momento de la fision. EI nimero
medio de neutrones liberados por fision (designado por v) estd dado en la tabla 8-5
para algunos nucleidos, suponiendo que la fision se induce por medio de neu-
trones lentos.

La energia liberada en la fision nuclear puede obtenerse de la energia de ligadura
por nucleon, representada en la fig. 7-5. Para un niicleo pesado, la energia de
ligadura es de aproximadamente 7,5 MeV por nuclen, pero para los nicleos

media, correspondientes a los dos fragmentos, es cerca de 8,4 MeV por
nuclen, con Io cual resulta un aumento de la energia de ligadura por nucleon de
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més o menos 0,9 MeV, o un total de 200 MeV aproximadamente para todos los
nucleones en un nicleo de uranio. Este es entonces el orden de magnitud de la
energia liberada en la fisidn de un 4tomo de uranio. La energia liberada aparece
como energia cinética de los fragmentos, de los neutrones liberados y de los pro-
ductos de desintegracion (clectrones, fotones y neutrinos) resultantes de la des-
integracion @ de los fragmentos radioactivos. Como los neutrinos emitidos en la
desintegracion § (asi como también unos pocos fotones) normalmente escapan
del material en el cual la fision tiene lugar, solo se puede retener unos 185 MeV
por étomo, energia todavia considerablemente mayor que la liberada en una
reaccién quimica (que es del orden de 3 a 10 eV por dtomo).

Por ejemplo, la energia liberada en la fisién del U se distribuye, en promedio,
como sigue:

Energia cinética de los fragmentos 167 MeV
Energia cinética de los neutrones de fision 5
Energia e los rayos y (radiados en el instante de

la fision) 7
Energia de los electrones de desintegracion 8~ 5
Energia de desintegracion y de los fragmentos 5
Energia de los neutrinos de desintegracion p= 11
Energia total 200 MeV.

La distribucion exacta de la energia varia, desde luego, de un caso a otro.

El hecho de que por cada neutron absorbido para producir una fision, son
emitidos més de dos neutrones (en promedio) sugiere la posibilidad de una reac-
cidn en cadena. Esto es, si las cosas se arreglan de tal modo que después de cada
fision al menos uno de los nuevos neutrones produzea otra fision, y de los neu-
trones liberados en ésta, al menos uno produzca una fision, y asi sucesivamente,
entonces resulta un proceso autosostenido o reaccién en cadena. (Las reacciones
en cadena son muy comunes en quimica. La combustion es una reaccion en ca-
dena. Para que una sustancia arda se necesita que una de sus moléculas tenga
una cierta energia de excitacion de modo que pueda combinarse con una mo-
lécula de oxigeno. Pero una vez que una de las moléculas se ha excitado y com-
itaado e o atlguas, Lt snrgi herad in fclents pars cifas i paaliin

ye prosigue.) Si en cada etapa del
prmm g gt por oo produce una nueva fision, el nimero
de éstas crece exponencialmente resultando una reaccién en cadena divergente.
Esto es lo que sucede en una bomba atomica. Pero si en promedio solo un neu-
tron produce una nueva fision, resulta una reaccion en cadena uniforme que se
puede mantener bajo condiciones controladas. Es lo que sucede en un reaclor
nuclear.

En los reactores nucleares rdpidos se utiliza los neutrones con la misma energia
con la cual son liberados en el proceso de fision. En los reactores nucleares fér-
‘micos primero se reduce la velocidad de los neutrones haciéndolos chocar con los
dtomos de alguna otra sustancia, llamada moderador, hasta que alcanzan el equi-
librio térmico con la sustancia. Se dice entonces que los neutrones son térmicos.
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El moderador debe ser una sustancia que tenga pequeilo nimero misico y pe-
quedia seccion eficaz de captura neutrénica. EI agua, el agua pesada y el grafito
son las sustancias que mas se usan como moderadores.

La energia liberada en un reactor nuclear se extrae por medio de un fluido
circulante llamado refrigerante. En los reactores de potencia esta energia se usa
para calentar o para generar potencia eléctrica. En los reactores de investigacion
los neutrones son empleados en diferentes clases de experimentos o en la produc-
cion de isotopos.

EJEMPLO 8.13. Determinacién de la energia liberada cuando el 35U y el ™U
capturan un neutrén, y la posibilidad de fisin del ®U y del =*U por meutrones
térmicos.
Solucion: EI Q para la reaccién de captura de un neutrén por un dtomo de nimero
misico A es

Q= (Ma+ma

Man)e = 031,48(Ms + ma — Mas,) MeV,

donde las masss on Ia segunda expresién deben ser expresadas en uma, ¥ todas son
masas_atémica:
nsiderando el caso del ®U el cual, después de captu eutron se convierte
8%, tenemos M(D) = 26,1170 wma 3 Mory U) = 236,191 uma. Usando
uma, encontramos que Q = 6,43 MeV. Por otra parte, la barrera de
potencial del =40 para la fiign ¢ més o menos de 5,0 MeV. Por consiguiente,
T2 energin de excitacion del ™0 que se forma caando € VU captura un neutron,
e mayor que a aitura de la barrera de potencial para a faién, Conchuimos entonces
aue el ndelso S4U que resita cuando el MU captura un neutrén, experimenta fién
aun si ¢l neutrén es tan contribucion a la energla cinética es despreciable.
‘Considerando el caso del o se convierle en el WU desputs de capturar un
Reutrén, tenemas M.(=U) = 301240 e ¥ Masy (#U) = 239,1287 un 3
o1'Q de In reaccidn de captura os 4,65 MeV, que €s menor que Ia situra de 1a barrerd
2o fhaion el =vU en cerea de 0,6 MaV. Por fo tants, no se produice fsion a menos que
el neutrén capturado tenga suficiente energia cinética para totalizar la_energia
necesaria para ello, Se ba enconirado experimentalments en ol laboratorlo que ta
minima energia cinética de s neutrones gebe ser de airededor de 1 MeV para s

8.7 Fusién nuclear

El proceso inverso de la fision nuclear s la fusion nuclear. Esta consiste en la
formacion de un niicleo mis pesado a partir de dos niicleos que chocan. Debido
a la repulsion coulombiana entre los nicleos, éstos deben tener una cierta energia
cinética para vencer la barrera de potencial coulombiana y llegar a situarse lo
suficientemente cerca uno del otro a fin de que las fuerzas nucleares produzcan
la accién consolidante necesaria. Este problema no se presenta en la fision nu-
clear debido a que el neutrén carece de carga eléctrica y, por lo tanto, puede
aproximarse al micleo aun cuando su energia cinética sea muy pequeiia o prac-
ticamente nula. Como la barrera coulombiana aumenta con el nimero atomico,
la fusion nuclear ocurre a energias cinéticas razonables sélo en micleos muy
ligeros con bajo nimero atémico (carga nuclear pequeiia).
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Estimaremos ahora la encrgia cinética necesaria para poner en contacto dos
niicleos de nimeros atomicos Z, y Z En la expresion de la energia potencial
eléctrica de los dos miicleos (Ep = Z,Zs*/4xeqr) tomemos r igual a la suma de
1os radios nucleares, o aproximadamente 10-4 m. Entonces obtenemos E, ~ 2,4 x
X1042,2, 5 = 1,5 x 10°2,Z, eV = 0,15Z,Z, MeV. Esto da la altura dela barrera
de potencial y, en consccuencia, la energia cinética inicial minima relativa de los
dos niicleos, necesaria para que ocurra la fusion. Si las particulas en colision no
tienen encrgia cinética igual o mayor que E,, la fusién no puede ocurrir. Sin em-
Dargs, & energiaa geramante feiares que by siguna peobabiliad dsfuidn
por penetracion de la barrera coulombiana. La energia cinética media de un
sistema de particulas que tienen una L:mpzmlun T es del orden de kT, o cerea de

8,6 x 10-°T eV,

donde T esté expresado en grados absolutos. Luego la energia de 10° eV corres-
ponde & la temperatura de més o menos 10° K, la cual es mucho mayor que las
temperaturas que se cree existen en el centro del sol. Aiin asi, la fusion es uno
de los procesos ms importantes que ocurren en ¢l sol, y es su principal fuente de
energia. La fusion tiene lugar entre el nimero relativamente pequedio de nicleos
ligeros que tienen energia bien por encima de la energia media a la temperatura
del sol.

Concluimos que para que tenga lugar la fusion de un gran nimero de niicleos,

Estas temperaturas extremas crean un problema: el recipiente para contener las
particulas en reaccion, ya que no se conoce ningin material que soporte tales
temperaturas. Ademds, a estas temperaturas los niicleos estdn privados de todos
sus clectrones circundantes (debido a las colisiones) y la sustancia consiste en
una mezcla neutra de nicleos cargados positivamente y electrones negativos
llamada plasma. Se ha intentado contener este plasma por medio de campos
‘magnéticos. Ademis, cuando la intensidad de los campos magnéticos crece ripi-
damente, el plasma se omprime adiabaticamente y su temperatura aumenta
hasta que comienza la fusion. Se han construido varios dispositivos ingeniosos
que cjecutan estas dos funciones: contener las particulas y elevar su tempe-
ratura.

Refiriéndonos a la fig. 7-6, podemos ver que en la fusion nuclear de los micleos
ligeros (A < 20) se libera energia. Cuando dos niicleos livianos se funden en uno
mis pesado la energia de ligadura del nicleo producto es mayor que la suma de
las energias de ligadura de los niicleos separados, y esto da lugar a una libera-
cion de energia. Si las condiciones son apropiadas, la energia liberada en Ia fusion
es suflciente para excitar otros miicleos, origindndose una reaccion en cadena.
Esta se convierte en una explosion nuclear por un mecanismo similar al de una
explosion quimica, pero en este caso, dicha explosion se debe a fuerzas nucleares
en lugar de eléctricas. La reaccion en cadena también puede ocurrir bajo condi-
clones controladas, aunque todavia no se ha construido un reactor de fusion
completamente satisfactorio.
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La reaccion de fusion més simple es la captura de un neutrén por un protén
(icleo de hidrogeno) para formar un deuterdn:

H + n > 3H + 2,226 MeV. ®29)

La gran ventaja de esta reaccion es que no hay barrera de potencial eléctrico
que vencer. Como se verd en la proxima seccion, los cientificos suponen que esta
reaccion de fusion desempeiié un importante papel en las primeras etapas tem-
pranas de la evolucion del universo. Actualmente, sin embargo, esta reaccion de
fusion no tiene relativamente importancia debido a la falta de un nimero sufi-
ciente de neutrones libres. No obstante, la reaccion (8.29) ocurre cuando los
neutrones provenientes de un reactor nuclear se difunden a través de una sus-
tancia hidrogenada, tal como agua o parafina,

Otra reaccion de fusion simple ocurre entre dos protones. Como un niicleo
diprotén no existe, el proceso ests acompanado por la conversion de uno de los
protones en un neutrén a expensas de la energia de ligadura del deuterén resultan-
te, y la emision de un positron y un neutrino. Esto es,

IH +H > 3H 4 e + v+ 1,35 MeV. (8.30)

Usa teroers esceiin de St (mportanie s . del bidrigeno y o deutad;
resultando un nicleo de trif

IH 4+ 3H > 1H et + v+ 4,6 MeV. (®:31)

Una reciin de fusisn qus tions unn secetn aficaz grande y lbers wne g
cantidad de energia ocurre entre el deuterio y el tritio.

H +3H —4He + n + 17,6 MeV. (8.32)
Otra posible reaccién de fusion con el deuterio, que involucra el SHe, es
H 4+ 3He —$He + H + 183 MeV. (8.33)

Empero, como no se puede disponer facilmente de tritio y de *He, la reaccién
de dos nicleos de deuterio o deuterones es de mis importancia practica. Tiene
la ventaja adicional de usar una sola clase e nicleos. Los productos resultantes
pueden ser diferentes; ocurren dos posibilidades con mds o menos la misma
‘probabilidad:
fHe + 0+ 3.2 MeV
A

4 (8.34)
>
TH +H + 42 MeV

Las secciones eficaces para los procesos (8.32) y (8.34) estdn ilustradas en
la fig. 8-20.

Aunque la energia liberada en una sola reaccion de fusion es mucho menor que
la liberada en una sola reaccion de fision, la energia por unidad de masa es mayor
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(debido a que el deuterio es un cnmhush.bmy liviano). Para la reaccion de
fusion deuterio-deuterio, la energia es de unos 2 x 104 J por kilogramo de com-
bustible. Esto es més del doble del valor para la fision del uranio. Debido a la
abundancia relativa del deuterio (cerca de un dtomo de deuterio en aproxima-
damente 7000 dtomos de hidrogeno), y el costo relativamente bajo de extraccion
del deuterio del agua (cerca de 30 centavos de dolar por gramo), los cientificos
predicen que — una vez que un dispositivo para fusion controlada llegue a ser
prictico — el proceso de fusion suministrard una fuente casi ilimitada de energia.
Las reacciones de fusion son las fuentes de energia del sol y otras estrellas.
Uno de los mas importantes procesos de fusion es ¢l ciclo de Bethe o del carbono,
que es equivalente a la fusion de cuatro
protones en un nicleo de helio. El ciclo
ocurre en las siguientes etapas:

HANC N
BN > HC et v

1H +1C > 4N (8.35) 5
IH 4+ 4N %0 2
B0 YN +er v Em—-,
IH 3N > HC + $He. s
Sumando todas las reacciones y cance- ;
lando los términos comunes, tenemos £ 15-of
A1H >4He + 2" + 20 4 267 MeV. £
®39) %
103

Pig. 820 Secciones eficaces de las reac-
ciones de fusion deuterdn-deuterén y
deuterén-tritén en funcién de la energia
del deuterén. [Datos tomados de A. s L
B, Pryfef Sheckeod (A e sk T 10 d 0t
Reading, Mas Energia del deuteron, keV

La energia neta liberada en el proceso es 26,7 MeV, o sea cerca de 6,6 x 104 J
por kg de {H consumido. Observar que el dtomo de carbono actia como catali-
zador, porque se regenera al final del ciclo. El tiempo necesario para que un
dtomo de carbono efectiie este ciclo en el sol es de mds 0 menos 6 x 10° afos.
En la fig. 821 se ilustra esquemdticamente este ciclo. Otra reaccion de fusion
que ocurre en las estrellas es el ciclo de Critchfield o prown-protdn, que consta
de los siguientes pasos:

HOHH > 4etty

H O+ H >iHe (®.37)

3He + 3He — $He + 2}H.
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Y

Fig. 8-21. Ciclo del carbono.

Combinadas en forma adecuada, estas reacciones también dan la = eam
periodo del ciclo proton-p en el sol es de 0° afios.
En la fig. 822 se muestra esquemdticamente el cicl

Como se explicara en la proxima secci6n, los astrofisicos piensan que el ciclo
protén-protén predomina sobre el ciclo del carbono en el sol y estrellas de estruc-
tura similar, pero que en muchas estrellas jovenes la situacion es inversa, siendo
el ciclo del carbono mis importante. En estrellas més viejas con temperaturas
mayores, se cree que tienen lugar otros tipos de reacciones de fusion.

Se estima que el proceso (8.36) estd ocurriendo en el sol a razén de 5,64 X 101 kg
por segundo de hidrogeno que se fusiona en helio, liberando una energia de
3,7 x 10% W. De ésta, solo unos 1,8 x 104 W llegan a la tierra, principalmente
en forma de radiacion electromagnética; empero, esta cantidad es todavia 10°
veces mayor que toda la potencia industrial generada en la tierra.

Fig. §-22. Ciclo protén-protén.

8.8 Origen de los elementos

Consideraremos ahora la cuestion interesante ¢ importante del origen de los
elementos. Por origen significamos el mecanismo por el cual el universo llegd
a la composicion actual suponiendo la existencia de cierta materia primaria.
Lo que digamos serd meramente especulativo, ya que la evidencia disponible
es incompleta.

Una de las claves usadas en nuestra especulacién es la abundancia relativa
en el universo de los diferentes elementos quimicos, como se muestra en la fig. 8-23,
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Pig. 8-23.  Abundancia de los elementos en el cosmos. [Datos tomados de H. Urey
y M. Brown, Phys. Rev. 88, 248 (1952).]

 la otra es su composicion isotopica. Como se ve en la figura, el més abundante
es el hidrogeno, seguido por el helio. Después que la abundancia disminuye vio-
lentamente para el litio, berilio y boro, tiende a seguir un decrecimiento regular,
nivelindose para Z > 35 6 A > 80, pero con algunos méximos pronunciados
especialmente para el hierro y nucleidos vecinos. Los elementos terminan con el
Z = 92, ya que la cantidad de nicleos con Z > 92 existentes s pricticamente
nula, aunque han sido producidos en el laboratorio hasta Z = 103. En cuanto
a la composicion isotopica, los elementos mds livianos son los mds ricos en aque-
los isotopos estables con menor contenido de neutrones, mientras que los niicleos
mis pesados son los mds Ticos en isotopos con alto contenido de neutrones.
Ademis, los miicleos de A par son més abundantes que los de A impar. Otra
caracteristica interesante es que no se encuentra en la naturaleza nicleos con
8.

Se ha encontrado que la abundancia relativa y composicion isotopica son las

a la tierra desde el espacio externo. Esta composicion constante sugiere que, al
menos en nuestra galaxia, todos los elementos se formaron por aproximad
mente el mismo proceso. El “comienzo” del proceso se estima haber ocurrido
hace aproximadamente (8 - 2) x 10° afios. Este nimero se obtuvo tomando en
cuenta varias consideraciones astrofisicas, tales como la velocidad de alejamiento
de las galaxias y el andlisis de las cadenas radioactivas naturales.
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Han sido propuestas muchas teorias para explicar esta composicion general
del universo, pero ninguna de ellas es completamente satisfactoria. Actualmente,
la mis aceptable (atribuida a Fowler, Hoyle, Burbridge y Greenste
postula que los elementos se sintetizan en las estrellas en condi
La secuencia de procesos que contempla esta teoria es como sigue: supongamos
que inicialmente (esto es, en el “comienzo”) haya una gran masa de hidrogeno
en estado gaseoso (quizd con algunos neutrones libres). Debido a fluctuaciones
estadisticas e interacciones gravitacionales, parte de este hidrogeno puede con-
densar en ciimulos o estrellas, alcanzando una densidad del orden de 10° kg m-S.
En el proceso de condensacion hay una transformacion de energia potencial
gravitacional en energia cinética, con lo cual resulta un aumento de la tempe-
ratura del gas (a unos 107 K). A estas temperaturas es posible el ciclo protén-
proton de la ec. (8.37). Comienza entonces a formarse helio. Es posible que como
subproductos de las reacciones del ciclo proton-proton se forme cantidades rela-
tivamente pequenas de niicleos con masas atomicas mayores. Por cjemplo, el JLi
se produce por el proceso

fHe +He »[Be + v, [Be+e —JLi+ v
Parte del litio se transforma de nuevo en helio en la reaccion
ILi + IH —>$He + He.

Otras reacciones de fusion, tales como (8.29), (8.31) y (8.32), pueden también
tener lugar, pero en cantidad mucho menor.

Como el helio tiene mayor masa que el hidrogeno, los niicleos de helio produ-
cidos en el ciclo proton-proton son transportados al centro (o carozo) de la ¢s-
trella por accion gravitacional. La densidad del carozo puede entonces llegar
a 10° kg m2. La ganancia en energia cinética resultante de los nicleos de helio
del carozo aumenta la temperatura de éste (hasta valores de 10° K). La tem-
peratura en la superficie de una estrella en cuyo interior se haya acumulado
gran cantidad de nicleos de helio aumenta y, en consecuencia, su color cambia.
El aumento de temperatura y densidad de los nicleos de helio en el centro aumenta
la posibilidad de produccion de $Be por la reaccion de la fusion de helio

$He + {He — {Be,
seguida, en més o menos 10-1¢ s, por el proceso de desintegracion

$Be —4He + §He.
Sin embargo, debido a la concentracién relativamente grande de helio, es poslble
que otro miicleo de este elemento sea capturado antes de ocurrir esta desintegra-
cibn, con lo cual resulta la reaccion

#Be + {He —»HC.

los productos i os de la cadena p . 3H y §He,
pueden ser capturados por el berilio, formando '$B y 'jC, respectivamente, aunque
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en mucha menor cantidad que el “iC. Muchas otras reacciones menos probables
pueden tener lugar, resultando otros elementos li

dena de procesos que acabamos de describir explica cmo pueden ser
saltados los vacios en A = 5 y 8. Este mecanismo también permite comprender
In escasez de litio, berilio y boro, y explica ademds la gran abundancia relativa
del YC. La produccién sucesiva e nicleos de mayor masa tales como %0, #Ne
¥ otros, es posible por el mismo proceso de captura del helio. La tnica limitacion
a la captura del helio es la cantidad de encrgia que el niicleo de §He necesita
para vencer la repulsién coulombiana de los nicleos mds pesados. La fig. 8-24
€5 una representacion esquemtica de la serie de procesos propuestos por esta
teoria de la captura (o combustion) del helio.

a® ® @
o AR,

Fig. 824, Proceso de combustin del helio.

En la produccién de nicleos més pesados se usa grandes cantidades de helio
y tiene lugar una contraceion gravitacional adicional de la estrella, conduciendo
a densidades del carozo del orden de 10° kg m= (con un aumento correspondiente
en la energia cinética de los nicleos y una temperatura del carozo que se apro-
xima a 10° K). Bajo tales condiciones de densidad muy alta y temperatura ex-
trema, son posibles otras reacciones nucleares que pueden producir nicleos de
mayor nimero misico, hasta el grupo del hierro (alrededor de A = 60), pero
no mds pesados, debido a las limitaciones energéticas mencionadas anteriormente.
Se puede producir neutrones libres en algunos casos a través de reacciones (s, n),
tales como
+4He >%0 +n,
B0 +4He » ENe +n,
HNe + §He —» HMg + n.

Estos neutrones, junto con algunos de los originales (o primarios) que no se han
desintegrado en protones, estdn disponibles para extender la produccion de ni-
cleos hasta nimeros misicos mayores — esto s, nicleos que estin més alld del
grupo del hierro — por captura neutrénica en vez de captura de particulas car-
gadas. En muchos casos las reacciones por captura neutronica dan lugar a la
Gesintegracibn §- (como hemos visto, cuando un nicleo adquiere demasindos
neutrones, se desintegra por emision de electrones). El nicleo resultante tiene
un nimero atémico mayor después de la desintegracion 8- y la cadena puede de
este modo avanzar hacia mayores valores de Z. Desde luego, a medida que el
tiempo transcurre, el nimero de neutrones libres disminuye. Esto explica en-
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tonces el que los elementos mas pesados sean relativamente menos abundantes,
ya que su produccién depende casi enteramente de la captura neutrénica.

Como el “encendido” inicial de una estrella est4 basado en fluctuaciones esta-
disticas, no se puede esperar que todas ellas sigan la misma secuencia con igual
rapidez, y por lo tanto las estrellas se encuentran actualmente en diferentes
etapas de evolucion. El sol mismo estd todavia preponderantemente en la pri-
mera etapa de evolucion; se supone que su composicion es 81,76 % de hidro-
geno, 18,17 % de helio y 0,07 % para los clementos restantes. Las estrellas en
las cuales el ciclo proton-proton aparece actualmente como el proceso dominante
se llaman estrellas de la secuencia principal. Aquellas en las que actualmente el
proceso mis importante parece ser Ia combustion del helio se denominan giganles
rojas debido al color que presentan. Se supone que en muchas estrellas las tres
etapas de la sintesis nuclear propuesta por esta teoria tienen lugar simultinea-
mente, con hidrogeno quemdndose en la superficie, reacciones de helio prevale-
ciendo en una capa intermedia (y més caliente) y elementos pesados producién-
dose en el carozo de la estrella, mis caliente ain. Las estrellas que han evolu-
cionado del modo predicho por esta teoria se denominan estrellas de primera
generacion,

En algunos casos las inestabilidades que se suceden durante la evolucion y
envejecimiento de una estrella pueden conducir a la eyeccion de parte del ma-
terial de su interior al espacio interestelar, donde se mezela con el hidrégeno no
condensado y el polvo del espacio exterior. Més tarde, parte de esta mezcla se
condensa en estrellas de segunda generacion (y poslerior). Es en estas estrellas
més jovenes que el ciclo del carbono, ec. (8.35), juega un papel importante.

La teoria del origen de los elementos es mucho més compleja de lo que pueda
indicar esta revision limitada, pero no podemos explorar este tema mds deta-
lladamente aqui. Lo que hemos dicho serd suficiente para que el estudiante
aprecie las ideas expuestas en esta drea interesante, incitante y creativa de
Ia fisica.
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tor nuclear hasta que su actividad es
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pamento fue usado por ultima vez.

Hacer el grifico del logaritmo

Constantes a.y b que dan el mejor ajuste.
812 Caleoar In energia de la particu-
la a liberad €l N se desi
tegra en MeCe. Cal eitar ademmés in snte-
roceso del nicleo residual. Las
masas e reposo son 143,9100 uma y
139,9054 uma, respectivamente.

415 Bl G obmars do ficbla 85 b
serva

conocida.
Su direceion original,
nicleo deja_una traza que fors
dngulo de 35° con la direccién de inci-
dencia, (Cudl es la masa del micleo?

814 El aleance R de las particulas «

g
somr emitidas cuando se desintegra el

"Bi. (b) En una cmara de niebla

m cul
de estas particulas. (Ver fig. 8-9.)

815 El espectro de desintegracion a
del Ra tiene una estructura trip

que ¢l n

zca en el
estados_excitados, dibujar el
de niveles de energia y mostrar la emi-
sién de rayos y asociada con la tran-
sicién.

816 Mostrar los modos posibles de

desintegracion del

masa en reposo de

lar Ia energla disponible para cada pro-

ceso posi

817 Pmb-r ¥t i ustion ds
masa_que el “Cu puede desi

por enbetn B+ 3 B, y captirs clectré.
nica. Experimentalmente sabemos que

o S tena s vlis it do 128 ho-

199 B* y 42% CE.

Calcatar 1a cnergia dlegonibie para cada

uno de los tres procesos.

818 (@) Probar que el "Be se desh

tegra por captura electrénica. Su mi

i rspoi 7,016929 uma. (1) Caleular

Ia energia y el momentum tri

¥ del micies residual de 7

819 Calcular la_energla méxima_que

corresponde al electron en la desin-

tegracion - del

520 Cuando ¢l 4O se desintegra oo

emision B+, el nucleido N

g sl clemprs an un o eactiade

> 99%). Utilizando los pe-

{imentuies dados en In 0g. $10 oy

hecho de que el “N tiene una

o teposo e 14,003074 ama, ealeular

la masa del “O.

821 Representar las masas de los iso-

baros con A = 40, 64 y 134 en funcién

trar las posibles cadenas de

desinicgracion 'y los mucleidos mis

estables. Unir 10 Valores superiores cor

los inferiores partiendo de los nucleidos

estables, y observar que las lineas que

los conectan son pardbolas. Medir la

separacién entre las dos curvas y




ue es compatible con el término
U comaoion Tapmepat &5 1a e (TAD,

3= 434474 MeV.

822 Hacer el grifico de la distribucion
de cnergia de los electrones en la desin-
8, dada por la ec. (8.21), para
E, = 1,24 MeV. Comparar con la fl-
gura 811(b).
823 Completar las siguientes ecuclo-
nes de reacclones nucleares, colocan
o lugar do X e nucieldo o la pm.mm
correctos:
(@) BAIn, 9X;
(© HP(, PX;
(€) "iB(y, X){Be; In(n,
(&) BNip, mX; (‘l) 9700(“, X).'Cﬂ
824 Bl detecto de masa de un nicieo
se define como & = donde A
es el niimero masicn y 3 Ia Bt ariees
en uma. Expresar el valor de Q para las
desintegraciones B y 8y la reaccién
My, m)My, en fuacién del valor
defecto de masa A para
particulas nvolucradas. [Sugerencias ver
ejempl

szs Se lanza una particula de
‘con una energia cinética. Eu (on ol
sistema de referencia L) contra un ni-
cléo de mata M, niclamente en repoto
el laboratorio. que (a) la
energll cinética total en el sistema de
rencia € es EaM(Ms + m), () Ia

(cuando Q es negativo) es — Q(:
~+ mi)/M. Suponer que las particulas se
pll:dul tratar de modo no relativista.
Determinar el umbral de energia
del mAn en la reaccién fotonuclear
“Mg(v, ) *Mg,

Las masas en reposo de los nucleidos
originario y residual son respectivamente
23,98504 y 22,99412 uma.

827 Un acelerador

Problemas 385
rotones, deuterones y particulas «
provenientes de este acelerador?
828 Cuando el "Li se bombardea con
protones de 0,70 MeV, se produce dos
particulas o, ambas con una energia
de 9,0 MeV. (a) Calcular el Q de la reac-
cion. () Caleular la dller:nu- g
energla cin wrticulas
ergia Tinétiea Inicial del protén
L s e atheend
829 La masa en reposo del JIAl es
26,98154 uma. Hallar la masa de loy
nilcleos producto en las siguientes reac-

() TANn, AL,
(b) "Al(p, Mg,
() "ANd, p*AL
(@ A, Mg, Q
8.30 Probar que el Q de una reaccién
nuclear M{(mi, my)M; esti dado por

= Edl + (m/Mp)] —Ed1— (my/Mol

de E es la energia cinética de la
particula_incidente y Er es la energia
cinética de las particules my obervadas
a un dngulo de 90° con respecto a la
Siteccitn de 18 particata inctiente.

831 Para las siguientes reacciones,
Rallar ol umbral de energia del proyec.
Uil en el sistema de referencia L, supo-
aiendo que el ndcleo que hce i Hines
o (@) “N(z p)"0; (b)

Q = 7,722 MeV;
Q = 1,594 MeV;
Q = 5,497 MeV;
6,693 MeV.

o
832 Se bombardea una muestra de
silicio natural con un haz de deuterones
de 2,0 MeV. (a) Escribir todas las reac-
clones posibles en las cuales se produce
un protén o una particula =. (b) Hallar
en cada caso la energia cinética de la
particula producida en el sistema de re-
ferencia C y su energia cinética mixima
y minima en ¢ mismo sistema de refe-
rencia C.

A energias_relativamente bajas
{iommicas) Ta:seckidn oicas de.caprura
neutrénica_para muchas sustancias es

veloci-

observar cuando se bombardea el HC

dad del neutrén. Esto se denomina ley
1.
logaritmo de ia
neutrones térmicos en funcién de la
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energia_cinética del neutrén bombar-
deante?
834 Suponiendo que la seccién eficaz
de captura del “Au para neutrones
sigue lIa ley 1/ (ver el problema 8.33)
‘que su seccién eficaz de captura para
neutrones térmicos (0,025 V) es 99 b,
Ballar In secclén efcas de sbrorcin del
u para un neutrén de 1,0 eV. ;Qué
e:pelnr ‘debe tenct una hoja de oro para
e absorba el 20 % de un haz de neu-
fones de 1,0 eV
835 Una hoja de tantalio de 0,02 em

un haz de neutrones térmicos
100 N m- s, C
reaccién Ta (n, )
nicleo ™Ta con un: media de
i Inmmediatamente después
la irradiacion, ene una .cuuaad
e 1,23 x 107 desintegraciones
gundo por cm. Hallar (s) el nimero de
nicleos de 1%Ta formados, (b) a seceién
la reaccién (n, v) qne pro-

836 Una limina de acero borado de
las que se usan en los reactores nucleares

de espesor y contiene
boro. Las secclones eficaces del hierro
boro para neutrones ripidos son
25b y 755 b, respectivamente. () H
lones eficaces macroseopicas
et da cada asi s oy S
mentos en la limina de acero borado.
(b) Qué fraccion de us eutro-
nes se absorbe al atravesar esta limina?
(©) Caleular la_seccién
coplen de la limina 4f of contenlde de
umenta al 3%. (La densidad del
boro € 25 x 10° kg m
acero es 7,0 x 10° kg m-3).
8.37 Se dirige un baz de neutrones de
370 keV a una limina de aluminio de
sor. Si la seccion eficaz

ara ¢l aluminio es de 3 mb,

Yura 814, determinar la fraceién de

neutrones capturados. La densidad del
1

838 Repetir el problema 8.7 para
un haz de neutrones cuya energia es
de_aproximadamente 45 keV. La fi-
gura 8-14(b) muestra un pico de unos

18 mb en la seccion eficaz de captura
a 45 keV.

839 La seccion eficaz de captura del
1B para neutrones térmicos es

o men b. ;Qué es

una capa de '*B’ pai

le un haz incidente de neutrones tér-
micos? (Densidad del boro: 2,5 x 1
kg m

840 Probar que el °Li es estable res-
pecto a la fision analizando todos los

Anilogamente, probar que el *
“He son inestables respecto a la fision.
841 En la fotofisin del U en WKr,
Ba y tres neutrones, calcular, a partir
de las diferencias d energla
total liberada. Coinparar gla
con ' Iniclal de repulsion coulombiana
de los dos fragmentos cargados, supo-
niendo que éstos estin en contacto en
el momento de la fision.
842 Caleular Ia energla necesaria para
dividir un niicleo de *He en: (a) *H y p;
(@) *He y n. Explicar la diferencia entre
estas energias en funcién de las propie-
farters et
843 Demostrar que la energia libe-
Fada en la fision del uranio (185 MeV por
o) se exuivalmts o sy
qué rapidez deberd ﬂllanlm
s para que genere 1
Botencial? jCutato tiempe ardr 1 kg
le uranio en consumirse suponiendo que
g-nm continuamente 1 MW de poten-

¥ uede probar que la fision es-
vonlintl ocurrird si a,A/a,2* = 25 A/Z*

n
zicker, ec. (7.11). G
para el #Xe, el Ce, el *%Hg, el ]

845 Calcular la energia de excitacion
del nicleo producido cuando un neu-
e capturado por cada uno do los
sigulentes nuclzns =Th,
Py, Cudles de estos i
Cloos ssparariamaos us Tocsen Bslonables
por neutrones térmicos
846 (a) .cm deber sera temperatura
media_de
e T fasion tenga logar? [Sugerencias



Podemos estimar esta temperatura cal-

~ 101 m.] (b) Calcular la energia libe"
rada en la fusion de dos nicleos de deu-
terio en una particula alfa.
847 Qué energia se libera en el
ceso de fusion 3 ¢He —15C? Este proceso
ocurre en las estrellas en la_ segun
etapa de la sintesis nuclear. Determinar
la potencia generada por_este proceso
en una estrella en la cual 5 x 10° kg de
“He por segundo se lusiunan en
848 El ciclo del nit
ot e a3 it s e
bono dado en la ec. (8.35). Comienza
con la captura de un foton por un ni-
cleo de N, Después de sucesivas reac-
clones, en tas cuales estin (nvolncrndm
los nucleidos 1°0, **N, e
ok g8 T og reamerer r!suuamln n
fusion de cuatro protones en una
ticula a. (a) Escribir en detalle Tos aife-

Problemas 387
rentés pasos del ciclo del nitrégeno.
{b) 4Cubl e 1a energia total liberada en
este ciclo?
849 Probar que para dar cuenta de la
energia producida por el sol, su masa
debe disminuir a razén de 46 x 10° kg
tempo. debe transcurrie
para ‘que la masa Gel sl disminuya en
19 (masa del sol = 1,98 x 10% kg)?
850 (Cuinto tiempo debe transcurrir
para que la duracion del afio aumente
en un segundo debido a la pérdida de
por_radiacién? (Ver el
problema_anterior.) Recordar que el
riodo del movimiento de un pl
alrededor del sol es inversamente pro-
porcional a la masa de este wltimo,
Suponiendo que en el sol la razén
ala cual el hidrégeno se fusiona en helio
ha permanecido constante desde el prin-
cipio, mostrar que la edad del sol debe
ser del orden de 2 x 10 afios. La eda
estimada del sol, basada en otros calou-
los, es del orden de 101 afios.
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9.1 Introduccion

Concluiremos nuestro estudio de la estructura de la materia considerando breve-
mnuusumdnduumqueuu construida toda la materia. Estas unidades son las
particulas
ite, En st texto homos oacentrado husta ahord s sigulentes partcales: o prota,
el neutrén, el electron, el positrén y el neutrino. A esta lista debemos agregar
fotén, que también se considera una particula fundamental. Las tres primeras
particulas parecen ser las inicas necesarias para explicar la estructura de los
itomos y de los nicleos. EI positron no es necesario para ese fin, su exis-
tencia confirma I validez de las ideas relativistas y cuénticas cuando se aplican
al reino de las particulas fundamentales (esto requiere un andlisis matemitico
que estd por encima del nivel de este libro). Aparentemente el neutrino es nece-
sario para satisfacer tres leyes bisicas: las leyes de conservacion de la energia,
del momentum y del momentum angular. Finalmente, el fotdn es el portador
de la interaccion electromagnética entre particulas cargadas. Esto es: se describe
la interaccion electromagnética de dos cargas como un intercambio de fotones
(ver la seccion 1.6).

iPodemoy wperar qus existan mds particuas fundamentals? Razenands poe
analogia podemos esperar que la interaccion fues tre protones y neutrones
también necesite que haya una particula .mudm, e pedacnos Tagaer pioe
(derivado del nombre meson = que se le dio originalmente). También la inter-
accion gravitacional entre dos masas requeriria que hubiera otra particula por-
tadora, que lamamos gravitdn. Analogamente, Ia interaccion débil estaria asociada
con una particula portadora que podemos llamar particula W. Los piones han
sido observados en los rayos cosmicos y se producen en grandes cantidades en
los aceleradores de alta energia, pero todavia no se ha encontrado evidencia
experimental de la existencia del graviton o de la particula W.

En los tltimos 30 afos se han observado muchas otras particulas (a veces
predichas, otras insospechadas). Algunas se comportan de una manera bastante
extrafia no habiéndose encontrado todavia una razon para su existencia. Mds
de 30 particulas relativamente estables (vidas medias mds largas que 1010 ) han
sido identificadas. También se ha identificado cerca de 50 particulas de vida
extremadamente corta (vidas medias menores que 10-2 s) a las que se suele
llamar resonancias. Estos descubrimientos han sido posibles por la construccion
de aceleradores de energia muy alta que producen particulas de varios GeV de
energa y por el perfeccionamiento de las técnicas de observacion de particulas.

# hculead nclupen an chraars. de;slabls; di buriajer 3 dé-chlrpe. 3 1ts
emulsiones fotogrificas (en todas las cuales las particulas dejan trazas visibles),
diferentes tipos de detectores — como los contadores de Geiger-Maller, de cen-
telleo y de Cherenkov —, y circuitos electronicos bastante claborados. No entra-
remos aqui en la discusion de estas técnicas experimentales, aunque algunos
de los dispositivos de deteccion de particulas estin descritos en el apéndi-
ce VIL

Como la complejidad matemitica e la teoria de particulas fundamentales va
mucho més alla de la introduccién elemental a la mecinica cudntica dada en el
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capitulo 2, el tratamiento del tema que haremos en las piginas que siguen seri
fundamentalmente cualitativo y descriptivo.

TABLA 9-1 Particulss fundamentales

om, | M8 en [ Energa | Carga | Espin
Particuls | S0 | onian| reposo, | des de | des de 1| paricla
des de mg|  MeV.
Bosones de masa nula
Gravitén (?) 3 0 0 0 2 [
Fotén Y 0 0 0 1 Y
Leplones (fermiones)
Neutrino v 0 0 0 + v
n e 1 o511 | —1 4 e
Muon w | 2068 [ 1057 | —1 + u
Mesones (bosones)
Pion = 2739 | 10 | 41 0 -
= 2642 | 135 0 0 =
Kaén K+ 966,7 494 +1 0 K-
Ke | 9746 | 408 0 0 Ke
Meson 7 074 549 0 0 ”*
Bariones (fermiones}
Nucleones
roton pro| 18362 | 9383 | +1 3 s
neutrén ne | 18387 | 9396 0 3 e
Hiperones
lambda 2184 | 1116 0 4 A*
sigma 2327 | 1189 1 3 =
2333 | 192 0 3 o
2342 197 | —1 i £
xi 2573 | 1315 0 3 E
2585 | st | —1 4 2
omega 3276 | 1674 | —1 3 o

9.2 Genealogia de las particulas

La tabla 9-1 presenta una lista de particulas conocidas (circa 1967) (excluyendo

las resonancias) y de algunas de sus propiedades. La fig.

9-1

muestra la cronologia

del descubrimiento de estas particulas. Las tres cantidades bisicas que se usan
para nununm las particulas son la masa, la s cig s el espin; més ld:hnu
iculas

daremos

otra:
agrupan en enses femblasscobtormi /g arasy y a u idersteit dombsasie:



N
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Electrin o
l Fotén = 1
L L | I | |
k }— t }
1900 1910 1920 o0
b
Neutrén Neutino,
Protén Neutrino. Resonancias
Fig. 9-1. Cronologia del descubrimiento experimental de las particulas fundamen-

tales. Algunas particulas fueron previstas teoricamente antes de su_observacién
mental y otras fueron observadas incsperadamente. (Adaptada de C. Swartz,
The Fundamental Particles, Addison-Wesley, 1965.)

() bosones de masa nula, (b) leplones o particulas livianas, (c) mesones o par-
ticulas de masa intermedia, y (d) bariones o particulas pesadas. (En el capitulo 13
se explicard el porqué de los nombres boson y fermion agregados a esas particulas
en Ia tabla 9-1, pero podemos adelantar que los fermiones obedecen el principio
de exclusion y los bosones no). Los bariones y los mesones estdn sujetos a las
cuatro interacciones, es decir: la fuerte, la electromagnética, la débil y la gravi-
tacional. Los leptones no son sensibles a las interacciones fuertes, los fotones
st ineilslor oo ia Inarscetn: ssasomaguétic ¥ os gavitanes con I
gravitacio

Dl - e ke S gnttn. 3 g A et piesfosblvie- ot
pecto a las particulas fundamentales es que sus masas no parecen tener regula-
ridad alguna. Por otro lado, las particulas son neutras o tienen carga = ¢, lo
cual debe estar estrechamente relacionado con la ley de conservacion de la carga.
Ademés todos los fermiones tienen espin 4 excepto el Q- que parece tener un
espin 3, y los bosones tienen espin cero (mesones) o entero (foton). La mayoria
de las particulas tienen también un momento dipolar magnético.

El espin del foton se infiere de que todas las transiciones radiativas en las que
o partala; A nbcles W 1o Vs ol et o shaorbe {toie sshe
rigurosamente prohibidas si los estados inicial y final tienen momentum angula
total nulo. Esto demuestra que el foton tiene un momentum angular Tntrinseco
o espin. Un andlisis més detallado que omitiremos indica que el espin del foton
es 1 porque el foton esti asociado con un campo vectorial: el campo electro-
magnético. Como la masa en reposo del fotén es cero, se puede demostrar que
su espin puede ser paralelo (a; =+ 1) o antiparalelo (m, = —1), pero nunca

(my=0) a su EI primer caso 4 la radia-
G potacizaia eh sl Ws6dire 'y o seginil 4°I polassade e seutido, dé.
trogiro. Este resultado es equivalente a decir que el campo clcctrongneum de
una onda plana es perpendicular a la direccion de propagaci
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9.3 Particulas y antiparticulas

Con cada particula hay asociada una antiparticula. La iltima columna de la
tabla 9-1 da la lista de antiparticulas. Una antiparticula se designa con el mismo
simbolo que la particula agregindole una barra encima. (A veces se omite la
barra para simplificar.) Las antiparticulas tienen la misma masa y ¢l mismo
espin que las particulas pero propiedades electromagnéticas, como la carga y el
momento magnético, opuestas (otras propiedades que mencionaremos mis ade-
lante tambiéa son opuestas). Cuatro particulas — el foton, el graviton y los
mesones =0y 19 — son sus propias La existencia
es una exigencia de la relatividad y de la mecinica cudntica. Dirac predijo anti-
particulas antes de que fueran observadas experimentalmente. En algunos casos
todavia no se ha i pero se supone
teéricamente que existe. En la fig. 9-2 las particulas y antiparticulas estin dis-
uestas de un modo més simétrico. EI positron fue la primera antiparticula que
se observo; el fisico norteamericano Carl Anderson, en 1933, analizando los rayos
cosmicos con una cimara de nicbla, la observé. Un grupo de la Universidad de Cali-

Particulas Antiparticulas

§

Energla en reposo, MeV

ol i

Fig. 92, Particulas y antiparticulas ordenadas conforme a su energfa en reposo
y @ su carga.
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fornia observé por primera vez los antiprotones en 1955; los antineutrones fucron
observados poco después.

En el caso del neutrino hay una propiedad importante que distingue la par-
ticula de la antiparticula y que es consecuencia de que su masa en reposo sea
nula (y de que la paridad no se conserve; ver la seccion 9.6). Un neutrino siempre
tiene su espin en direccion opuesta a la de su momentum (que estd en I direccion
del movimiento), mientras que un antineurino tiene el momentum y el espin
en la misma direccion (fig. 9-3). Se dice entonces que un neutrino tiene helici
dad (designada con /) negativa igual a —1 y que un antineutrino tiene helicidad
posiliva, igual a -+1. Se encontr6 esta propiedad analizando la desintegracion
de piones y de muones y la desintegracion p (ver la seccion 9.4). Otras particulas
de espin § que tienen masa en reposo no nula (como los electrones) pueden tener
helicidad positiva o negativa indistintamente lo mismo que sus antiparticulas;
esto es, & = 1.

» p?i =
Fig. 9-8. El neutrino y el antineu

trino tienen helicidad opuesta.

Neutrino, »  Antineutrino, v

Helicidad negativa Helicldad positiva

Una particula y su antiparticula se pueden combinar desapareciendo o aniqui-
lindose. Su energia total, incluyendo la energia en reposo, reaparece en forma
de otras particulas. En este proceso es necesario satisfacer varias leyes de con-
servacion. Por ejemplo, el electron ¢ y su antiparticula el positron * se pueden

aniquilar emitiendo fotones; este proceso se denomina aniquilacion de pares de
zlzclmnzx. Si sus espines son opuestos y su momentum angular relativo es cero,
el proceso es

e et 2y ©.1)

Se emite dos fotones por la conservacion de la energia y del momentum. Si ¢l
electron y el positron estén en reposo en el laboratorio (que coincide entonces
con el sistema C de referencia), la energia total disponible es 2mec? = 1,022 MeV
y el momentum total es cero. Si se emitiera un foton de energia E, = 2mec
tendria un momentum py = E.Jc = 2mec y se violaria el principio de conserva-
cion del momentum, ya que el momentum inicial es cero. Para conservar la
energia y el momentum deben ser emitidos dos fotones iguales en direcciones
opuestas. Cada foton debe tener entonces una energia igual a mect = 0,511 MeV.
Se observa fotones de esta energia cuando los positrones emitidos por una sus-
tancia con radioactividad §* atraviesan la materia. También se debe conservar
el momentum angular y si el electron y el positron tienen sus espines en diree-
ciones opuestas, los fotones también deben tener sus espines opuestos, lo cual
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Pprotén-antiprotén. (Fot cortesia del taboratorio Na

requiere que tengan la misma polarizacion circular (o que estén polarizados en
direcciones perpendiculares). Cuando el electron o el positron (o ambos) no estin
en reposo en el laboratorio, se puede, usando las leyes de conservacion de la
energia y del momentum, realizar el calculo de la energia y el momentum de los
fotones en el laboratorio. Notar que en la ec. (9.1) también se conserva la carga.

La aniquila tiproton es un proceso més complejo que involucra
la produccion de varias particulas, la mayoria pi fig. 9-1 se muestra
una aniquilacion de este tipo (que tuvo lugar en una cimara de burbuj
rrespondiente al proc

ion pre

) co-

P+ pm > An + 4x 2RO (9.2)

antiproton incidente se aniquila con uno de los protones del gas de la cimara.
Si la carga se conserva, el nimero de piones positivos debe ser igual al de negati-
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vos. Es dificil decir cudl es el nimero de mesones =0 producidos, ya que no dejan
trazas en la cdmara. El nimero total de particulas producido depende de la
energia disponible.

se puede producir si una particula y su antipar-
ticula. La fig. 9-5 ilustra la produccion de un par electron-positron por un foton
que entra en la cdmara de nicbla por la izquierda; el proceso es

Yo 4ot ©3)

La traza del foton no es visible. Evidentemente, para que se produzea un par
de electrones, el foton debe tener una energia por lo menos igual a 2mect=1,022
Ia ec. (9.3) se conserve la energia y el momentum, el proceso
de un nicleo que, por su acoplamiento electromagnético con
i la energia y ¢ momentum necesarios para la conservacion de
or esta razon que la produccion de pares de electrones

rad inteass ea los msteriales que ticnen nbmero atéesico alto (como ol plomo),
e los mismos proveen un acoplamiento electromagnético més intenso con

i ]nr dectrin-potition. La produccion de pares electronicos es uno de los prin-
an cuenta de la absorcion de fotones de alta energia en

Fig. Produccién de un par eletrén-positrén. (Fotografla cortesia del Labora-
torio Nacional de Brookhaven.)
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diversos materiales; (a baja energia el proceso més importante es el efecto foto-
eléctrico y a energias entre 0,1 MeV y 1 MeV lo es el efecto Compton. Ver la
seccion 1.9 y la fig. 1-19).

Andlogamente, sc puede producir un par protén-antiprotén en una colision
proton-protén de alta energia conforme al esquem:

S AR S ©4)
(Este proceso no es ¢l Gnico que puede ocurrir en una colision proton-protn.)
El grupo de la Universidad de California uso este proceso en los experimentos
que condujeron al descubrimiento del antiproton (ver el ejemplo 9.2). Para que
el proceso (9.4) ocurra, ¢l umbral de energia cinética del protén incidente (si el
proton blanco estd en reposo) tiene que ser de por lo menos 5,64 GeV (para
el cdlculo de este valor ver el ejemplo 9.3).

Nuestra galaxia parece estar compuesta principalmente de particulas (y mo
de una mezcla uniforme de particulas y antiparticulas) y esto la hace estable
respecto a aniquilacion. Empero, nada lmplde In phhitiad ds gus oiras gaa-
xias estén aunque no hay evi-
dencia alguna en apoyo de esta hipotesis. D toiet moos o inerisnts especular
3ol Lo opuriel dun plazia i ntigrlxia:chucaran Low ssrefior
han sugerido q
clismo podrian ser la causa de algunas explosiones umwadas en galaxias distantes.

BJEMPLO 9.1. Discusién del positronio, que es un sistema compuesto de un elec-
trén y un positrén girando alrededor de su centro de masa, similar al sistema elec-
trén-protén del hidrégeno.

Seluctdn: Cuando un postrin ¥ un elestsén 8o acstoan, pusden formar un sistema

estable cuyos estados estacionarios se calculan del mism 0 que los estados

estacionarios del hidrégeno tratados o  1a secsin 3.2 Recordando i ec. (.7 vemos

i cato del positronio las dos particulas tiefien Ia misma mats, es deck, que

o que la constante de Faydberg correspons i ntro-

peimtdlalid ol nla ¢ s oy ‘Para los niveles de snergla
estacionarios del posi

Los verdaderos niveles de energla estdn dados por una expresion més compleja
porque hay que introducir correcciones relativistas. EJ positronio tiene una vida
transitoria  causs de la posibilidad do aniquilacién del par conforme a la ¢e. 0.1)
Si el par electron-positrén se mueve con momentum angular orbital nulo (como en
ol cstado fundarmental 19 105 espines son antiparalelos festado singlete 1), as dos
particols se aniquilan eventuslmente produciendo dos fotones, polarizados circalar-
mismo sentido s linealmente en planos perpendiculares,
como se explico anteriormente. L medla del extado singlete es 1,2 x 1010
S5 sus svpines son. pacalelos (stado triplete ), a coservacion del momentum
angular y otras reglas de seleccion relacionadas con la simetria del sistema prohiben
la desiniegracién en dos fotones. En este caso el par positrén-electrén se aniquila
produciendo tres fotones. En ambos casos las energias de los fotones deben sumar
1,022 MeV, que es Ja energia total en reposo de Jas dos particulas que se aniquilan.
La vida media del estado triplete es 1,4 x 10~7 5. Martin Deutsch confirmo la exis-
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I:ndl del postrenio en 1051, Cuando un ez de postrones se mueve a travis do un
as parte do los positrones forman dtomos de pasitronio ani

Sociiilidades de Tormacion e porltronio sm ls satados snglete y tefles estée on In
proporcién 1 a 3. Como en el Loy o triplete el positronlo tlene una Vi

large, pusde intervenir en reteclones quimicss can los itomos o moléculas del gas
Es asf que se ha observado halogenuros de positronio. Estos “‘compuestos” acortan
In vida del positronio porqus ek positrén s¢ pucde aniqullar con otro Slctrén del
tomp o molécula que tanga espin opuesto. Actusiments so esté realizando una
investigacién intensa sobre la “quimica” del positronio.

EJEMPLO 92, El experimento del antiprotén.

Sobuedes E1 experimento que llevé al descubrimients del ntiprotén es poutblements
o do los més interesantes en In fisea de lss particulas fun dlmenhl:t El objeto
mento era detectar particulas que fuvieran carga —
Incidir un haz de potanes, acelrados hasta 6.2 GeV el evatron ot Uivesidad
de California, sobre un blanco spevpiats
dando lugar s varias ot
ciéndose particulas K, aiguns Blanco
Mdlante un mdn do deiscelen M, 16 oo jjProtones de 62 GeV
seleccionaron sélo particulas negativas,
1as cuales pasaban a través de una aber-
tura en el blindaje (nl_ 96 Eain ﬁ[, o5
s S son detectores d
Setactares de Corenkov. Etos delectores
n construidos de modo tal que son
Sensblessélo a particulas con energia en
un clerto intervalo (ver el apéndice VII).
Entre S, y 5, se colocé un sej imin
, deflector, que hacta do selector de
momentum, ‘ya que el radio de la tra-
yectoria estaba fijado por la posicién de
fos  detectores, deflecténdose hacia S,

Segundo imin
deflector

s

magnético para
in momentum p = 1,10 GeVJe, que o
Igeramente menor que el que tondrian
la mayoria de los antiprotones al produ-
e (78, Gev .

Fig. Arreglo experimental
B antiprotén.

A través del imin M, pasaban muchas particulas de carga negativa (K-, =-, )
,unos pocus antiprotones (se estimé qus In proporcién era de un antiprotén por
cada 40 culas). Era necesrio determinar Ia velocidad de las ulas
para dentifiar Jos aniiprotones. L selocidad. de n' antiproton de 1,19 GeVie
£40,78¢, mientras que Ia velocidad de un plon el mismo momentum es 0,09, Lo
detectores de centalle S, ¥ S, stabian 12 m uno de otro, E tiempo necesaio para
que un antiprotén y un pion con estas velocidades fueran de 5, a S, era 5,1 x

%10+, respectivamente. Por 1o tanto, se puso S, y 5, en coincidencia ot
dada de modo que dieran una sefial 5610 si 105 pulsos de S, y S, estaban separados
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por un intervalo de 5, 5. Luego, se podia considerar 1a observacion do estay
D claaaatas ol atis aowie oa indicacién del pasae de sntiprotanes. Sin

5, o1 Tondo do mesoncs cra tan Intenso gue fub hecetarlo tomar otras Brecaclonss
para eliminar las coincidencias nr,cldtmnlcs debidas al pasaje de dos piones diferen-

el s 0,760 5 0,78 Cuus Tow Ar fprotones Nogaon o os deteetiees do Co:
renkov su velocidad habfa disminuido a ‘aproximadamente. Por lo tanto, C;
70-ora sensible a los antiprotonss, ero sl & 103 mesones; oh Gy s daDa 1a stuacion
Alvea Ttoncin, b e s enpive, o8 Sonddabe o dStSGt Bl a0
anticoincidencia y el C, en coincidencia con las sefiales de S, y Sy
axvertmentalore fabian oué e sndiprotdn habid abravsade e

S, y S, registraban pulsos retardados en 5,1 x 10-*s, (b) C, no registraba un
ey (9 Gy Tegistraba un pulso. A modo do oom))mhaclﬂn adicional, se variaba
el campo magnético de M, y 5610 se recibfa pulsos cuando el valor del campo corres-
pondia al tiempo de vielo preescogido para 1os antiprotones. El exparimonio — rea-
lizado por Chamberlain, Segré, Wiegand ¢ Ypsilantis en 1955 — tuvo gran éxito
¥ confirmé Ia existencia del antiprot

9.4 Inestabilidad de las particulas

Los procesos de creacion y aniquilacion tratados en la seccion precedente y los
procesos de desintegracion § tratados en la seccion 8.4 son manifestaciones de
una propiedad més general de las particulas fundamentales: su inestabilidad.
En otras palabras: dadas las condiciones apropiadas, las parltculas fundamentales
pueden transformarse en olras parliculas como resultado de su interaccion. Pronto
aclararemos qué queremos decir con las condiciones apropiadas. Las particulas
inestables sufren desinfegracidn espontdnea con una vida media bien definida.
La tabla 9-2 muestra los modos de desintegracion y las vidas medias de las par-
ticulas inestables. En los casos en que es posible mas de un modo de desintegracion
se da también la probabilidad relativa de cada modo. En algunas desintegraciones
aparecen antineutrinos; esto se debe a una ley de conservacion (la de los lep-
tones) que se tratard en la seccion 9.5. Notar que solo cuatro particulas (y sus
antiparticulas) son estables respecto a la desintegracion espontaneas: el foton, el
neutrino, el electrén y el proton. De todas las particulas inestables, la que tiene
vida media mas larga es el neutron. Esto puede explicar por qué la materia esti
compuesta de electrones, protones y neutrones. Notar que los mesones tienen una
vida media del orden de 10~ s (con la excepcion del =0y el 79) mientras que
las vidas medias de los bariones son del orden de 1010 s
Una condicién necesaria — impuesta por la conservacién de la energia — para
que haya desintegracion espontdnea es que la masa en reposo de la particula
Sea mayor que la suma de las masas en reposo de las particulas hijas.
Ademis de la energia, se supone que se conservan el momentum y el momentum
angular. Usamos esta hipotesis como guia al analizar las desintegraciones de las
particulas fundamentales.
El muon negativo fue la primera particula inestable que se observo (ver
Ia fig. 9-1). Fue descubierto en los rayos césmicos en 1937. La desintegracion
de un muon siempre da lugar a la aparicion de un electron. Estos electrones
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Fig. 9-7. Desintegracion de un mes6n =~ seguida por la desintegracién del muon.
(Fotografia cortesia del Laboratorio Nacional de Brookhaven.)

tienen un espectro continuo de energia similar al encontrado en la desintegra-
cion § (fig. 8-11), con una energia cinética mixima de 53 MeV. Deducimos de
estos dos hechos que la desintegracion del muon no puede ser un praceso de dos
cuerpos y que se debe producir por lo menos dos purﬂnul.n neutras ademés
del electron. mixima del electrén es mucho mayor que su energia
en reposo (0,5 MeV), su momentum maximo es

Pmax % Emax/c = 53 MeV/e.

tum méximo corresponde a la emision de las otras dos particulas
en direccion opuesta a la del eh-rlrlm, debiendo ambas particulas llevarse un
momentum total de las son neutrinos, su energia total
V. Luego, Ia energia total \iberada en In desintegracion de un muon
nadamente 106 MeV, que es précticamente la energia en reposo del
abla 9-1). Se ha medido independientemente el espin del muon habiéndose
encontrado que es 4; la ley de conservacion del momentum angular es entonces
otro factor que prohibiria Ia desintegracién de un muon en un electron y un
neutrino, ambos con espin 3. permite, sin embargo, que un muon se
desintegre en un electrén y dos neutrinos. En consecuencia, podemos suponer
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TABLA 9-2 Modos do desintegracién do las particul
Particula Modo de desintegracion | ot ‘o | Vida media, 5
Fotén Estable
Neutrino Estable
Leptones| Electrén Estable
M woe vy 1,52 x 10
Pion oty 00 %
Setdy ~10+ 1,80:x 10
) 99 =
Sytede 1 8§ xi¢
Kaén Ko+ v 3
S i 21
e 56 s
SR et gy 48 S840
e s 34
Sk 17
Mesonea Keomtiel iy 18
St fuThy 14 5
Sme fa g 63 42610
13
TG g e 35 -
5 o 60 x 10
Eta Wy 33
>® Ayt y 20
s 20 <10
Rt e o 22
S rmty 5
Protén Estable
Neutrn | n0>pe 4 e+ 3 7,0 x 10°
Lambda | A®—>pt + = 6 Tt
e 34 g
Sigma P 53 =
L 2 56 x 10
Batlonte A+ <7 x 10
Tt 11X 10
xi EEOE 2,0 x 10
= At 12 x 10
Omega At + K- 50 P
R 50

* Para obtener la desintegracion de las antipartfculas, reemplazar todas las partfculas
por antiparticulas en ambos miembros de las ecuaciones.
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con fundamento que se puede representar la desintegracion de un muon negativo
mediante el modo de desintegracion dado en la tabla 9-2.
El pion fue la particula que se observé a continuacién. Fue descubierto en 1946
en emulsiones fotogréficas especiales (ver el apéndice VII) expuestas a los ey
cosmicos y producido artificialmente poco después (por medio de proto
ferados ¢n @1 sincrotrén de Berkeley). EI Tisieo japonés Hideki Yukawa habia
predicho en 1935 la existencia de esta particula para explicar el corto alcance
de las fuerzas nucleares (ver la seccion 9.8). Los muones que resultan de la des-
integracién pionica tienen sisteméticamente una energia cinética fija de alrededor
de 4,1 MeV, lo cual indica que dicha desintegracion es un proceso e dos cuerpos.
En consecuencia podemos suponer que en la desintegracion pibnica se emite,
ademds del muon, un neutrino en direccion opuesta. El momentum de un muon
con la energia cinética mencionada es 20,5 MeV/c, y éste debe ser también el
momentum del neutrino. La energia del neutrino es entonces 29,5 MeV. Por lo
tanto la energia total liberada en la desintegracion de un pion es 105,7 MeV -+
+4,1 MeV + 29,5 MeV = 139,3 MeV, que concuerda aproximadamente con la ener-
gia en reposo del pion: 140 MeV. Podemos suponer entonces que el esquema de
desintegracion del pion es el que se indica en la tabla 9-2. Concluimos de la des-

Mestn x de 15 MeV Mesin . do 17 MoV que sate
Ia emulsion en

pe - n i

-

Mestn = de 43 MeV
Fig. 9-8. Desint n del mesén K en tres piones (modo =). (Fotograia cortesta
4ol Laboratorss Nacioadl de Brookhaven)
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Fig. 99 Desintegracion del meson K en dos piones (modo 0). (Fotogra
del Laboratorio Nacional de Brookhaven.)

integracién = > u* + v que ¢l espin del pion s cero o uno. El anlisis de otros
procesos que involueran piones indica que el espin es 0. 97 muestra la
desintegracion (en una cimara de burbujas) de un pion en un muon
por la desintegracion del muon en un electron. Los neutrinos producidos no dejan
traza. La observacion de estos eventos dobles es muy comi

nilogamente la fig. 9-8 muestra la desintegracion de un kaon en tres piones
en una emulsion fotogrifica. EI andlisis de los momenta de los tres piones de-
muestra que en este proceso no hay emision de otras particulas neutras, lo cual
es compatible con las leyes de conservacion del momentum y de la energia. Por
otro lado, la fig. 9-9 muestra la desintegracion de un kaon en un pion cargado
¥ uno neutro. La fig. 9-10 muestra un proceso més complejo en el cual hay inicial-
mente una aniquilacion proton-antiproton que da lugar a una serie de particulas
que se desintegran posteriormente. Se puede expresar el proceso completo mediante
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I
I
I
I
I
I

1
!

9-10. Eventos iniciados por una aniquilacién protén-antiprotén. (Fotografia
Coviesta et Laboratorie oo de Broothaven n.)

Cada proceso ha sido verificado cuidadosamente por medio de las leyes de con-
servacion de la energia y del momentum. Esta verificacion permite identificar
las particulas neutras, que no dejan trazas.

La produccion de varias particulas nuevas en una colision de dos particulas
de alta energia es otra manera en que se manifiesta la inestabilidad de una par-
ticula. Por ejemplo, en una colision proton-protén pueden ocurrir los siguientes
procesos:

e
» 9] ©.6)
P+
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Fig. 9-11. iniciados por una colisién K-p. (Folografia cortesia del Labo-
o Naloa e Brothanven )

Notar que en ambos casos se produce un pion. La colision protén-protén es el
proceso que se utiliza para producir piones en abundancia en el laboratorio.
Si uno de los protones est4 en reposo en el laboratorio, el umbral de energia del
otro protén es 300 MeV aproximadamente (ver el ejemplo 9.3). A energias ma-
yores pueden producirse otras particulas, tal como un par protén-antiproton.

La fig. 9-11 ilustra un proceso més complejo en el cual la colision de un K-y
un p+ da lugar a varias particulas que posteriormente sufren desintegraciones.
Se puede describir el proceso completo que se observa mediante

K- 4 pt > 5 + KO 4 xt
Lot 4
Len 4+ A0

Lo

©.7
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Fig. 9-12.  Eventos iniclados por un protén d los rayos césmicos que chaca con
un protén de la atmésfer

Las colisiones entre particulas a altas energias no son entonces eldsticas. Ya no
se puede considerar que las particulas se comportan como bolas de billar, lo cual
es una aproximacion itil a bajas energias.

Muchos de los procesos en que intervienen particulas fundamentales han sido
observados en los rayos cdsmicos, es decir, el flujo de particulas (protones en su
mayor parte) que caen sobre la tierra como resultado de los procesos nucleares
que ocurren en el sol y en otras partes del universo. Las particulas de los rayos
cosmicos inician una cadena de reacciones cuando interactian con los nicleos
en la alta atmosfera. La fig. 9-12 muestra una de tales reacciones. Este proceso
continia hasta que no hay energia suficiente para producir nuevas particulas y
s6lo quedan particulas estables.
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EJEMPLO 9.3. Cilculo del umbral de energfa para un proceso en el que un proyec-
1il choca con un blanco en reposo en el laboratorio dando lugar a varias particulas
nuev:

Solucion: Llamando P, y P, al proyectil y al blanco, y P a las particulas resultantes,
podemos_ escribir
P, + Py 3P

Si el momentum de P, es p en el sistema de referencia L, su energia total es
ofmy¥c + pi. Como P, estd en reposo en ¢l sistema L, su energia total es mych, La
energia total en el sistema L es entonces

E = cfmic + p* + me*
¥ el momentum !oul es p. En el gsum de referencia C el momentum de las dos

S €5 Cero, es 0 (ver el apéndice 1). Llamemos E’ a la energfa total

del sistema en el marcn de rdercnm C. Debido a la relacién energia-momentum,
la cantidad E* — c*p? es invariante frente a una transformacién de Lorentz de un
sistema inercial de referencia a otro. Luego, recordando que p’ = 0, tenemos

B —cipt = En.

Las leyes de conservacién de la energia y del momentum requieren que después
e el proceto haya tenido lugar, la energi total de los producios en e sistema C

sean ain E’ y que el momentum total sea cero. Evidentemente, la energia minima
necesaria para €l proceso corresponde sl Sas0, ¢ que'todas Tos pastioniis seten e
Tepoto en, el sistema de referencia C, de modo que la energfa total en ese sistema

s B’ = Samct. Sustituyendo Siloie i Seuneitn precedente obtenemos
miet + mict + 2mSYmiS + P = ( Samitet.
Pero si Ex es la energfa cinética del proyectil en el sistema de referencia L, se tiene
NHET P = Br o me
Sustituyendo esta expresién en la ecuacién precedente y cancelando el factor comin
& resull
(my + mpet + 2m,Ex = ( SimiPet.
Luego,
Ex = — QM[2m,, ©.8)
onde Q = (my + my— Sm)e*y M = my, + m, + Smy. La ec. (9.8) da la energia
cinética minima que debé tener el proyectil para qué ocurra un proceso dado. Si
zs 0sitivo no hay umbral de energia cinética y la energia en reposo de las particulas
iales es suficiente para producir las particulas finales. S6lo hay umbral de energia
s. o es nzgllwn. Tlustraremos el empleo de la ec. (9.8) aplicindola a dos casos espe-

=, Umbral para la produceion de un, pion en una colisisn proton T Conside-

rando un pion neutro tenemos que p* + p* —>p* + p*
— e, M = dmp 4 ma, Y my = my,

resultando

E,EMZL"L

L3 (2+ —) mec 2 200 MeV.

2m,

Para un pion cargado se obtiene un resultado anilogo.
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b) Umbral para la produccion de un antlprotén en una, eslisdn, protéprolan.
El proceso es ahora PER R P Todas las particulas tienen la
misma masa m. Lueg

mo=mp, Q= —2mul, y M =6mp
1o cual da para el umbral de energia,

Ex = (2mye®) (6mp)/2my = 6mpet

5,64 x 10° MeV

5,64 GeV.

EJEMPLO 9.4. Determinacion del momento magnético del hiperén A°,

Solueion: Describiremos ahora un experimento interesante que ilustra las técnicas
que se emplean para determinar las propiedades de las particulas fundamentales.
medicién del momento magnético del hiperdn A°. E1 método, que
es similar al utilizado para determinar el momento magnético de cualquier hiperon,
constn de tres etapas: (u) produccidn de un haz polarizado de AY, (b) paso del haz
polarizado a través de un campo magnético intenso que produce un cambio en la
direccién del momento magnético, (c) medicion del ingulo de rotacion del momento
magnético.

realizado varios experimentos para analizar la desintegracién en un campo
magnético de los A’ polarizados. Describiremos el que s realizo en 1964 en el CERN
. Un haz de piones n
mentum de 1,05 GeV, incide sobre
), donde tiene lugar Ia reaccion = + p* — A% + K.

promedio de § en

D et aiie o v < °
(también: direccidn prome

e emiion del pion de

desitegraciin en el sistema

M del A%)

Pig. 9-18. Diagrama esquemitico del zxperlmenlo para determinar ¢l momento

magnético del A°.

Se elige el momentum de modo que corresponda a la energia para la cual la seccién
eflcaz de I reaccidn es mizima, Como la encrgie d¢ la particula =~ esti cerca del
umbral de energta, 0,78 GeV (ver la ec. 9.8), el ducen principalmente
hacia delante respecto al laboratorio pnrqne il sciamente en repoes sa 4
sistema de referencia C del
' estin Tuertemente.polarizados, siendo su espin § normal al plano de pro-

duccion (el plano determinado por las direcciones de movimiento del =~ incidente

¥ el A® resultante). Se hace que los A® producidos en un dngulo entre 13° v 23° res-
Decto a 1a direccion de Incldencla pasen a través de un campo ‘magnético intenso
de 15T, perpendicular a pa Y .
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Segiin 1a ec. (7.5), ¢l momento magnético del A® se debe escribir en la forma
MA = gA(€/2mA)S,
donde ga es I raztn giromagnética del A" Empero, es costumbre escribir el momento
magnético del siguiente mod
MA = gA(mp/ma) (e/2mp)S = ua(e/mp)S,
v la cantidad que se busca experimentalmente es ua = ga(mp/ma), que da el mo-
mento magnético del A% en magnetones nucleares. En presencia de un campo mag-
nético hay un torque T = MA x ¥, por 1o que la ecuacién de movimiento del espin
es dS/dl =T, 0 sea

&S AElmS X B = — paelm B x S,
¥ 8 efectiia un movimiento de precesion alrededor de % con velocidad angular*
0 = — pa(e/mp)yB.
Si pa es negativo, la precesién de S alrededor de B es en el wnlldu hldxudu pnr la
fecha 4 on '9-13 y en sentido opuesto si uA es spués de un tiempo ¢
espin & ha rotado un dngulo 0 — § b s la velocidad del A* yila dmnncm

Que s mueve an el campo sagnético, tenemos £ = 1o y por Io tanio
B

8

09)

Luego, si se puede medir 6, es posible determinar uA en funcién de cantidades cono-
cidas.

En In préctics, la parte més interesante (y difc) del experimento es Ia medicién
466, que requicte In determinacion de 1a direccion do § despu esa
el campo magnético. Se puedo medir ! dngulo 0 observando la dlsinbncwn angular

productos de la desintegracion tienen carga, dejan trazas en las emulsiones.
En la desintegracion A® — - + p* los piones tienen una distribucién anisétropa
{aunerus métric) respecto u a dicecotn d  en o lstema de seterencia C el A
Si 4 es el 4ngulo entre el momentum del x- y S, se encuentra experimentalmente
quela dmnbuusn  angular de - en ol istema C del A% es proporcional a 1 + k cos ¢
jiado en la direccion de S. Luego, analizando la distri-
bueldn angular a6 Tos plones de desintegracion en un hax de perones A% polarizados,
guds cslarmlngs n dhccdoa o poltaclin dv oy G e adieeorf de )

3 aptener do sata forma el ingulo 0. Luoge: aphcando ta o {0.5) e puedo hal
Para realizar los célculot et precito considerar euidadosamente antidades referldas
eferencia del laboratorio v del centro de mssa del A% El valor

ido en el CERN fue ua = 0,28 magnotones nucleares. El v

obte
cho tebricamente abre la base de Ta eoria de Gelf Mann llamada “<aming Sctupl
(secclén 9.8) es — 0,95 magnstanes nucleares. EI momento magnético del A* fue
Tedido anteriormente en Brookhaven, en Argonne y en la Universidad de Calltornia
emmpleands métodor bastaste pnr:mdns ot dssutadon Muron, fepeetvumanto
15 + n, 0 + 0,6 o 139 4 07 i, La mellan made racents (1865)
mlmda ,.m Ty saiaboradores ah el Laboraterio de Brookhaven e o

* Deberamos efectuas el cdlculo empleando la mecénica relativista a causa de las energlas
involucradas. Sin embargo, usamos para simplificar un cdlculo no relativista que da el resultado
(en'lo que concieme al valor de 0) cuando el A® se mueve perpendicularmente a ‘B.
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9.5 Leyes de conservacion

En todos los procesos tratados en In seccion precedente, se ha encontrado que
las siguientes leyes de conservacion son vlidas sin excepcion:

(1) conservacion del momentum

(2) conservacién del momentum angular
(3) conservacién de la energia

(4) conservacién de la carga

Dentro de las limitaciones impuestas por estas cuatro leyes de conservacion,
Ins particulas fundamentales se presentan a primera vista como un grupo des-
ordenado de entes fisicos que tienden a transformarse unos en otros sin orden
aparente alguno. Podemos comprender, por ejemplo, que el electron y el positron
sean estables porque no hay otras particulas cargadas mas livianas en las cuales
puedan desintegrarse sin violar la conservacién de la carga. Pero, zpor qué el
proton es estable y por qué no se desintegra, por ejemplo, conforme al esquema
P+ = =t 4 v? JPor qué ciertos procesos — tales como y — e~ + p*, A > p- + =
6 =+ p* > I + *, que cumplen aquellas leyes de conservacion — no ocurren
en la naturaleza? ;Por qué tienen las particulas un espectro de masas un tanto
arbitrario?

La situacién es andloga a la de un alquimista de la Edad Media tratando de
comprender las reacciones quimicas sin conocer la estructura atomica o molecu-
lar. Los fisicos de hoy estén tratando activamente de encontrar algin orden en
este caos aparente. Afortunadamente, se ha introducido un cierto orden con el

de nuevas leyes de que se parecen més a la ley de
conservacion de la carga que a las otras tres. Estas leyes son:

(5) conservacion de los leptones
(6) conservacion de los bariones
(7) conservacion del isospin

(8) conservacion de la extraiieza

A continuacién discutiremos brevemente cada una de estas leyes.

Los datos experimentales levaron a la conclusion de que los mesones y los
fotones (y, en general, todas las particulas de espin 0 1) se pueden producir o
aniquilar en cualquier nimero (esta es una de las razones para llamarlos bosones).
Por el contrario, los leptones y los bariones estn restringidos en cuanto al ni-
mero que se puede producir o aniquilar en un proceso individual. Por ejemplo,
el proceso de produccion de pares electronicos v —» e~ + e, en el que dos lep-
tones —un electron y su antiparticula, un positron — se crean a partir de un
foton, es posible. Pero no ocurre el proceso de produccion electron-proton
Y — ¢+ p*, que cumpliria las cuatro primeras leyes de conservacion. En este
proceso (que no se observa) solo se produce un leptén y un barion. Son los hechos
experimentales de este tipo los que dan fundamento a la cuarta y quinta leyes
de conservacion.
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Conservacién de los leptones. Introduzcamos el nimero cuintico leplonico
definido como sigue: 2 = - 1 para las particulas leptonicas y 2 = — 1 para las
antiparticulas leptonicas. El nimero leptonico de las particulas que no son lep-
tones es cero. Luego:

el namero leplénico total permanece constante en cualquier proceso.

Consideremos algunos ejemplos: en el proceso v —> e~ -+ e* el nimero leptonico
del primer miembro es 2= 0 y el del segundo es 2= 1— 1 = 0. Por el contra-
Tio, en el proceso y e~ + p, que no s observa, tenemos 2= 0 en el primer
miembro y £2= +- 1 en el segundo por lo que se viola la conservacion de los
leptones. La ley de conservacion de los leptones requiere que la ec. (8.14) se
escriba en la forma

no>ptte 4y
£=0 0 41 —1 (9.10)

para asegurar que el nimero lepténico total sea cero en ambos miembros. Asi
también, la conservacion de los leptones requiere que en la desintegracion B~
se emita un antineutrino y 7o un neutrino, T
en la forma p* + v -1 -+ e*, con un mimero leptonico total 2 = — 1 en ambos
‘miembros. Es por esto que en el experimento de Cowan-Reines (ejemplo 8.6) fue
un antineutrino lo que se detectd. Notar que en las ecs. (8.15) y (8.16) para la
desintegracion §* y la captura electronica es necesario un neutrino para satis-
facer la conservacion de los leptones. Examinando los esquemas de desintegracion
de la tabla 9-2, el estudiante deberia verificar en cada caso la ley de conservacion de
los leptones y justificar que se indique un antineutrino en algunos casos.

datos. recientes (1962) parecen suge-
¥ir que los neutrinos que resultan de la desintegracion de piones no son idénticos
a los producidos en la desintegracion de muones o en la desintegracion 8.
La fig. 9-14 muestra esquemiticamente el experimento realizado por un grupo
de la Universidad de Columbia utilizando el acelerador de gradiente alternado
del Laboratorio de Brookhaven. Se expuso una cimara de chispas fucrtemente
blindada a los resultantes de la desi ion pionica =+ >t + .

Blindaje
de acero

Haz de
protones

Camara de chispas.
Fig. 9-14. Diagrama esquemitico del experimen- detectora
0w
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Los piones habian sido producidos haciendo incidir protones de alta energia
sobre un blanco conveniente. Si los antineutrinos que chocaban con los miicleos
en la cimara de chispas fueran idénticos a los producidos en la desintegracion 8,
podrian pmducir una de las siguientes reacciones: p* + v —n + &* 0 pt +y >

r el contrario, si hubiera dos clases de neutrinos solo la segunda reac-
cién estaria p rmitida. Después de varios dias, durante los cuales se estim6 que
104 antineutrinos habian atravesado la cimara de chispas, se observo cerca
de 50 procesos en los que se producian muones mientras que no se observé la
presencia de positrones. Esto sugiere que la primera reaccion estd prohibida y
que los neutrinos producidos en la dcsmtcgrumcn pionica no son los mismos que
1o= producidos en la se acos-

tumbra_escribir

T ™ v,

e vt e B ettt ve
n>ptt e+ ve PHoon et + v,
PrHve—>nteh,  pr4v->n+4 ok,

donde v, designa el neutrino asociado con el muon de la desintegracion del pion
¥ ve el asociado con el electron en la desintegracion del muon o el mucleon.

Conservacion de los bariones. Definiendo un nimero cudntico baridnico b
tal que b= + 1 para todas las particulas bariénicas, b = —1 para todas las
antiparticulas barionicas y cero para todas las particulas que no son bariones,
podemos decir que

el niimero baridnico total permanece constante en cualquier proceso.

El estudiante puede verificar que se cumple esta ley en todos los procesos
mencionados en que intervienen bariones, tales como las ecs. (9.2), (9.4), (9.5),
(9.6) ¥ (9.7), y los esquemas de desintegracion de la tabla 9-2. Como el proton
es el mis liviano de todos los bariones, su desintegracion en particulas mds livia-
nas (que no pueden ser bariones) violaria la ley de conservacion de los bariones;
esto explica por qué el proton es una particula estable. Entonces, el mundo en
que vivimos es en cierta medida el resultado de las leyes de conservacion de los
leptones y de los bariones.

Conservacidn del isospin. Enla fig. 9-2 las particulas y antiparticulas estén
agrupadas conforme a sus masas o energias en reposo. Si consideramos solo las
particulas afectadas por las interacciones fuertes (mesones y bariones) notamos
que forman mullipleles, esto es: smgle(c (n% @, A9, doblete (K* y K?, p* y n°,
20y =) y tripletes (S, 20y -, =%, =0y =).* Esto sugiere que caractericemos
cada multiplete con una cantidad Tamada isospin, tal que 2¢ + 1 da el nimero

Como el = es déntico a su antiparticulay ha sido colocado n el centro del diagrama ¥ so
o nidinas o Soufasts s e 4o ot WpotaL
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TABLA 98 Isospin (=, <), extraiiess (4) e hipercarga ()
de los mesones y los bariones*

Particulas - w B s

Mesones
1 ,0,—1) 0 0
4 &—3 1 1
0 0 0 0
3 & — o 1
0 —1 0
1 @,0—1 | —1 0
+ & —3 —2 —1
0 0 —3 | —2

* La extrafieza y Ja hipercarga de las particulas tienen signos
opuestos a los de las correspondientes particulas. Se designa
frecuentemente a los mesones y los bariones con el nombre
genérico de hadrones.

de particulas cn cada multiplete. Es decir, que = = 0,3, 1, ... para los tripletes,
los dobletes, etc. Usamos la palabra “isospin” porque se refiere a particulas que
tienen précticamente la misma masa y espin y ocupan por lo tanto el mismo
lugar en una escala de masas.* Podemos notar que tiene cierto parecido con un
‘momentum angular .J, que puede tener 2J + 1 orientaciones en el espacio carac-
terizadas por un valor de su componente Z, J;, y ésta es la razon de la raiz “espin”
cn ¢l nombre de <. Podemos entonces considerar que el isospin es un vector en
un cierto espacio representativo llamado espacio del isospin. El vector tiene una
longitud }/ (= + 1) y tiene 2= + 1 orientaciones posibles respecto al eje Z, las
cuales corresponden a los valores posibles de su componente Z dados por =, = %,
+(:—1), +(x—2)... Cadaparticula de un multiplete corresponde a un valor de =,
asignado en orden de carga decreciente. Por ejemplo, tenemos = — -+ % para los
protones y = = —} para los neutrones. Los multipletes de particulas y los de
antiparticulas tienen el mismo isospin < pero valores opuestos de . La tabla 9-3
da el isospin de los mesones y los bariones.

El isospin total T de un sistema de particulas se obtiene sumando vectorial-
mente los isospines de cada particula, empleando las mismas reglas de adicion
que para el momentum angular (seccion 3.8). Consideremos por ejemplo el sis-
tema p* + p*. Las dos particulas tienen ==} que se puede sumar para dar
un isospin resultante T =1 6 0. Pero como T; =} + 4 = 1, el sistema de dos
protones corresponde necesariamente a T = 1. En cambio, el sistema p* +n
tiene T; = 4 —4 = 0 por lo que el isospin total puede ser T = 1 6 0. Andloga-
mente, =+ + p* puede Sener-an isospin total § 6 4, pero como T, =1+14 =3,

* También se utiliza los nombres de espin isobdrico y espin isoldpico para describir esta propiedad.
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es necesariamente T = 3. En cambio =° 4+ p* y =+ P*, que tienen T, = }
y — 4 respectivamente, pueden corresponder a T = 3 &

Parece que la interaccion fucrte o nuclear es independiente de I carga. P
cjemplo, hay una evidencia experimental amplia de que la interaccion nuclnr
en los pares p* pH(T== + 1), n p(T: =0)

pendiente del valor total de T, para las
particulas interactuantes. Luego, la infer-
accidn fuerle enlre dos particulas depende
silo de su isospin total

Por cjemplo, en el proceso de disper-
io

=
£

Seccitn eficaz total

P Y
o E T

tenemos T: = 3, que corresponde nece- L
sariamente a T — 3, en ambos miembros Toargs as v WY,
de I ecuacion I sccion ficaz medida P 91 Seccin licaz en func
varia con la energia del proyectil w 0 14 energia para las colisiones:
como se muestra en la fig. 915, cur- & % HPTY () =Pt
, teniendo un méximo pronunciado
a una encrgia cercana a los 300 MeV. Sin embargo, en el caso de

7 fpt (dispersion),
=+ p*
~

®fn  (reaccion),
tenemos T, = — 4, que puede corresponder a T = § 6 §. La seceion eficaz total
observada esta representada por la curva (b) de la fig. 9-15. El pico correspon-
diente a T =  aparece pricticamente a la misma energia que en el caso anterior
=+ p* con igual capln, pero b haerva un sagndo pled cern d s 1000 MeV
que se atribuye al estado con T =

‘Com resultado del andliss de In: pmce:ns en que intervienen particulas con

interaccion fuerte, podemos decir

el isospin folal se conserva en las interacciones fuertes.

La conservacion del isospin total es una ley rigurosa solamente para inter-
acciones fuertes, pero puede ser violada en procesos con interaccion clectromag-
néucl 0 débil. Por ejemplo, en ¢l proceso observado K —x* + =, tenemos
= 4 en el primer miembro y T =16 0 en el segundo, de modo que T no se
i
Ademds de 1a ley de conservacion del isospin total, tenemos que

tanto la interaccidn fuerte como la electromagnética conservan la
componente T, del isospin total.
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Esta s una ley rigurosa que se sigue en odos los cass y es compllaments
equivalente a la ley de conservacion de la carga.

Conservacion de la extrafieza. Otro atributo inventado para caracterizar
particulas sujetas a interacciones fuertes es la exlraneza s, definida de modo
que la carga de una particula de un multiplete esté dada por

q=e(v + 3b + 30). ©.11)

Los valores de s estin dados en la tabla 9-3. Las particulas y las antiparticulas
tienen extraiieza opuesta. La ley de conservacion de la extraiieza requiere que

la extraneza total -5 debe permanccer constante en los procesos de-
bidos a las interacciones fuerte y electromagnélica.

Por cjemplo, el proceso = + p* —>n® + A9, que satisface todas las otras leyes
de conservacion, no se observa porque la extradeza total del primer miembro
es cero mientras que la del segundo es — cambio, los procesos tales como
=+ pt— 2t + Ky w4 p* - A% + KO si ocurren. En ambos casos la ex-
trafeza total permancee igual a cero. Es decir, que on todas ls colisiones pion-
nucledn (sistema que tiene extradeza cero) los hiperones se deben producir en
pares con extrafeza opuesta; este fenomeno se denomina produccion asociada.
Fue precisamente la observacion sistematica de la produccion asociada de ciertos
hiperones 1o que dio la clave de la ley de conservacion de la extraiieza.

La conservacion de la extrafieza no es una ley rigurosa; las interacciones débiles
ueden violarla permitiendo un cambio de exiraneza de + ayoria de
Ias desintegraciones barionicas (tabla 9-2) se viola la conservacion de la extra-
fieza, lo cual indica que las desintegraciones tienen lugar por medio de interac-
ciones débiles. Por ejemplo

S A4 (A= +1),

|

e +pt (AS=—1).

Los hiperones no pueden desintegrarse en bariones por medio de la interaccion
fuerte con conservacion de Ja extrafieza porque el Q de esos procesos es negativo.
Esto explica por qué los hiperones se desintegran tan lentamente (alrededor
de 10-195) en comparacion con el tiempo involuerado en su produccion o aniqui-
Iacién en colisiones por medio de interacciones fuertes, que es de cerca de 105 5.
De la comparacion de estos dos tiempos podemos concluir que la intensidad de
la interaccion débil es alrededor de 103 veces menor que la de la interaccion
fuerte.

Podriamos mencionar a esta altura que la hipercarga es otro parametro que
Se puede usar en vez de la extrafieza para clasificar particulas; se define por
#="b+0. La tabla 93 da los valores de la hipercarga. Se puede reemplazar
la ley de conservacion de la extraieza por una ley de conservacion de la hiper-
carga, debido a la ley de conservacion de los bariones y a la definicion de #.

Las nuevas leyes de conservacion que hemos introducido en esta seccion pueden
parecer convenciones mis o menos ad hoc para explicar los hechos experimentales.
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Sin embargo, ¢l que sean sistemticamente aplicables a un gran nimero de
situaciones sugiere que tienen un significado fisico mis profundo. Actualmente
Ix comef e s S con o propleindes St de o partcals u0 o counce
bien en todos los casos y constituye un tema abierto de investigaci

9.6 Invariancia, simetria y leyes de conservacion

El origen de algunas de las leyes de conservacion que acabamos de discutir se
remonta a ciertas propiedades de invariancia y de simetria de los sistemas fisicos,
las cuales consideraremos brevemente a continuacion.

Traslacién espacial. Supongamos que el espacio es homogéneo y uniforme,
es decir, que tiene simetria traslacional en todos sus puntos. Debemos concluir
entonces que un sistema fisico se_comportard del mismo modo cualquiera sea
su posicion en el espacio vacio. Utilizando una terminologia mas matematica, la
descripeion de las propiedades de un sistema fisico aislado es invariante frente
a la traslacion del sistema respecto a un sistema de referencia. Por cjemplo, sc
debe describir una molécula aislada compuesta de varios electrones y nicleos
exactamente en la misma forma cualquiera sea su ubicacion respecto a un obser-
vador. Por otra parte, sabemos que el momentum total de un sistema aislado
es constante. Se puede demostrar entonces que

la conservaciin del momentum de un sistema aislado resulta de da
invariancia. traslacional de las leyes que describen el sistema.

El sistema puede no estar aislado en algunos casos, pero el medio fisico puede
tener alguna simetria traslacional. Consideremos un electron colocado entre dos
planos infinitos paralelos que tienen cargas iguales y opuestas. Evidentemente

diciendo que el campo cléctrico producido por los planos cargados es perpen-
dicular a los mismos). asi que la del mo-
mentum en una_direccion dada es consceuencia de la invariancia traslacional de
las condiciones fisicas en esa direccion

Rotacién espacial. Si suponemos que el espacio es isotropo (es decir, que
tiene simetria rotacional en cualquier punto), la descripcion de las propiedades
de un sistema aislado debe ser independiente de su orientacion espacial respecto
a un sistema de referencia dado. Consideremos nuevamente una molécula ais-
lada: la deseripeion de sus propiedades es independiente de su orientacion res-
pecto al observador. Por otra parte, sabemos que el momentum angular total
de un sistema aislado es constante. Se puede demostrar entonces que

la conservacion del momentum angular de un sistema aislado resulta
de la invariancia rotacional de las leyes que describen el sistema.
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En algunos

st ando, Po feplo, un carapo central d fucrzas tene simetria estéica. Sabe-
I momentum angular (mptcw

2 oeniro de fuerzas) de uas partisla e w0 musevo halo I aocitn da fuere
centrales es constante. Si el campo tiene simetria cilindrica, como en el caso e
Ia fuerza que se ejerce sobre un electron en una molécula diatomica o en el de una
particula cargada en un campo magnético uniforme, la componente del momen-
tum angular respecto al eje de simeria es constante. Luego, encontramos también
que la conservaciin del momentum angular en una direccidn dada es consecuencia
de la simelria rotacional de las condiciones fisicas respecto a esa direccin.

Tanto la simetria traslacional como la rotacional imponen ciertas limitaciones
en Ia forma matemitica de las leyes fisicas; empero, este es un tema que no
podemos seguir explorando aqui.

Traslacion temporal. Invariancia frente a traslaciones temporales significa
que sl roparamoe s diserua fisico y lo dejamos evolucionar sin interferencias
, Ia evolucion serd la misma cualquiera sea el instante en el cual se lo
pnpm © en otras palabras, cualquiera sea el origen del tiempo que se el
Empleando un razonamiento més elaborado, podemos demostrar que

la conservacién de la energia de un sistema aislado es consecuencia
de la invariancia de las leges que describen el sistema respecto a la
eleccidn del origen del tiempo,

esto es, respecto a las traslaciones temporales. Tnm,o Ias leyes de la mecinica
clfisica como de la cuintica son invariantes frente a traslaciones temporales.

Transformacidn de aforo. La cuarta ley de conservacion, la de la carga,
es algo dificil de asociar en forma elemental con una transformacion de simetria
¥ una propicdad de invariancia. Podemos demostrar que

la conservaciin de la carga resulla de la invariancia de las leyes del
campo electromagnético (o sea las ecuaciones de Mazwell) frente a
una transformacion “de aforo".

En este texto no podemos explicar en detalle qué se entiende por transformacion
de aforo;* un caso simple de transformacion de aforo es un cambio en el cero
del potencial eléctrico (o escalar), lo cual no afecta el campo eléctrico o la forma
de las ecuaciones de Maxwell. Otro tipo de transformacion de aforo es un cambio
en la fase de la funcion de onda, o sea el reemplazo de ¢ por ¢®y. Evidentemente
esto no cambia la densidad de probabilidad |4/* que es la cantidad observable.

Rotacién del isospin. jHay otras operaciones de simetria que es posible
relacionar con leyes de conservacion? Hemos indicado que el isospin se con-

¢ Yer, po lemplo, Panolky y Phllps, Glasical Bletrily and Magnetism, segund sdiion
(Addison-Wesley, Reading, Mass., 1063), seccion
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serva porque la interaccion fuerte es independiente de la carga. Podemos poner
esto en la misma forma que las cuatro leyes de conservacion anteriores diciendo que

el isospin se conserva porque las interacciones fuerles son invariantes
frente a rotaciones en el espacio el isospin.

Esta invariancia significa que la interaceion debe contener los isospines 7, y 73
de las particulas interactuantes s6lo cn formas tales como 7,7, que es invariante
rotacional, pero 1o en la forma <7 que no lo es. Desafortunadamente no po-
demos extendernos mas acerca del significado matematico de los enunciados
anteriores, pero es evidente la analogia con la conservacion del momentum an-
gular en un campo de fuerzas centrales.

Reflexion de la carga. Las inleracciones eleciromagnélica y fuerle son inva-
riantes [rente al reemplazo de lodas las cargas por las de signo opueslo (esto es,

—>—q); esta operacion se denomina reflexion de la carga. Se puede demostrar
que esto conduce a la conservacion de la componente Z, T, del isospin total
en dichas interacciones.

Todavia no se ha asociado una propiedad de simetria 0 una invariancia simple
con la conservacion de los leptones y de los bariones. Hay, empero, tres opera-
ciones mas de simetria que son de gran importancia en el comportamiento fun-
damental de la materia. Ellas son: la paridad P, la conjugacién de carga C y
Ia inversion del tiempo T.

Espelo Espejo

Sistema original Imagen especular Ststema original | Imagen especolar
@ ®

Fig. 9-16. Reflexion cn un plano () del momentum, (b) del momentum angular.

Paridad. Este concepto, que ya consideramos en la seccion 2.9, se refiere
a la operacion de reflexion espacial respecto a un plano o a un punto, tal como
el origen de coordenadas. Veamos primero cuil es ¢ comportamiento de algunas
cantidades dindmicas en la Teflexion en un plano Consideremos la particula A
(fig. 9-16a) que se mueve con momentum p. La Irmagen especular d Aoy vhen
particula A’ que se mueve con momentum p’ tal que py=pj, p. = — P,
donde || y L indican respectivamente las direcciones paralela y perpendicular
al plano. Consideremos ahora una particula moviéndose como se muestra en la
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fig. 9-16(b) con momentum angular L. La imagen especular de A es otra par-
ticula A’ girando como se muestra en la figura y que tiene, por lo tanto, un mo-
mentum angular L' tal que Lj—=—Lj, L, — L. Vemos entonces que en la
reflexion en un plano, p y L sc comportan de modo diferente. Por esta razon
se dice que p es un vector polar y L un vector azial. Todos los vectores que
aparecen en Jas leyes fisicas son polares o axiales. El estudiante puede verificar,
examinando la fig. 9-17, que el campo eléctrico es polar y que el campo mag-
nético es axial. El vector fuerza también es polar.

Espejo. Espejo

Sistema original | Imagen especular
@
Fig. 9-17. Reflexion en un plano (a) del campo eléctrico, (b) del campo magnéti

Sistema original Tmagen especular
)

Las leyes de la mecénica clésica son invariantes frente a reflexiones, es decir,
frente a la operacién de paridad P. En otras palabras: si un sistema fisico dado
satisface las leyes clisicas de movimiento, su imagen especular también satisface
Ias leyes de movimiento y puede existir en la naturaleza. Esto significa que en
el enunciado matematico de las leyes de la fisica clisica las cantidades polares
y axiales deben aparecer de modo tal que la reflexion espacial no cambie las
Tiactorios catrs dlas. Poavmts deciv, satimees goe 18 moockca’ i ve:
riante frente a reflexiones espaciales.

La ley de conservacidn de la paridad establece que

la paridad se conserva en un proceso si su imagen especular es un
proceso que lambién puede existir en la naturaleza.

Se puede demostrar que las ecuaciones de Maxwell para el campo electromag-
nético son invariantes frente a Teflexiones espzmnles. por o que la paridad se
conserva en las
aceptar sin reservas que fodas las interacciones dcbizn conservar la pandad»
aun cn los casos en que no habia evidencia experimental en apoyo de esta hi-

tesis. Tan convencidos estaban los fisicos acerca de esta propiedad de la
naturaleza, que sufrieron una conmocién cuando en 1956 T. D. Lee y C. N. Yang
pusicron en duda la validez de la invariancia frente a reflexiones espaciales en
los procesos debidos a la interaccion débil. La propuesta de Lee y Yang fue
motivada por o que en aquel entonces se denominaba el enigma +-0: se supone
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Fig. 9-18. Experimento con el %Co
para poner a prueba la conservacién de
la paridad en la desintegracion 6.

() Sistema rotado 180°

que cada particula, descrita por su correspondiente campo o funcion de ondx
tiene una paridad intrinseca determinada. Hay buenas razones para supon
que los mesones tienen paridad negativa (ver 4 cjemplo 9.5, Examinando In
tabla 9-2 vemos que el kaon (positivo o negativo) tiene, entre otras posibilida-
des, los modos de desintegracion K* —» 2+ + x¥ y K* — x* + x°. Suponien-
do que cada particula tiene paridad definida, podemos demostrar (ver el ejemplo 9.6)
que si la paridad se conserva ea el primer modo de desintegracion del kaon, no
se conserva en el segundo, El primer modo de

demomsinn modn =l sspendo modo ¢ (eeortar 40 g 09 y 00). Cuands r
dilem: ci6 por primera vez los fisicos consideraron (para salvar la ley de
Siadevicite da e paridad) que los dos mesones podrian ser diferentes, cada
uno con su propia paridad, a pesar de que eran idénticos en todo excepto en el
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ok dulategrclen, Yasg y Los propualeun qun s bty dosjtas i idea
b ney ieron. que

la ion de la paridad en la desi ion por iesuesin déb. Tambien
propusieron varios experimentos para comprobar i la paridad se conservaba en
los procesos debidos a interacciones débiles.

Uno de los experimentos mis famosos fue realizado por C. S. Wu y sus colabo-
radores en 1957 en la Oficina Nacional de Patrones y Medidas de los Estados
Unidos. Se polariz6 una muestra de %Co de modo que los nicleos tuvieran sus
espines alineados (para lo cual fue necesario colocar la muestra en un campo
intenso y mantenerla a una temperatura cercana al cero absoluto). Encontraron
entonces (como se muestra en la fig. 9-18a) que los clectrones resultantes de la
desintegracin - de los niicleos de $%Co eran emitidos en la direccion del espin
del 9Co (o sea la direccion de polarizacion) en cantidades mayores que en la
direccion opuesta. Esto demostro que la probabilidad de que un nicleo de %Co
emita un electron en la direccién de su espin es mayor que la de que lo haga en
la direccion opuesta. Cuando invirtieron el sistema roténdolo 180° alrededor de la
linea L, la polarizacion, los espines y ¢l campo magnético se invirtieron: la nueva
situacion experimental fue como se muestra en la fig. 9-18(c), estando rotada
en 180° la direccion de mixima intensidad de la emision de electrones. Por otro
lado, la imagen especular de (a) esti representada en (b), donde se ha invertido
espines y campo magnético porque son vectores axiales, pero la direccion de
méxima intensidad de emision de clectrones es la misma. La comparacion de (b)
¥ (¢) indica claramente que (b) no corresponde a una situacion cncuntmds en
la naturaleza, asi una evidencia directa de que la
paridad no se conserva en las interacciones débiles, que son las mpnmmes
de la desintegracion 6. Después del experimento con el 9Co, se obtuvo muchas
otras pruebas experimentales de la no conservacion de la paridad en las inter-
acciones débiles. Por el contrario, parece que en los procesos debidos a las in-
teracciones fuertes (y a las electromagnéticas) la paridad se conserva.

Como segundo ejemplo de la no conservacion de la paridad, consideremos la
desintegracion =* —> u* - v del pion, mostrada en la fig. 9-19(a). El pion tiene

Espelo

”
Helicidad,
2 "

ﬂ“‘f"’

(@) Desintegr
original

(4 Desintgracin rejadn P 0:19. No conservacion do
pacialmente la_paridad en la desintegra-
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espin nulo y para que se conserve ¢l momentum angular los espines del muon
y del neutrino deben estar en direcciones opuestas. Ademds, conforme a la heli-
cidad del neutrino, los espines deben estar como se indica en la figura (recordar
también la fig. 9-3). La imagen especular del sistema, mostrada en Ia fig. 9-19(b)
no existe en la naturaleza porque el neutrino tendria una helicidad incorrecta,
Es precisamente porque los * de la desintegracion del x* tiencn sistemiti
mente helicidad negativa, que los fisicos concluyeron que el neutrino tiene hel
cidad negativa. Si el neutrino pudiera tener helicidad positiva o negativa, el u*
apareceria con helicidad positiva o negativa en la misma proporcion aproxima-
damente. En tal caso, la imagen especular mostrada en la fig. 9-19 correspon-
deria a un proceso observado y la paridad se conservaria en la desintegracion
del pion. La fig. 9-20 muestra un experimento tipico para determinar la helicidad
del . Los positrones emitidos en la desintegracion del o siempre se mueven
en una direccion a casi 180° respecto a la inicial del movimiento del u* y tienen
helicidad positiva ( /& = + 1). Por consiguiente, la helicidad de las otras par-
ticulas debe ser como se muestra para que se conserve ¢l momentum angular.

A

‘onjugacion de carga. Esta operacisn consiste en reemplazar todas las
plrdl:uln por sus antiparticulas sin cambiar ninguna otra propiedad fisica,
tal como el momentum o el espin.

Un sistema es invariante frente a la conjugacion de carga si cuando
un proceso s posible en el sistema original, el correspondiente pro-
ceso también es posible en el sistema con conjugacion de carga.

Parece que los procesos debidos a las interacciones fuertes y electromagnéticas
son invariantes frente a la conjugacion de carga y esto conduce a la conservacion
de T, y, por consiguient de ¢ también.* Empero, los procesos en que inter-
vienen interacciones débiles no son invariantes frente a ku conjugacién de carga.

* Expurimentos rocientes reslzadon

7 en 7, 7 y = han sido

e T, o i exsacaomine b pevrooads dieasions ackre 24 1 e 44

imvariancia de Tas interacciones cjoctromagndticas frente 3 a ‘conpugacién do c cama. Sia
argo, hasta el momento de escribir este libro todavia 1o se ha aclarado Ia cuestién.

Brookhaven 7 en ol CERN sobes 1a de 1
uscando una porible asimetra en ¢l comportaminta
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Usando la desintegracion del pion como ejemplo (fig. 9-21a) vemos que el sis-
tema con conjugacion de carga (fig. 9-21b) no puede ocurrir porque el antineu-
trino tendria helicidad incorrecta.

Sin embargo, la comparacion de las figs. 9-19 y 921 sugiere una nueva posi-
bilidad. Supongamos que primero se realiza una reflexion espacial u operacion
de paridad P sobre ¢l sistema mostrado en la fig. 9-21(a) y a continuacion una
conjugacion de carga C, como se muestra en la fig. 9-22; el sistema resultante
de la operacién combinada (CP) también ocurre en la naturaleza: = — & +v.
Luego,

las interacciones débiles son invariantes frente a la operacion com-
binada CP.

Inversién del tiempo. ;Qué ocurriria si se invirtiera el sentido en que flaye
el tiempo? Es decir: si se pusiera —f en vez de , las ecuaciones resultantes
4describirian procesos posibles? Las cantidades velocidad, momentum y momen-
tum angular se invierten al invertir el tiempo y en una colisién se intercambian

o »

Fig. 9-21. Aplicacién de la conju-
Helieldad ﬂ ‘ u Hehvlﬂ-d gacién de carga a la desintegracin x.

»

@) Desintegracién  (5) Desintegracion con  Fig. 9-22. La_operacién CP apli-
O Do Coogacion e e cada a Ia desintegracién .

Espejo.

2 P o
Helicidad

N s.ﬂ » "5 1l

(@) Desintegracién original ' (b) Desintegracion reflejada  (c) Conjugado de carga de (b)
espacialmente

Helicidad

los estados inicial y final (lig. 9-23). Nucstra intuicion, apoyada en una solida
evidencia experimental tanto al nivel macroscopico como al atémico, nos indica
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que las leyes fisicas son invariantes frente a la inversion del tiempo. Se puede
demostrar facilmente que las leyes de la mecinica clisica magne-
tismo son invariantes frente a la inversion del tiempo. Por ejemplo, dpfdl es
invasiste frents 8 Ja invenidn dl iempo, yu que ést impica os reempl

¥y t -+ —L El campo eléctrico € es invariante frente l la inversion
Gl tompo misatras que e campo magnétice sutrs la translormaciéa B v —B
porque I inversion del tiempo implica la inversion de las il y. por lo
tanto, de las corrientes. Lucgo, © x 3 es invariante frente a la inversion del
tiempo porque ambos factores cambian de signo y la ecuacion de movimiento
de una particula cargada, dpjdl = g(€ + © x ‘1) es invariante frente a la inver-
sién del tiempo.

o final Estado iniciat

Estado inicial

(@) Sistema original (b) Sistema con el tiempo invertido

Fig. 9-23. La operacién T.

Se considera que las interacciones fuertes y débiles son invariantes frente a
la inversién del tiempo aunque dltimamente el problema ha quedado abierto a
discusion. Experimentos recientes (1966) referentes a una forma al de
desintegracion del kaon neutro que ocurre solo en 0,3 % o o cases, pireesa
indicar que las interacciones débiles pueden violar el principi
frente a la inversion del tiempo.

Concluiremos esta seccién enunciando otro teorema importante:

Se mlmdem que todas las leges son invariantes frente a la opera-
cin

esto es, frente a la operacién combinada de inversién del tiempo T, paridad P
y conjugacion de carga C. Este teorema vale aun en los casos en que las leyes
pueden no ser invariantes frente a las operaciones individuales.

BJEMPLO 9.5 La paridad del pion.

Solucisn: Como el tema es interesante por su relacion con otros cdlculos, flustraremos
c6mo se determina la paridad del pion. Supongamos que un haz de mesones w~
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se mueve a través de deuterio liquido. Después de frenarse, muchos piones son cap-
turados por deuterones y se mueven en estados estacionarios similares a los estados
electrénicos. Los sistemas asi formados se denominan dtomos mésicos. Si se excit
un estado mésico, los piones pasan rapidamente al estado fundamental 1s con radia
i6n de energfa. El momento angular orbital el ~~ es cero en ¢l estado fundamental.
Como el espin del pion es cero, ¢l momentum angular total del dtomo mésico cs el
del deuterdn, esto es, J = 1. La dimensién de la rbita 15 del n- es 1/280 de la
Grbita 1s do un electrén; hay, por lo tanto, una gran probabilidad de que el pion
choque con el deuterén. La reaccién de mayor probabilidad de ocurrencia es
mhdiom (=1,
En este proceso se conserva el momentum angular, por 1o que los dos neutrones resul-
tantes también deben tener un momentum angular total igual a los neut
nes obedecen el principio de exclusion y la funcién de onda completa (it orbl
tal x funcién de espin) de los dos neutrones debe ser antisimétrica. da
1aa funclones do ouda otbitalos 8 {1 Los doe meutrones pueden tence 508 prerded
paralelos (S = 1) o antiparalelos (S = 0). Las funciones do sspin. par

y 2, 4, ... par. Los estados posibles de los dos neutrones son
entonces

Py, 3Py, 2Py, *Fy, *Fau Fus oo
§=0: 1, 1D, Gy ...,
donde, como de costumbre, se indica ¢l momentum angular total mediante un sub-
indice. El tnico estado con J = 1 €5 *P, que debe ser entonces el estado de los dos
neutrones y que corresponde a un momentum angular orbital s =

Liamemos P., Py y Pa  las paridades de las tres particulas involucradas, la al
momentum angalar orbital del deuterén y Lo al momentum angular orbital de los
dos neutrones. La paridad del primer miembro de la 6n s PuPpPu(— 1)4
¥1a del sogundo miembro 05 P 1. La conservasion do 1a paridad en 1as interac-
clones fuertes requiere que

PLPyPo(— 1) = PY(— 1)'=.
Pero o estado fundamental del deuterén tiene l4 = 0 (con una pequefa mezcla de
; ver la seccion 7.7) y hemos demostrado que la — 1. Luego: —Pa.
i suponemos que el protén y el neutrén tienen la misma paridad (lo L & razons
ble, ya que son diferentes estados de carga del mucledn), concluimos que —1
que el - tiene paridad impar.

Para hablar de 1a paridad del mestn = necestamos un andliss ligeramente més
complejo basado en qus el proceso x- 4 &+ > 31" no existe. EI resultado en
Compatible con 1a asignacion de paridad impar a1 . Conclulmos entonces que todos
ot plones tienen paridad impar.

EJEMPLO 9.6. Falta enls i 6n K.

Solucién: La tabla 9-2 indica que un meson K puede desintegrarse en dos o en tres
piones. Como mencionamos anteriormente, cuando se observé por primera vez estos
1ipos de desintegracién, los fisicos supusieron que se debfan a dos mesones diferentes
llamados  y =. Las desintegraciones eran escritas como sigue:

e
[
"
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Dentro de la precisién experimental los mesones 0 y < son idénticos por lo menos
en lo que respecta a masa, carga, espin y vida media, por lo que la suposicion natu-
Fal debla ser considerarios como, una, misma particula, La rason en contra do esta
suposicn eraen 1956 que 1 paridad no se podia contervar en uno de os procesos
si se conservaba en el o mos a mnllnnlrjﬂn este punto.

tiieando ol sHtema.de referancia de 1 particla e e demmiogen, Iamemos s
a1 valor del espin del 0% La conservacion del momentam sngular reculere que of
momentum angular total I del sstema ¢ + = respecto al punto de desintegracién
sea también s, esto es [ = s,. Por otra parte, la paridad intrinseca del pion es
o B e B o
S1Po s Ia paridad nirinicea del mesén 0y si 8 pardad e conservaen 8 deintegra-

cién , debemos tener

18 a0,
m"{ 18 m=1

Py

Como hay una fuerte evidencia de que so = 0 deberfamos tener Py

adarimos dhee 1 BolatbgEaLien T paceieth o niicana un b de

referencia fjo a la misma. Liamaremos s al valor del espin del . Usando el esquema

e desintegraciin > =+ + =4 + v (1 puedo obtener el mitmo rsliado usando
dado I tal

i e e el o ot oty Ta ooy £ 1 okicahot e
Reapecio al contro de rmase ot sstema tofal compvesto por el tstema (s -+ =)
¥ e meson - El centro de masa de sistema total epincl
Tugar 1 desintegracion del . La conservacion del momentum angular requiers
entonces que & + L = s, y la regla cuantica de adicién de momenta angulares

i 150024)
1420(2%) 1420(0)
[ as0@y 181009 .
| 12004 ey
[ o Lo
o 10BCY o10(1-)
i
.k B s
b wan ey
oy
il w0
Fig. 9-24. Resonancias mesénicas. | _137(0°
El espin y la paridad de cada una |-
catin indloador entse paréntesis.
) X "
40 y-tt v

g=41,0  g=-1,0 7=0
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| 2
L 210047)
20006
1920(3%) 19104
J0g) 1816(1)
r WEE) 1767G7)
FAS8GY 604 16067 ee0ey 6743
600
. [asodn i
3 15300 15204) v
2 1500
§ | aeay 1M054) yag53)
=
13184
L e 188Gy
184
10001
989G
v s A
y=t1 ymtl v=0
rek e} =0

g=+1,0 g=+2,£1, gm0
0

Plg. 9-25. Resonancias barinicas. El espin y la paridad de cada una estin indi-
cados entre paréntesis.

requiere que
U—LiSsSl+L

Por otra parte, la p.rm.d de los productos de desintegracién es (— 1)(— 1){(— 1)4=
)" Luego, ol Pe et Ia paridad Inirinseca del mestn =y s 1 paridad so
Conservs ¢n I desiniegracién del =, debemos

Pe=—(— 1)

Como parece ser e e expn del mestn o8 cro (s = ), deberiamos tene { = L
© sea I + L = entero par por 3 emos
que Py = — Pr 0 sea que las i particulas no e e pidad, (1 s =
= se = 1€ llega a la misma conclusion después de un razonamiento més elaborado.)
En'consecuenci la suposicion de qus 1as particais 8 y + son las miseass
que la ley de la conservacién de la paridad ha sido violada en una de las dos desin-
tegraciones.
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9.7 Resonancias

Se puede considerar que todas las particulas que aparecen en la tabla 9-1 son
de vida larga en la escala de particulas. Ademds de estas particulas de vida
larga, en los dltimos afios se ha acumulado evidencia experimental que indica
la existencia de particulas de vida muy corta demominadas resonancias. Sus
vidas son tan cortas (del orden de 1029 s 0 menos) que no dejan traza recono-
cible alguna en las cdmaras de burbujas o e chispas. Se puede clasificar estas
particulas conforme al nimero barionico, la hipercarga y el isospin y se las de-
signa con los mismos simbolos que los bariones y mesones que tienen los mismos
lien vdolce gie e, srsgund Wn dfitie 1,28 .. n oilen de

ente. El nimero de estas resonancias es alrededor de 80 incluyendo

. . .
g

\
ay a
aE aE

v P

(@) (b)
Vi 020
2
s P 4
NN
s 3

® ®

Figura 927
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todos los estados de carga y las antiparticulas, y estd creciendo continuamente.
La fig. 924 (pigina precedente) muestra algunas resonancias mesnicas y la
fig. 925 da algunas de las resonancias barionicas conocidas. Se indica también
Ia masa (en MeV), el espin y la paridad.

Las resonancias son identificadas mediante una aplicacion muy sutil de los
principios de conservacion de la energia y del momentum. Supongamos que una
particula A choca con otra particula B en reposo en el laboratorio, resultando
las particulas 1, 2, 3 (fig. 9-26a), esto es: A -+ B 1 2 + 3. Si observamos
Ia particula 1 a un cierto 4ngulo respecto a la direccion del movimiento de A
debemos observar un espectro continuo de energia, ya que la conservacion de la
energia y del momentum permite que las particulas 2 y 3 tengan diferentes
direcciones de movimiento y diferentes energias para una direccion determinada
del movimiento de 1. Supongamos en cambio que el proceso es en dos etapas.

a primera etapa se producen solo dos particula B—1+C Enl
segunda etapa la particula C se desintegra en 2 y 3: C—>2 + 3 (fig. 9-26b).
Como el primer proceso involucra sélo dos particulas, la energia de la particula 1
es fija para una direccion de movimiento determinada y su espectro de energia
&'msiae ciaa. la figura. En este caso también es fija la energia de las
particulas 2 4 3. La fig. 9-27 muestra una situacion mds complcja en la cual
se praducen cinco particulas. Si las particulas 3, 4 y 5 resultan de la desinte-
gracion de una particula C intermedia, debe haber una cierta correlacién entre
sus energias. Entonces, analizando la energia de las particulas producidas en una
colision, estamos en condiciones de determinar si el proceso ocurre en una o en
dos etapas.

primera resonancia que se descubri6 (alrededor de 1960) fue 7 (original-
mente llamada o). Su descubrimiento se produjo como resultado del andlisis
de la aniquilacion protén-antiproton observada en la cimara de burbujas do

ién de la resonancia 7° en una aniquilacién protén-antiprotén.
(rnlngmﬂz Corteta. el Taboratorso de Hadiacionce Lawsence ne 1o Dnnersitad
de Califors erkeley, California.)
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Berkeley. La fig. 9-28 muestra una de estas aniquilaciones, que corresponde a
la produccion de cinco piones:

R

Naturalmente que el 79 no es visible, pero su existencia se puede inferir de la
conservacién del momentum y de la energia. EI proceso se puede representar
como en el dibujo de Ia fig. 9-28. Analizando las energias de los mesones en éste
y muchos otros procesos similares, podemos concluir que tres de los mesones
Iem st e T indicados con (1), (3) y (5)] provienen de la desintegracion
de una partic de vida muy corta que tiene una masa en Teposo alrede-

Pig. 9-29. Region de interaccion del N
proceso lustrado en a g, 9-28 aumen- Prhp-
tada unas 109

dor de 548 MeV y, por lo tanto, es un meson  que designamos con . Luego,
en vez del esquema de desintegracion anterior, debemos escribir

PP
e

Esta es la forma en que el proceso estd representado en la fig. 9-29. Notar que
aunque el meson ° se moviera con la velocidad de la luz (3  10°m ), durante
su vida (1020 5) no se podria desplazar mas de 3 x 1022 m, que s una distancia
imposible de medir en una fotografia tomada en una cimara de burbujas.

Las resonancias se desintegran por medio de interacciones fuertes, To cual
explica sus vidas cortas. L siguientes son
algunas de las observadas:

Mesones Bariones
i ] Nf >pt 420 Nj>n0 4 xt
B e o ] A%> 204 x® A>Tt
Ki K+ + 0 Sf A0 wh AH o ptoxt

El estudiante debe aplicar las leyes de conservacion a estas desintegraciones
para hallar si se viola alguna, y debe dar razones de por qué es posible que estas
desintegraciones ocurran por medio de interacciones fuertes.
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EJEMPLO 9.7. Cilculo de la dispersién de valores de la energia, en el laboratorio,
de los dos fotones que resultan de la desintegracion de un mesén = de energia Bx
respecto al sistema de referencia L.

Solucion: Consideremos un mesén = de energia Ex y momentum pr respecto al
sistema L o de laboratorio. Se tiene entonces Ex = cJmict + ph. La velocidad del
mesén es (ver apéndice I, ec. A.10)

= Cipr/Er. ©.12)

Esta es también la velocidad respecto al sistema L del sistema C, en el cual el =
et en reposo, En el sistema C lot dos fotones renitantes de Ia desintegracién
> + ¥ 5e emiten en direcciones opuestas con energfa Ey = mxct y momentum
Eije = imsc. La emisién de los fotones es isitropa debido a la simetria
en e stema C. Empero, llo o 8 asf en el sistema Jr donds hay preerencia por
direccién frontal debido al movimiento del sistem:

La energfa de los fotones en los sistem: 0 ¢ 1a miscna debido al efscto
Doppler. En general, los dos fotones no tienen la misma cnergia en el sistema L.
La dispersién mixima de valores de energia ocurre cuando se emite un fotén en la
direccion de pr (hacia delante) y el otro en la direccién opuesta (hacia atrds).
En este caso el cdleulo de la energia de los dos fotones en el sistema L es muy simple.
Si Ey, es la energia del fotén emitido hacia delante y Ey, la del emitido hacla atrds,

sus momenta respectivos en la_ direccién de px son py, = Enfc ¥ P = — Enle.
La conservacién de la energia y del momentum d:

Ex=FEq+En,  pr=Enfc—Enlc, ©.13)
de modo que

Ev=4En+cp) ¥ Ev = {Ex—cpr). ©.14)

Par o tanto, las energias do o3 fotones tienen on el istema L un dipersién AX =
epr.

Aplluremus ahora estas formulas a una situacién particular. Se observa

una colisién = pv los productos finales son & menudo un newtré Y dos totones;
Jor s tants, poatics SRt 1 escelte on 1 forrm
PR Y. ©.15)

Si la reaceién ocurre en una etapa (es decir, si corresponde a la fig. 9-26(a) con una
identificaci6n apropiada de las particulas), se trata de un problema de tres cuerpos.
Suponiendo que tanto el - como el p+ estdn en reposo en el laboratorio, la energia
total disponible es

= (Mn- + mp— ma)e* = 139 MeV.

Esta energia debe aparecer como energfa cinética de las tres particulas resultantes.
Como esta energi puede distrbuirse n orma continua entre L tres partiulas, los
fotones pueden tener cualquier energia entre cero y casi eV.

Una alternativa es que el proceso ocurra en dos etapas, ook

o pron 4w

vy ©16)

comrespondiente a 18 i, 9-26). En este caso (s el - y el p estin en reposo en el
sistema L) la energfa liberada es

= (M- + mp— ma— me) = 4 MeV.

Esta energfa aparece como energla cinética del n y el ; luego, de acuerdo con las
leyes de conservacién de la energla y del momentum (ver apéndice I1, ec. A.27), la
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energia cinética del = es

Buw = —" 0 %36 MeV.

ma - m
Hemes ullizado una térmula no relativista, ya que la energia del pion et mucho
‘menor que Su masa en repos la energia total del

1
mente 138,6 MeV, que mrvupnnde a cpe ~ 31 MeV, lo cual seria la dispersion de
energia de los fotones resultantes de la desintegracién del pion. Las energias de los

ben caer entonces en el intervalo 4138,6 + 31) MoV o sea entre En ~
experimen

Ia identificaci6n de resonancia por medio de correlaciones de momentum y energa.

BJEMPLO 9.8, Deteccién de la particula .

Sotucion: Como se explics en relacién con las figs. 9-28 y 9-29, la partfcula #* tiene
una vida tan corta que no puede dejar una traza medible en una cimara de burbujas.
En lo que conclerne a esto Ia particula 3" ¢ comporta como una resonancia. Con-
sideremos ion

L R )

i todos los piones se producen en el momento de Ja colislon el proceso corresponderia

a1a fig. 9-27(0) y no habria correlacién ente Ia energia y el momentum de las cinco

particalas excepto la impuesta al sistema total por 1 Ieyés de conservacién. Empero,
existe Ia posibilidad de que el proceso ocurra en dos eta

wkprep g

N R
correspondiendo a 1a g, 0-2700). En este cato n energia y ol momentum de as tres
de una

del 7 d
Particoia de Tash deterabande, Comsbismands qus en ssts cavo dabirmos tonse
Ex + Ep—Ep + E's + En,
Pek Py > Ph + Pe P

podemos determinar experimentalmente Ey y pn midiendo las otras cantidades;
con estos valores deberiamos poder obtener la masa del 7. La dificultad es que

Nomero de eventos

Fig. 9-80. Masa experimental de la

resonancia intermedia +f. Si esta par- 0| MoV
ticula mo existiera, se observaria una S0 550 600 650 700
distribucién de masa sin picos. Masa de la particula intermedia
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observamos dos r+ y no podemos decir cudl s el orginaly euil ol quo proviene del +.

En consectencia, debemos calcular la masa del s veces:

La fig. 9-30 muestra el resultado_experimental. £ o pronunciads Sreindor

it i equivalents a 550 MeV, correspondiente al =+ sorrecto, prueba que
e 55 o o stanas InvolnCoRty wa et 26 da ok smtpe: K1 roste o I

Gistribucién do masa se debe a Ia eleceion equivocada de un =+ en ca s Voo,
ances, muevamente com Jas leyes de conservacion nos pemmiten Hfeir a existen

cia do una particula por lo demds Mmobservable.

9.8 4Qué es una particula fundamental?

A la Iuz de la discusion precedente, jestamos ahora en condiciones de definir
una particula fundamental? Sabemos que las particulas fundamentales son entes
fisicos precisos caracterizados por ciertas propiedades como la carga, la masa,
el espin, etc.; que interactian entre ellas conforme a interacciones més o menos
definidas (fuerte, electromagnética, débil y gravitacional), y que todos los pro-
cesos que tienen lugar entre ellas siguen ciertas leyes de conservacion. Pero hay
ain muchas preguntas serias e importantes. ;Por qué hay tantas particulas?
4Qué funcién cumple cada una en la naturaleza? ;Como estan relacionadas entre
512 gPor qué ticnen masas y espines determinados? ¢Por qué estan divididas en
dos clases muy distintas: bosones y fermiones?

De la misma manera que consideramos que los dtomos estin compuestos de
ciertos ingredientes basicos (electrones, protones y neutrones) o que los nicleos
estdn compuestos de protones y neutrones, podemos suponer que todas las par-
ticulas fundamentales estin compuestas de ciertas unidades o particulas super-
fundamentales. Gell-Mann ha propuesto el nombre “quark” para estas particulas
superfundamentales.* Los “quarks” tienen ciertas propiedades nuevas, tal como
wmarcene | !racclonanz (3¢ 6 4¢). Pero hasta el presente nadie ha observado

“quarks a caza intensiva que ha habido. Siguiendo otra hipotesis,
odtamon ousaldeser {ui S 106 bationse o TeNUAR Stk PaF Sjécimlc; 206
estados excitados de un barion bisico (podriamos usar el mismo razonamiento
para los mesones), del mismo modo que un 4tomo de hidrogeno puede existir
en su estado fundamental o en muchos estados excitados, teniendo cada estado
sus propios atributos tales como energia, momentum angular y paridad. Empero,
hasta ahora no se ha formulado una teoria satisfactoria en este sentido.

De todos modos lo que llamamos particulas fundamentales no parecen ser
de ninguna mancra entes simples. Por muchos aios los fisicos han considerado

Del nglés auark. La palabra tus tomada de un pasale bastante oscuro de Finnegar's Wake,
de James Joye

Three qunrkl for Muster Mark!

Sure he hasn't got much of

A purt gy e - v the mark.
1 Wabster's New International Dictionary, 1961, define “quark” como el graznido del cuervo
o m:qnm sonido imitativo del mi
La mencionada obra es intraducible, ya que Joyce mezcla en ella el folklore, Ia reali-
m 1. mllﬂll)!h. Ia leyenda y toda clase de Juegos lingGisticos para los que
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| LT
05 10 L5 20 25X10-%m Wm 20 25X1070m
~03 -05 - "
) Protén (®) Neatsén

Pig. 981, Distribucion radial tey Dara () protones, (b) neutrones.

que el nucleén estd compuesto de un carozo — un nucleon “desnudo” inobser-
vable — rodeado de una nube de piones, del mismo modo que un étomo es un
nicleo rodeado de una nube electronica. La distribucion radial de carga de esta
nube de piones podria ser para el proton y el neutron como se ilustra en la fig. 9-31.
La carga total s cero para el neutrén, (Indiquemos al pasar que esto es un medio
de distinguir un neutrin de un antineutron, ya que éste tendria invertido el
signo de las diversas camadas de carga.) Estos grificos son similares a los de
la fig. 313 correspondiente a la distribucion radial de carga de un electron en
un dtomo. Ain 1o se ha desarrollado ninguna teoria sobre la dindmica de piones
en un nucledn, pero aparentemente la nube pionica se podria excitar a niveles
de energia mds altos dando lugar a los isébaros nucleonicos del mismo modo
que los dtomos pueden existir en estados electrinicos excitados.

I aPa¥al

Fig. 9:32, Intera

1 fuerte eesultante del intercambio de piones.

Otro aspecto interesante es la interpretacion de las interacciones como el resul-
tado del intercambio de bosones entre las particulas interactuantes. Una inter-
accion electromagnética resulta del intercambio de fotones entre dos particulas
cargadas, como se indico en la fig. 1-12. Andlogamente, se acepta que la inter-
accion fuerte resulta del intercambio de piones entre las particulas interactuantes,
como se indica en la fig. 9-32. Las particulas intercambiadas se denominan vir-
tuales porque no es posible detectarlas como entes separados. Con este modelo
para las interacciones se puede explicar elegantemente el corto alcance de las
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fuerzas nucleares. EI proton no es un sistema estdtico sino que estd continua-
mente emitiendo y reabsorbiendo algunos de los plnnes que lo rodean. Cuando
se emite un pion virtual la energia del protén varia

AE ~mu? ~ 140 MeV.

Conforme al principio de indeterminacion de Heisenberg, cc. (1.49), este pion
puede existir sin violar ninguna ley de la mecnica cusintica durante un tiempo

AL ~ B AE ~ hjmyct ~10-2s,

Después de este tiempo el pion virtual debe ser reabsorbido por el nucleén
o intercambiando con otro nucleon. Si suponemos que el pion viaja con una
velocidad cercana a la de la luz, la mixima distancia que puede andar en este
tiempo es 104 m aproximadamente. Esto da entonces la distancia mdxima a
que debe estar un segundo nucleon para absorber el pion virtual. El estudiante
debiera sorprenderse de que éste es precisamente el alcance de la interaccion
nuclear. Si pensamos un poco sobre este modelo de los nucleones y sus inter-
acciones, vemos que decir que el niicleo estd compuesto de protones y neutrones
es simplificar demasiado. La mejor indicacién de que un neutrén ligado no es
igual a un neutrn libre es que los neutrones ligados son, en general, estables y
no se desintegran.

En el caso de las interacciones electromagnéticas podemos suponer que una
partioula cargada esth continuamente enitiendo y absorbiends fotones virtuales.
Los fotones virtuales emitidos por las particulas cargadas tienen masa en reposo
mla; por ollo In fuctuncion AF en Ja energia de una particula cargada puede
tener un valor arbitrario, siendo también arbitrario el tiempo durante el cual
el foton virtual puede existir antes de ser reabsorbido o intercambiado con otra
particula cargada. Haciendo el cdlculo se ve que la fuerza entre dos particulas
cargadas que resulta del intercambio de dos fotones de masa en reposo nula,
debe variar como la inversa del cuadrado de la distancia entre las dos cargas,
Io cual esté de acuerdo con la ley de Coulomb.

Parece entonces que los piones son los portadores de la interaccion fuerte.
Es por esta razén que se ha postulado la existencia del graviton como el por-
tador de la interaccion gravitacional, y la de otra particula (un boson débil W)
como portador de las interacciones débiles. Ninguna de estas dos particulas ha
sido observada aiin.

Aunque Ja teoria de particulas elementales estd aun en un estado imperfecto,
los fisicos han podido obtener (utilizando algunos conceptos matemiticos elabo-
rados) cierta comprension de las relaciones entre las particulas. La teorfa més
interesante es posiblemente la propuesta en 1961 por M. Gell-Mann y Y. Ne'eman,
que se denominG camino deluple porque requiere un conjunto de ocho operadores
bsicos. Esta teoria predice que entre los bariones y mesones deben existir mul-
tipletes de ocho y de diez particulas con relaciones determinadas entre sus ni-
meros cuéinticos y sus masas. Se supone que existen otros grupos con un nimero
mayor de particulas. La teoria predijo la existencia de la particula ©-, que fue
observada poco después (Febrero de 1964) en el Laboratorio Nacional de Brook-
haven (ver el ejemplo 9.10).
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El campo de las particulas demumm es una de las dreas de investigacion
mis activas y en la fisica

construyendo nuevos aceleradores cada vez mayores para examinar los problemas
existentes, pero estos aceleradores crean a menudo nuevos problemas al traer a
la luz procesos nuevos e insospechados. Se espera, sin embargo, que en pocos
afos nuestra comprension de las particulas clementales alcance un status similar
al de nuestra comprensién de los nicleos, los dtomos y las moléculas.

Protones
Incidentes

Pico de dispersién eldstica

DD,

Muro d
blindaje

Picos inelisticos
de la excitacion
el prot

Namero de protones que atraviesan

Momentum de los protones dispersados
®

938, (a) Diagrama de dispersion
ica. (b) Resultados cxperlmenn.ln que muestran los picos de dispersion
neldaticn

EJEMPLO 9.9 Dispersién ineldstica de protones de alta energia en las colisiones
protén-protén.

Sobusténs E1 andlisis de las colsiones protén-protén et un experimento {mportante
que tencia de estados dos del nucledn (esto es, isobaros nucled-
iows o 1os Qus 1 mabe phinko 54 s Hevada = ua eitado Sraiade as gl
La fig. 9-33(a) muestra el orden experimental. Los protones provenientes de un
sosterador Inciden sobre un blanco de hidrsgeno Tiquido, Los protones dispersados
ngulo 8 8o atravietan un campo magnético  que deflecta algunos de elos segin
un aréo radio r fijo, determinado pnr Ia_direccién inicial del
movimlento y s, posldon a6 i detectones Dy y Dy Esto permite determinar el mo-
e petomes, duce por p o= . Viriasile 1 ntakoidad 30 ohiams ‘mag-
Rétioo podemos camblar sl momentum de 1os protones que atraviesan los detectores
Sy ol o gt cién de momentum de los protones dispersados. La fi-
-33(b) muestra el resultado experimental. Ademis del pi
Slstrivacion de momentum e lon peotones (correspondients 4 la
tiea en el lanca), Bay varios picos secundarios que corresponden a protones de mo-
Tmentim o energia cinética meores. Etos picds secundarics se deben a 1a dlspersion
meu-uc.. en la cual o protones incidentes entregan parte de su energla cinética
& un grotdn dal Mlancos euta protén 18 excla 4 un siado lohdrieo de ehergly blen
definida. EI estudiante habré notado que este experimento s si nck
¥ Hertz, en ol que Ia colisign electron-atomo demostrd 1a existencia de P
cionarios excitados de energia definida en el étomo.
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Masa, Mev
Tsospin
Extraneza
o
T 1076
214 1530
BE 1385
ave
v i LA s
g T
7 /
+ +2

Fig. 9-34. Ordenamiento de los hiperones mis livianos con espin § y paridad
positiva, segin ¢l camino éetuple de Gell-Mann.

BJEMPLO 9.10. EI experimento omega menos.

Solucién: Segin a teoria del “camino Gctuple” de Gell-Mann, las particulas deben
estar agrupadas on familiss cuyos miembros tienen expin y paridad Igules. Si de
entre las resonancias mostradas en la 5 representamos la famili de las diez
més livianas qe tienen espin 3 (1 baridad positivar, obtepemos o1 ordenamienty

g, 0-34 que tiene und simetsta, geométrica elogante. Cuando Gell-Mann lanzs
i (1961) s6lo y el triplete X. Pero

-ubrid el doblete = que encajaba bien en el esquema. Teniendo en cuenta
Ia regularidad de la estructura piramidal era ficil predecir que la particula que faltaba
en la cima debia tener , = 0y = = 0 y ser, por 1o tanto, un singlete. Ademds su extra-
feza debia e 5 = -3 resiltando una carga —e contorme a Ia ec, (9.11). Final-
mente, se podia inferir de la regularidad de las diferencias de masas A —
Qe Ty e particals (amadaci por Gel-Manm) debia ener s masa de 1075 MeV
aproximadamente. La particula faltante estaba, en consecuencia, identificada
ricamente. (La prediccién de Gell-Mann tenia una base tebrica mds seria que este
simple ordenamiento geométrico.) Teniendo en cuenta estas propiedades  Ias leyes

s contecactsic 0w experimenisidores sopularesque. o (1 gOAld dnsotegrar

e + K~ e abservando Jos productos de
i alooh para identificar esta
El paso siguiente era ver si era posible producir y observar la pnr(lculn en el labo-
rotorio: U process posioe de producelon, sompatinie con 148 eyes do conservacion,
podia ser

K- 4 p* >0 + K+ 4 Ko,

En 1963 s prepard el dpositivo experimental en o Laboratorlo Naclonal d
Brookhaven. Un e protones generado por el acelerador Incidla
sabre un blanco de tungsteno pmdumndo ‘mesones K- junto con piones, antipro-
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tones y otras partiulas, Para extacr los mesones K- los experimentadores ditefis-
Ton un ingenioto dispositivo que 1 0g. 9-35 muestra en forma simplificada, Eligie
ron, por convenlencia experimental, mésones K- con una energia cinética de 5,0 GeV
(que estd muy por encima del umbral de energia del Proceso que 68 3,2 MeV) y los
xbeafnial o 0o acaeeal o Al da i fx tloclr KL bes exteaide
contenta, ademés de las particul mero de = y algunos p- por
Que I tarea sigulente fue separar las particuias K- de las otras. Eeto se llovd & cabo

s de f—
Mazte  pianco

~_ Imanes deflectores

Rendija _ Blindaje

a de
burbujas

Flg. 9-85. Diagrama esquemitico del experimento 0. Antes de la separacion habfa
aproximadamente 800 - y 10 p- por cada 10 particulas K-. Después de la separa-
cién habfa sélo un = y ningdn p~ por cada 10 particulas K-

@ )

Fig. 9-36. Fotografia que mostré por primera vez Ia produccién de la particula 0~
(Fopratia coriesia del Laboratorto Nacional de. Braakhaven)
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de un segundo jusgo de imanes deflectores  saparadores junto con un
dhpoclllvn de rendijas. A continuacién hicieron entrar el haz casi puro de K- (con-
tenia stlo un 10% de =y ningin anliprotén) en tns chmara de tarbuas blindada
I que contenia hidrogens liquido y en la cual podia tener lugar la reaccion
q'ul pmdnem- el . La longitud total e la trayectoria de los K- entre el blanco
y la cimara de burbujas era de unos 135 m. A fines de enero de 1964, después de
Yarias semanaa de trabajo corrido, los experimentay
de 50 000 fotografias de las cuales una (mostrada i
peoesso en el que se habia producido un 0~ EI Sesarroti el proceso que se ve en la
fig. 9-36 es como sigu

K>+p'~>ﬂ-+K'+K' (vértice F)
4w (vértice E)
LAty + L (vértice D)
I et +e  (vértice )
et e (vértice B)
P+ (vértice A)
Por supussto que las partioulas neutras no dejan trazas en la chmara. La fotogratia
estd analizada a la derecha en la fig. 9-36(b). Analizando los vértices 4, By C
halla Ia en
con lo que se ubica el vértice D quedando determinados la energia, €l momentum
y la direccién del movimiento del =*. Finalmente, usando la informacién anterior,
fos experimentadores pudieron obtener de los datos correspondientes al vértice £
Ia energia y el momentum del Q-. El andlisis dio una masa entre 1668 y 1686 McV.
Una sogunda fotogralia, oblenida pocas semanas més tarde, justs la mase al In-
tervalo entre 1671y 1677 eV, Io cual estd en excelente actierdo con Ia prediecidn
Sateiot L& Tonalid e . Lraycton a fu de unos 2.5 cm,
e muestra que 1a vida del (3 6 aproximadamente 25 X 104 m/3 X
~10-1s,
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Problemas

9.1 Caleular el radio, la energia y la
velocidad ang

fambién 1a primera
excitacién del_posironio.
ntatan Yoyl s e o vsmuia
& positronio antes de aniqullars 3 esta
e (@ ol estado singlte, () ¢l estado
triplete

92 El muonio se forma cuando un
mesén  y un electrén o un positron giran
uno_alrededor del otro. Determins
(@) 1 energia y el radio del muonio en
el estado fundamental; (b) la energia
de disociacion del muonio.

93 Un pion negativo puede ser
tirado en una Grpita estable sirededor
de un nicleo, constituyendo un dlomo

mésico. Suponiendo que se puede cale
lar la_energia v el radio de la brbita
mesdnica con las f6rmulss usadas para
las Grbitas elect 0 de
Hidrogens (Jemplo. 3:1); (8) 1Qu6. ener-

alrededor de an proton.  (c) Estimar

para g leo el radio de la érbita del

estado fundamental del pion es igual
Teo.

94 Un kaon neutro de 100 MeV de

energla cinética se desintegra en

en dos piones de carga opuest

‘symmetry and Conservation Laws”, E. Wigner y
icados en The Scientific Endeavor. Rockefeller lnsmule, e

vuelo
La

Problemas
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S. Blackman, Physics Today,

vt of Mo, W Finkelnburg. Academic Press, New York, 1964, cap. ,
20-2

“Elementary Part

L R. Feynman, R. Leighton y M. Sands.

I Particles, C, Swartz. Addison-Wesley, Reading, Mass., 1065
Frisch y A. Thorndike. Momentum Books, Van Nos-

Parlicles and Accelerators, R. Goviran, World University Library. McGraw-Hill,

energia cinética de uno de los piones es
200 MeV. Calcular el momentum de
a pion y 10s dngulos que forman sus
trayectorias en el sistema de referen-
cia L.
Se observa que un mesdr
iro se desintegra,en un par de piones de
carga opuesta. Inicialmente las b
de los piones son p
L, pero en un campo magnético
desvian formando
arcor de 0.8 m y 1,6 m de radio. Calc
en npolo del mesén K y su
energia cinética
96 Determinar ¢l Q de las siguientes
cciones y el umbral de energia del
proyectil en el sistema L:

" pt s A 4 KO,
4Pt >pt+n

PP orpt + AT LK
En_ tode

¢, proyecti
blanco es
ue se supone estd en

reposo en el laboratorio.
9.7 Calcular la energfa cinética minima
del protén incidente necesaria para ini-
g. 9-12.

105 103 casos
El

9.8 Determinar la_energia del fotén

en el proceso n~ —-n + y, cuando
las dos particulas que chocan estin en
oso0.

99 4Cudl ot of umbral de energla ciné:
de la particula incidente en los
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procesos ilustrados en las figs. 910
117

9.10 Hallar el campo magnético nece-
sario para obtener el momentum del
- elegldo en el experimento antipro-
tén (efemplo 9.2).
9.11 Considerar en el proceson®—y +
e caso en que los dos fotones son emi-
us lema C, en direccién per-
a p» (en el sistema L). De-
mostrar que en el sistema L sus energias
son 3E. y que se mueven formando con
P. un éngulo dado por arctg mec/pe.
9.12 Un mesén =* que en el sistema L
tiene una energia cinética igual a su
energfa en reposo, se desintegra en dos
fotones. Suponiendo que o
los dos fotones se emiten a 30°
0 a la direccion d: mnvlmlenlo
istema L, jcudles son sus
energias y el dngulo que forman sus
direcciones de movimiento en el sis-
tema L?
9.13 Considerar la_desintegracién de
un mesén =* en dos fotones. Si las ener-
gias de éstos son E, y most
que estén relacionadas por
By = Ymec'f/(1 — cos 0),
donde 0 es el fingulo entre las direcciones
le los dos fotones en el sistema L.
9.4 Un haz de piones negativos (2]
rbujas o
. I.al
de ﬂeslnle[nddn del
también tienen lugar dentro
de I cdmara. Se aplica un campo magné-
tico en la region ocupada por la cimara,
Hacer un_diagrama mostrando todo ci
ebe representar las particu-
lineas de trazos y las
cargadas con lineas llenas de curvatura
aproplada.
915 Un positrén de 1 MeV choca
con un electrén en reposo en el sistema L.
y ambos se aniquilan. (a) ;Cudl es la
energia, en el sistema C, de los dos foto-
ok emitidos? (b) Si uno de los fotones
mite en la direccién de movimiento
el pnmnsn y el otro en direccién opues-
ta, hallar las energfas en el sistema L.
9.16 La probabilidad de aniquilacién
du positrones por unidad de tiempo es
7,48 x 10~ donde n es el

lectrones por unidad de volu-

pnnon der lrgdn en atmésferas.
9.7 En el tlncmlm adiente al-
térnado (SGA) de Brookhaven €6 posi-
ble acelerar protones hasta una
. (@) iCuénta energia hay
asponitie pn. eacclones con los pro-
tones (en reposo L) de la
urbujas de Brookhaven?
s 4Cuénta energia hay disponible st te
alm: los_protone un_ani
prosmc gl Jos hace
protones "de la
el Rl feri]
en sentido opuesto?
918 Un mesén = de 100 MeV se desin-
tegra produciendo un mesén u en direc-
cion delantera, Calcular la energia ciné-
tica del meson u en el sistema L.
9.19 Calcular la energia del fotén emi-
tido cuando una particula 3° que estd
n el sistema L, se desintegra
en una particula A°
920 Aplieando la_transformacitn de
rentz para la energfa y el momentum
vt A.16), deducir las
ecs. (014 e relaclonan 1a energla y ol
momentum de 10 fotones en Jo s
'YL (Tomar el sje X paralelo & la
Selgeidad relativa, gue id dada por
Ia ec. 9.12)
921 Considerando el proceso s
S (2) cudles son 1os valores po-

Shocar con les

reaccionan y para
Determinar ¢l valor de
nserva el isospin. Det
Dlén ol e conservan T: y . () Repe-
tir el andllsis para el proceso . + p¢
s ey conclule o so punde esperar
et h i natursiéze.
9.22 Considerar el proceso
o +n 4 . Detetmamar ¢ leospin to-
tal; gse conservan T, y la extraeza?
Repetir para pr + p° - p* + 1+ € &
+ w. Este proceso ocurre con una proba-
bilidad mucho menor que el primero.
4Por qué?
9.23 Comprobar las diversas leyes de
conservacion (excepto energfa, momen-
tum y momentum angular) en los si-



guientes procesos con interacciones fuer-
tes:

(@) p* + p* > p* + A® + K¢
() 7= 4 pr 30 + K°

(©) P* + Pt > 4 pr + KO K+

(d) A® 4 p* —n + p+ + K

(e) K-+ pt > K+ + =

En cada caso, determins valores
de T, Ty S para las p.mculu que
reaccionan y las resultantes.
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9.28 Utilizando la ley de conservacién
del

los productos en el sistema C debe ser
o ceto (canal ) ¢ 1 (casal p). Como
resultado, se puede demostrar que la
distribucién angular, de los piones e
proporcional a 1 + k cos ¢, donde

T thguto entre 1 direceion de maovimsen:
to del pion (en el sistema C) y el espin
de la particala A% Verifcar que esta

9.24 Cudles leyes de
cumplen y endles s violan en Joa ‘bro-
cesos

Woptbe ¥y Roay4y?

4Por qué ocurre 3° - A® 4 y pero no
5¢ observa 3+ —» p* + y? (Por qué ocu-
= pero no se observ

9.25 Analizar el proceso K- + p
70~ + K" 4 Ko desde of punto de vista
26 las loyes de conservadin. Calcular
el umbrai de energia cinética de la par-
ticula K-.
926 Demostrar que todos log proses
dw 1 n
+ \miptican que ¢l espin
Pion. ey (Ver el problema sigeionte) )
927 Llamemos o, a la seccin eflcaz del
proceso p* + p* ¢ + d y oy a la del
Proceso inverso = + d - p* + p*. Po-
demos_demostrar que dichas secciones
eficaces estin relacionadas por

= Hpe/ppP(2se + V)ay,
donde pe y pp son el momentum del

del pion. Se ha encontrado experimental-
mente que o, = 0,18 mb para protones
con una encrgia_de 340 MeV en el sis-

o, = 3,1 mb para piones de
29 MeV de encl’x(l en el sistema L.
Verificar que estos datos experimentales

son compatibles con s, = 0 pero no con
= 1. [Sugerencia. hallar p.
Py en l sistema C, usar {6rmulas no

relativistas una vez calculada la energia

cinética.] Ademds, para justificar el em-

pleo de la relacién anterior entre o, y oy,

verilicar que las energias en el sistema G
e magnitud compar;

angular es i
1a couservackin do Ia paridad. Bl velor
experimental de k es 0,62. [Sugerencia

ara probar la iltima parte, hacer una
reflexion en un plano perpendicular al
espin de la particula A%]
929 Probar que la desintegracion
viola la_conservacion del isospin. Luue
interaccién podria ser responsable del

ceso
9.30 Llamemos & ) a la funcién de
onda de isospin de un nucleén corres

de onda de espin de dos particulas (sec-
cion 4.2) escribir lus funciones de onda
de iaoupin de dos nucieones, corespa
dientes a T =0 y T =1. Indicar el
Sator de Ty en cada caso. Tdentiear los
particulas Involucradas en  ca
cién de onda.
931 Si 1y & la distancia entre las
particulas i y j, demostrar que f(ro)
e un iavariente trastacional. Determi
s interacciones gravitacional
¥ eléctrica son Invariantes frente a tras-
laciones.
932 Hacer una tabla que muestre la
acion

uientes leyes: condervacion del 1sospin,

la extrafieza y de la paridad, conju-
gacién de carga ¢ inversién del tiempo.
9.33 (Como afecta la_inversion del

que las_ecuaci
Maxwell ‘son_nvariantes frents 8 la
inversién del tiempo.

934 Demostrar que una reflexion en
el plano X (0 en cualquier otro plano
coordenado) cambia un sistema de re-
ferencia derecho en uno izquierdo.



Particulas fundamentales

polar. [Sugerencia

comporta 4

oo plan X¥1

936 Es rlblr las_componentes carte-

slanss do L y c6mo_cambian
flexita en ¢l plano X V. Com-

parar con la discusion concernlente & 1a

. 9-16.

hacer una reflexién

937 Estudiar el comportamiento de las
ecuaciones de Maxwell al hacer reflexio-
nes en el plano X Y. ;Se puede concluir
que estas ecuaciones son compatibles
con Ia conservacidn de Ia paridad en las
interacciones electromagnética

9.38 Probar que una Tellexion Tespecto
al origen de mm-m

v, 2 ) es
equivalents a_na reflexign en 'l plano
seguida de una rotacion de 180° al-
Tededor del e 2. Concluir entonces que

co nto frente @ paridac
respecto a reflexién en un plano § en -

punto, es el mism

9.39 uede demostrar que en las
transiciones dipolares eléctricas, el cam-

nal deben tener paridad
9.40 Estimar las dreas bajo las curvas
de la fig. 9-31 y comparar con la carga
del protén y del neutrén.
9.41 Se ha observado que el MEu
desintegra por captura clectrénica con-
forme o €= —185me 4 v, A su
el samario excitado se desintegra
por emision garama conlorme a 195

45m + v, Los niicleos de *Eu y 45,
Tienen esptn cara. Oboerr
emitidos en direccién opue
Crlsion e os neutrinos, jos iicos hal

tienen helicidad negativa). Pr
o implica que e neatring también
fiene helicidad. negativa,  [Superencia:
a conservacion del momentum
angular en todo el proceso.]
942 En el proceso
w4 P> A+ KO,
1s A® estin fuertemente polarizados con

a8 soplnes perpundieuiar 1 Riano 44
roduceidn en la direccion, del vector

g, 9.37). conserva
Ta pariaad en of proceso? Enla desine
tegracién subsiguiente del A® en x- y p*,

o8 productos son emitidos predomina
temente como se muestra en la figur
iSe comserva la

aridad en el proceso

desintegracién del A%? (Comparar con
& peotienma 238

ar que si en el experimento
nes fue-
ran emitidos con la misma intensidad
hacia atris y hacia_delante, la paridad
se conservarfa en el proceso.

9.43
ol o (5. 9.18) los electrone
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En los capitulos precedentes de este texto hemos estudiado los constituyentes
fundamentales de la materia: particulas, nicleos, 4tomos y moléculas. Empero,
no podemos observar los &tomos o las moléculas individuales en accién. Lo que
observamos es el resultado de un gran nimero de ellos actuando de una manera
més o menos organizada: es decir, procesos macroscopicos. Las propiedades de
la materia como un todo (llamadas propiedades macroscopicas) son el resultado
de dichas acciones colectivas. El comportamiento colectivo de un gran nimero de
dtomos y moléculas resulta fundamentalmente de sus interacciones electromag-
néticas, ya que la interaccion gravitacional desempeda un papel de importancia
menor y las interacciones fuertes y débiles afectan solo los procesos nucleares.
Procesos familiares, tales como la fusién y la vaporizacion, la difusin, la conduc-
cién térmica y eléctrica, la emision de electrones por metales calientes y muchos
otros, y también conceptos tales como temperatura, capacidad calérica, calor de
cambio de fase, etc., se incluyen dentro de esta categoria de propiedades colec-
tivas. Es precisamente la comprension y control de estos fenémenos colectivos
1o que interesa mayormente al fisico aplicado, al ingeniero, al quimico y a otros
cientificos en su esfuerzo por utilizar las fuerzas de la naturaleza para el bien-
estar del hombre.

Es necesario idear métodos especiales para describir los procesos en que inter-
viene un gran niimero de particulas. Estos métodos son necesariamente de natu-
raleza estadistica, ya que no podemos tener en cuenta el movimiento detallado
de las particulas (tampoco s necesario hacer ese esfuerzo para obtener resultados
de valor préctico). Por esta razon el estudio de los procesos macroscopicos desde
el punto de vista molecular constituye lo que se denomina fisica estadistica. Se
debe interpretar la palabra “estadistica” como calificativo de una técnica para
describir procesos que involucran un gran nimero de particulas cuyas interac-
ciones individuales son conocidas, sin considerar ¢l comportamiento individual
de cada una. A este respecto senalamos que se ha aplicado métodos estadisticos
al estudio de 4tomos con muchos electrones y a nicleos con muchos nucleones.

En esta parte del texto desarrollaremos primero el método estadistico conocido
como mecdnica estadlstica cldsica, trataremos sus aplica
se denomina ylo al andlisis de
2365, Conchuireraos eata AR con una Introduceion hrove & I mecdnioa e,
distica cudntica ilustrada con algunas de sus aplicaciones.
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10.1 Introduccién

La mecinica est4 basada en ciertos principios fundamentales, como la conser-
vacion de la energia y del momentum, que son aplicables al movimiento de par-
ticulas en interaccion. En este capitulo extenderemos los principios de la me-
cénica a sistemas de muchas particulas, enfatizando los métodos utilizados para
obtener propiedades colectivas o macroscopicas del sistema, sin considerar el
movimiento detallado de cada particula. Esta técnica se denomina mecdnica
estadistica. Usamos aqui “particula” en un sentido amplio que incluye a las
particulas fundamentales, como el electron, o a las asociaciones de particulas
fundamentales, como los dtomos o las moléculas. Una “particula” serd entonces
cada una de las unidades definidas y estables que componen un sistema fisico
determinado.

Es posible darse cuenta ficilmente de que necesitamos un tratamiento esta-
distico de las propiedades macroscopicas de la materia si recordamos que en un
centimetro ciibico de gas a temperatura y presion normales hay unas 3 x 10
moléculas. Es practicamente imposible  1a vez que innecesario tener en cuenta
el movimiento de cada molécula en detalle para determinar las propiedades
suncrusabpicin da gun, taes cime on prts 0 s teperatare. P aze party
para hacer un anlisis estadistico de un sistema con muchas particulas, tenemos
que hacer una estimaci6n razonable acerca del estado dindmico de cada particula,
basada en las propiedades generales de las plrh:ulu Hacemos esta estimacin

el concepto de i ibucién de las particulas entre
los diversos estados dindmicos en que pu:den encontrarse. Al introducir la idea
de probabilidad no estamos implicando que suponemos que las particulas se
mueven al azar o en forma caotica, sin obedecer ninguna ley definida. EI con-
cepto de probabilidad surge de nuestro método de estimar los estados dindmicos
de las particulas de un sistema, y no del mecanismo por el cual las particulas
del sistema se distribuyen en la naturaleza entre los posibles estados dinmicos
como resultado de sus interacciones. Luego, la validez del andlisis estadistico
de un sistema de muchas particulas esti directamente relacionada con la de
nuestras hipotesis acerca de la probabilidad de distribucion de las particulas,

10.2 Equilibrio estadistico

Consideremos un sistema aislado compuesto de un gran nimero N de particulas,
en el cual cada particula tiene a su disposicion varios estados de energia E,, Ey,
E, ... Los estados de energia pueden estar cuantizados (como los estados rota-
cionales y vibracionales de una molécula) o pueden formar un espectro précti-
camente continuo (como la energia cinética traslacional de las moléculas de un
gas). En un instante dado las particulas estén distribuidas entre los diferentes
estados, de modo que n, particulas tienen energia E,, n, particulas energia Ey
y asi sucesivamente. El nimero total de particulas es

N=n+n+n+..=3m @o0.1)




102 Equilibrio estadistico 447

y suponemos que permanece constante durante todos los procesos que ocurren
en el sistema. La energia total del sistema es

U =nE, +nky + nEy + ... = 3 niEe (102)

Esta expresion de la energia total del sistema supone implicitamente que las
particulas no interactian (o que solo lo hacen ligeramente), por lo que podemos
atribuir a cada particula una energia que depende solamente de sus coordenadas.
Si consideramos las interacciones debemos agregar a la ec. (10.2) términos de la
forma Epng + Epng + - + Eps + ... correspondientes a la energia potencial
de interaccion entre pares de particulas. Cada término incluye las coordenadas de
ambas particulas interactuantes. En este caso no podemos hablar de la energia
de cada particula sino solamente de la del sistema.

Puede parecer a primera vista que nuestro tratamiento no esta de acuerdo
con la realidad, ya que todas las particulas que componen los sistemas fisicos
estdn en interaccion. Sin embargo, en condiciones especiales podemos usar una
téenica denominada del campo aufocompatible, en la que se considera que cada
particula estd sujeta a una interaccion promedio debida a las otras, teniendo
una energia potencial promedio que solo depende de sus coordenadas; podemos
entonces seguir escribiendo U como en la ec. (10.2), s6lo que ahora E; = Ex + Epi.
En los casos en que es necesario considerar explicitamente las interacciones entre
particulas, hay que usar otras técnicas. Hablaremos de ellas en el capitulo 12 al
tratar los gases reales.

Si el sistema estd aislado, Ia energia total U debe ser constante, Sin embargo,
puede cambiar la distribucién de las particulas entre los estados disponibles de
energia debido a sus interacciones y colisiones. Por ejemplo, en un gas, una mo-
lécula répida puede chocar con una lenta; después del choque la molécula répi-
da puede haberse frenado y Ia lenta puede haberse acelerado. O un dtomo excitado
puede chocar ineldsticamente con otro dtomo, transfiriendo su energia de exci-
taci6n como energia cinética de ambos atomos. En ambos ejemplos las particulas
estdn en estados diferentes después de la colision. En otras palabras: los nimeros
Py, Ny, g, ... que dan la particion (0 distribucion) de las N particulas entre los

stados disponibles de energia, pueden estar cambiando. Es razonable suponer
que para cada estado macrose6pico e un sistema de particulas hay una particion
que es mds probable que cualquier otra. De otro modo: podemos decir que,
dadas las condiciones fisicas del sistema de particulas (¢l nimero de particulas,
la energia total y la estructura de cada particula) hay una particion mucho mds
probable. Una vez alcanzada esta particion, se dice que el sistema estd en equi-
librio estadistico.

Un sistema en equilibrio estadistico no se apartard de la particion més pro-
bable (excepto por fluctuaciones estadisticas) a no ser que sea perturbado por
un agente externo. Queremos significar con esto que los nimeros de particion

... pueden fluctuar alrededor de los valores correspondientes a la
particion mas probable sin que se produzcan efectos macroscopicos. Supongamos,
por ejemplo, que tenemos un gas en equilibrio estadistico, una de cuyas moléculas
con energia E; choca con otra de energia E; después de la colision sus energias
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E, y E,. Podemos suponer que después de un corto tiempo otro par de mo-
eculas sel de los estados de energia E, y E, y que el mismo par u otro va a los
estados  y Ej, de modo que estadisticamente, la particion no ha cambiado.
El problema clave de la mecénica estadistica es hallar la particion (0 ley de
distribucién) més probable de un sistema aislado, dada su composicién. Una vez
hallada la particion més probable, el problema siguiente es idear métodos para
obtener de dicha particion las propiedades observadas macroscépicamente. Es
necesario hacer alguna hipitesis para obtener la ley de distribucion. Se puede
‘probar varias hipétesis razonables hasta obtener una ley de distribucion que esté
de acuerdo con los resultados experimentales. Actualmente se usan tres leyes de
distribucién o sea tres estadisticas. Una es la que se denomina ley de distribuci
de Mazwell-Bollzmann, que es la base de la estadistica cldsica. En este capitulo
estudiaremos dicha distribucio

La mecénica estadistica cldsica se desarrolls a fines del siglo X1x y comienzos
del xx como resultado de los trabajos de Ludwig Boltzmann (1844-1906), James
C. Maxwell (1831-1879) y Josiah W. Gibbs (1839-1903). La mecénica estadistica
clésica tiene un amplio campo de aplicacion, particularmente en el tratamiento
de muchas propiedades de los gases. Las dos leyes de distribucién restantes, la de
Fermi-Dirac y la de Bose-Einstein, pertenecen a la estadistica cudntica y serdn
las en el capitulo 13. Se puede considerar que la mecénica estadistica clasica

es el limite de las dos estadisticas cudnticas (ver la seccion 13.9).

10.3 Ley de distribucion de Mazwell-Boltzmann

Consideremos un sistema compuesto de un gran nimero de particulas nl(nlxcas
y distinguibles. Por idénticas entendemos que las particulas tienen la misma
estructura y composicién. Por distinguibles entendemos que es pomblc dmmgmr
o decir cual es la diferencia, entre una particula idéntica y otra. A p»
parece existir una contradiccion entre idéntica y distinguible jy realmente es asi
Mis tarde consideraremos esta aparente falta de logica; empero, los resultados
que obtengamos ahora serin suficientemente simples como para justificar un
estudio preliminar de un sistema asi compuesto.
=pm=memos una particién determi-
By————e——e———"~2  nada n,, n, . mediante el ordena-
miento geométrico mostrado en la fig. 10-1.
[Ey——e——e——e—e——n;=4  (Cada linea represcnta un estado particu-
lar de energia E; y el nimero de puntos
indica el nimero n; de partlculas que hay
en cada estado de energi nuestro
By——————————m=2  cjemplo m,=3, n =0, n;=2, n.,1, etc.

B e a1

By

10- le_particulas en-
iversos estados de energx
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Nuestra primera suposicion es que todos los estados de energia son igualmente
accesibles a las particulas del sistema, es decir que lodos los estados de energla
tienen la misma probabilidad de ser ocupados. Supondremos entonces que

la le una_particion al
niimero de maneras diferentes en que las pu!llculus puedendist
para producir la particidn.

Veamos entonces como ejemplo, el nimero de maneras diferentes en que se puede
obtener la particion de la fig. 10-1. Por diferentes queremos decir que los nimeros
Iy, Ny Ty, ... son fijos, pero que las particulas que hay en cada estado son dife-
rentes. Esto es: se considera que una particion en la que la particula a estd en
el estado E, y la particula p esté en el E,, es diferente de una particion en la
que la particula a esti en el estado Ey y la particula p en el E,. Esto proviene
de suponer que las particulas componentes son distinguibles. Si fueran indistin-
guibles tendriamos que suponer que las dos particiones son iguales.

Para comenzar a llenar el estado E, podemos escoger la primera particula
entre todas las N particulas disponibles. Hay entonces N modos distinguibles
de escoger la primera particula. La segunda particula se puede escoger de N —1
modos diferentes, ya que sélo quedan N — 1 particulas disponibles. La tercera
particula se puede escoger de N — 2 modos diferentes. Por lo tanto, el nimero
de modos diferentes distinguibles en que podemos escoger las tres primeras par-
ticulas para colocarlas en el estado E, es

Nt
~N—=3"

Liamemos a, b y ¢ a las tres particulas escogidas. Podemos tomarlas en cual-
quiera de los siguientes 31 = 6 Grdenes o permutaciones diferentes: abe, bea, cab,
bac, acb, cha. Pero estos 3! érdenes diferentes de colocar las particulas a, b y ¢
en E, dan la misma particién, ya que todos corresponden a las particulas a, b
¥ ¢ en E,. Una particion estd determinada solamente por el nimero y la desig-
nacion de las particulas que estin en cada estado y no por el orden en que fueron
colocadas alli, el cual no ticne importancia una vez constituida la_ particion.
En consecuencia, para obtener el nimero total de modos distinguibles diferentes
en que podemos escoger las tres primeras particulas para ocupar el estado E;,
debemos dividir la ec. (10.3) por 3! con lo cual resulta

NN—1)(N—2) = (10.3)

N
N -3
La expresion general del nimero total de m«da. distinguibles diferentes de
colocar n, particulas en el estado E, s entonces
N

= (10.4)
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Este es justamente el nimero de permutaciones de N objetos tomados de n
por vez. Al pasar al segundo estado Ey stlo disponems de N —n, parli
luego, si ec. (10.4)
con N—ny en vez de N y ny en vez de m, .uuxundo

105)
Para cl tercer estado nos quedan slo N — n, — n, y estamos colocando ny par-
ticulas en 6, por lo que en vez de la ec. (10.4) obtenemos
N —n,—ny)
(N —ny—n, —ng)l*

Se puede continuar el proceso hasta agotar todos los estados de energia. EI nii-
mero total de modos diferentes distinguibles de obtener la particion ny, ny, 7 ...
se obtiene multiplicando las expresiones (10.4), (10.5) y las siguientes correspon-
dientes a los estados de energia restantes. Al hacer esto, el estudiante puede veri-
ficar que ciertos factores, como (N —n)l, (N —n, —ny)\, etc., se cancelan,
resultando la expresion simplificada
N

PR (105)
que da el nimero de modos diferentes distinguibles en que se puede obtener
la particion ny, ny, ny, ... Supondremos ahora que la probabilidad de obtener esa
particion es proporcional a P. Por ejemplo, para la particion de la fig. 10-1 la
probabilidad P es

. .
I TP T TR

Debemos tomar 01 = 1, ya que hay un s6lo modo de escoger n; == 0. En la ec. (10.6)
hay que escoger 105 nGMeros ny, ny, ng, ... de modo que se umng-n las ecs. (10.1)
y (10.2), que dan el nimero total de particulas y la energia to

Hasta ahora hemos supuesto que todos los estados dxspﬂmblu tienen la misma
probabilidad de ser ocupados. Puede ocurrir que los estados tengan probabilidades
intrinsecas g; diferentes. Por ejemplo, un cierto estado de energia puede ser com-
patible con mis estados diferentes de momentum angular que otros estados por
1o que es més probable que sea ocupado. Si se tiene en cuenta esta probabilidad
intrinseca, la probabilidad P de una particién determinada es diferente de la
ec. (10.6). Es evidente que si g; es la probabilidad de encontrar una particula
en el nivel de energia E, la probabilidad de encontrar dos particulas en dicho
estado es g % g; = gf ¥ para n; particulas es g; X gi X gt X ... X g =%
Luego, I probabilidad de una particion determinada, en vez de estar dada por
la ec. (10.6), s

(10.7)
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Levantemos finalmente la condicion de distinguibilidad. Si todas las particulas
son idénticas e indistinguibles, no podemos, por ejemplo, darnos cuenta de la
diferencia proveniente de intercambiar las particulas a y p en la particion de
la fig. 10-1. En consecuencia, todas las N! permutaciones entre las particulas
que ocupan los estados diferentes dan la misma particion. Esto significa que de-
bemos dividir la ec. (10.7) entre NI, resultando

N g
 “nylnyln, ,[), il 08
Esta es la expresion de la probabilidad de una distribucion en la estadistica de
Maxwell-Boltzmann.

Podemos obtener el estado de equilibrio, que corresponde a la distribucion més
probable, determinando el méximo de P (dada por la ec. 10.8) compatible con
Ias condiciones (10.1) y (10.2) con N y U constantes. EI método es una técnica
matemstica simple y se explica en detalle en el ejemplo 10.1. El resultado es
que la particion que tiene méxima probabilidad estd dada por

= gierE, (10.9)
donde «y p son dos parimetros que, como se verd, estin relacionados con las
propiedades fisicas del sistema. Se puede expresar la cantidad = en funcion del
nimero total N de particulas. Utilizando la ec. (10.9) tenemos que

N=n+n+n+...
= e PB4 gt By
€@t Er + g P g Fat
e
donde
z=Soetm. (10.10)

la cantidad Z, denominada funcidn de particion, es una expresion muy importante
que aparece frecuentemente en muchos calculos. Podemos escribir entonces
e = NJZ con Io que la ec. (10.9) se convierte en

'Zi e (10.1)

La expresion (10.11) constituye la ley de distribucidn de Mazwell-Boltzmann. La

cantidad § esté relacionada con la energia del sistema, o mds precisamente con

la energia media de una particula, como se explicard en la seccion 10.4.
Daremos ahora una aplicacion de Ia ec. (10.11). Conforme a la definicion de valor

dad fisica F(E) expresable en funcion de la energia E de una particula, esti dado por
i

w 2 niF(Ey|,
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y para la distribucién més probable o de equilibrio tenemos, usando la ec. (10.11),
A
-1 »
F=z 2!:5‘(51)' i (10.12)
Por ejemplo, si las particulas de un sistema s6lo pueden estar en dos estados

de energia, E, = + ¢ y Ey = — ¢, ambos con igual probabilidad (g, = gy = 1),
se tiene

Z = ePBy 4 FE; = e 4 e — 2 cosh e,
¥ 1a energia media de una particula es
p %(E,r"l + BB

cete— ecfe

Todige ke

La energia total es
U= NE = —Netghpe,
que nos permite hallar 8 en funcién de U.

[BJEMPLO 10.1. Obtencién de la particién més probable o de equilibrio.
Sotucion: La particion més probable o de equilirio correspond (por definciér)
al méximo de P Este méximo corresponde a su vez a Ia situacin en que el camb
B o peietioaienta cas (4 = 0) pers swbiis pegodtios U, 45, Sy
Tos nimeros de ocupacién i onbarir o wes e Chtan o ki
de P es matemiticamente rais Faci obiener ol mixirio do 1n P, que corresponde al
mismo valor de P. Ahora bien, segin la ec. (10.9) tenemos

WP =y Ing +ning, + g, +...
—Innl—Inng—...
Empleando Ia formula do Sticling para el logaritmo del factorial de un nimero
muy grande (ver el apéndice V),

mzazinz—z,

3 saponiendo qus my, fy B . 800 ndmeros grandes (ya qus los sistemas fiskos
estdn compuestos en general de muchisimas particulas), tenemos

P ing +ning, +nylng +...

—(nyIn n, — 1) — (g In g — 1) — (A I ny — 1)) ...
=—minng—nnng—... ),

© sea, empleando la ec. (10.

InP = N— > ninng. (10.13)
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Diferenciando esta expresion (recordando que N es constante por lo que dN = 0)
obtenemos

d(n P) = — ' (dn) Innilgs— ) ned(in nifg)
=— > @nyinnigi— > nddniins
=— > (@dnyInnyfge— Z dne. (10.14)
Pero de la ec. (10.1) se deduce, ya que dN = 0 porque N es constante,
Sdni=0. (10.15)

En consecuencia, la ec. (10.14) se reduce a
—d(nP) = Z @n nijg)) dny = 0. (10.16)

Escribimos cero en el iltimo miembro de la ec. (10.16) porque estamos buscando
o sstado de equilbrio para ol cual P es méxima o dP - 0, por lo que d(n ) =
P-1dP = 0. Si todos los cambios dn,, dn,, dn, ... fueran arbitrarios, podria-
o izt 1 oo (10.16) haciendo

Innyfgy =0, Innyfgy =0, Innyfgy =0, ... 67 =gy My =0y ...

Empero, los cambios dn no son enteramente arbitrarios debido ndicién (10.15)
que proviene de la constancia el nimero de particulas, y  la condicién anloga

> Edni =0, (1017)

que resulta de la constancia de la energia interna y que se obtiene diferenciando la
ec. (10.2) y haciendo dU

‘Para tener en cuenta las dos condiciones (10.15) y (10.17), introducimos dos pard-
metros arbitrarios « y 8, denominados multiplicadores indeterminados, conforme
técnica matematica sugerida por Lagrange (ver el apéndice VID. Multiplicando la
ec. (10.15) por « y 1a ec. (10.17) por § y sumando el resultado de la ec. (10.16), obte-
nemos

Z (In nyfgu + « + BEy) dng = 0.

Esto agrega dos coeficientes arbitrarios « y § que sirven para compensar las dos
condiciones restrictivas (10.15) y (10.17) dandoles valores convenientes. La distri-
bucién de equilibrio se obtiene entonces si

In nfge + o + BEi = 0
o0 sea
o= geetBi,

que es el resultado expresado anteriormente en la ec. (10.9).

BIEMPLO 103, Un sistema esti compuesto de 4000 particulss que pueden estar
en uno de los tres niveles o estados de energia igualmente espaciados cuyas energias
, ¥ 3¢,y que tienen la misma probabilidad ntrinseca ¢ (ver fg. 10-2) Este
sistema podria, por ejemplo, consisti en dlomos de ‘momentum angular total igual
a1 colocados en un campo magnético. Comparar la probabilidad relativa de ' parth
cién en que hay 2000 particulas en el nivel Pierior, 1700 en e mtermmedio 3 300 on e
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superior, con la de la particién resultante de la transferencia de dos

del
nivel intermedio, una al inferior y otra al superior, proceso que es compatible con la
conservacién de la energia,

Be——

"

Fig. 10-2. Sistema con tres ni-
m veles de energia.

Solueién: Conforme a Ia ec. (10.8), las probabilidades de la primera y segunda parti-

cién son

T ... T - I
* 2000170013001 * 2001116981301
vez de calcular los valores de P, y de P, lo cual podriamos hacer utilizando la
- o 13), hallaremos simplemente su cociente:
P, _ 1700 x 1690 _ 2888300 _ o
P, 2001 x 301 s02301
Entonces,Ia simple transferencia de dos particulas de un total de 4000 a otsus nveles,
cambi ilidad en un factor 4.3. Esto significa que las particiones P, y Py
Satdn Tejos de ser la particién de equillbrio; esto se debe 8 una poblacion excesiva en
el nivelintermedio. Por lo tanto, el sistema tratard de evoluclonar hacia un estado
n que el nivel intermedio eaté Taenos 1 estudiante repita
o) robiema souiiderando otras dstibuiions pws!ble! de particulas, compatibles con
1 misma energia total. (Cambiar dos particulas mds del nivel intermedio o poner dos
particulas mas en el nivel intermedio, una del nivel superior y otra del Interior y
recalcular las probabilidades relativas,

P=

[EJEMPLO 10.3. Determinar la particién més probable o de equilibrio para €l sis-
tema del ejemplo 10.2.

Sotucténs El sstema estd compuesto de N = 4000 particulas y contorme a los datos
dados en el ejemplo 10.2, su energla total ver g. 10-2) ¢ 2000 x 0 + 1700 X ¢ +
+ 30 ) = 3300.. Ezmpleando Ia expresion (10.9) de 1a particlen mds proba-
ia notacion de la fig. 10-2 y con g, = gs = gy = 9,

Dle, o) ‘tener, conforme a
nyo=ge,  ny=gefe,  ny = ge~¥e

osea_que, lamando x a emos ny = nyz y ny = n2. Luego, las condiciones
(10 y 102 que dan respectivamente ot nimero total de particulas y Ia energia
tal, se convierte:

Byt mE b g = 4000, (a@)e + (1) (29 = 2300c.
Cancelando el factor comin « en la segunda relacién, tenemos

(1 %+ 2 = 4000,

my(x o+ 22 = 2300.
Eliminando n, obtenemos una ecuacién para z:

4758 4+ 172 —23 = 0,
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0 3082 = 0,3034, (S8 s0 s Ia raiz pusitiva: ipor quet) Por 1o tanto, n, = 2277
En consecuencia, n, = 77. La corres-
pondiente probabilidad de particion es

P=_ 0"
2277111461577!

Caleulemos ahora el cambio que se produce en P cuando se saca dos particulas del
nivel intermedio y se transfieren una al nivel superior y otra al inferior. La nueva
probabilidad de particion es

O . S
DETRTHISTS!

El coclente de las dos probabilidades es

1146 x 1145 1312 1%
o m o = s = (,9966.

P 2278 x 578 1316 68 L
Por 1o tanto, las dos probabilidades son esencialmente iguales como tenfa que ser,
ya que si P es méxima, AP debe ser cero o muy y:quzﬂz para un cambio pequeio
en los niimeros de distribucién de una particién de equil

10.4 Temperatura

El parémetro @ de las ecs. (10.10) y (10.11) estd directamente relacionado con
una cantidad fisica, Ja temperatura, que fue introducida originalmente més para
describir una experiencia sensorial que como propiedad estadistica de una colec-
cién de particulas. Notemos en primer lugar que para que haya compatibilidad
dimensional en las ecs. (10.10) y (10.11), debemos expresar 8 en unidades inversas
de energia, esto es, J-1, eV-1, ete. Usando la ec. (10.11), tenemos que la energia
total de un sistema de particulas en equilibrio estadistico e

U=, + mEy + ngFs +
N
=7 GBS+ B B+ B it )

% ( b2 yiE.r“"-) ¢ (10.18)

Usando la definicion (10.10) de la funcion de particion, podemos escribir U en
Ia forma equivalente

U

(10.19)

que es una relacion importante entre la energia total y la funcion de particion
de un sistema en equilibrio estadistico. La energia media de una particula es

(10.20)
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Notar que, dado un sistema fisico descrito por las g; y las Ey, la funcién de par-
ticién Z (y, por lo tanto, la energia total U) y la energia media E de una particula
son funciones de @ (y también de otros parAmetrns que determinan el estado
‘macroscopico, como el volumen y la presion). Esto es, podemos usar el pard-
metro @ para caracterizar la energia interna del sistema. Sin embargo, se ha en-
contrado que es mds conveniente introducir una nueva cantidad fisica en vez

le . Esta cantidad se denomina lemperatura absoluta, se designa con T y se
define conforme a la relacion

KT = % (10.21)

Es evidente que se debe expresar la cantidad kT en unidades de energia, como
joules o electronvolts. La constante k se denomina constante de Bollzmann. Su
vlor st detsrminado por  eleclén de s undades d 1. Queda por demostar

que la que hemos
digamos con un termémetro de gas. Haremos esto mas KR (seccion 12.2).
Baste decir, por ahora, que cuando se expresa T en una unidad denominada

kelvin, que se designa K (unidad introducida antes de que se desarrollara la
mecénica estadistica), el valor de la constante de Boltzmann es

k=1,3805 x 103 J K1 = 8,6178 x 10~ eV K-,
Es claro que podriamos hacer k 1y medir I temperatura en unidades de
energia como joules o sto es osible.
Sin embargo, la tradicién de expresar la temperatura en kelvins, originada mnchn
antes de que se descubriera la relacion entre temperatura y estructura molecular
de un sistema, estd tan profundamente arraigada en la fisica, que es casi imposible
(¢ inconveniente quizs) suprimir su uso. La cantidad @ es positiva (excepto en
0s casos especiales), como se demuestra més adelante, por Jo que la tem-
peratura absoluta 7' es positiva. La temperatura mds baja es cero, y corres-
ponde a lo que se denomina cero absoluto.

Es necesario tener presente que la definicion estadistica de temperatura dada
en la ec. (10.21), slo es valida para un sistema en equilibrio estadistico y, por
Io tanto, no se aplica a una sola particula o a un sistema que no estd en equilibrio.
La razén de esto es que el parmetro @ solo aparece en relacion con el caleulo
de Ia particion més probable de un sistema, la cual corresponde por definicion
al estado de equilibrio. Si el sistema no esté en equilibrio, podemos aun hablar
de una temperatura “efectiva” de una porcion pequeria del sistema, suponiendo
que toda porcion suficientemente pequeia estd casi en equilibrio.

Tatrodsiendo.l: dscicin (1021) do demperair 3 e (10.10), podemos
escribir la funcién de particion de equilibrio en la f

z

S gesn (10.22)
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Andlogamente, los nimeros de ocupacion en ¢l equilibrio son
N
=5 BT, 10.23)

que da la distribucion de Maxwell-Bol en funcién de la
Como @ = 1/KT, dp = —dT/kT?, y podemos escribir la ec. (10.19) en la forma

d
= KNT? 2 (0 2). (10.24)
La energia media por particula, U/N, estd dada por
E=kr-L 2 (1025)
—ar

Observar que la ec. (10.25) establece una relacion entre la energia media por
particuls de un sistema en equilibrio estadistico y Ja temperatura del mismo.
La relacién exacta depende evidentemente de la estructura microscopica del
sistema, expresada por la funcién de particién Z, y es diferente para un gas ideal,
un gas real, un liquido o un solido. Podemos decir entonces que la temperatura
de un sistema en equilibrio estadistico s una canlidad relacionada con la energla
media por particula del sistema, dependiendo dicha relacion de la estructura del
sistema.

En €l caso general, ¢l valor medio de cualquier propiedad F(E) asociada con

las particulas, se convierte ahora en

'/ ‘Temperatura muy baja
F=— ngF(En)r""" (102)
¥ es, por lo tanto, funcién de la tempera-
tura, Por ejemplo, en el sistema g

to de particulas con energias -+

considerado al fnal o 1 secein 103,

Ia energia media_de una particula es, a

la temperatura 7,

E = — e tgh (k7).

Temperatura baja

Pig. 10-8. Distribucién de  Maxwell-
Boltzmann a tres temperaturas diferentes. [
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Como en la ec. (10.23) la exponencial e5AT es una funcién decreciente de
Ei/kT, cuanto mayor sea este cociente, menor serd el valor del nimero de ocu-
pacién n. En consecuencia, a una temperatura dada, cuanto mayor es la energia £,
menor es el valor de n;. En otras palabras: la ocupacion de los estados disponibles
para las particulas disminuye a medida que aumenta la energia, A temperaturas
muy bajas, solo los niveles mds bajos estn ocupados, como se muestra en la
fig. 10-3; pero a temperaturas altas (correspondientes a valores menores de Ey/kT
para una energia dada) aumenta la poblacion relativa de los niveles altos (como
también se muestra en la fig. 10-3) a expensas de la poblacion de los niveles bajos.
Notar que la relacion entre los nimeros de ocupacion de dos niveles de energia
E yEjes

L}
ng

I - spBonT _ i p-aEnT, (10.27)
9 9i

donde AE es la diferencia de energia entre los dos niveles. Luego, n; y ny solo
son comparables si AE es mucho menor que AT,

EJEMPLO 10.4. Dadas las raturas 100 K, 300 K (temperatura_ambiente)
7 1000 K, delerminar para cada una el cociente dé los ndmeros ge ocupacion de 1og
‘iveles correspondientes a AF igual

de los niveles rotacionales de mu
alos niveles vibracionales moleculares, y (¢) 3 eV, que s del orden de las excitaciones
electrénicas en 4tomos y moléculas, Suponer ¢ = 1.

Solucion: Recordando que k = 8,6178 x 10-% eV K-1, tenemos que kT —
X 10-4T eV y AE/KT = 1,1603 x 10* E/T, donde E esti expresada en electronvolts.
Luego, para los valores indicados de AE, 10s valores de ny/n a las tres temperaturas
estin dados en la tabla sigulente:

AE, eV 100 K 300 K 1000 K
104 0,085 0,9962 0,098
5x10% | 3x10% |1,45 x 10 [ 5,60 x 10
3,00 3% 107 |8 x 104 |8 x 10

Por lo tanto, para AE = 10-* eV los dos niveles tienen pricticamente la misma
poblacién a todas las temperaturas consideradas. Esto explica, por ejemplo, que
Jamperatusa novnalse abserve todo o expeciro rotacional de biorcidn de s tsoc-
como el lustrado en a g 5-35 para el caso de HC. Pa

18 poblacion ya ¢ apreciable & (emperatura ambiente, lo cual significa que miuchas
moléculas extén en estados excliados vibracionales & temperatura ambiente. En
cambio, = 36V o coclents ryinc e Lan pequelio qus resulta razonable con-
Sderac qus o1 nivel oAt sy vacio 8 todus las temperaturas con-
sideradas. Por o tanto, la mayoria d

amblents) o su estado elecirdnico fuadumentas. SO0 & temperaturas. extremada-
mente altas, como en las estrellas muy calientes, los dtomos y moléculas estin en
estados excitados electronicos en cantidad apreciable. Las excitaciones electronicas
son producidas en el laboratorio mediante colisiones inelisticas de las moléculas del
gas con electrones rapidos en una descarga eléctrica.
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EJEMPLO 105, Considetar un sitems de mnleculn Polares colocado en un carmpo
eléctrico uniforme, pero que estd aislado de c tro agente externo. Calcular
la polarizaci6n del sistema en Tancién de 1a ‘temporatura.

fotucidn: Designemos con p, el momento dipolar eléctrico de cada molécula. Supon-

dresos que el tnlen sfecto e carmpo eléctrico aplicado es modifor Ia orlentacldn

ar do las moléculus sin perturbar tus movimlentos traslaclonal ¢ interno (rota-

clonal o vibraclonal), y que las maléculas son libes do segui la accion orientadora
261 campo chctrico, La chtrgia de una molécala cuyo momento dipo

o 4 s IR € 8 0 e S & Come & Fagule psde

Lener cuslquier valor entre 0y v, las energias de 1os estados dlsponibles o son dis-

N
Figura 10-4

les de aberturas 8y 0 + d0 (fig. 10-4). El v:.lor de. uu 4ngulo sélido es dQ = 2x ser
llB empleando la ec. (10.22) con df2 en vez de g. ¢ integrando en vez de lummda,
podemos escribir la funcién de particion en la forma

7 = [(entomenTn sen 0.d0 = 4n(kT/p,) senh (piC/KT).

La orlantacitn de as molécules debo ter simétricn respectn a n dirceidn dol campo
eléctrico por 1o que el valor medio_del momento dipolar es paralelo a ¢. Lueg
Bara lsllar p debemos caeular py oy B, va que py cos s 12 componente del omento
dipolar reccioh do €. Usands 14 o6, (10.26) con wna integral en vee
de

kT
3
resultado que se denomina férmula de Langevin, Cuando € es muy grande o cuando
mn es muy baja (0 sea p Pe > kT), tenemos que mlh (M/kn
KTing o0, por lo que p = po. frm et o2
muy intenso 0 la temperatura es s o e e )Jricuumenlc todas las
‘moléculas estin orientadas paralelamente al campo. Para ¢ pequefio o 7 grande
(esto es, pyc/kT < 1), usamos el desarrollo asintético

a ssbittie - e _
: _['(p.mu).»- 2 unvdﬂfn.(l:nlh e

¥ se obtiene

B = PAC/BKT.
Si hay n moléculas por unidad de volumen, Ia polarizacién de la sustancia es
P = np = (npi3KTIC.
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i6n se usa en el

de moléculas polares. La magnetizacion de una sustancia colocada en un campo
‘magnético externo se obtiene, cuando las moléculas poseen un momento magnético
permanente, por medio de un cdlculo similar. Este es el efecto de orientacion que
da lugar al paramagnetismo. Empero, en este caso surge una complicacién. E1 mo-
‘mento magnético estd relacionado con el momentum angular, cuya orientacién estd
restringida_como se indic en la seccién 3.4. Debemos entonces sumar en vez de
Intagrar, Bl resaitado final e, tia embargs, micy similar ol obtenido pers wn mo-
mento dipolar eléctrico (ver el problema 10.8).

10.5 Equilibrio térmico

Consideremos un sistema compuesto por dos grupos diferentes de particul
Diremos que cada grupo de particulas constituye un subsistema. Por ejemplo,
los dos subsistemas pueden ser un liquido con un solido sumergido en ¢, una
mezcla de dos gases o de dos liquidos, o dos solidos en contacto. Por medio de
choques y otras interacciones, puede haber un intercambio de energia entre las
particulas que componen los dos subsistemas, pero se supone que la energia del
sistema total es fija. Liamemos N y N’ al nimero total de particulas de cada
subsistema, y Ey, Ey Ey, ... y Ej, Ep Ey, ... a los correspondientes niveles de
energia disponibles para las plﬂh:llln. Si no hay reacciones entre las particulas
de los dos subsistemas, el niimero total de particulas de cada subsistema s cons-
tante; la cnergia total del sistema también lo es, pero la energia de cada sub-
sistema no se conserva porque pueden intercambiar energia debido a sus inter-
acciones. Por lo tanto, en una particion determinada, los nimeros de ocupacién
Ry Ny Ny ... Y My mjyj, ... de cada subsistema deben satisfacer las condi-
ciones siguientes:

N = 2 n; = const, (10.28)
N'= Z nj = const, (10.29)
U= 2 niEq + ;j njEj = const. (10.30)

La probabilidad de una particién o distribucién determinada est4 dada por el
producto de dos expresiones andlogas a la ec. (10.8), una para cada subsistema:

(10.31)

Podemos obtener ¢l equilibrio del sistema compuesto imponiendo que P sea un
méximo compatible con las ecs. (10.28), (10.29) y (10.30). El resultado es (ver
el cjemplo 10.6):

N & N 4
=g, o= e, (1032)
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donde Z y Z' son las respectivas funciones de particion de los dos subsistemas.

Notemos que para que los dos sistemas estén en equilibrio deben tener el mismo

pardmetro p. En vista de nuestra definicion (10.21) de temperatura, concluimos que
dos sistemas_diferentes  interactuantes de particulas en equilibrio
estadistico deben tener la misma lemperatura.

Este enunciado se denomina ley cero de la termodindmica. Se dice, entonces, que

sistemas estin en equilibrio térmico. Reemplazando 8 por 1/kT, podemos
escribir en lugar de la ec. (10.32):

N e N
- EIT, ot je-EIIKT,
g = 7 gj

donda 6 1 Vpars ek Ahatlith SO Jo ok i Lk e
siones de ny y nj muestran que en el cquilibrio térmico cada subsistema alcanza
somlama pamubn s probable que alcanzarta st estuviora aislado a In misma
tempera Estas relaciones expresan entonces que una vez aleanzado el
cthhno térmico, la energia de cada subsistema permanece constante en sen-
tido estadistico. Esto significa que aunque los dos subsistemas pueden intercam-
biar energia a nivel microscopico, dicho intercambio tiene lugar en ambas direc-
dlone; 1o habiendo en promedio un intercambio neto en ninguna de las dos.
sigue entonces que cuando se pone en contacto dos cuerpos a temperaturas di-
:mnm intercambiarén energia hasta que ambos alcancen el equilibrio térmico ala
‘misma temperatura. En ese momento cesa de haber intercambio neto de energia.
La ley cero es la base para medir la temperatura de un cuerpo; esta tem
ratura se determina colocndolo en contacto con un cuerpo patron calibrado
adecuadamente (termémetro). La ley cero también esta de acuerdo con nuestro
concepto comiin de temperatura, segin el cual si se pone en contacto un cuerpo
“frio” con uno “caliente”, el frio se calienta y el caliente se enfria hasta que
“se siente” que ambos estin a la misma temperatura. En consecuencia, aunque
el concepto de se introduj para
experiencia sensorial que por supuesto estd asociada con una condicion fisica del
cuerpo humano, ahora s lo puede definir en forma precisa por medio de la rela-
cion estadistica (10.21).

EJEMPLO 10.6. Obtencién de las relaciones (10.32).

et U R S9N po I8 e, U1031) vt St el mismo pro-
cedimiento utilizado para obtener la ec. (10.

—dn P) = 3 In nifgednc + Z In nijgf dnj = 0. (10.33)

Las condiciones restrictivas (10.28), (10.29) y (10.30) dan en este caso
(10.34)

(10.35)

(10.36)
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Multiplicando la ec. (10.34) por s, la ec. (10.35) por &’y Ja ec. (10.36) por B y sumén-
dolas a la ec. (10.33), obtenemos

> (nnige + @ + BE) dng + Z(In nilgi + o + BE}) dnj =0,

‘que requiere (por la misma razén que en el caso de una sola clase de particulas) que
Innige + a + pE =0, In njlg; + o« + BEj = 0.
Obtenemos entonces
[
© sea, utilizando las relaciones (10.28) y (10.29) para eliminar e~y e~’,
o= S ettty nj = A s,
Nétese que usamos @ y o’ porque el nimero de particulas de cada subsistema se
conserva separadamente, pero utilizamos un solo B porque es la energia total la que
e conserva,

10.6 Aplicacién al gas ideal

Nuestro proximo paso es determinar si hay algin sistema de particulas en la
naturaleza cuyo comportamiento colectivo s parezca a las predicciones de la
ley de distribucién de Maxwell-Boltzmann. Hasta ahora hemos presentado esta
distribucion solamente como una construccion tedrica mas o menos razonable.
La experiencia confirma que se puede deseribir la mayoria de los gases con la
estadistica de Maxwell-Boltzmann en un intervalo de temperaturas muy amplio.
Para simplificar, consideraremos ahora los gases ideales compucstos de moléeula
monoatomicas. De este modo no tenemos que incluir ni la energia potencial de
Ias fuerzas intermoleculares ni la energia asociada con los movimientos internos
de rotacién o de vibracion de las moléculas; por lo tanto, toda la energia molecular
es traslacional; esto es, la E; que aparcce en la ec. (10.11) es

P = gmiA. 1037)
Notemos empero, que, como se explico en el ejemplo 24, se puede considerar
que la energia cinética de un gas ideal que ocupa un volumen suficientemente
grande no estd cuantizada sino que tiene un espectro continuo. Debemos entonces
volver a escribir la ec. (10.22), reemplazando la suma por una integral, en la forma

zZ= J’:‘ eEIT o(E) dE, (10.38)

donde g(E) dE reemplaza a g y Tepresenta ¢l nimero de estados moleculares
en el intervalo de energia entre E y E + dE. Este nimero proviene de las dife-
rentes orientaciones que puede tener el momentum p para una energia determi-
nada. Conforme a la ec. (12.19), tenemos que

o(E) dE = ‘"Vh,ﬂ E\RdE, (10.39)
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donde V es el volumen ocupado por el gas. Por lo tanto:

 ATVC (2 g
h 0

Se encuentra que la integral del segundo miembro (ver el apéndice IV) tiene el

valor § |/ =(KTY". Luego,
Z= E_"’_"MEM (10.40)

que da la funcion de particion de un gas ideal monoatémico en funcion de la
temperatura y el volumen del gas. Tomando el logaritmo natural de ambos
‘miembros tenemos

InZ=C+3Inkr,
donde C incluye todas las demds cantidades constantes. Sustituyendo este valor
de In Z en la ec. (10.25), obtenemos para la energia media de las moléculas:

E=3kT. (10.41)
Por o tanto, la energia cinética media de las moléculas de un gas ideal en equi-
librio estadistico es proporcional a la temperatura absoluta del gas. Historica-
mente, la ec. (10.41) fuc introducida en el siglo xix mucho antes del desarrollo
de la mecénica estadistica, en conexion con la teoria cinética de los gases. Fue
esta relacion la que sugirid la identificacién de & con 1/kT. La energia total de
un gas compuesto de N moléculas es entonces

U= NE = INT.

Fig. 10-5. Distribucién de energia mo-
lecular a dos temperaturas (100 K y
300 K). Notar que u[t\n In e (10 )
Ia distribucién de depen-
dicats 2 1a mase motonlar:

010 20 30 40 50 60 70 80
B (10 v)
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Concluimos, por lo tanto, que la energia interna de un gas ideal monoatémico
s6lo depende de su temperatura. Esto es un resultado directo de nuestras defi-
niciones de gas ideal y de temperatura. No es de esperar que las mismas rela-
ciones valgan para los gases reales y otras sustancias, ya que parte de su energia
interna es potencial y depende, por tanto, de Ia separacion de las moléculas, esto
es, del volumen de la sustancia.

Si N es el nimero de moles® del gas, y Na = 6,0225 X 10% mol: s la cons-
tante de Avogadro, o sea el numero de moléculas en un mol de la sustancia,
que es el mismo para todas las sustancias, tenemos N = N/N. Luego,

U = INKNAT = INRT, (10.42)
donde
R=kNx = 83143 J mol-t K-t
= 1,0860 cal mol-t K1
= 5,1804 x 109 €V mol! K- (10.43)
se denomina constante de los gases.

La expresion (10.23) de la distribucion de moléculas en las diferentes energias
es, reemplazando g, por o(E) dE dada por la ec. (10.39):

N
e

ot gy = N ASVCR g,

donde dn es el nimero de moléculas con energia entre E y E + dE. Introdu-
ciendo el valor de Z dado por la ec. (10.40), tenemos
dn 2=N

& = R e, (10.44)

que es la formula de Maxwell para la distribucion de energia de las moléculas
de un gas ideal. Esta formula fue una de las primeras aplicaciones de los métodos
estadisticos en fisca. James C. Muxwell la obtuvo por primer vez hacia 1857
empleando . Enla fig. 10-5 estd laec. (10.44)
para dos temperaturas mlem.m.

veces se necesita la distribucion de velocidades en vez de la distribucion
de energia. Teniendo en cuenta que E = $mo*, se tiene

dn _ dn dE dn
mo .

Sustituyendo E = ms* en la ec. (10.44) tenemos

an
i ( z,"';_T) e, (10.45)
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Fig. 10-6. Distribucién de_velocidad

gin la ec. (10.45) Ia distribucion de ve-
locidad depende de Ja masa molecular.

0 1 ¥ 12 o
2008 m s

que es la formula de Maxwell para la distribucion de velocidades de las moléculas
en un gas ideal. La misma da el nimero de moléculas que se mueven con una
velocidad entre v y v + dv independientemente de la direccion de movimiento.
La distribucion de velocidades en el oxigeno a dos temperaturas diferentes esti
representada en la fig. 10-6.

Una prucba crucial de la aplicabilidad de la estadistica de Maxwell-Boltzmann
3 Tos gases ideales o3 ver o 113 istribucones de energa y de velocidad lustradas
en las figs. 105 y 10-6 ocurren realmente. Una manera indirecta de hacer esto
es analizar como la velocidad de las reacciones quimicas depende de la tempe-
ratura. Supongamos que una reaccion determinada ocurre solo si las moléculas
que chocan tienen cierta energia igual o mayor que E,. La velocidad de reaccion
2 una temperatura dada depende entonces del nimero de moléculas que tienen
una energia igual 0 mayor que E,. En la fig. 107 este nimero estd dado para
dos temperaturas diferentes por cada una de las éreas sombreadas dehnjn de lns
curvas. Notemos que hay mas moléculas disponibles a altas tempe
a bajas. Con un cdlculo apropiado podemos predecir el efecto de estas mulecu}as
adicionales y compararlo con los datos experimentales. Estos muestran un acuerdo
excelente con la ec. (10.45), lo cual confirma la aplicabilidad de la estadistica
de Maxwell-Boltzmann a los gases.

Una verificacion mis directa consistiria en “contar” realmente el nimero de
moléculas que hay en cada intervalo de velocidad o de energia. Con este fin han
sido utilizados varios dispositivos experimentales. La fig. 108 ilustra un método
que usa un selector de velocidades o “cortadora”. Dos discos D y D, cada uno
con una muesca, Totan con velocidad angular . Las muescas estan desplazadas
un dngulo 6. De las moléculas de gas que escapan de un horno a cierta tempe-
ratura (proceso denominado efusidn) solo pasan por Jas dos muescas ¢ inciden
en el detector aquéllas cuya velocidad es b = so/0. En realidad, como ambas
muescas tienen un ancho finito, las moléculas transmitidas ticnen velocidades
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dentro de cierto intervalo Av en el entorno del valor dado. Se puede cambiar
la velocidad de las moléculas recibidas en el detector variando w o 0. Haciendo
varias observaciones para diversas velocidades v se obtiene las distribuciones de
velocidades y de energia. Los resultados experimentales confirman la prediccion
de la estadistica de Maxwell-Boltzmann expresada por las ecs. (10.44) y (10.45).

Energia
Big. 10.7. Namero do molécnlas con energia mayor que £ & dos temperatarss
diferentes. En ambos casos el nimero esté indicado por el drea sombrea

o
etusién Haz Hi velocidad
ity oo v
%o\
e
>
e
ot

Discos rotatorios.

Fig. 10-8. Selector de velocidades moleculares.

Como se explico en la.seccion 8.6, es posible disminuir la velocidad de los
neutrones producidos en un proceso de la fision dentro de un reactor nuclear
por medio de un moderador apropiado hasta que estan en equilibrio térmico
a la temperatura del reactor. Los neutrones de un reactor nuclear térmico se
comportan entonces como un gas ideal y su distribucion de energia concuerda
con In ley de Maxwell, ec. (10.4); esto es, los neutrones térmicos siguen la esta-
distica de Maxwell-Boltzmann. Este hecho es esencial para el disefo de reactores
nucleares. Si los neutrones que emergen a través de una ventana en el reactor
pasan por un selector similar al de la fig. 10-8, se obtiene un haz monoenergético
de neutrones.
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BJEMPLO 10:7. Obtener la energia y a velocidad mis probables do las moléculas
de un gas a un: pectiva-
Tmente 8108 mdximos d dnjaE y dnjds.

Seluctin: Para obtener el miximo de dn/dE, ec. (10.44) 8 una temperatura deter-
‘minada, s6lo es necesario calcular el miximo de y — E'%e-AT, Luego:

iy ( in !3.‘1) -EpT
IE =i TF) e =0,
de donde obtenemos Eup = k7. Atl que a temperatura ambiente, para I cual
KT ~0,025 eV, tenemos Emp ~ 0,012
Anblogaments,para obiener e mixima d6 dnjdv, ec. (10.45), basta hallar el méximo
dey :

‘Lﬂ_( ,L),w-mr
@ =\ %

Por o tanto, vap = J 2T/, Esta velocidad corresponde a una energia E =
que es diferente de Emp. ;Puede el estudiante explicar la razén de esta diferencia?

BIEMPLO 108, Velotidad media () y veloeidad media cuadritica (ved) do las
‘moléculas de un g

dn
@

Fig. 10-9. Velocidades mis.

bable, media y media cuadrdticd de

un gas.
0 T T d

Solucion: Se define la velocidad media por

EN SR T .
Introduciendo el valor de dn/dv dado por la ec. (10.45), tenemos

: m v (o
5= dn (0 T,
aw(55z) S e &

Primero transformamos la integral poniendo u = v*, de modo que du = 2v dv, resul-
tando

& [ et du.
Luego integramos por partes, resultando }(kT/m)?, de donde

,,(“T 1n (_&5%7‘_ " 1,130mp.
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Definimos la velocidad media cuadritica por vhe = 5% y obtenemos el promedio de
o de Ia expresion
Ed

Teniendo en euenta que o* = 2E/m, también podemos escribir
P21 FE dn =2 E

ya que la energia media estd definida por B = (l/N)/B dn. Pero para un gas ideal
Se tiene, conforme a la ec. (10.44), E = 3. Lue

vhe = = 2k = BT

1,250mp.

kT )m

Las tres velocidades vmp, 0 ¥ vnc estén indicadas en la fig. (10.9).
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Problemas

101 Refiriéndose al ejemplo  10.2,
calcular el cambio que se produce en la
probabilidad de distribucién i se trans-
flere dos particulas al nivel intermedio,
una del nivel superior y otra del Inferior.
102 Calcular el cociente Py/P, en el
ejemplo 10.2 usando la ec. (10.13) para
In P.

10.3 Determinar la temperatura del
sistema_del ejemplo 10.3 cuando estd
n equilibrio estadistico. Suponer € =
= 0,02 eV.

10.4 Hallar el cociente entre el ntimero
de electrones con espin paralelo y el de
aquéll con, expin antiparalelo s un

campo magnético en funcién de la tem-
pera alor amiicies
pars temperaturas T lguales 4 10 ky

k. [Su’ncnelm Recordar
e ol Toomts taatnttico de sepi 3
los_electrones estd dado por My =—
— 2u88, ec. (3.33)]
10.5 (a) Demostrar que la funcién de
particién de un gas de clectrones colo-
mpo magnético U es
= 2'cosh (uaAT), donde e o
mngnﬂén de Bobr. (b) Calcular la ener-
gla magnética de un gas dy rones.
en dicho campo magnético; demostrar
luego que el paramagnetismo de los

ag-
netizacién M = nun tgh (un/kT), don-
de s el nimero de elec
dad de volumen. (c) Hi
lmites de Ia tuncién de particién

acicn para temperaturas Ty
mn ety

10.6 Las energfas posibles de una par-
teula_en un dirtema de particuas son

(2)
5 (unclﬂn de particion del sistema. e
(cos )

—a— ¢—mr)4_

(b) Caleular la_energia
particales. Hallar el vator N o
la energia media cuando ¢ es mucho
menor que KT.

10.7 Considerando un sistema de par-
ticulas cuyas energias son 0, € 2¢
N, ... representar gréficamente los ni-
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meres do ocupacién. pars, (s) 100 K
©) 300 K, (©) 800 K, si el valor de I
energia ¢ es (a) 102 eV, (b) O eV.
[Sugerencia: Usar el resiage del pro-
blema 106 para la funcién de parti-
zmn,|

108 El momento magnético de un
Staemo (o mobiodia) qus tiens ua momen-
tum angular J esté dldn, segin la
(3.40), por (@ Obtener
una expmmn que aé el g e
mos que tienen un valor e J; igual a mh,
cuando se los coloca en un campo mag-
nético B paralelo al eje Z. (b) Demos-
trar que la funcién de particion del sis-
tema de dtomos es

h [( + Dusg/kT)
unh [$usgB/KT]
(¢) Demostrar que p
$2 particion se roduce a le o
166 iokronse da ot probba 108"
109 Obtener la energia magnética me-
dia_de los dtomos considerados en el

llmr,lén

resultado  verific:
magnético medio de los dtomos en direc-
cién paralela al campo magnético es
M = pugl(j + §) coth (j+ $)z—} coth 4z)
donde x = (¥/kT. Hallar los valores
limites de M para z muy pequefio y muy
grande con respecto a 1.
10.10 ;A qué temperatura el nimero
de moléculas de un gas ideal por unidad
de intervalo de e
10V, es la c
nimero correspondiente a 1 x 10-% eV?
Hallar el cociente entre los ni-
meros de moléculas de

de las energlas 0,2 eV y 0,02 eV para las
siguientes temperaturas: (2) 100 K, (b)
600 K.

ol némero sulclente de
tos r grificos de
F¥ fancion de distribucion de'ta energia
molecular de un gas ideal para un kilo-
mol a 200K y 600 K.

1013 (@ Callalar 13 velositans me:
ca, media y mis probable
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de las molbculas de oxigen
K. B Caloular 1a
Veloriaad més pmmn de las molécu-
Ins do oxtgeno & las lgulentes tempers-
turas: 100 K, 300 K, 1000 K y 10.000 K.
10.14 (a) Calcular la energla cinética

8
vapor de mercurio
sl abimiodl L i R
¥ ¢l oxigeno con la velocidad del sonido
en los mismos.

10.15 Calcular la velocidad media cua-
dritica de (a) los tomos de helio a 2 K,

(b) las moléculas de nitrdgeno a 27°C,
(c) los dtomos de mercurio a 100°C.

10.16 (A qué temperat e
cinética traslacional media de un

celerado a partir del

1 reposo
rencia de potencial de (a)

una_dife
1 volt, (b) 1000 volts, (c) 1.000.000 v

Despreciar los efectos relativistas.
10.17 Determinar el numero relativo
de moléculas de un gas_ideal con velo-
cidades entre & y 1.25_utilizando la
= (mn) o Tk =0y dv=02;

(OX]

olts?

10.18 D e ¢ nimero de
Toldcalas de un gas deal que se mueven
o0 velocdad cryss componeates tﬂ&n
en los intervalos o: y v

bt St o o

dn = N(m/2ekTP" e do, do, do,.

[Notar que para este caso, debemos reem-
plazar en la ec. (10.45) el elemento de
Integracion 4xo* do por dus dvy due. Jus-
tificar este reemplazo.
1019 Demostrar que el nimero de
woldouide &6 26 o Hoel qud i 14
Sompomes X de su velocidad entre
i indepenalamisminte 4
Yoo alores de fas comaponentes o y o €

dn = N(m/2ekT)" e-=4/57 do.
[Sugerencla: Tntegrar n exprestén obte-
nida en el problema 10.18 respecto

. En ambos casos 1os limites de inter
gracion deben ser — 3

1020 Utz of remitade

0.19 para obtener el o

= (.) ~ (b) ok, (¢) o en el caso de un
ideal.

z

10.21 Se define la funcidn error ert (z)
mediante

erte) = i [ ean

En la tabla 10-1 damos algunos valores

funcién. Usando el resultado
et problema 10.19, demostrar que ol
nimero de moléculas de un gas ide
ue tienen Tn componsnts. X de sa
velocidad entre 0y vs es

N, v) = Nert 2,
donde x = (i/2kT)""vz, y que el nimero
de moléculas que tienen la componente
X de su velocidad mayor que vs e

N (01, 00) = N[} —ert (2)].
oz 100ttt ae 102 soliiten

tienen componentes X
e ockana mayores que 20mp?

TABLA 10-1 Valores de erf (z)*

z et (2) = erf (z)
[ 0 16 | 04882
02 [ 0113 | 18| 04946
04 [ o242 | 20| 04977
06 | 03019 |22 | o491
08 | 03711 |24 | 04996
10 [ 04214 | 26| 04999
12| 04552 | 28| 0,500
14 | 04762 | 30| 05000

Para_valores mayores de , erf (z)
tiene valores constantes, hasta cuatro
cifras significativas, de 0,5000.

10.23 Calcular la fraccién de molécu-

una
(b) mayor » (¢) menor que o,
@ mayor qnav {Segerencia: Ver & pro-
blema 1

1024 4Qué n-cuan de Tas moléculas
de un gas ideal tienen la componente X



de su velocidad entre — vmp ¥ + Dmp?

una velocidad entre cero y v estd dada
por

1o

NGO, o) = 2N [ert () — - e

donde x* = mot/kT. Hallar también el
nimero de moléculas que tienen una
velocidad mayor que o. [Sugerencia: Usar
1 cc. (10.45) o integrar por partes.
1026 Utilizando el resultado del pro-
blema 10.25 caleular la_fraccin de
moléculas de w
velocidad (a) menor
U6 ap, (&) menor due 5, li i

10; 27 4Qué porcentaje de moléculas de
oxigeno tienen velocidades mayores que
100 de (a)
100 K, (b) 1000 K, () 10.000 K? Tlus-
trar grificamente usando la funcién de
distribucion.
10.28 Utilizando el resultado del pro-
blema 10.25, hallar el porcentaje de
Ialbeias 4 i g dal guk e soa
encrgta. mayor que 0,5 ¢V sl In tem
raturn, es () 300K, 1) 600 K, Ac)
K. [Sugerencia: Notar que e
expresion Chtenida en o proviema 10.25,
7))

10.29 Demostrar que el nimero de mo-
Iéculas de un gas con velocidad entre v
chocan por unidad de

contra las paredes de
es o(dn/dv) do. Demos-
trar luego que el numero total de mo-
léculs chocan contra Ia pared por
unidad de tiempo e

ntro de un volumen cilindrico de

altura v cos ccion de
moléculas que se mueve dentro del dn-
gulo sélido dQ es

dn
4 g WAy O = 2 sen 0 do.
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10.30 _Supongamos hace un
peaucio agujero en a pared de un horno
que contiene un gas a la temperatura 7.
Demostrar que el nimero de moléculas
con velocidad entre b y 0 + do que es-
capan por unidad de drea y por unidad
de tiempo €5

== pe-mABT gy,

N (mr) -

donde N es el nimero total de moléculas
por unidad de volumen que hay en el
horno. Hallar el nimero total de molécu-
las que escapan por unidad de drea y
por unidad de ostrar tam-
bién que en el haz que sale, las velocida
des moleculares ‘media y media cua

drética son
o 3/2T
8
¥ =
Ome = VAKT/m.
Comparar con los valores correspon.

dientes para las moldculas que bay en ol
o'y hacer wne evatvacite eitica
de'lon rentados ad eperzienty o
trado en Ia 1. 108, [Sugerencia; Usar
ot reaeadon et prnblemn ‘precedente.]
1051, (o) Demastiar qus a ongiad da
onda de de Broglie de
as: To Smeve Son 1 Veloo
bable de una distribucion max-

=-

= h/2mkT)'%, donde k es Ia constante de
Boltzmann. (b) Calcular la longitud de
onda de de Broglie de un neutrén que
3¢ mueve con Ia veloeidad més probable
n distibucin maxwellana 20° .
s de onda con
T ephrmctin Ihvetimien o solido,
1032 4Qué fraccidn do (&) étomas de 1
y (b) m HCl estarian en el
primer ia satats s
10.33 Supongamos que se uuule e
sar la energia de las moléculas de w
sistema como suma de dos términos, 3

g

B = By + Bust

Ey refiere al movimiento
aiomal B oo elere w10t e
dos de libertad internos (tal como los de
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otacidn y vibracitn do 1 moléoula) o & mos guc g1 = g g Demostrar: (a)
I8 fatararcidn, con wnctinpo distlcs) (ue Z = Zufu, duts Z'6s ' Toncion
0o particion tatal y

fandiones de particién traslacional ¢ in-
tes a ambos tipos de movimiento, tene- terna; (b) que U = Ut + Ust.
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11.1 Introduccién

En ¢l capitulo 10 hemos desarrollado un modelo estadistico para tratar sistemas
con muchos componentes idénticos, al cual denominamos estadistica de Maxwell-
Boltzmann. Hustramos este modelo aplicindolo a un ejemplo especial de par-
ticulas que no interactiian entre si: el gas ideal. Pero las particulas que encon-
tramos en la naturaleza estin siempre en interaccion mutua. Luego, nuestro
proximo paso es discutir los agregados de particulas en interaccion, tales como
los dtomos y las moléculas en los estados sdlido, liquido o vapor, o aun los nu-
cleones en un miicleo. Por ser igualmente importante, queremos establecer una
correlacion entre las predicciones de Ia mecénica estadistica y las il ga
medimos u obs a nivel Ademds, en
lugar de considerar un sistema aislado en equilibrio estadistico, queremos saber
qué sucede cuando un sistema interactia con el medio que lo rodea, ya que ésta
es la situacion mas comin en la naturaleza.

Existe un puente entre la mecinica estadistica y las propiedades macroscé-
picas de la materia: la rama de la fisica llamada fermodingmica. Historicamente,
la ciencia de la termodindmica se desarrollo durante los siglos xvinr y xix (antes
de la introduccién de los métodos estadisticos) cuando las nociones de calor y
temperatura no estaban todavia bien comprendidas. Evoluciond hasta constituir
una teoria formal y elegante cuyos resultados y métodos llegaron a ser extrema-
damente importantes para fines de ingenieria, debido a que mds o menos por la
misma época se desarrollaron las méquinas a vapor. La termodindmica culmind
al final del siglo x1x con los trabajos de Carnot, Joule, Kelvin y otros, precis
mente en la época en que los métodos estadisticos comenzaban a ser introducidos
a través de los trabajos de Mayer, Boltzmann, Gibbs y otros. El desarrollo de
los métodos estadisticos y sus aplicaciones a los procesos quimicos han hecho
necesaria una revision de la formulacion de la termodindmica. Sin embargo, desde
el punto de vista de las aplicaciones, no se han introducido cambios esenciales.

En este capitulo estudiaremos la termodinamica desde ¢l punto de vista de la
mecénica estadistica.

11.2  Conservacién de la energia de un sistema de particulas

Consideremos un sistema de particulas sujeto tanto a sus interacciones mutuas
como a fuerzas externas. El sistema puede, por ejemplo, estar constituido por
una sola molécula de hidrogeno (en cuyo caso las particulas que lo constituyen
son dos protones y dos electrones) o un gas que contiene un gran nimero de
‘moléculas de hidrogeno. En el ultimo caso las particulas que componen el sis-
tema son las moléculas; por lo tanto, en primera aproximacion se puede ignorar
la estructura interna de los componentes. Si Epyy es la energia potencial debida
a la interaccion de las particulas i y j, la energla polencial inferna del sistema es

Bptat = 3% By = Epa-+ B+ - + Byt L
or pares
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Andlogamente, llamemos energla cinélica interna a la suma de la energia cinética
de las particulas referida al centro de masa del sistema,® es decir,

Exm=§‘}mx"7=imx"§+)mxﬂ{+§"w§+-«- @1L2)
1as pariculas

Obsérvese que la ec. (11.2), correspondiente a la energia cinética, tiene un término
para cada particula, mientras que la ec. (11.1), correspondiente a la energia po-
tencial, tiene un término para cada par de particulas, porque se refiere a inter-
acciones de dos particulas solamente. Entonces la energta interna total U del
sistema es

U = Exint + Epnt @a3)

En un gas ideal, no existen fuerzas intermoleculares y la energia interna es pre-
cisamente la energia cinética. En algunos casos la energia potencial se puede
expresar como una suma de términos, uno para cada particula, como se indic
en la seccion 10.2. Esto es posible cuando en primera aproximacion, la energia
potencial entre particulas se puede reemplazar por la energia potencial media de
cada particula. Si sobre las particulas del sistema no actian fuerzas externas
(esto es, si el sistema estd aislado de acciones externas), U no cambia. En otras
palabras:

La energla interna de un sistema de particulas aislado permanece

constante.

Cuando sobre las partioulas del sistema actian fuerzas externss, Ia energia interna
n general no permanece constante. Supongamos que inicialmente el
sistema se encuentre en un estado con una energia interna U, Las fuerzas ex-
ternas modifican continuamente este estado, por 1o cual después de un cierto
tiempo Ia energia interna es U. Designemos Wex al trabajo total realizado du-
rante el mismo tiempo por las fuerzas externas que actian sobre las particulas.
Este trabajo Wext €s una suma de muchos términos, uno para cada particula
sobre la cual actian fuerzas externas. Luego, la conservacion de la energia re-
quiere que
U—Up = Wert, (11.4)

Ia cual establece que

el cambio en la energta interna de un sistema de particulas es igual
al trabajo hecho sobre el sistema por las fuerzas exlernas.

Puede ocurrir que aun cuando haya fuerzas externas actuando sobre el sistema,
el trabajo total realizado por estas fuerzas sea nulo: Wext = 0. En tal caso no
hay cambio en la energia interna, esto es: U = Up. Si se realiza trabajo sobre
el sistema (Wexe positivo), su energia interna aumenta (U > Uy), pero si el tra-
bajo es realizado por el sistema (Wext negativo), su encrgia interna disminuye
(U< Up.

Para expresar la energa cinéica, tenemos que delnr un sistema de referencia, ya que de
gt gt it o
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Los sistemas que de un
Mimero mhny: Grand. 0 pactiouihsy pm' 1o que calcular oy trabajo externo como
suma de los tabajos individusls realzades sobro cada particula presenta dif
cultades serias. Por esa razon se ha encontrado conveniente expresar Wext como
una suma de dos términos, ambos de naturaleza estadistica. Uno de ellos se sigue
denominando trabajo y al otro se le llama calor. Muy a menudo, especialmente
cuando estamos tratando con méquinas térmicas, es preferible calcular el trabajo
externo hecho por el sistema, designado por Wy, en lugar del trabajo externo
hecho sobre el sistema, Wext. Como ambos trabajos corresponden al mismo des-
plazamiento, pero a fuerzas iguales y opuestas, los mismos son de igual valor
absoluto pero de signos opuestos; es decir, Wyt = — Wext. En adelante escri-
biremos W en lugar de Wy para el trabajo hecho por el sistema.

RERREEES D

eiisirostl oy

£ = Fig. 11-1. Trabajo realizado durante
F30 o B Ia expansién de un gas.

(Rt ey

-

Consideremos, por ejemplo, un gas en ¢l interior de un cilindro (fig. 11-1).
El gas puede intercambiar energia y momentum con el medio exterior a través
de choques e interacciones de sus moléculas con las moléculas de las paredes del
cilindro. El intercambio de momentum estd representado por una fuerza que
ejerce cada molécula en el punto de colision con la pared. Estas fuerzas indivi-
duales varian de punto a punto, pero como hay un gran nimero de colisiones
repartidas en un drea extensa, el efecto total se puede representar por una fuerza
media actuando sobre toda el drea. La presion p del gas se define como la fuerza
promedio por unidad de drea. Por lo tanto, si A es el drea,

p=FA & F=pA. (11.5)

Si una de las paredes del recipiente es movil, tal como el pistén de la fig. 11-1,
a fuerza ejercida por el gas producird un desplazamiento dz de la pared. El in-
tercambio de energia del sistema con el mundo exterior se puede expresar como
el trabajo hecho por esta fuerza durante el desplazamiento. Por consiguiente
AW = Fdz = pA dz = pav, (1.6

donde dV = A dz es la variacion del volumen del gas. Entonces, si el volumen
cambia desde V, hasta V, el trabajo externo hecho por el gas durante la expan-
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sin serd
v
w =J' pav. 1.7
v

Para calcular esta integral debemos conocer la relacion entre p y V. Esta relacion
se ha estudiado detalladamente para los gases y otras sustancias, y nsi-
derada més adelante.

Evidentemente, ¢l trabajo hecho sobre el gas es

v
Wext = _J' pav. 18)
vo

Recordemos ahora algunas de las unidades mis comunes en las cuales se mide
la presion. Observar primero que la presion se debe expresar como el cociente
entre una unidad de fuerza y una unidad de drea. Luego, en el sistema MKSC
la presion se expresa en newlons por melro cuadrado: N m-*. Otras unidades fre-
cuentemente usadas son dinas por centimelro cuadrado (din cm-%) y kilogramos-
[u:ua por centimetro cuadrado (kgf cm-3). Otra unidad iitil, usada pnnmpdmenu
resar la presién de los gases, s la atmdsfera, que se abrevia a
sty it sl

1atm = 1,013 x 10° N m* = 1,033 kgf cm-%.

Una atmésfera es aproximadamente la presion normal que la atmésfera terrestre
ejerce sobre los cuerpos al nivel del mar,

EJEMPLO 11.1. Un gas que ocupa un volumen de 0,30 m? ejerce una presién do
2'x 104 N m->. El gas se expande hasta un volumen de 0,45 m’, permaneciendo cons-
tante la presién. Hallar el trabajo realizado por el gas.
Solucton: Usamos 1a ec. (11.7) y, si Ia presién permanece constante,
- v

Ws!v.pdV=pI'.dV=P(V—V‘). (11.9)

Resultado que es completamente general y se aplica a cuslquier sistema cuyo volu-
n cambie a presién constan indo los valores numéricos, obtenemos
W=3x 100,

EJEMPLO 11.2. Un gas se expande de tal modo que se cumple la relacién pV =
(constante). Esta relacitn requiere que la temperatura del gas permancaca anstante
 constit de Boyle. Hallar el

Qesde V, e

‘Solucién: Usando la ec. (11.8), obtenemos

Vs

v,
En consecuencia, el trabajo realizado depende del cociente Vy/V, entre los volimenes
(este cociente se denomina relacidn de ezpansion). En el diseflo de méquinas de com-
bustién interna, 1a relacién de compresidn (o expansién) es uno de los {actores qus
determinan la potencia de la méquin:

v, v,
w=|" pav-jyc% In- 110
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Es importante tener presente que la ec. (11.7) expresa un promedio macroscopico
que combina los intercambios de energia individuales entre las moléculas del gas
y las del pistén. Pero, eémo calcular el intercambio de energia que ocurre debido
a la interaccion de las méléculas del gas con las paredes, que permanecen fijas?
En este caso no se puede aplicar el método que hemos usado para calcular el
trabajo W realizado por el pistén. Aunque todavia podemos definir una fuerza
media ejercida sobre la pared, no podemos definir un desplazamiento medio
de la pared. A cada interaccion individual entre las moléculas del gas y la pared,
corresponde una fuerza pequena y se produce un desplazamiento pequerio de
las moléculas de la pared. Si pudiéramos caleular cada una de estas cantidades
infinitesimales de trabajo y sumarlas, podriamos tener el trabajo externo corres-
pondiente realizado por el sistema. Empero, esta técnica es obviamente casi
imposible debido al gran nimero de factores que intervienen. Por lo tanto, defi-
niremos un nuevo concepto macroscopico o estadistico llamado calor para dar
cuenta de dicho trabajo.

El valor medio del trabajo externo o energia intercambiada entre un sistema
y el medio que lo rodea, debida a los intercambios individuales de energia que
Pueden ocurrir como consecuencia de los choques entre las moléculas del sistema
y las del medio se denomina calor, Q, siempre que no se pueda expresar como
fuerza multiplicada por distancia. Por consiguiente, Q estd compuesto de muchos
trabajos individuales pequedisimos, tales que no se pueden expresar colectiva-
mente como una fuerza multiplicada por una distancia media.

De acuerdo a la convencion de signos adoptada, el calor Q se considera positivo
cuando corresponde a un trabajo externo neto realizado sobre ¢l sistema y nega-
tivo cuando es equivalente a un trabajo externo neto realizado por el sistema.
En el primer caso decimos que el sistema absorbe calor y en el segundo que el
sistema cede calor.

Como el calor corresponde a un trabajo, se puede expresar en joules. Sin em-
bargo, el calor s¢ expresa a menudo en una unidad llamada caloria, que se abrevia
cal y cuya definicién, adoptada en 1948, es 1 caloria = 4,1840 J. La caloria se
introdujo como una unidad de medida del calor cuando la naturaleza de éste
no estaba comprendida claramente. Pero la caloria es simplemente otra unidad
para medir trabajo y energia, y no solo calor.

En este punto debemos advertir al estudiante que no considere ¢l calor como
una forma nueva o diferente de energia. Es un nombre dado a una forma especial
de trabajo o transferencia e energia en la cual participa un nimero muy grande de
particulas. Cuando aiin no estaban claros los conceptos de interaccion y de es-
tructura atémica de la materia, los fisicos clasificaban la energia en dos grupos:
energia mecdnica, correspondiente a las energias cinética y potencial gravitacional,

ergia no mecdnica que comprendia el calor, la energia quimica, la energia
Cléctrica, la radiacion, etc. Esta division no tiene ya justificacion. Hoy en dia
los fisicos distinguen solamente la energia cinética y la potencial, teniendo esta
Gltima expresiones diferentes segin la naturaleza de la interaccion fisica corres-
pondiente; el calor y la radiacion expresan dos mecanismos de transferencia
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de energia. Energia quimica es un término macroscopico usado para describir la
energia asociada con interacciones eléctricas entre 4tomos y moléculas, y que se
pone de manifiesto en los procesos quimicos, es decir, en los reagrupamientos
de dtomos en las moléculas.

11.5 Primera ley de la termodinémica

En las dos secciones previas hemos visto que cuando estamos tratando sistemas
compuestos de un gran nimero de particulas, debemos expresar el (rabajo externo
fotal como la suma de dos partes: Q + Wext donde Wext expresa el trabajo ex-
terno cuando se puede caleular multiplicando una fuerza media por una dis-
tancia, como se discutié en la seccion 11.3, y Q representa el trabajo externo
cuando se debe expresar como calor, como se estudié en la seccion 11.4. La ex-
presion (11.4) del principio e conservacion de la energia se puede escribir enton-
ces en la

U—Up=0Q+ W, Ly
Ia cual se puede expresar en palabras como sigue:

El cambio en la energla interna de un sistema es igual al calor
absorbido mds el trabajo exlerno hecho sobre el sistema.

En la fig. 11-2(a) se puede ver un esquema representativo de la ec. (11.11): el
sistema absorbe una cantidad de calor y se hace un trabajo Wexe sobre el sis-
tema. La suma Q + Wex s¢ almacena como energia interna U — U, del sistema,
Algunas veces, especialmente en aplicaciones de ingenieria, no escribimos el
trabajo externo Wex hecho sobre el sistema, sino el trabajo externo W hecho
por el sistema; como ya se ha explicado, éste corresponde al trabajo hecho sobre
el sistema con signo cambiado, Haciendo Wext = — W, tenemos, en lugar de
laec. (11.11),
U—Uy=Q—W. (.12)
En la fig. 11-2(b) se ilustra la ec. (11.12): el sistema absorbe una cantidad de
calor Q y hay un trabajo W hecho por el sistemaj la diferencia Q — W se alma-
cena como energia interna U — U, del sistema.
Los enunciados relacionados con las ecs. (11.11) y (11.12) constituyen lo que
s denomina primera ley de la termodindmica; es simplemente la ley de conser-

Lo Lk

®)
Fig. 11-2. Rullc[én entre calor, trabajo y energfa interna.
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vacion de la energia aplicada a sistemas que tienen un gran nimero e particulas,
con el trabajo externo convenientemente dividido en dos términos estadisticos,
uno que se sigue denominando trabajo y el otro llamado calor.

Podemos observar que debido a su definicion, la energla interna de un sistema
depende solamenle del estado del sistema, esté o no en equilibrio, y no depende de
c6mo el sistema lleg a ese estado. Sin embargo, sélo cuando el sistema estd en un
estado de equilibrio y las particulas que componen el sistema obedecen la esta-
distica de Maxwell-Boltzmann se puede usar la ec. (10.24) para calcular U, es decir

d
U = KNT? o (n 2).

Por otra parte, el trabajo W y el calor Q son cantidades directamente relacio-
nadas con los procesos que el sistema experimenta cuando pasa del estado inicial
al final. Es decir: cuando el sistema pasa de un estado inicial a otro final deter-
minados, hay varios procesos posibles. En todos los procesos por los cuales se
alcanza los mismos estados, los valores Uy y U de la energia inicial y final son
Iot iiie, df fues qde W e AL-U—Uy s independiente del

roceso. En otras palabras, la division del intercambio de energia en calor y
tnbn)n depende del proceso.

Un caso especialmente interesante ocurre cuando el sistema experimenta una
transformaciin ciclica o simplemente un ciclo. Esto significa que al final del pro-
ceso el sistema regresa a su estado inicial. Por consiguiente

U=U, y AU=U—U=

la cual, sustituida en la ec. (11.12), da
o=w. a1.13)

Luego, el calor absorbido en un ciclo por el sistema se transforma totalmente
en trabajo realizado por el mismo. Esto es, precisamente, el principio de funcio-
namiento de las méquinas térmicas, cuyo propésito es absorber calor y realizar
trabajo de un modo clchco

Sila un sistema es
reemplazar AU = U — u,, por dU, Q por dQ y W por 4W en la ec. (11 xz) Con
ello se obticne la siguiente expresion:

dU = aQ —aW. (11.14)

Esta es la forma diferencial de la primera ley de la termodinmica. Observar
que estamos escribiendo dQ y dW y no dQ y dW para los cambios infinitesimales
de Q'y W. Esto es con el fin de enfatizar que, aunque U es una funcion de estado
y su variacién depende sélo de los estados inicial y final, Q y W son cantidades
asociadas solamente con los procesos. En lenguaje matematico decimos que dU
es un diferencial exacto de las variables usadas para definir el estado del sistema,
mientras que 4Q y 4W no lo son.
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Cuando el trabajo 4W se debe a una expansion o cambio de volumen, tenemos
segan la ec. (11.8) que dW = pdV, y la ec. (11.14) se convierte en

dU = 4Q —pav. (11.15)

Pero advertimos al estudiante que puede haber otras clases de trabajo ademés
del debido a la expansion, los cuales dan diferentes expresiones en funcion de
las variables del problema. Por ejemplo, si una carga dg se mueve debido a una
fem Vg, debemos escribir ¢W = Vs dg

11.6 Representacién grifica de procesos

Para describir macroscopicamente el estado de equilibrio de un sistema de dtomos
o moléculas, usamos algunos pardmetros macroscopicos o estadisticos, De éstos
los mis usados son la presién, la temperatura y el volumen. Se podria usar tam-
bién la energia interna total, pero esto no es comun. Si el sistema est4 compuesto
de dos 0 més sustancias independientes, a fin de especificar el estado del sistema,
debemos conocer también sus proporciones relativas.

Las variables macroscopicas o estadisticas que describen el estado de un sis-
tema en equilibrio no son todas independientes; estan relacionadas entre si por

Plg. 11-8.  Superficie termodindmi

una expresién matematica llamada ecuacion de eslado, que es caracteristica de
la_estructura fisica del sistema. Por ejemplo, la ecuacion de estado de un gas
ideal (ver seccibn 12.2) es

PV = NRT, (11.16)
donde N es el nimero de moles y R es la constante de los gases definida en la

ec. (10.43). Uno de los problemas més importantes de la fisica estadistica es
deducir la ecuacion de estado para diferentes clases de sustancias, ya que un
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Fig. 11-4. Expansion y compresion reversible de un gas.

conocimiento de esta ecuacion es de inmensa importancia tanto teorica como
prictica.

Designemos la ecuacion de estado de una sustancia homogénea por {(p, V, T)=0.
Podemos representar esta funcion por una superficie llamada superficie termo-
dindmica, usando una terna de ejes d\:slgnldos p. Vy T (fig. 11-3). Un estado
particular de equilibrio de un sistema, caracterizado por ciertos valores de p, V,

reinentado 3 i pant S sohes I saperic: S ol sbins Shpirs
menta un proceso o transformacion, eventualmente pasa a otro estado de equi-
librio §, también sobre la superficie. En general, los estados intermedios ocu-
pados en Ja transformacién S >’ no son estados de equilibrio y no pueden
estar representados por‘puntos sobre la superficie

ftp, V. T)

Sin embargo, si la transformacion ocurre muy lentamente (desenvolviéndose por
ctapas infinitesimales, de modo que en cada etapa el sistema se aparte s6lo leve-
mente de su estado de equilibrio), podemos suponer razonablemente que en cada
instante el sistema estd en equilibrio estadistico. Una transformacion de esta
clase se dice reversible.

Podemos usar la expansién de un gas para ilustrar una transformacion rever-
sible. Supongamos que el piston de la fig. 11-4 se mantiene en posicion mediante
gran niimero de pesas todas muy pequefias, como se indica en la fig. 11-4(a).
En el equilibrio, la presion del gas encerrado es igual a la presion debida a las
pesas mis la presion atmosférica. Si quitamos una de las pesas, deslizindola a
un lado sobre la plataforma, la presion externa disminuye en una pequefia can-
tidad y el equilibrio del gas se perturba ligeramente. El gas experimenta entonces
una pequena expansion hasta que el equilibrio se restaura (ripidamente). Cuando
se repite el proceso un nimero de veces, el gas eventualmente se expande hasta
el volumen que se muestra en (b) y las pesas, que previamente estaban sobre el
piston, estin almacenadas como se indica. Puesto que el proceso ha ocurrido
muy lentamente, suponemos que el gas ha permanecido continuamente en equi-
librio estadistico y que la expansion ha sido reversible. Para que el gas vuelva
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©
Pig. 11-6. Expansion y compresion irreversible de un gas.

a su estado inicial, todo 1o que tenemos que hacer es colocar de nuevo sobre el
pistén, en orden inverso, las mismas pesas que le habiamos quitado. Al final,
el gas estd en su estado inicial, habiendo completado un ciclo, sin haberse pro-
ducido cambios en el medio que lo rodea, En otras palabras, en un ciclo ente-
ramente_compuesto de transformaciones reversibles, es posible arreglar las cosas de
modo tal que no se produzcan cambios observables ni en el sistema ni en el medio
que o rodea.

Por otra parte, un proceso irreversible ocurre cuando el sistema se aleja del
estado de equilibrio. Durante un proceso tal, las cantidades estadisticas, como
presion y temperatura, no estdn definidas. Eventualmente, al final del proceso,
ol sistema alcanza de nuevo el equilibrio en un estado diferente caracterizado
Por una presion y una temperatura determinadas. En general, los procesos irre-
versibles ocurren con gran rapidez. Usaremos nuevamente la expansion de un
gas para ilustrar un proceso irreversible. En la fig. 11-5(a) se encuentra el gas
como estaba en la fig. 11-4(a), pero con todas las pesas reunidas en una sola,
que designamos con A. Obsérvese que hay ademds una pesa 5 en el nivel superior.
Si se quita la pesa 4, la presion externa disminuye inmediatamente y el gas se
expande ds un modo ripido, con waa gran tublenia ex 1 movilexto mo-
lecular; es decir, que el proceso es irreversible. Durante el proceso las velocidades
moleculares no siguen la ley de distribucion o Ml Dok Piatens
el piston se deticne en una cierta posicion y eventualmente se restaura el equi-
librio a una temperatura y presion bien definidas, como se indica en la fig. 11-5(b).
Para hacer volver el gas a su estado inicial, podemos colocar la pesa B encima
del piston, con lo cual éste baja y hace que sobre el gas se efectiie un proceso
que puede 0 no repetir, inversamente, el anterior. Al final, cuando se restablece

rio una vez mis, el gas esti de nuevo en su estado inicial, como se ilustra
en la fig. 11-5(c); el gas ha completado un ciclo. Empero, ha tenido lugar un
cambio en el medio ambiente. La pesa B, que estaba inicialmente en ¢l extremo
superior estd ahora en el fondo. Luego: en un ciclo compuesto, parcial o tolalmente,
de transformaciones irreversibles, el sistema relorna a su estado inicial, pero se pro-
duce un cambio finito medible en el medio ambiente.
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Es claro que una transformacion reversible se puede representar por una linea
sobre la superficie termodindmica f(p, V, T) = 0, uniendo el estado inicial § con
el final ', pero un proceso irreversible no puede ser representado de este modo.

Los tres parémetros p, V y T no son independientes, ya que estén relacionados

por la ecuacion de estado f(p, V, T) = 0. Por consiguiente, en general, solo es
necesario usar dos coordenadas para representar un proceso determinado. Es
Sreeataty s, cspacakmeate pars Lo gu, ux dagrama'y-¥. Pt s, o
la fig. 11-6 se ha representado en un diagrama p-V, una transformacion rever-
sible desde el estado A con presion p, y volumen V, al estado B con presion py
¥ volumen V,. En cada instante, la temperatura se obtiene de la ecuacién de
uhdn Este diagrama es especialmente itil para procesos con gases, porque estos
esos guardan una fntima relacion con el trabajo hecho por el gas. Recor-

d.lndn 1a ec. (11.7), observamos que p dV es el drea de una franja de ancho dV/

) ?)

o Vv

Fig. 11-6. Diagrama de un proceso re-  Fig. 11-7. El trabajo realizado al pasar
versible en el plano p-V. El drea som- del estado A al B depende del p

breada representa el trabajo realizado que sigue e sistema.

por el sistema.

y altura p, y, en consecuencia, el trabajo hecho pm‘ el sistema al pasar desde A
hasta B por medio de un clerto proceso esta dado

- J' *pav.
v

En la fig. 11-6, el trabajo realizado correspondiente a la transformacion es en-
tonces el drea bajo la curva AB. Esto nos ayuda a comprender lo dicho en la
seccion 11.5 acerca de que el trabajo depende del proceso. En la fig. 11-7 se indica
varios procesos, correspondientes a las curvas (1), (2) y (3), todos los cuales llevan
a un sistema del estado A al B. Como el drea bajo cada curva es diferente, ¢l
trabajo hecho en cada proceso es también diferente. Los estados inicial y final
son los mismos para los tres procesos y, por lo tanto, el cambio AU = Ux— Up
de In energia interna s el mismo en cada caso. Por consiguiente, el calor corres-
pondiente a cada proceso, dado por Q = AU -+ W, seré diferente. Si ¢l proceso
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es irreversible no se puede representar en un diagrama p-V y el cdlculo del tra-
bajo se hace més dificil.

Consideremos a continuacién un ciclo, en e cual el sistema va desde A hasta B
(fig. 11-8) a través del proceso (1) y regresa desde B hasta A segin el proceso (2).
Al pasar de A a B, el sistema realiza un trabajo igual al 4rea bajo la curva (1).
Retornando de B a A el sistema realiza un trabajo igual al valor negativo del
drea bajo la curva (2) porque el trabajo se hace sobre el sistema. El trabajo
neto W hecho por el sistema durante el ciclo es el drea sombreada encerrada
por la curva representativa del ciclo; esto es

Wecto = § p dV = drea bajo (1) —irea bajo (2) = drea encerrada por A(DB@)A.

Como se indic6 en Ia seccion 11.5, las méquinas térmicas efectian trabajo a ex-
pensas del calor absorbido en un proceso ciclico. Si el proceso es reversible, el
trabajo hecho por el ciclo se puede calcular una vez que se conozea el diagrama
p-V del ciclo. Este trabajo también es igual al calor neto absorbido por el sis-
tema durante el ciclo.

8. Ciclo. EI trabajo hecho por
el sistema que deseribe el ciclo en sentido
horario e igual al drea encerrada por el
ciclo en un diagrama p-V.

11.7 Procesos especiales

Consideremos algunos procesos especiales, limitdndonos al caso en el cual el
trabajo se debe a la expansion solamente. Entonces la ec. (11.15) es vlida para
un proceso infinitesimal. Esto es, dU = 4Q — p dV. Una transformacion isocdrica
es aquélla en la cual el volumen permanece constante. Luego dV = 0 yIa ec. (11.15)
se reduce a

dUy =dQv, V= const, [ERY)

donde el subindice V se usa para recalear que esta ecuacion es vlida solo a
volumen constante. Para una transformacion finita obtenemos, integrando la
ec. (11.17) (o de la ec. 11.12 con W = 0),

U—Uy=0Qw V = const.
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De modo que en una transformacién isocorica €l cambio de energia interna es
igual al calor absorbido, lo cual era de esperar, ya que no hay trabajo externo.

Introduzcamos ahora el concepto capacidad caldrica a volumen conslante Cy,
que es igual al calor absorbido por un mol de la sustancia por unidad de vari:
cién de temperatura, a volumen constante. Luego, podemos usar la ec. (11.17)

y obtener
1 1 U
Gv= ;ZQTV“ N (aT) ! Yriy

donde  es el nimero de moles en el sistema. Para calcular 2U/oT, debemos
indicar que V es constante, ya que podemos también cambiar la temperatura
de otro modo, con lo cual resulta un cambio diferente de la energia interna. En
general, la capacidad calorica Cy no es constante, sino que varia con la tempe-
ratura. Es una cantidad macroscopica o estadistica importante, ya que es una
caracteristica de cada sustancia.

Una transformacién isobdrica es aquélla en la cual la presion permanece cons-
tante, Entonces dp = 0 y podemos sustituir p dV por d(pV). Introduciendo esta
relacion en la ec. (11.15), tenemos

U = 40, —d(pV)  p = const,
donde el subindice p sirve para dar énfasis que la ecuacion es vlida a presion
constante solamente. Por lo tanto

= dU, +d(pV), = d(U + pV), = dH,,  p = const,
a1.19)
donde la cantidad

H=U+pv (11.20)

se denomina entalpla del sistema. Para una transformacién finita, tenemos,
integrando la ec. (11.19),

H—Hy=0, p=oconst. [GEN
Luego, en una transformaci6n isobérica, el cambio de entalpia es igual al calor
absorbido. El trabajo hecho en una transformacién isobdrica es, de acuerdo a
la ec. (11.9),

Wy = p(V— V. (11.22)
La capacidad calirica a presion constante C, se define como el calor absorbido
por un mol de la sustancia por unidad de variacién de temperatura cuando la
‘presion permanece constante. Por lo tanto

oH

- L(_)
G~ dT ~N \aT ), )
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Observar que ambas capacidades caloricas C, y Cy se expresan en J K- mol-t
en el sistema MKSC de unidades. Sin embargo, se usa por costumbre la unidad
equivalente cal °C-1 mol-1. La capacidad calérica media del agua a presion atmos-
férica constante es 18,00 cal °C-' mol-%. En un principio la caloria fue definida
como la_energia necesaria para elevar la temperatura de un gramo de agua
(1/18 mol) en 1°C a presion constante.

Una transformacién isolérmica es aquella en la cual la temperatura no cambia.
Para un gas ideal, cuya energia interna U = 3NRT depende solamente de la
temperatura, la energia interna no cambia en un proceso isotérmico; esto es,
dUy = 0. Por lo tanto, la ec. (11.14) da

dQr=dWr 6 Qr=Ws,  sblo para un gas ideal.

Esta relacion, repetimos, es vlida solamente para transformaciones isotérmicas
de un gas ideal.

Una transformaciin adiabitica es aquella en la cual el sistema ni absorbe ni
da calor. Entonces Qo =0 y la ec. (11.14) da

AUq = — dWa, (.24)

donde el subindice a significa adiabatica. La expresién (11.24) indica que en
una transformacion adiabtica el trabajo se realiza a expensas de la energia
interna del sistema. Luego, la temperatura de un gas ideal (y de muchas sus-
tancias) debe disminuir durante una expansion adiabitica y aumentar durante
una compresion adiabitica.

11.8 Entropia y la sequnda ley de la termodinmica

En ¢l capitulo 10 obtuvimos la plrtlclbn de equilibrio de un sistema, la cm
depende de las de lo
distibucion més probable de las moléculas del mismo entre los diferentes 5hdn|
de energia disponibles. En tales condiciones P (o In P) es mdximo. Si el sistema,
aunque aislado, no esta en equilibrio, podemos suponer que esté en una parti-
cibn (o distribucion) de menor probabilidad que la mixima o de equilibrio. A su
debido tiempo, el sistema evolucionard a causa de las interacciones entre sus
componentes o moléculas, hasta alcanzar la particion de mixima probabilidad.
En este instante el sistema llega al equilibrio estadistico y no son de esperar
aumentos posteriores de P (o de In P), a menos que se perturbe el sistema por
medio de una accion externa.

Para_deseribir esta tendencia natural hacia el equilibrio estadistico por evo-
Iucién hacia la particion de méxima probabilidad, se inventd el importante con-
cepto de entropia, S. La entropia se define por

S=klnP, (11.25)

donde la constante de Boltzmann se introduce por conveniencia en la expresion
de futuras relaciones matemiticas. De este modo, la entropla de un sistema es
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al logaritmo de la ilidad P de la particion iente al
estado del sistema. Esta definicion de entropia se aplica a cualquier particion o
estado, sea de equilibrio o no; esto contrasta con la temperatura, que se define
s6lo para particiones o estados de equilibrio. La definicion precedente significa
ademds que la entropia de un sistema es una propiedad del estado del mismo y
por consiguiente

cuando un sistema pasa de un estado a otro la variacién de su en-
tropla es independiente de los procesos realizados,

ya que este cambio estd determinado por las probabilidades de las particiones
inicial y final. Es evidente que para estados de equilibrio, la entropia se puede
expresar en funcion de las variables macroscopicas que definen el estado. Una
transformacién reversible de un sistema, aislado o no, en Ia cual la entropfa del
sistema no varia, se denomina transformacion isoentripica.

Cuando tenemos dos sistemas con probabilidades P, y Py, la probabilidad
total de la particién resultante de la combinaci6n de los dos sistemas es P = P;Py.
Luego, mP=InP,+In Py y S n P, + kln Py = S, + 5, Ve
mos asi que la entropia es una cantidad aditiva, Esta es una de las razones por
las cuales el concepto de entropfa es mis ficil de manipular que el de probabilidad.

Teniendo en cuenta nuestra definicién de entropia y recordando (seccion 10.2)
que el estado de equilibrio estadistico corresponde a la particion mds probable,
concluimos que la entropia de un sistema aislado en equilibrio estadistico tiene
el ‘valor méximo compatible con las condiciones fisicas del sistema. En conse-
cuencia, los procesos que pueden ocurrir en un sistema aislado después de alcanzar
el equilibrio estadistico son solo aquellos compatibles con el requisito de que la
entropia no cambie, esto es, dS = 0. Estos procesos son evidentemente reversibles
porque el sistema aislado estd en equilibrio. Por otra parte, si un sistema aislado
no estd en equilibrio, evolucionard naturalmente en la direccion en la cual su en-
tropla aumenla, ya que éstos son los procesos que conducen el sistema hacia €l
estado de mixima probabilidad o de equilibrio estadistico. Asi, los procesos que
es mis probable que ocurran en un sistema aislado son aquellos para los cuales

ds = 0; (11.26)

valiendo Ia desigualdad cuando el sistema no estd inicialmente en equilibrio y
los procesos son irrev
Podemos entonces enunciar la segunda ley de la termodindmica como sigue:

En un sistema aislado los procesos que pueden ocurrir con mayor
. probabilidad son aguellos en los cuales la entropla aumenta o per-
manece constante.

Se debe interpretar este enunciado en sentido estadistico, ya que, en un caso
particular y debido a las fluctuaciones en la distribucion molecular, la entropia
de un sistema aislado puede disminuir, pero cuanto mayor es la disminucién,
menor es la probabilidad de que ocurra. Luego, la variacion de entropia durante
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Fig. 11-9. Variacién de la entropia
de un sistema aislado durante su
evolucién hacia el equilibrio.

Entropia, S

Tiempo, {

Ia evolucién del sistema hacia e equilibrio se puede representar por la linea
de la fig. 11-9.

La segunda ley de la termodindmica expresa el hecho bien conocido de que en
un sistema aislado hay una tendencia o direccion bien definida de ocurrencia
del proceso, y esta tendencia estd determinada por la direccion en que aumenta
la enf

Los fensmenos de transporte, tales como la difusion molecular y la conduceién

térmica, son buenos ejemplos de procesos que siempre tienen lugar en una direc-
cion. En ambos se puede verificar que la entropia del sistema aumenta. La difu-
sion tiene lugar en la direccion en la cual la concentracion tiende a igualarse,
resultando un sistema homogéneo. EI proceso inverso, el cambio espontineo de
un sistema homogéneo en uno no homogéneo, que corresponde a una disminucion
de la entropia, nunca ha sido observado. Por ejemplo, si una gota de tinta
coloca en el punto A en el interior de un vaso leno de agua (fig. 11- m.), )
moléculas de tinta se esparcen por toda el agua y después de algin tiem,
esti coloreada uniformemente (fig. 11-10c). En este proceso la entropia rul sis-
tema ha aumentado. Sin embargo, si en un instante dado fueran invertidas
exactamente las velocidades de todas las moléculas, eventualmente toda la tinta
al punto A, con lo cual resultaria una disminucion de entropfa. Pero

un fenémeno L bable, y hasta ahora
Tcaa ha oo obberyads. Por ofca parle, pusde haber pequancs Rustuaconss
en la concentracién de las moléculas de tinta en diferentes lugares, ain después
que se ha alcanzado el equilibrio. Pero estas fluctuaciones no son observables
en,la mayoria de los casos.

Si un sistema no estd aislado, su entropia puede disminuir debido a la inter-
accion con otros sistemas, cuya entropia debe, desde luego, cambiar también.
Pero la cantidad total de cambios de entropia de todos los sistemas involucrados
en el proceso debe estar de acuerdo con la ec. (11.26), siendo dS = 0 para un
proceso reversible y dS > 0 para uno irreversible.

Por ejemplo, si una combinacion de dos sistemas estd aislada y la entropia
total es S = 5, -+ S, los procesos que ocurran en este sistema combinado deben
satisfacer

dS = dS, + dS, 2 0.
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Fig. 11-10. Difusion de una gota de tinta en agua. Proceso irreversible.

La entropia de uno de los componentes puede disminuir durante un proceso,
pero el cambio neto de entropia del sistema total debe ser positivo o cero.

La gran importancia de la segunda ley de la termodindmica, tal como se ex-
presa en la ec. (11.26), es que indica aquellos procesos que tienen mayor proba-
bilidad de ocurrir en el universo como un todo. Por consiguiente hay muchos
Pprocesos que podrian ocurrir, ya que cumplen con otras leyes tales como la con-
servacién de la energia. Empero, es muy improbable que ocurran, porque vio-
larian la segunda ley, o sca la exigencia (11.26).

BIEWPLO 11,0, Hallar la entropta de un sistema en equllbrio stadistco y que
obedece a la estadistica de Max

Sobucton: Recordando Ia expresion (10.13) para In P en la estadistica de Maxwell
Boltzmann y que N = S, tenem:

§ ki P = k[Sning— B+ )
= —k X nin (g + kN. (1.27)
Pero segin la ec. (10.23) tenemos
nem A g,
Tomando ¢l logaritmo de esta ecuaci6n, obtenemos
z
In = — o—mZ
Luego, la ec. (11.27) se convierte en
B 5omZ
s =k[2m-ﬁ + 2‘,", 5+ Zm]
1 z
- T(Zmﬁ‘n) + k(Zm)hT +AN.
Si recordamos ahora Ias ecs. (10.1) y (10.2), obtenemos finalmente
z

v
5= +kN|n = LkN=~+kan (11.28)
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BJEMPLO 11.4. Entropfa de un gas ideal en equilibrio estadistico.

Solucién: s que para un gas ideal s U = 3kNT, y de la ec. (10.40) obtenemos
Ia funcién de p.mmcn de un gas ideal

V(2rmicTyn
z = YOREY,

Haciendo la sustitucién en la ec. (11.28), tenemos
V(2rmkTyn
= kN1 TERETPR

S = fkN + kN In 20

Este resultado se conoce como ecuacidn de Sackur-Tetrode y también se puede escri-
ir en la forma

S = kNIn @ + S, (11.29)
SR I S0 S ol S i e i
bles se han incluido en So,

Mn+mmﬂ’"':—’"_,

EJEMPLO 11.5. Cambio de entropia de un gas ideal durante una expansién libre.

Solucién: Cuando un recipiente que contiene un gas se conecta con otro vacio, el

55 copacuicile i ecpenslde e Tdl grocsan o frrovurtie, - o equilibrio se
e durante un cierto tiempo hasta que se alcanza el estado

{tuye. Sambtén, un clomplo de Te ‘nidtraeconahiad. o low procsson irreversmies

Figura 11-11

porque, como observamos en a 0. 1111, s f gas estd niclalmente on el reciplente 1
itar la pared ) se le permite expandirse libre.

Inénte dentro del reclplente 3, en un breve Intervalo de tempo 1as maoléculas del
8508 Bl oludos o o dod voltinenee o Nlahdes {1 %, up, madiq evpe
rarfa que después de un cierto tiempo y como consecuencia del movimiento molecu-
Tax, todas Ias moléculas del gas apareeleran concentradas en el recipinte 1. Este
proceso es posible pero allamente improbable. Luego, el proceso de exp

¥ ocurre en I naturaless, pero ¢l proceso inverso no. De acaerdo con 1asegunda
ey do I termodindmica, el primero dobe corresponder & un aaments on Ja eatropla
del gas y el segundo a uns disminucién.

amos ahora a calcular el cambio de entropia. La entropfa del gas en el

peimessotage &

$, = kNIn 0T + 5,
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Una vez que se restablece el equilibrio y el yolumen se duplica, la entropia es
5, = kN In (20T*%) + So.
mperatura 1o h varisdo porque 1a energia cinéica medin de Jas molécnlas del

gn oLl m ha camblade. Lay soltculas se eusven ahora on un espacls TIAYer
cambio de muopu en el proceso es por consiguiente
S=5—5=kNl2>0. (11.30)
De modo que el proceso (irreversible), que es uno de los que clertamente ocurren
en la naturaleza, produce un aumento en la entropia del g;
Sin exeoari, 1 proceso Inversa 8.6 Guel 86 supone gue 6 gas ocupa Intealmierte
todo el recipiente (el volumen 2V), y que después de un cierto tiempo la-
mente el volumen V de la izquierda, corresponde a una disminucién 4% ontropi

AS'=5,—S, =—kNIn2<0. at3n

En consecuencia, este proceso, aunque posible, es muy improbable que suceda
naturalmente sl ¢l gas estd aislado. Es cierlo que podemos comprimir el gas iso

icamente reduciendo su volumen de 2V a ¥, con la correspondiente disminucién
de entropfa igual al valor dado por la ec. (11.31). et requiere una accion externa
¥ entonces s necesario tomar en consideracion los cambios externos de entropia
para obtener el cambio fotal de entropia del universo.

instructivo estudiar la misma situacidn desde un punto de vista probabilistico.
Segin la definicién (11.25), tenemos que

Si— S =kInP,—kIn P, = Hn%.
Comparando esta ecuacién con la cc. (11.30), tenemos
», »,
B T .
g = Nin2 =2 ¢ g

En general, el nimero N de moléculas del gas es muy grande y, en consecuencia, P, s

‘mucho mayor que Py, Esto explica Ia rapidez con Ia cual ¢l gas se expande libremente

hasta el volumen 2V. Para el proceso inverso, 2V — V, obtenemos Py/P,

qoe ¢ una cantldad extremadamente pequefa porque e nimero N de moléculas qus

Bay usualmente en cuslquier muestra del gas ¢s muy grande. Por consguiente,
extremadamente improbable (aunque posible) que en un cierto instante todas

Tas moléculas del gas aparescan, .

ierda. Desde luego que para un pequeiio nimero
do moléculas (N o= 162, por elemplo), tenemos Py/P, = § 6 4, y es posible observar

Pero_entonces, los métodos estadisticos son, desde luego, innecesarios, carecen de

significado, y podria ser posible calcular los instantes exactos en los cuales la particula
0 las dos particulas estarén de un lado o de otro.

11.9 Entropia y calor

Ahora debemos ver como estd relacionada la entropia con las otras cantidades
que un smeml en eqm—

librio_estadistico
cuencia de su interaccién con el medw que lo rodea. El resultado de i mmacunn
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es un cambio de los nimeros e particion n; y de las de energias E de los estados
posibles. Como U = E;n;Ej, tenemos que

U= 2 Eydn; + 2 nydE;. (11.32)

Esta ecuacion s valida sea o no reversible el proceso. Sin embargo, en esta sec-
ci6n nos limitaremos s6lo a las transformaciones reversibles, de modo que en todo
momento el sistema esti esencialmente en equilibrio estadistico. EI proceso debe
ser entonces lo suficientemente lento como para que en cada instante la distri-
bucién de las moléculas pueda ajustarse a la correspondiente particion més
probable.

Examinando la ec. (11.32), observamos que la primera suma, X E; dn;, co-
rresponde a un cambio de energia interna debido a la redistribucion de las mo-
léculas entré los niveles de energia disponibles, mientras que la segunda suma,
¢ ny dE, corresponde a un cambio en la energia interna debido a una variacion
en los niveles de energia. Vamos a examinar este segundo término primero, En
Ia seccion 2.5 discutimos los estados estacionarios de una particula en una caja
de potencial unidimensional de ancho a, y encontramos que los niveles de energia
estin dados por

=hnt

Ea= Gt

Si se cambia el ancho a en la cantidad da, los niveles e energia experimentan
un cambio correspondiente dE,, como se indica en la fig. 11-12. Un cambio
similar en los niveles de energia suceders también en una caja de potencial tri-
dimensional de cualquier forma. De modo que, para el caso de la expansion de
un gas, ¢l cambio de energia X, n;dE; se debe al cambio en las dimensiones o
sea en el volumen del recipiente y, por lo tanto, corresponde a lo que hemos
llamado trabajo. Recordando la ec. (11.14), dU = dQ — dW, concluimos que el
trabajo hecho por el sistema es

AW = — 3 ndEe (11.33)

La ec. (11.33) da el trabajo hecho por el sistema en funcion del cambio de los
niveles de energia, que resulta, por cjemplo, de un cambio de volumen, Esto
coloca la definicion estadistica de trabajo hecho por un sistema sobre bases mis
firmes de lo que fuera nuestra definicion preliminar, dada en la seccion 11.3.
Introduciendo las ecs. (11.32) y (11.33) en dU = dQ — dW, concluimos que
debemos escribir

Q= ZE. dng (11.34)
para el calor absorbido por el sistema. Esto es, la cantidad estadistica que hemos

definido como calor es un cambio de energia del sistema debido a la redistribucion
de las moléculas entre los niveles de energia, resultantes de los intercambios de
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energia con el medio; este resultado estd esencialmente de acuerdo con nuestra
definicién previa de calor dada en la seccion 11.4.
Cuando el proceso es reversible, hay una relacion importante entre el cambio
de entropia, el calor absorbido y la temperatura absoluta. Esta relacion es
as = % para procesos reversibles solamente, (11.35)
y es consccuencia directa de las definiciones (11.25) para la entropia y (11.34)
para el calor absorbido. En el ejemplo 11.6 se da la prucha. La relacién (11.35)
indica que Ia entropia se expresa en J K-1 o en cal K-3, lo cual estaba implicito
S tleﬁmcmn (11.25), en vista de las

i unidades
B De la ec. (u 35) tenemos 4Q = T dS, que
[4E¢ puede incorporarse en la ec. (11.14), dando, para

un proceso reversible

dU = TdS —dW. (11.36)

Cuando se hace sslo trabajo por expansion, la
relacion anterior se convierte en

dU = TdS—pdV, (11.37)

que expresa el cambio de energia interna du-

que la ec. (11.14) es universalmente vilida,
mientras que las ecs. (11.36) y (11.37) se pueden
usar solamente para procesos reversibles.

De la ec. (11.37) resulta, si el volumen es
T constante, dUy = T dSy o0 sea

i L)
g3 T Uy

Se puede demostrar que, en general, P s una
B 1142, Vasiscon o funcion creciente de Ia energia del sistema, es
niveles de energfa cuando s¢ deci, que cuanto mayor es la energia, mayor
camblia Ao ALl gl p?'obabﬂidAd P pett o aith o

volumen permanezca constante. Por consiguien-
te, para estos sistemas Ia temperatura absoluta T es una cantidad positiva, Por
esa razén el valor T =0 se llama cero absoluto, ya que en tales casos no
puede haber ninguna temperatura inferior a ese v:

Histéricamente, el concepto de entropia se desarrollé en fisica en orden opuesto
al de nuestra discusion. La conveniencia de la relacion dQIT en varios célculos
termodindmicos fue reconocida por Kelvin, Clausius y otros a mediados de
siglo xix. En 1865 Clausius introdujo ¢l nombre de enlropla para designar una

7 @ P
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cantidad cuya variacion durante el proceso reversible fuera dado por la ec. (11.35);
esto es, dS = ¢Q/T. La relacion entre entropia, como la defini6 Clausius, y la
probabilidad de una particion, como la dada por la ec. (11.25), $ = k In P, fue
establecida primero por Ludwig Boltzmann en 1877. Una vez que se reconocio
como mis fundamental el enfoque molecular de los procesos termodinmicos, la
definicion de entropia dada por Boltzmann se hizo més relevante, desde el punto
de vista tedrico, que la dada por Clausius.

Nota sobre el signo de la temperatura absoluta.
Pod lizar la variacion de la P con la energla total U a volumen
constante de un modo intuitivo, como sigue: supongamos que el sistema de particu-
las esté encerrado en una caja de volumen fijo. Entonces los posibles niveles de ener-
gia también son fljos. En consecuencia, si
se debe llevar algunas particulas de los 3
o8 gug pasa cas’ Sirgle mm dld los nimeros de ocupacion de 1a particién
o el sistema estd en equi
Piion: Srpeagains temitia G f = Kw & . La probabitidsd de esta
Particion do equiibrio es entonces
1
P = ing

Supongamos ahora que se aumenta la energia total U del sistema y que este
aumento de energia se realiza llevando una particula desde el nivel £, hasta el ni-
Vel E, La probabllidad de 1a nueva particion ¢s entonces

P=

1
@ —1)ini(n + DI,
por lo tanto

n
P+t

S n, es mayor que n, al menos en dos unidades (en general, n, es mucho mayor que ny),

tenemos que P’ ¢s mayor que P. Por lo tanto, concluimos en general, que a volumen

cunstancias la probabilidad de particién no cambie, o aun que disminuya cuando
Ia energia total suments, En particular, cunnda las partcnles de un sistema silo
ll.nen un nimero limitado (finito) de estados accesibles, se puede demostrar que P

uede ser una funcién decreciente de la energfa para ciertos intervalos de a mis
Bsto daria lugar @ una tomperatira absoluta nogativa para esas encrgias (ver o
problema 11.17).

EJEMPLO 11.6. Deduccién de la ec. (11.35) utilizando la relacién entre el cambio
de entropia y el calor absorbido por un sistema en una transformacién reversible.
Solucign: Supongamos que nuestro sistema sigue Ja estadistica de Maxwell-Boltz-
mans, lo cuales wna ipdtase de valides muy ampiia Enlances 18 atiupla e i
estado de equilibrio estd dada por la ec. (11.28), es

u z
S = +ENIn G+ kN,
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Para una reversible i i total de partfcu-
las no varia
-xs-"—”_%an»mﬁ. (11.38)

ya que d(in ) = dZ/Z. Recordando la dennldon (10 13) de 1a tuieion. ax partettn
en la estadistica de Maxwell-Boltzmann, Z = tenemos que

BT 4 2 C ge-HAT 4T,

Por lo tanto, usando la ec. un 25), podemos escribir

m—"—z- -—d 24 ~-~yr‘-’"lE. + ? 2%,.:—%’&41
1
'—‘F dex+?2l‘mE,dT
w ., v
-4y Lar (11.39)

Para obtener el dltimo resultado hemos usado las ecs. (10.2) y (11.33). Sustituyendo
la ec. (11.39) en la ec. (11.38), obtenemos.
dU | 4W _ dU +dw
as =S 4+ I8 .

Entonces, como segin la ec. (11.14) tenemos dU + dW = dQ, obtenemos finalmente

ds:LQ

in 2 1o expeesin (11.30), que rlaciona of camble do entrupla y e calr abiorbido.

Debemos tener presente que la ec. (11.35) es vélida solamente para un p

Ievesble o viata de que o el o ety ‘aricion
equilil

11.10 Estudio de procesos mediante la entropia

Cuando un sistema pasa de un estado 1 a un estado 2 por medio de una trans-
formacion reversible, tenemos segin la ec. (11.33) que

s—s=[4 (i)

da el cambio de entropia. Cuando el sistema pasa del estado 1 al estado 2 Ja
integral del segundo miembro es independiente de la transformacion reversible
realizada, porque la entropia depende solamente del estado del sistema. Luego,
A4S = §,— 5, depende s6lo de los estados inicial y final, pero no del proceso.

En ¢l caso de una transformacion reversible isotérmica, T es constante y
la ec. (11.40) se convierte en

) - - T(S—
S—S= J': 0= 6 Q=TE—S)
para procesos isotérmicos solamente.  (11.41)
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Por 1o tanto, el cambio S,— S, es positivo 0 negativo, segin que el calor sea
absorbido o cedido por el sistema, puesto que T es positivo. Como para una
transformacion adiabitica reversible dQs = 0, la ec. (11.40) da

S,—$,=0 6 S=const. (11.42)

Luego, las transformaciones adiabiticas reversibles son a entropia constante,
¥ por esa razon son también isoentrépicas. Observar, empero, que una transfor-
macion adiabética irreversible no es necesariamente isoentropica.

De la ec. (11.33) obtenemos también que

Q:fdeS (11.43)

da el calor absorbido al pasar del estado 1 al estado 2 por medio de una trans-
formacion reversible; esta integral depende de la transformacion particular.
En efecto, la transformacion reversible se puede representar por una linea en
un diagrama en el cual la ordenada corresponda a la temperatura T y la abscisa
a la entropia S, como en la fig. 11-13. Entonces Q es el drea bajo la curva entre
S, ¥ Sg. Si la transformacion es un ciclo tal como A(1)B(2)A, fig. (11-14), el cambio
de entropia es nulo, S,— 5, = 0, ya que retornamos al estado inicial, y

ciclo reversible, (11.44)

mientras que el calor neto absorbido por el sistema durante el ciclo es

Q= § 7ds = drea encerrada por el ciclo en coordenadas (T, S)

trabajo hecho por el sistema durante el ciclo. (11.45)

T

Fig. 1140, Diagrama de un proceso Flg. 11-14.  Ciclo. EI calor absorbido
reversible en el plano 7-S. El calor ab-  por el sistema al des ciclo en sen-
Sorbido Gurante o procoes catd dadopor  1ido Boradlo e igail ol dese encerreda
el drea sombreada. por ¢l ciclo en un diagrama 7-S.




498 Termodindmica @10

Esta relacién es de gran i ia en los clculos indmicos. El estu-
diante debe darse cuenta que la entropia es una variable que se puede usar para
describir un proceso del mismo modo que la presién, ¢l volumen o la temperatura.

EJEMPLO 117, Eficiencia térmica de una méquina que opera por medio del ciclo
de Carnot.

Setuctén: E clelo de Canot es un ciclo compuesto de dos transtormaciones lsoté-
micss 'y dos adiabiticas reversibles, Cuslqulers sea In
senta por el rectangulo ABCD de la fig. 11- 15 donde A5y
trassformaciones Isotérmicas y BC y DA las adiapitica nirépieas. Bl ciclo
Gt descrito on sentida nozer, com 1o ndican los ficchas, Debignemos 148 temperts
turas de los dos procesos isotérmicos por 7, y Ty, con 7y > T,, Durante el proceso
isotérmico AB, realizado & Ia temperatura iayar T, a entropla sumenta y ol sis-
tema absorbe una cantidad de calor Q,; durante el proceso isotérmico CD realizado
ala temperatura menor T, la enlmph disminuye 7 20 ceds ema canth

4 ] hay intercambio de calor con el medio. Los
cambios de entropfa durante cada transfor-
macién son, segin las ecuaciones (11.41) y

(11.42),

ASus = QT,, Isotérmica, se absorbe calor,
s ASsc =0, adiabitica,

AScp = —Qy/T, Imlémﬂu. se cede calor,

ASpa =0, adiabiti

El cambio neto de entropfa en el ciclo es nu-
lo,y

U suw_gi_g‘-a
Fig. 1115, Ciclo de Carnot en un & 3
diagrama T-5. o_0
ok (11.48)

que da 1a rlacién ente ol calor absorbido y ol cedido y las correspondientes tem-
peraturas. La ec. (11.46) es vilida para cualquier sustancia que exp
Eico de Carnot, soa la sustancia un gas deal o 5o, YA qu6 no hemos hécho hipbtests
expeciales acerca d6 Ia satractura interna de 1a sustanci. E: el
ciclo se cumple por medio de expansiones y compresior
E1 calor neto absorbido por e sstema durants el ciclo &5 0 = 0,— Qy que tam
bién es igual al trabajo W hecho por el sistema durante el ciclo. De acuerdo a la
ec. (11.45), wvumotescﬂh
W = Q = drea del rectingulo ABCD = (T, — T (S,— ).
Por otra parte,
Q = Ty 8548 = Ty(S; — 5)).
Por consigulents, I eficencia de uza miquina térmica que opers segin ol diclo de
Carnot (definida como el cociente entre el trabajo realizado y el calor absorbido
temperatura mayor, por ciclo) es

¥ _(L—TS—5) _
o TS — 5

11.47)
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Vemos ast que la eficiencia de una mdquina térmica que opera seguin un ciclo reversible
de Carnol es independicnte de la sustancia y s6lo depende de los lemperaturas a las

cuals opera. Esto resultado se denomina comiumente leorema de
Ta o (11.47) muestra sdemds que la temperatura absoluta debe sor ua contida
positiva, La 1azén e que ol T, fuste negativa, entonces la efclenca sera may

30 bl s At con 1a) oservation 04 1 Gantotes
Ademés de su 1mpomm. en el disefio de méquinas térmicas, el teorema de Carnot
‘muestra que una méquina térmica reversible se puede usar como termémetro. Para
este fin es necesario que dicha méquina opere entre una temperatura patrén y la
temperatura que se va a determinar. Midiendo la eficiencia de la méquina y apli-
cando Ia ec. (11.47), se puede encontrar la temperatura desconocida.

BJEMPLO 11.8. Discusién del enfriamiento por desmagnetizacién adiabtica.

Soluctén: Una de las técnicas mi importantes wiadas para enfrar unas sustancia
hasta temperaturas del orden de 10~ K es el método conocido como desmagnetiza-
cién adiabdlica, S6lo haremos una discusion cutlitativa, saeando a relucir 148 ideas
fisicas _involucradas y omitiendo en
este elemplo Ia discasién matemities de-

e i opfa de una sustancia aumenta

con la temperatura ms o menos del modo

que indica la curva (1) de la fig. 11-16. Si

1a sustancia es paramagnética y se aplica
ico, se produce un efec-

to de ordenamiento que tiende a orientar 7,

los momentos magnéticos de las moléculas

segiin la direccién del campo m:

Esto trae como consecuencia una disminu-

cién de la entropfa, indiealacurva()

de la fig. 11-16, ya que

Ppo_magnético hace i o desorden  Fig. 11.16. Desmagnetizacion adiabi-

‘molecular, tica.

Supongamos ahora que la sustancia estd

inicialmente en el estado A sin campo

magnético presente, y que se aplica isotérmicamente un campo magnético. La sus-

tancia experimenta la_transformacion A B. Luego anulamos adiabiticamente el

tampo magattico. SI el process e roveraie Ia satropla o cAmblA Y ol sistema

experimenta a transformacidn B, finalizando en el punto G de la cirva (1), qu

corresponde a una temperatura T, mucho F due 1a temperatura inicial Ty

Fopitiondo el prosess virias veses 3 poible alcanrer temperatiras may bejes.

=

(@) Car
m-!!léhco
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Problemas

111 Se mantiene un gas
tante de 20 atm mientras so expande
ceads un volumen de B x 10 ot b
105 . {Qué cantidad do
energia_caldrica se debe suministrar al
gas: (&) para mantener su cnergia In-
terna constante? (b) para aumentar su
energia interna en la misma cantidad
el trabajo realizado? Expresar los
s y en joules.
Un gas, inicialmente a una pre-

presén cons-

realizado y ¢ calor absorbido cuando ¢l

volumen se duplica.

uando un_sistema se

estado A al estado B a lo la
a

30 J de trabajo. (a) Si el trabajo rea-
lizado es 10 J. Cuinto calor absorbe el
sistema a 1o largo del camino ADB?
(b) El sistema regresa del estado B al

estado A segin la trayectoria curva.
El trabajo realizado sobre el sistema
s 20 J. Absorbe o libera calor el sis-
tema? yCidnto? () SI Uy =0 ¥ U

40 J, dete e calor absorbido

en 108 procesos AD y 4

114 Un gas eanmm el ciclo que
muests g 1118 E1 delo s repite
100 veces por minuto. Det

Poteacia gonerada, Lo datos son: en
A'la presion p = 30 atm y el volumen
V¥ = 2 litros; en B la presion es 10 atm
v el volumen 8 it

7,
a4
=)
wf- cl 5

0 2 4 6 8
Figura 111N

¥, litros

115 Sobre una misma hoja de papel
Lucer el gilco de s loeas que der-

@ isoctricas

in gas ideal para tres voltmence e
rentes. Rtpﬂh’ln para transformaci

tres presiones diferentes y

isotérmicas a tres

0 v
Figura 11-17

para
temperaturas diferentes.
116 Probar que el trabajo realizado
por un gas ideal durante una expansion
isotérmica e

Wr = NTRIn Vy/V; = NRT In p/py.



4Qué cantidad de calor se absorbe du-

rante el proceso? [Sugerencia: Usar la

ec. (11.16).

117 La capacidad caldrica de la mayo-

ria de las sustancias (excepto a tem-
puede_expre-

sar satlfactoriamente por I férmula

empiric

Cp=a+ 2T —cT,
donde a, b y ¢ son constantes y T es la
lemperlluu sbioluta. (&) c-lcnl-r, ]

para_elev: @ un mol
de la sustancia de T, a Ty a presion
constante. (b) Hallar la capacidad cald-
rica media_entre las temperaturas T,

capacidad calrica del magnesio
Y8, capacidad. calérica ooty
¥ 400 K.

u o £ coefcente de expansién cibica
a presion constante se define mediante
B =(1/V) (@V/oD)y,

y ¢l médulo de elasticidad de volumen

a temperatura constante mediante
=—/V)(@V/op)r.

Probar que

(@B/2p)r = — (3x/6T),.
119 Un gas a la temperatura T que
tiene N moléculas, ocupa un recipiente
de volumen V, separado por una pared
removible de tro_reciplent vaclo de
volumen s pared
o gas ocupa ol volumen total V; & Ve

1110 Comderemos dos mustras de
gases diferenies, designados a y b, amb

2 1a misma temperatura T, compuestos
N’y No matbeuton respectivamente,
¥ ocupando_recipientes adyacentes de
s separados por una

pared removible. Cuando ésta se quita
ambos gases se mezclan, tenemos que
las No moléculas del gas a y las N del

Problemas 501

gas b ocupan el volumen V, + V. Mos-
trar que (a) la_ temperatura permanece
mn:l‘nle y (b) el Shaile e coiriuid
es in V) R
@ L VIv5 Venbear ave 25 es port:
tivo.

11.11 Consideremos dos muestras del
mismo gas, ambas a la temperatura T,
compuestas de N, y N, moléculas res-
ivamente, y anlndu ndpiemu
adyacentes de volimenes
rados por una pared removibie. Clllndo
se quita la pared, tenemos una muestra
del gas compuesta de N, + N, molécu-
las ocupando el volumen V, + Vs, De-
mostrar que (a) la temperatura perma-
nece constante y (b) el cambio de en-
tropla es
- W + V-)Nx]
45 kN""[(N + N)V,
1+ V) N!]
1N TNV

(¢) Demostrar también que si los dos
gases hubieran estado inicialmente a la
misma presion, el cambio de entropia
Rablera tido nuo, {Pur @

1112 La energla libre de Helmholtz se
define por F = U— TS. Probar que

F = —kNT [In (Z/N) + 1].

-.u-r F gl ideal. Probar ad
metro « deflnido en la

. (101D e (gunl a— F/ki
1113 Refiriéndose al sistema_descrito
en el problema 10.33, probar (a) que la
capacldad calérica del sistema e pouds
eseribir
F Cat ¥ (0) oo T cutrania oo ‘s
tema se puede escribir en la forma § =
= Str + Siat, donde

+kNyIn

Uss

Zu
Sur +ENInSE 4 kN,

S = 2 4 N In Zu.

Esto so aplica, por ejemplo, para caleu-
lar la calérica de un
Tagnético colocado en un campo i
nético, con

Susg = Unag/T + kN1 Zinag.
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1114 Un sistema se compone de par-
ticulas cuyos grados de libertad inter-
pos_ correspenden & aladee 36 encryia

aes’ & nitaie, Mrslas Ta Satropin ¥ S
capacidad calérica debidas a los grados
de libertad internos del sistema. [Suge-
rencia: Referirse a los problemas 10.6
y 11.13.]
1115 Un sistema se compone de par-
ticulas que, debido a los grados de liber-
tad intemos, pueden exisir solamente
tados de
e adozads oo 1 energih
lacién de las particulas
P capacidad calé-
( volumen constantey del sistema
debidas a los grados de libertad internos

nergia — ¢ y +
cinética de tri

: Ver el problema
el resultado al cilculo de la entropi

ética y de la capacidad calérica mag-
nética de los electrones en un campo
magn

11.13.] Aplicar

1116 Un sistema compuesto de N mo-
léculas, cada una con un momenturm an-
gular { ¥ una razén giromagnética g, se
coloca en ui ico . Mos-
trar quo 18 entrapla dcbida. a1 camps

cuando se alcanza el equili-
bro e

Su s——kNIa:l(l + ) coth i + e
*T’mlh )x+ln£‘;g;%].

donde z = gunW/KT. Calcular también
d calérica a volumen cons-

1117 El nimero de particulas de un
sistema es N. Las particulas sélo pueden
astar en 1o U otro
con energla —
ninguna energia cinética. trasiacional.
rgia total del sistema es
Brobar gt Ia tamperstara sbisiuta eetd
dada por

n N—Use
N+ Use

I3
R

Verificar que la_temperatura absoluta
s positiva (negativa) si U es negativa
(positiva). Esta situacién se aplica, por
a un conjunto de particulas
espin } cuando estin
colocadas en un campo ético y solo
idera la energia de interaccion
del espin con el campo magnético. [Su-
ostrar primero que
In P=Nin2-— }N+U/e) In (N+Ule)
— YN — U/ In (N— U/e);
hacer luego el grifico de In P en fun-
cién de U. Observar que U varia entre
— Ney Ne]
11.18 Las moléculas de oxigeno tienen
un espin igual a 1, por h que el oxigeno

Ja_funcion de particion de espin del
7. Obtener la energia del gas, su
momento magnético
pia de espin y su capacidad
volumen constante debidos al campo
‘magnético.
11,19 Mostrar que el cambio de entro-
pia de una sustancia calentada reversi-
blemente a_presion _constante (supo-
niendo que el calor especifico permanece
constante) e

$,— 8§, = NCpIn (TY/T)).

Aplicar ¢l resultado a 1 kg de agua ca-
lentado desde la temperatura ambiente
(298 K) hasta el punto de ebullicién
normal (373 K).

11.20 Cuando una sustancia experi-
menta un cambio de fase (fusién, vapo-
rizacion, sublimacién, etc., o el inverso),
se_absorbe (o libera) calor a temper
ratura constante. Para el agua, el calor
de fusion e mol-t y el

calienta reversiblemente
°C hasta 1S0°C a la pre.
e de 1 atm. La cnpnr,\dld
c.mnu au Siclo es 0 cal
dad ca del vapor a pmum
Comtante os 85 cal K gk,
1831 I £ et una funcién de las varia-
bles z, y, se tien

dg = (aEle), dzx + (8/0u)s dy.




Verificar e contorme a la ec. (11.37)
tenemos
T = (U/aS)r
y
P =—(@U/aV)s.
Escribir las expresiones correspondicn-
tes que e obtiene diferenciando (a) U

I3
ensrgta lire de ettt 16), y () G = U+
lamada energla  libre de
Givoe, ).
1122 Si df = XdX + YdY es_un
dllercnclal Sacto e wode qun X =
(9%/0) (9%/0y)s, tenemos que
(aX/ay), = (a /o). Dmas las funcio-
nes termodindmicas (a) U+
PV, (© F=U—TS y '@ G = U+
PV — leterminar~ las _relaciones

Ver el problema anterior.]
1123 Algunas cantidades termodini-
micas son proporcionales al nimero_de
particulas (0 a la masa del sistema) y
otras son independientes del nimero de
particulas. Las imer tipo se deno-
minan exiensivas y las del segundo in-
tensivas.” Determinar cuiles de las si-
gulentes, cantidades pertencen a_uno
u otro tipo: U W, @, p, V. T, S, Hy
(au/ama. (amas)., Gy G F =

i Pmbnr e = BTV/NK.
iy el preces pramers 5 o
funcién de dT y dV. Luego mostrar que
(@U/2V)r + p = T(@p/oT)r.

La defincién de 2 y de x estd en ol pro-
blema 11.8].

1125 z, P es la presion a la cual dos
fases de una sustancia existen en equi-
librio a la temperatura T, y V, y V, son
los volimenes de 1 mol de dicha sus-
tancia en cada fase, probar que

L r() o

donde L es el calor molar de cambio de
fase, es decir, el calor absorbido cuando
n mol de la sustancia pasa de una fase
tra. Esta cxpresion se denomina
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euacidn de Clapegron. [Sugerencia: usar
la_ relaci

(95/2Vyr = (2p/2T)v,
deducida en el problema 11.22.]
1126 Un mol de un gas ideal a 25°C
1 atm se calienta a presion constante
hasta que su volumen se triplica. Calcu-
lar (a) AU, (b) W, (c) 0, (d) AS, () AH,
© AF, (@ G, La defincion de F y
esti en el problem:

11.27 Caleular el cnmhm de_entropfa,
de entalpia y de energia interia de un
mol de agua cuando se funde a la tem-
Peratura ge 0°C v 616 prosion 40 1 ater,
La_densidad del hielo es 0,0 x 10° kg
m= y la el agua 1,0 x 10° kg m=. EI
calor de fusion del”agua es 1440 cal

1 2s (@ Se pone en contacto 1 kg de
a3 2 0°C con un uerpo muy grande
100°C. Cuando ¢l ‘agua ha Scanzads
100°C, joudl ha. sido gl camblo o en
tropis del agua? Cul el del cuerpo?
iCuil el del universo? (b) Si el agua
£ M “calentade. de 9°C. o 1004
poniéndola primero en_contacto con un
cuerpo_grande lespués_con
otro_cuerpo también grande a 100°C,
geuil hubiera sido el cambio de e
bia del agua y el del universo? (0 E:
e podria calentar el 2gua
57 2 100 que cambie la entropia
del universo.

11.20 Un cuerpo de capacidad calérica

capacidad
calérica Cy, que contiene N, moles a la
temperatura 7,. El i

proceso?
alcanza el equilibrio térmico la tempera-

7=

NiCo Ty + NCr Ty
N N.Crs

Veri es una temperatura
cnmyundxdl entre T, y Ty. (b) Probar
que el cambio total de entropfa es

T 1
AS = NG In - + MOl 7.
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Verificar ademds que AS es positivo.
[Sugerencia: para la Gltima demostra-
o suponer que T, es menor que Ty, de
tres temperaturas estén
e e T, UT 2T Ducey e
expresion anterior de AS
ia cantidad N,Cyy In (T/T)).]
1130 Se vacia 100 a 90°C
en’un repiciente de aluminio de 0,3 kg
inicialmente a la temperatura ambiente
@5°C). Calcular ol cambio de entropia
del aluminio, €l del agua y el de todo
Stena despute e oo o sleantads o
equillbro. (s reversible o ireveraible
roce:

1131 Se muuh un liquido a tempera-
tura 7, con una cantidad igual del mismo
tura 7, El sistema
bar que
cambio de entropia del universo es

T, + T,
as =2 Bt Ta,
er iR AN,

y mostrar que este cambio es necesa-
riamente positivo.
11.32 Caleular W, Q, AU, AH y AS,
cuando un mol de vapor de agua a 100°C
se condensa por medio de una compresién
isotérmica @ la presion de 1 atm. El
lor de vaporizacién del agua es 9720
cal mol-t y la densidad del vapor de
‘agua en tales condiciones es 1,686 kg m-.

11.33 Un litro de un 2300 K
78 In presién do 15 atm - expnmie
e hasta un volume
10 litros. Catcutar W, O, AD, AH 'y AS.
1134 Un mol de nitrobenceno

(c NOY

se vaporiza a 3 @ la presién de
st sator de v porizacién es 9730
cal mol-%. Calcular (-) 0. ®) W, () AH,
(@ AU, (&) AS, (0 AF ¥ (8) AG.

11.35 La densidad de energia & de la

que & es proporcional a 7%, que
ley de Stefan-Boltzmann (c]emnlo 14)
(Sugerencia: r U= .v
9= (137)y obedrons que o (dw/dTy
plicar luego bt e
Al ider ol e
blema 11.21.]
1136 Mostrar que para un ciclo rever-
sible en el cual s6lo hay trabajo hecho
por expansion,

f5

Obesrvas 1a, silitad. de' sta ecuncita
con la ec. (11.4:
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12.1 Introduccién

Ea los doe eaplt\dnt ecedentes hemes yentado I besen para wna dacutn
de las la materia:
cinicas, eléctricas, fravimg 7 uliicas e 1/ materta'o s Sgreghidas da toselos
4tomos o moléculas. Podemos enfocar la discusion de estas pmpxmde, segin
dos puntos de vista opuestos. El enfoque ezperimental que exige mediciones
extensivas en el laboratorio y tabulacion de propiedades tales como densidad,
calorespecifico, conductividades eléctricas y térmica, viscosidad, moédulos de
clasticidad, tension superficial, dilatacion térmica, velocidades de reaccién qui-
mica, etc., y la dependencia empirica de estas cantidades de factores externos
tales como presién y temperatura, campos eléctricos y magnéticos aplicados,
ete. Este ha sido el procedimiento tradicional pu-. aquelie laistuadot princ-
riamente en un de esas especificas.
X otro afiqas el thiein. G consats an Ja evaluacion do s propiciades
macroscopicas de la materia en términos de la estructura atémica y molecular
¥ en términos de las interacciones entre 4tomos y moléculas. Aunque estas
se hace algunas hipotesis sim-
plificativas de naturaleza mayormente fenomenologica (tales como una energia
potencial intermolecular razonable). En el tratamiento tedrico es preciso usar
métodos estadisticos, debido al gran nimero de particulas involueradas.

En este capitulo ilustraremos el procedimiento tebrico resolviendo algunos
problemas con las térmicas de los gases.
La extension de los métodos de este capitulo a otros estados de la materia 0 a
topicos especiales pertenecientes a la ingenieria, a Ja quimica fisica y a la fisica
aplicada, no se discutirin en este texto,

12.2 Ecuacién de estado de un gas ideal

El més simple de todos los sistemas de particulas es un gas ideal; en esta seccién
obtendremos su ecuacion de estado. En ¢l ejemplo 11.6 dedujimos la ec. (11.39),
esto es,

aw
AN — = — 4 — dT.
e az1)

Esta ecuacion relaciona el cambio de la funcion de particion con el trabajo reali-
zado por ¢l sistema y la variacién de su temperatura. Para el caso de un gas,
en el cual el unico trabajo es el de expansion, tenemos dW = p dV. Ademis
d(ln Z) = dZ|Z. Luego, podemos escribir de nuevo la ec. (12.1) en la forma

kNd(lnz)=£;__V+_”.1‘:_T.

Si la temperatura es constante, dT' =
- a(n 2)
p= *NT[ WV (12:2)

; despejando p, tenemos
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donde el subindice T indica que la temperatura permancce constante. La ec. (12.2)
relaciona la presién de un sistema con su temperatura T, su volumen V y la es-
tructura interna del mismo, a través de Z. Por consiguiente, dicha ecuacion es
una relacion de la forma f(p, V, T) = 0. En consecuencia, podemos lamar ecua-
cin de estado del sistema a la ec. (12.2).

Para un gas ideal, la funcion de particion estd dada por la ec. (10.40),

mkTY R
Z; YORRRTP R "':‘TV = (12.3)

que sustituida en la ec. (122), da
“; L. (12.4)

La ec. (12.4) es la ecuacion de estado de un gas ideal. Esta ecuacion se escribe
algunas veces en la forma

PV = kNT, (12:5)

© sea, como R = kN = kN/x, donde N = N/N, es el nimero de moles del gas
¥y Na es el nimero de Avogadro,

PV = NRT. (12.6)

Podemos deducir esta ecuacion por otros modos, quizd més directos. En uno
de los métodos se calcula la presion del gas analizando en cuénto varia el mo-
mentum de las moléculas al chocar con las paredes del recipiente que las contiene.
En otro método se usa el teorema virial para probar que la ec. (12.5) da la presion
de un gas cuando se desprecian las fuerzas intermoleculares.* EI hecho de que
liegamos al mismo resultado en todas las deducciones demuestra la compatibi-
lidad de nuestros métodos.

Nota sobre la medicion de la temperatura. En la seccién 10.4 asociamos la_tem.
peratura de_un sisteraa de particulas con 1a energia, media de una o ellas. En Ia
ec. (1041, By = 3T, fuimos més especificos acerca de Ja relacion entre T temperac
dé un gas Ideal y 1a energia cinética media de sus molcu ero, debemos
considerar ahora dos aspectos importantes: primero, en 1a ecuacion definitoria (10.33)
introdujimos dos cantidades nuevas, 7 (temperatura absoluta) y k (constante de
Boltzmann) y debemos decidir como se va a medir estas cantidades independiente-
mente. Segundo, t0dos 10s seres humanos tenemos un concepto intuitivo de tempera-
tura basado en experiencias sensoriales, como lo reflejan nuestras sensaciones de calor
y de frio. Todos estamos acostumbrados a medir la temperatura en funcién de un
numero dado por un instrumento llamado fermdmetro. Por consiguiente, debemos
correiaclonar muestra defincién estadistica de temperatura con Ia nocidn intultiva.
as que contiene N moléculas.
o1 Gakcts de Jas Taorsas tarmanlecuaren. Ta cousiien o estad SHe S0 Por In
(12.5), esto es, pV = kNT. Supongamos que ponemos el gas en equilibrio tér-

+ Ver por ejemplo, el primer volumen de esta serie, Fisica: Meednica, seceion 913 y elem-
plo 9.
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mico con algtn otro eda
Tia, Ei sistoma pucde ser wna mezela de hiclo y agua en equilibrlo a Ia presion nor-
‘mal de 1 atm. La temperatura de equilibrio de este sistema se denomina punto normal

fija y obtenemos los valores p, y o,, Tespectivamente. A continuacion decidimos,

ssignar un valor T, convenlente (pero arbitrari) a la temperatura fa, que et ta
bién la temperatura del gas. En consecuencia, podemos escribir p, T, lo cual
fja autométicamente el valor de a constante de Boltzmann, k ~ B A VUNT. v que
podem ener N si conocemos la masa de cada mol

2 dsterminar 1a temperatura dol gas cuando sa presitn ¢ p ¥ su volumen

de oo que se satistaga pY = NT, cjiminamos simplemente i factor kN et
los valores normales y obtenemos

T = TupV/poVoh
e da T en funcién de nuestra temperatura de referencia normal T, y otras canti-

T = Ty(plps), resultando un termémetro de gas a volumen constante. En lugar de
gases podemos usar otras sustancias como termémetro, tales como liquidos o metales
cuyas dimensiones (volumen o longitud) cambien con la temperatura. En otro

resistencia varia con la temperatura. Como la ecuacién de estado de estas sustancias
s mis complicada, en la préctica calibramos estos termémetros comparandolos con
uno de gas. En este caso el termmetro coincide con el de gas s6lo en los puntos de
calibracion. Como la propiedad escogida puede no variar linealmente con la tem-
peratura del gas, habra ligeras discrepancias a temperaturas intermedias.

. Podemos escoger el valor de T, baséndanos en otros puntos de vista. Par elemplo,

mar otro proceso que ocurra a una temperatura fja, tal com
llxclbn el aua & Ia presion normal do 1 stm, que o denomina punto ormal de

ullicion del agua, Luego podemos decidir que la temperatura de este segundo
punto de referencia. es 100 unidades o grados mayor que To escogido como punta
normal de congelamiento del agua. Si p, y V; son la presién y el volumen del gas
a esta nueva temperatura, tenemos que p,V, = KN(T, + 100). Despejando kN
de la ecuacién p,Vo = kNT, y sustituyéndolo en la ecuacion anterior, encontramos

Ty = 100p,Val(ps Vs — PaVols

de la cual podemos obtener un valor numérico para T, en esta escala arbitrariamente
elegida. El resultado que se obtiene para T, en este tipo de experimento (y otros
més que se han realizado empleando diferentes técnicas) es T, = 273,15. Cada una
de las unidades se llama keloin, y se designa por K. Actualmente, se prefiere asi
simplemente, por definicién, el valor 273,15 K a la temperatura del punto normal
de fusion del agua. EI valor de la constante de Boltzmann resulta entonces k =
=1,3805 x 102 J K1,

Es importante comprender que la técnica para medir temperaturas que hemos
explicado se basa en la aproximacion de gas ideal. Si usamos gases diferentes, los
resultados no son los mismos, ya que el efecto de las fuerzas intermoleculares es dis-
tinto para cada gas, como aparece en la ec. (12.7) de la préxima seccién. Generalmente
se usa hidrogeno o helio. Es més c tener una escala de temperatura inde-
pendiente de la sustancia que se use para medir. Esto se puede llevar a efecto usando
una méquina térmica reversible operando en un ciclo de Carnot (ver el ejemplo 11.7).
Entances, o rendimiento d la méquina es indcpendiente de la sustancia que en

ella se use y est dado por la ecuacion (11.47), E = (T, — T, 1 7, es nuestra
temperatura normal T, y T es la temperatura T que se va a medir, tenemos
T—1,
R
T
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En consecuencla sl medimos E, obtenemos 7. Experimentalmente se ha encontrado
/373 para una méquina térmica que opera entre los puntos normales de
Chlliclny 48 congetamieno del agus. S tomamos T o Ty w10 par Ia diferen
cia entre ¢sas dos temperaturss, obtenemos otra Ve T, =273 K. La temperatura
obtenida usando una miquina reversi ienomina temperatura termodin
Tate mitods fus propuesty por Kelvin. 1oule y Kelvin hicieron experimentos culda
dosos para comparar la temperatura medida por un termémetro e gas a volumen
constante con la temperatura termodindmica.

12.3 Ecuacién de estado para los gases reales

Al tratar gases reales, debemos tomar en consideracion las fuerzas intermolecu-
lares y las dimensiones finitas de las moléculas. Las fuerzas intermoleculares son
de alcance bastante corto y disminuyen ripidamente con la distancia entre mo-
Iéculas. Por consiguiente, la presion de un gas real serd tanto més cercana a la
del gas ideal, ec. (12.4), cuanto menor sea el nimero de moléculas por unidad
de volumen, es decir, cuanto menor sea N/V. Esto sugiere que expresemos la
presion de un gas real en términos de la serie

2, )
Nl;T NA n‘f a27)

e

de potencias de x/V. Podemos considerar la ec. (12.7) como la ecuaciin de estado
de un gas real. 4, B, C, cantidades caracteristicas de cada gas, llamados
segundo, tercer, ete. coeficiente virial. Estos coeficientes son funciones de la tem-
peratura y dependen de la intensidad de las fuerzas moleculares. Midiendo p a
temperaturas y volimenes diferentes, podemos obtener los coeficientes viriales
A(T), B(T), ... experimentalmente. Sin embargo, para hallar un indicio de la
correlacién entre los coeficientes viriales uerzas intermoleculares, debe
obtener ciertas relaciones tedricas. Un: es usar el feorema viril, q
se deduce en los textos de mecénica.* Aplicado a los gases, este teorema da

PV =NRT + % ( F,,-n,), (128)
o pares

donde Fj es la fuerza que la molécula j ejerce sobre la i, 7 es el vector e posi-
cién de la molécula i con respecto a la molécula j, y la suma se extiende a todos
los pares de moléculas. Comparando la ec. (12.8) con la ec. (12.7), obtenemos

)t

Ia que en principio nos permite correlacionar los coelicientes viriales 4, B, C,
con las fuerzas intermoleculares. Los métodos de la mecdnica estadistica permiten

(129)

* Ver, por ejemplo, el primer volumen de esta serie, Fisica: Mecdnica, seccion 9.12.
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un cilculo ms directo de esos coeficientes, como veremos inmediatamente. Sin
embargo, omitiremos algunas deducciones debido a que la mecénica
de los sistemas compuestos de particulas en interaccion es mds compleja que la de
los sistemas de particulas no interactuantes.
Introduzcamos la cantidad & = ZV/NI, lamada gran funciin de particién de
un sistema de particulas no interactuantes. Luego, teniendo en cuenta que

InE =l (Z¥N) = NInZ—la NI,
podemos también eseribir la ecuacién de estado (122) en la forma

=iT (12.10)
Para un gas ideal, usando la ec. (12.3), tenemos
1 [ V@rmkTy®
Fom = [—P r (211

Al considerar gases reales, y por consiguiente tratar moléculas que interactian
entre si, debemos extender los métodos de la mecinica estadistica expllu os
en el capitulo 10 para incluir la energia potencial interna Ep = Srados s pares Epij-
No podemos entrar en los detalles matemiticos do esta extension: e sucients
indicar que en el caso de un gas real, la gran funcion de particion & tiene la forma

z= % [Q%r !L;&::av, V...V, (1212)

donde las N integrales de volumen corresponden una a cada molécula. Esta
expresion de apariencia impresionante, es en realidad una simple extension de
Ia funcion de particion de un gas ideal, porque para un gas ideal debemos hacer
Ep =0y entonces e-E#*T = 1. Luego, la integral miltiple se convierte en

[[Javiavy...ava=V-V-V... =W, (12.13)
Totas s moliclas

ya que cada molécula puede encontrarse en todo el volumen disponible. Entonces
Ia ce. (12.12) toma la forma

ZLoas =i

et NI

il i

que coincide con Ia ec. (12.11).
Ahora bien, volviendo a la ec. (12.12), podemos escribir la energia potencial

en la forma
Ey=S'E,
2 Eu’"

Tos pares
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y usar una expresion razonable para la energia potencial intermolecular. Una vez
conocida E, es posible en principio calcular Z. Aplicando la ec. (12.10) podemas
obtener la presion p y desarrollar el resultado en potencias inversas del volumen V.
De esta manera queda establecida una relacion entre la energia potencial inter-
molecular Epy y los coeficientes viriales 4, B, ... La determinacion experimental
de estos coeficientes es muy itil para obtener la forma del potencial intermo-
lecular Eyy que permita calcular los citados coeficientes correctamente. En lo
que resta de esta seccién ilustraremos algunas de estas técnicas.
Consideremos la_integral miltiple de
Ia ec. (12.12); esto es Enit)

:-”. j;—x,mrav,av....dv”.

Tatas s molécuas
donde la suma
Ep

g Epij
o pares
contiene N(N —1) términos, que es

el nimero total de pares de moléculas
diferentes. Teniendo en cuenta que

S
e i 1 Ju muy pequeno
tenemos
AT LTI BT,

ot

B
donde el stmbolo I significa producto
d:llwedm los témn'nu :l;‘:‘:‘;:l’!peﬂl.“lm Fig. 12-1. Energla potencial inter-
factores exponenciales son practicamente ™01 ¢<U&™
iguales a 1 cuando los Epy son muy
pequesos y esto es lo que ocurre realmente (excepto cuando las moléculas estdn
‘muy cerca unas de otras), debido al corto alcance de las fuerzas intermoleculares

1211). Luego, usando el desarrollo ¢ = 1 —z -+ 42 — ..., podemos

‘-ﬁmn=|ﬁﬂ+ (E'T‘l) =T (12.14)
donde Ia cantidad f; es muy pequefia, excepto cuando las dos moléculas estdn
muy juntas. Por lo tanto
c-W"AH (|+Iu)—1+ fir +
&l
mmmmuqnenu“mmpmmmlupndnmdgz,s fry
Oumpeucisaas, Simiia o Vo st it Sty s ot cxmbdientn. fod
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esta aproximacion la integral I se puede escribir en la forma
1:]’]‘..]'(1 +§ fi+ .o ) AVidVy .. dVy.
Todaslos 1odpares
odeuias

Después de la integracion el término que contiene el factor 1 da, evidentemente,
VN de conformidad con el resultado obtenido en la ec. (12.13) para un gas ideal.
Los términos que siguen dan entonces la contribucidn de las fuerzas intermolecu-
lares. Los }N(N — 1) términos de la suma son todos iguales porque f; tiene la

misma forma para todos los pares de mo-
Iéculas. Luego, su contribucion se puede
escribir en la forma

IN(N — 1) VN2 _U‘/,, AV, dV,,
(12.15)

donde hemos escogido el par de moléculas
1y 2 yel factor VN2 resulta de la
integral de volumen correspondiente a las
restantes N —2 moléculas. Para calcu-
lar la ,mgm doble, podemos primero

origen de coordenadas en la
molécula 1y efectuar la integral sobre dV, (ﬁg 12:2). Designando con r la dis-
tancia entre 1y 2 podemos entonces escribi

S50 avy avy = [ [ futyinetar} av,

donde hemos usado dV, = 4wr?dr para el elemento de volumen, debido a la
simetria_esférica del problema. La  inte

Figura 12-2

B= j:’ fa(r)yamr® dr (12.16)

es independiente de la posicion de la molécula 1 (en tanto ésta no esté cerca de
las paredes del recipiente) y por consiguiente

_[‘L fialr) AV, aVy = j’ pav, = [dv,=pV.
Reemplazando }N(N — 1) por 4N%, que es una aproximacion vélida cuando N
s muy grande, tenemos entonces la ec. (12.15) en la forma $N*V¥-1 g, y podemos

escribir la integral / en la forma

I:V"’+{N’VN-|5=V"(1+
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Sin embargo, si se toma en cuenta los términos sucesivos del desarrollo de e-E#/5T,
el resultado que se obtiene para I es

Np \M
N
1=V (l+zv)'

En el resultado hallado previamente aparecen precisamente los dos primeros
términos del desarrollo del binomio contenido en esta tltima expresion. La gran
funcién de particion del gas real, ec. (12.12), estd ahora dada por la expresion

e

con una aproximacion de primer orden. Esta ecuacion se debe comparar con
la ec. (12.11) para un gas ideal. El tltimo factor de la ec. (12.17) es la contri-
bucién de las fuerzas intermoleculares a la gran funcion de particion.

Para obtener la ecuacion de estado de un gas real, usamos la ec. (12.10). De
la expresion (12.17) para Z resulta

hE=NhV+Nh (1+2’—5) D),

donde en F(T) incluimos los términos restantes que son constantes o que dependen
de la temperatura, los cuales no afectan la derivada en la ec. (12.10). Aproxi-
memos ahora el segundo término, usando In (1 + ) ~z en la hipotesis de que
(= NB/2V) es pequefio en comparacion con Ia unidad (la cantidad Np/2V es
del orden de 10~ a temperatura y presion normales). Luego,

Neg

InZ =Nl e i

n & n V4 o+ F(T)
Por lo tanto

) N N

v @ z’L Ve
que sustituida en la ec. (12.10), da
N _ N‘pJ KNT _ kTN
i .

2V v 2v?

Pero recordando que N = NN, y R = kN, podemos escribir

p:kT[

NRT _ N*RTN,B
S % 12,1
(12.18)

v Ve
que constituye la forma virial de la ecuacién de estado del gas real, en el primer

orden de aproximacion. Observemos que en la ec. (12.18) hemos obtenido slo
dos términos; lo cual es consecuencia del tipo de aproximacién hecho en el
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cileulo de Z. Al tomar en consideracion los términos despreciados resulta el
desarrollo virial completo. Comparando la ec. (12.18) con la (12.17), vemos que
el segundo coeficiente virial en nuestra aproximacién es

A(T) = —4RTN,5, (12.19)

que relaciona_directamente la interaccion molecular (identificada por §) y €
coeficiente virial A(T) (determinado experimentalmente). Esta es la conexion
entre la interaccién molecular y los coeficientes viriales a que haciamos refe-
rencia anteriormente.

No llevaremos nuestra discusion mis adelante; lo que hemos dicho es suficiente
para indicar el método de enfoque del problema de la ecuacion de estado de un
gas real y, en general, de cualquicr sistema compuesto de particulas en inter-
accion. Para los liquidos y los solidos la situacion es més compleja y no seré
discutida en este texto.

EJEMPLO 12.1. Calcular ¢l segundo coeficiente virial en el caso de un gas com-
puesto de esferas rigidas de radio r, no interactuantes.
Solucion: Este s un gas real que 1o estd enteramente de acuerdo con la realidad
Porque se supone que no existen fuerzas intermoleculares hasta tanto los centros
de las moléculas no estén a una distancia igual a 2r,, estableciéndose una fuerte
repulsidn en ese Instante, De este modo a energia potencial intermolecular ¢y = 0
PAra £ > 21,y Epy = co para r < 2ry on consecuenci fy = 0 para r > 2, ¥l
-—1 <27, Este potencial de “carozo rigido", cormo cominmente se e liama,
et representado.en Is fi. 12.3. Decimos qu c4ta onergia, potoncial no. esth do
acuerdo con la realidad porque no puede producir condensacion, ya que carece de
or consiguiente no hay separacién estable entre las moléculas. Empero,
nos suministra un modelo simple con el cual verificar nuestras ideas fisicas sin com-
plicaciones matemiticas innecesarias. Introduciendo los valores de /s en Ia ec. (12.16),
obtenemos
_[ = Dt dr = — $n(2rp = — __3""‘

Cuando sustituimos este valor en la ec. (12.19), ¢l segundo coeficiente virial se con-
Vierte en

4= RTN, (10528

-) = RTb,
donde b — Na(16xr3/3) es cuatro veces el volumen de las moléculas que hay en un
mol, Entonces la ecuacién de estado de un gas compuesto de esferas rigidas es, en
primer orden de aproximacién,
NRT | NRTb
p=T

EJEMPLO 122 Extender ¢l resultado del ejemplo anterior al caso en el cual las
fuerzas intermoleculares ccién pero muy débiles, excepto para r < 2r,,
donde se establece una repulsign fusrte, haciendo que las moléculas se comportel
como esferas rigidas casi impenetrables.

Solucion: Como una extensién 16gica del célculo ejecutado en el ejemplo anterior,
podemos introducir uerzas intermoleculares do atraccién bastante dbles, par
£ ra como se llustra on Ia Ng, 12 Entonces podemos cantimuar con 1a b
fest d fi = 1 para r < 2, Bero contorme a Ja ec. (12.14), sl Exu/kT ¢8 pequefa
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Epa By
Energia potencial
Ja=-1 Ja=0 St S~ Epa/AT
Epua= 2r0
of oy ot 1
1 o 2
Fig. 13-8. Energia potencial intermo-  Fig. 12-4. = Energfa potencial intarmo-
lecular de carozo rigido. No hay atrac-  lecular con un 0 y atrac-
citn a ninguna distancia. cién debil a mayores distancias.
do con la unidad, podemos escribir f,, = — Epy/kT para r > 2r, Por
Consigoiente, Ia ec. (12.16) da

pe= J'_ (— Ddrrtdr + J:(—En./kmm'ﬁ-4¥ &

donde
- (— Epu)inr® dr
a= [ Ent
es una cantidad positiva, ya que Egp, es negativa (ver fig. 12-4) para r > 2r,. Sus-
utuycnda en la ec. (12.19), usando nuestra definicién previa de b y hlclendo a=
primer

= 3N} a, obtenemos A = RTb —a para el segundo coeficiente virial.
ordén e aproximacion la ecuacion de estado es entonces, usando Ia ec. (137

p= AL, MAD—O .

Muchos gases reales satisfacen con buena aproximacién esta e 5
mento s as valores de 7Y s0n pequescs, Los ostcientes @ y b se denommi
« als. En la tabla 12-1 aparecen sus valores para

TABLA 12-1 Constantes de van der Waals

" a,
Sutarnle N m¢ kg mol* | m* kg1 mol-t
Helio 3,446 x 10° 0,02370
Hidrogeno 24,68 0,02661
Neén 21,28 0,01709
Nitrégeno 1404 0,03913
Oxigeno 137,4 0,03183
‘Amonfaco 421,2 0,03707
Dibxido de carbono | 362,8 0,04267
Diéxido de azufre 678,1 0,05636
Agua 5519 0,03049
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124 Capacidades caléricas de un gas ideal monoatémico

En la seccion 11.7 definimos las capacidades caléricas a volumen constante y a
presion constante de una sustancia mediante

1 (U 1 (eH
s, (20 o 12.21
C n(ar)' G N(aT)' a3y

donde H = U + pV es la entalpia de la sustancia. Ademas de la importancia
que tienen como coeficientes en varios célculos précticos, el calculo tedrico de
Ins capacidades caloricas de una sustancia_suministra un medio de verificar la
exactitud del modelo escogido para describir la sustancia. En esta seccion calcu-
laremos las capacidades caléricas de un gas ideal, y la comparacion de estos
valores con los observados para los gases reales nos permitird concluir hasta
qué punto el modelo de gas ideal es una buena aproximacion.

Consideremos primero un gas ideal monoatomico. La energia interna de tal gas
es s6lo energia cinética de traslacion y estd dada por U = INRT. Usando la
ec. (12.21), obtenemos

Cy = 3R = 12,4715 J mol* K-
— 2,9807 cal mol-1 C-1, (1222)
Teniendo en cuenta la ec. (12.8), (pV = NRT), obtenemos para la entalpia de
un gas ideal:
H=U+pV=NRT.
La ec. (12.21) da entonces
Cp = §R = 20,7858 J mol-* K-
4,9678 cal mol-1 °C-1. (12.23)

Por consiguiente, todos los gases ideales monoatomicos tienen las mismas capa-
cidades caldricas, independientemente de la estructura de los dtomos. Podemos
observar que segiin los resultados anteriores,

C,—Cv=R, 2.24)

de modo que C, es mayor que Cy en la cantidad R. La razon de esto es que Cy.
esti relacionado solamente con la variacion de la energia interna, mientras que
Cp incluye, ademis, el trabajo de expansién del gas cuando su temperatura
aumenta 1 grado a presién constante, que s igual a R. En efecto, cuando la pre-
sion del gas es constante, pdV = NRdT, y si el aumento de temperatura es un
grado, el trabajo realizado es

Wp=[pdV = [7" sRAT = xR

En consecuencia, el trabajo por mol hecho por ¢l gas es R. Por esta prucba vemos
que Ia ec. (12:24) es vilida para todos los gases ideales, sean 0 no monoatomicos.
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Otra relacién entre las capacidades caloricas de un gas ideal monoatémico es
(12.25)

La mayoria de los gases monoat6micos siguen esta relacion con mucha aproxi-
‘macion, como se muestra en la tabla 12-3 (al final de este capitulo).

BJEMPLO 12.3. Ecuacién de estado de un gas ideal en funcién de la presién, el

volumen y la entropia.

Solucin: ia es una propiedad del estado de un gas, se pue

como una, vn-lnble pln defini el estado de un gas lo mismo que Ia presion, el volu-
peratura. De la ecuacién de estado, pV = NRT resulta

Inp+InV=InNR+InT.

Por diferenciacion se obtiene

P

A (12.26)

Para ¢l caso de un gas ideal, en el cual la energia interna depende solamente de la
emperatura. tenemos que dU — NGy dT. Luegd, 1a primera ly de la termodindimica,
ec. (11.37), dU = T dS —pav,

NCydT = TdS—paV,

de la cual (dividiendo por 7'y usando ia ecuacién de estado) obtenemos
ar av
NCy - = s —wR (12.27)

Eliminando d7/T con las ecs. (12.26) y (12.27) y usando la relacién C, — Cy = R,
tenemos

dp d v das
s NCv "

donde y = c,n:y. Integrando, se obtiene

Inp+ylnV= ;s{;+ln(wml)
o también

PVY = (constyesncy, (1228
qlle s |l eculclén de estado de un gas ideal en funcién de p, S. Si una trans-

diabdtica y reversible (esto es, si es |mnlr6plca), Ia ecuacién so re-

Py
PVY = const. (12.29)

Esta ecuacién tiene muchas aplicaciones en los procesos que ocurren en gases.
125 Capacidades caldricas de un gas ideal poliatomico
Cuando el gas ideal no es monoatdmico, debemos tomar en cuenta la estructura

de lns moléculas para caloular las capacidades caldricas. La energia de una mo-
lécula poliatomica estd compuesta de tres términos: energia de traslacion, energia
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de rotacion y energia de vibracion; esto es,*
Emogcun = Ete + Erot + Evip- (12.30)

Ignoraremos la energia electronica de las moléculas porque ésta rara vez participa
de la excitacion térmica del gas. La excitacién electronica requiere una energia
del orden de 1 €V al menos; esta energia es aproximadamente 40 veces mayor
e la energia cinética térmica media a temperatura ambiente (298 K) y, por

lo tanto, se necesita una temperatura del orden de 104 K para producir un ni-
mero apreciable de moléculas en estados electronicos excitados (ver el ejem-
plo 10.4). Desde luego, a estas temperaturas Ja mayoria de las moléculas del gas
se disocian por chogues.

or otra parte, la energia cinética rotacional de las moléculas poliatémicas

es del orden de 104 €V y, por lo tanto, las moléculas pueden ser ficilmente lle-
vadas a niveles rotacionales excitados, aun a temperaturas bajas en compara-
ci6n con la temperatura ambiente. Las energias vibracionales estén en el inter-
valor 105 ¢V 2 10 ¢V y, por lo tanto, a temperatura ambiente se puede encon-
trar moléculas en unos pocos Shals sibeasinies oxltain 1 1ije il

Para calcular la tternos
caléricas de un gas poliatomico, s primero (usando ‘métodos utad.(mmo)
hallar la distribucién de las moléculas del gas en los estados rotacionales y vibra-
cionales. Limitémosnos al caso més simple de un gas diatémico. La energia cinética
rotacional de una molécula diatémica es, de acuerdo a la ec. (5.12),

I+ 1)
Erot =51

donde I es el momento de inercia de la molécula respecto a un eje perpendicular
que pasa por el centro de masa y I determina ¢l momentum angular de la mo-
Iécula respecto al centro de masa. Como se explico en la seccion 5.7 el momentum
angular puede tener 2/ + 1 orientaciones diferentes, todos con la misma energia,
de modo que el factor g; usado en la ec. (10.23) es 2/ + 1. En el equilibrio, la
distribucién de las moléculas entre los estados rotacionales disponibles es en-
tonces, usando la estadistica de Maxwell-Boltzmann,

@+ 1)eHDeT,
(12.31)

gt = = @1 4 DeRUEDAIT
Zrot

Zrat

donde ©, = M[21k se denominia femperatura caractertstica de rotacion. En la
tabla 12-2 aparecen los valores de ©, para unos pocos gases diat6micos. Obser-
vando esta tabla, podemos ver que aun para el hidrégeno estos valores son muy
pequeilos comparados con la temperatura ambiente. Los valores de ny estdn

* Supondremos para simplificar que las tres energfas son aditivas. Empero, estrictamente ha-
blando, hay algunos términos cruzados entre las energlas rotacional y vibracional.
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| B Y
2 3 [ s g 7

Fip, 18:6. Ocupacitn de los niveles rotaclonales en un gas diatémico para tres
alores de T/@.

ihrados en I 84, 12 pars trs vaarws de /6, A meiiin quo T suman,
el nimero de moléculas en estados rotacionales excitados también aumenta.
La funcién de particion rotacional Zye es, de acuerdo a la dgnmuan general,

ec. (10.22):
T = S @+ SO0 (1232

Una vez calculada la funcion de particion rotacional Zre, podemos obtener
la energia rotacional Upe del gas usando la ec. (10.24):

Urat = kNT? T:? 0 Zra). (1233)
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TABLA 12-2 Temperaturas caracteristicas de rotacién
y de vibracién de moléculas diatémicas

Sustancia 0, K e, K
Hidrégeno 85,5 6140
Monéxido de carbono 2,77 3120
Oxigeno 2,00 2260
Cloro 0,347 810
Bromo o7 470
Sodio 0,224 230
Potasio 0,081 140

La energia interna total del gas es
U = Ute + Urst = 3NRT + Upets (12.34)

¥a que Uy, = §NRT. Para obtener la capacidad calérica Cy a volumen constante,
sustituimos la ec. (12.34) en la ec. (12.21). La capacidad calérica aumenta gra-
dualmente con la temperatura, como se ilustra en la fig. 12-6, debido a que s
mecesita energia no solo para aumentar la energia de traslacion de las moléculas,

Fig. 12-6. Variacién de la capacidad

a volumen constante de un
gas diatomico debida a la excitacién
de los niveles rotacionales.

L

sino también para aumentar su energia de rotacion llevando mas moléculas a
niveles rotacionales excitados. La fig. 12-6 indica que, a temperaturas altas res-
pecto @ 6, Cy se mantiene précticamente igual a §R. Podemos explicar esto
como sigue: a temperaturas mucho més altas respecto a 6, (de modo que ©,/7 es
muy pequeio), un gran nimero de estados rotacionales estin ocupados. Ademis,
el espaciamiento de los niveles rotacionales se hace muy pequeiio comparado con
Ia energia térmica, y podemos calcular Zy; reemplazando la suma de la ec. (12.32)
por una integracion. Adems sustituimos 21 + 1 por 2/ y I + 1) por . Entonces,

Zoa= j:“ 2P gl — 0,
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Luego, In Ze =1n T—1n ©, y la ec. (12.33) da

Urt = kNT = nRT, (12.35)
ya que kN = NR. Por lo tanto, la energia total para T'> @, es

U = Use + Urot = INRT + NRT = }nRT. (12.36)
Sustituyendo la ec. (12.36) en la ec. (12.21), obtenemos

Cy=3R (12.37)

Asi, a temperaturas altas comparadas con @y, la energia cinética rotacional de
una molécula diatomica contribuye cn una cantidad R a la capacidad calérica
a volumen constante de un gas diatomico ideal. EI mismo resultado es cierto
para los gases compuestos de moléculas poliatomicas lineales.

Caleulemos ahora la energia vibracional de un gas diatomico ideal. Supon-
gamos que las vibraciones son armonicas simples; entonces, los niveles de energia
vibracional, de acuerdo a la ec. (5.16), estén dados por Evp = (2 + $)hw. Por
consiguiente, si usamos nuevamente la estadistica de Maxwell-Boltzmann con
a=1, que cnrr:spandc a este caso, la ocupacién de los niveles vibracionales es

o = N orimpont — N orimeur, (1238)

an Zyp

donde 0, = fiufk se denomina temperatura caracter(stica de vibracion. Su valor
se da en Ia tabla 12-2 para algunas moléculas diatomicas. Observar que en todds
los casos ©, es mayor que ©,. También en la mayoria de los casos @, es mayor
que la temperatura ambiente. La fig. 12-7 muestra los valores de nyy, para tres
valores de T/O,. A medida que 7 aumenta, el niimero de moléculas en los niveles
vibracionales excitados también aumenta; pero debido a que ©, > 6, los nive-
les vibracionales més bajos comienzan a estar apreciablemente poblados a tempe-
raturas a las cuales muchos niveles rotacionales estin ya ocupados. En algunos
casos las moléeulas se disocian a energias mis bajas que aquellas a las cuales
los niveles mis altos a la energia

interna,
La funcién de particion vibracional Zyp es

Zyp = 3 eoHmOUT _ -8uT (2 vOITy | (12.39)

Usando la expresion para la suma de una progresion geométrica infinita decreciente,
1

D=1+ttt +... , paraz<l1,

y observando que en nuestro caso = = e-%/7, tenemos para la funcién de par-
ticion vibracional

(1240)
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cupacién de los niveles vibracionales en un gas diatémico para tres
De este resultado obtenemos.

In Zyp = — 8,/2T —1In (1 — e-*/7)
y también

d o,
o (n Zyp) = —
77 I Zw) = 5

0,/T*
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Empleando Ia ec. (10.24), se obtiene la siguiente expresion para la energia vibra-
cional del gas

kN©,
Uy = kNT* TT‘ (n Z) = kN@y -+ —gpor. (1241)

Recordando de Ia seccion 5.8 que k@, = $hw es la energia vibracional de punto
cero correspondiente a una molécula, reconocemos que el término 3N O, es la
energia total vibracional de punto cero que corresponde al gas. Esta energia
constante, aunque puede tener un valor grande, no afecta ningin proceso en
el cual estén involucradas solamente diferencias de energia. Para calcular la ca-
pacidad calérica a volumen constante, debemos agregar Uiy @ Ut + Urots ¥
aplicar de nuevo la ec. (12:21). Para temperaturas altas, la cantidad ©,/T es
muy pequeia; en consecuencia, usando la aproximacion ¢* = 1 4z + ... para z
pequedo, podemos escribir

a./r_|=(|+%+..»)—l-

sox (12.42)

de modo que la ecuacion (12.41) se convierte en
Uy = $kNO, + KNT = KNT(1 + 0,/27). (12.43)

Entonces las vibraciones moleculares contribuyen a la energia interna en una
cantidad cuyo valor, para temperaturas mayores que ©,, es

Usip = kNT = nRT. (12.4)

Esta energia resulta ser igual a la energia rotacional dada por la ec. (12.35).
A temperaturas muy altas, el valor asintético de la energia total

U = Uss + U + Usip = 3NRT + NRT + NRT = INRT,
que corresponde a una capacidad calérica total

Cy=13R. (12.45)
Comparando este valor con la ec. (12.37), concluimos que a temperaturas altas
Ias vibraciones de las molculas diatomicas contribuyen con una cantidad R al
calor especifico a volumen constante
del gas diatomico.

La fig. 12-8 muestra la forma general
en que varia Cy para un gas diatomico
cuando la temperatura aumenta. Esta
variacion esté bien confirmada por me-
didas experimentales.

Flg. 12 Variacién de la capacic
catéricn a volamen constanto de U gas
diatémico debida a la excitacién de los
niveles rotacionales y

6o
traslacion
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12.6 Principio de equiparticion de la energia

La energia cinética media de las moléculas de un gas ideal, debida a sus movi-
mientos de traslacion, es

E = k. (12.46)

Ahora bien, el movimiento de traslacion est4 asociado con las tres coordenadas
necesarias para fijar el centro de masa de la molécula. En virtud de la simetria
del espacio, podemos entonces suponer que la energia cinética media corres-
pondiente al movimiento segin cada uno de los ejes de coordenadas es

=T, (12.47)

Por consiguiente, si un gas estuviera restringido de modo que sus moléculas se
moviesen solo en un plano con dos grados de libertad (dos coordenadas), seria
de esperar que la energia cindtica media de las moléculas fuera dos veces ¢,
o sea kT.

ig. 12-9. Para fijac la_orientacién de una
‘molécula lineal en el espacio se necesitan dos
X angulos

Consideremos ahora la rotacion de una molécula diatomica (0 una lineal).
La orientacién del cje de la molcula (fig. 12-9) esté determinada por los dngu-
los « y f que forma con dos ejes de coordenadas cualesquiera, tales como X e .
Entonces la rotacién de una molécula diatdmica (y en general de cualquier mo-
lécula lineal) tiene dos grados de libertad. Podemos asi esperar, por extension
de la gc. (12.47) al movimiento rotacional de una molécula, que la energia cinética
media de rotacion de una molécula es

Erot =2¢ =T,

¥ que la énergia total de rotacion de un gas compuesto de moléculas diatomicas
(o lineales) serd

Usot = NErot = kNT = NRT.
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Que estd de acuerdo con el resultado dado en la ec. (12.35), la cual es vélida
para temperaturas altas con respecto a

Andlogamente, €l movimiento vibracional de una molécula diatomica tiene

il un grado de libertad, y In energia vibracional media de tal molécula serd

= 3KT; sin embargo, en este tipo de movimiento tenemos tanto energia ciné-

ficn coms potencial'y sus valoess medios son igaalos. Ea consecacnsis Ia snsrgih

Viteksend RS el o, S e’ @ 4o vech la energia cinética por grado

o sea
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B =2¢ = kT,
¥ la energia total de vibracion del gas diatémico serd

Uyip = NEwiy = kNT = NRT
que de nuevo coincide con el resultado dado en la ee. (12.44), que es vilida para
temperaturas altas respecto a ©,

Podemos_entonces uublccer una regla muy importante, Namag
de equiparticion de la en

principio

A temperaturas suficientemente altas como para que KT sea grande
respecto al espaciamiento de los niveles de energla asociados con un
cierto grado de libertad de las moléculas, la energia molecular media
por grado de libertad es 3kT. (La energla vibracional contribuye
con la cantidad de encrgla KT por grado de libertad vibracional
debido a la energla polencial involucrada.)

Este principio nos ayudard a extender la discusion de la seccion precedente a
las moléculas una molécula que tiene
3 grados de libertad para ¢l movimiento de traslacion y [ grados de libertad
internos para los movimientos de rotacion y de vibracion (contando dos grados
por cada vibracion). A temperaturas altas, la energia molecular media de un gas
compuesto de estas moléculas estd dada por

E=@+Ne= _f. T,
¥ la energia total interna del gas est dada por

“NE= 3ty 3+
=NE= 2 Livr - 2L e,

A temperaturas altas, la capacidad calérica a volumen constante del gas tiende
al valo

Cy= % R (1248
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X

Fig. 12-10. Para fijar la orientacién de una molécula no lineal, tal como el H;0,
se necesitan tres dngulos.

Ahora bien, segin la ec. (12:24), C,—Cy = R 0 C, = Cy + R, que es vilida
para todos los gases reales independientemente de su estructura molecular. Si
usamos la ec. (12.48) para Cy, obtenemos

o -5—2*—L R (12.49)

El cociente y = C,/Cy tiene entonces el valor
Co _5+1

. 12.50)

Cv 3+ =0

En estas formulas, [ realmente corresponde s6lo a aquellos grados de libertad

para los cuales un gran nimero de estados excitados estin ocupados a la tem-

peratura dada. Luego, si T es mayor que ©, pero menos que ,, [ corresponde
5610 a los grados de libertad rotacionales. Pero si T es mayor que ©,, [ corres-

TABLA 128 Relacién entre

capacidades calfricas do algunos gas

Sustancia v Sustancia v
Helio 1,659 Cloro 1,355
Nen 1,64 Sulfuro de hidrégeno 132
Argén 1,668 Vapor d: agua 1,324
Hidrégeno 1,410 Amontac 1310
Oxigeno 1,404 Ditida de carbono 1,304
Nitrégeno 1,404 Etileno 1,255
Monéxido de carbono 1,404
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ponde a todos los grados de libertad. Para un gas monoatomico f = 0y y=§=1,67
como se indic6 previamente en la ec. (12.25). Para un gas diatomico (y en general
para cuslquier molécula lineal en el estado gaseoso), tenemos a temperatura
ambiente (cuando sélo cuenta el movimiento rotacional), que f=2 y y=}=1,40.
Si la molécula no es lineal sino plana, como el agua (H,0), o idimenional,
como el amoniaco (NHy), hay tres grados de libertad rotacionales porque, ademis
de los dngulos « y B que se necesitan para fijar los ejes (fig. 12-10), necesitamos
el dingulo 3 de rotacion alrededor del cje. Luego f =3 y v = § = 1,33. Por lo
tanto, la medicion de v puede suministrar informacion importante acerca de la
estructura interna de una molécula. Por ejemplo, en la tabla 1233, que da el
valor de v para varios gases, vemos que Hy0 es plana y no lineal y que todos
los gases nobles son monoatémicos (f = 0). La molécula de COy es una excepcién
notable porque aunque es lineal, tiene y = 1,304, cercano al valor de v para
una molécula plana. Sabemos que la molécula de CO, es lineal porque su momento
dipolar eléctrico es nulo. La discrepancia aparente se atribuye a que el modo
vibracional flectante en el CO, tiene una energia de vibracion relativamente
pequedia. Esta vibracion agrega dos grados de libertad, por lo que el cociente
entre las capacidades caloricas del CO, serd cercano a § = 1,285.
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Problemas
124 Usando el desarrollo virial para la
ecuacion de estado de un gas en la forma
dada por la ec. (12.20), calcular e trabajo
realizado por un gas cuando se expande
isotérmicamente desde el volumen Vy

expresion para el gas ide
143, Una seuneite smapivice propoeste
por van der Waals para describir un gas

(p+222) v sty = .

Escrble esta ecuacién en a forma viral
 canperts umo
123 ratura de Boyle
o roal ot aqualia para caal sl seguada
coeficiente virial es nulo. Probar que la
s igual a a/Rb.
Calcular la temperatura de Boyle para
slgunos do 108 gases que sparecen en I
. [Observa era-

puede considerar
dece I ecuacion del gas ideal, hasta el
segundo orden de aproximaci

124 El coeficiente de dilatacién cibica
a presién constante de una sustancia se

1
- (50
Hallar ¢ para (s) un gas ideal y (b) un
gas real que o la ecuacién de van
ot Waah dads en el problema 133,
125 Bl médulo de elasticidad de volu-

‘temperatura constante de una
Sustancia ¢ define com:

o ) 4

Hallar ke para (s) un gas ldeal 5 (8)
un gas real que sigue la ecuacion de
Van ‘er Waals dada en el problema 12.2
126 Una ecuacién empirica de estado

§ases resles, propucsta por Dieterl-
ci, es p(V — Nb)eN/"AT — NRT. Escri-

e

bir la ecuaci6n en la forma virial y com-
pararla con la ec. (12.20).
127 Exprosar In ecuae
ceso o ¢n un gas Ideal en fun-
Gion de (@) 14 presion y 1a tempersturs,
(b) ¢l volumen y la temperatura.
128 Mostrar que el trabajo realizado

r un gas ideal durante una transtor-
‘maci6n isoentrépica (o adiabatica rever-
sible) es

NR(T; — TNy —1).

un diagrama p-V las

ién de un

Comparar e

pica de un gas ideal la temperatura dis-
minuye. Explicar ¢l porqué de esto.
1210 Hacer el grifico en un

de Carnot_cuando la
Femtancia s . gas ldea. Probar que
81 Vy, Vi, Vyy V, 50n los volimenes del
gas al

final'de cada transformacién, se

tiene

VIV, = Vi/Ve

12,11 Caleular el trabajo reali
el gas durante cada una de las transfor-
maciones que componen un_ ciclo de
Carnot_y mostrar que el trabajo neto
realizado es

W = NR(T, — T)) In Vy/Vi.

Verificar luego que se_satistace la ec.
(11.47). [Sugerencia: Usar el resultado
del problema 12.10.]
1212 El médulo de compresion adia-
bitica se define como
o (ﬂ)
v e )
Hallar k, para un gas ideal. La propa-
gacidn de cdas adaios 45 un
eo'y a velocidad
ue pmp-mwn esti dada por v = Ve,
donde o ¢ . densidad. Explicar car com,
‘midiendo v, se puede calcular . Mos
g gl i
absoluta.

s




1213 Un gas ideal a 300 K ocupa un
yolumen de 0.5 u* a una presi
2 atm. El gas se expande adiabitica-
mente hasta que su volumen es 1,2 m’.
A continuacion se lo comprime isobdri-
que, alcanza su volumen
original. Finalmente se aumenta la pre-
sion. isoedricamente el gas
estado inicial. (a) Represes
grificamente el proceso en un dia-
eterminar 1a tem)

(© Mallar el trabajo realizado durante
el ciclo. Tomar y = 1,4.

1214 Un gas me. 2300 K ocupa un
presién_

retorna a su estado inicial. (a) Repre-
sentar graficamente el proceso en un
diagrama p-V. (b) Determinar la tem-
peratura al final de la_transformacién
(c) Hallar el trabajo reali-

o mar y = 1,4.

un volumen de 16 m.
por un proceso isocérico hasta una pre-

sién tal

P
Heow en g pnt

Caleular el trabajo realizado
Iy bl 06 entrepte, Giceriatcada
roces: todo el ciclo. Tomar
¥ =14
1216 Estimar el error que se comete
cuando al calcular Zet se reemplaza
20+ 1 por 20 y (L +1) por I en
ec. (12.32).
1247 Calcular el porcentaje de molécu-
las de un gas diatémico en los estados
rotacionales fundamental ({ = 0) y pri-
mero excitado (1 = 1) a las temperatu-
ras T =6 y T =20,

Problemas 529
12.18 Comparar €l numero de molécu-
1as de hidrogeno por mol en ¢l segundo
Ss1ado rotaddsnal exdliado (= 3) con
el nimero de moléculas d

mal en el mismo estado excitado Cusndo
la temperatura es de 300 K.

12.19 Comparar el nimero de molécu-
Ias de hidréy n el segundo
estado vibracional excitado (v = 2) con
el nimero de moléculas de cloro en el
mismo estado excitado cuando la tem-
peratura es de 300 K.

1220 Considerar un mol del gas CO.
Calcular of ndmero de moléculas en los
tres primero a
clonal @ umpmu.u anents (300 1)
ya

n.zu Delnollrn que la capacidad cal
en VEeacimal de g o volumen
constante estd dac

sap
G "(’ﬁ) <
Hallar los valores limites para T < @y
Yy T o
12.22  Usando el resultado del pro-
blema 11.13, p) que la entropia de
un gas dlllamlco ﬂcbldn a las rotaciones
Toleculares e

Swt = kN[1 + In (T/@)).

[Nota: Se puede demostrar que debe-

mos usar 7726, cusndo la molécula e

Romionoeiens; oeis W dale

les se reduces
itad come reitado de Ia timetria de

la molécula.]

1223 Usando of remitado del pro-

blema 11.13,

de un gas diatdmico debida a las vibra

ciones moleculares es

Svin = KNI(@4/T) (¢ —1)
—In (1 — /D)),
Verificar que para temperaturas bajas,

Suw tiende a cero, mientras que para
temperaturas altas Sws se apro al
valor

kN[1 + In (T/8)].
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13.1 Introduccién

En el capitulo 10 nos ocupamos de la estadistica cldsica, que se caracteriza por

método de cileulo de la probabilidad de una particion determinada indicado
en la ec. (10.8), y por la ley de distribucion de Maxwell-Boltzmann, ec. (10.9),
para la particién mas probable o de equilibrio. Al tratar la estadistica cldsica
ignoramos cualquier consideracion de simetria relacionada con la distribucion de
las particulas en los diferentes estados asociados con cada nivel de energia acce-
sible a las particulas. Sin embargo, puede haber, como dijimos en el capitulo 4,
ciertas restriceiones en el nimero de modos diferentes en que un grupo de par-
ticulas se puede distribuir entre las funciones de onda disponible asociadas con
cada estado de energia. Es evidente que estas restricciones de origen cudatico
afectan la probabilidad de una particién determinada. La teoria que toma en
cuenta estas consideraciones de simetria se denomina estadistica cudntica. Hay
dos clases de estadistica cudntica. Una es para las particulas que obedecen el
principio de exclusion y que estdn, por lo tanto, descritas por funciones de onda
antisimélricas; se denomina estadistica de Fermi-Dirac y las particulas se llaman
‘fermiones. La segunda estadistica es para particulas que no estdn restringidas
por el principio de exclusion y estin descritas por funciones de onda simélricas;
se denomina estadistica de Bose-Einslein y las particulas se llaman bosones. En

dan pricticamente los mismos resultados a temperaturas altas y densidades bajas.
En este capitulo trataremos brevemente ambas clases de estadistica cudntica
y las aplicaremos a algunos problemas fisicos importantes.

13.2 Ley de distribucion de Fermi-Dirac

Calculemos nuevamente la probabilidad de una particién de un sistema de par-
ticulas suponiendo que las mismas son idénticas e indistinguibles. Supongamos
ademds que las particulas obedecen el principio de ezclusiin de modo que no
puede haber dos particulas en el mismo estado dindmico y la funcion de onda
del sistema completo debe ser antisimétrica, Las particulas que satisfacen estas
condiciones se denominan fermiones en honor al fisico norteamericano nacido en
Italia Enrico Fermi (1901-1954), quien fue el primero en estudiar estos sistemas.
S0 ha cacontrado expeimentaiments que toidss ls pecticues con. expn. § o
fermior

Para deteraiaar oy modis dilerits y distinguibles en que se puede disponer
un sistema de fermiones para una particion dada, debemos revisar nuestra defi-
nicién de la probabilidad intrinseca gi. En la estadistica cuintica, g; estd dada
por los diferentes estados cuinticos que corresponden a una energia determinada,
0 sea por la degeneracion del estado de energia. A cada estado cudntico corres-
ponde una funcion de onda de las particulas. Estas funciones de onda estin
determinadas a su vez por cada uno de fbs juegos posibles de niimeros cudnticos
correspondientes a un nivel de energia dado. Por ejemplo, en el caso d
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ticulas de espin 4 que no estin en un campo magnético, cada una de las particulas
puede estar en cada estado de energia con el espin para arriba o para abajo
(my = -+ ) por lo que g; = 2. En el movimiento en un campo central, la energia
es independiente de la orientacion del momentum angular orbital, lo cual intro-
duce una degeneracion 20 + 1 que es el valor de g para ese estado de energia.
Usamos este resultado en la seccién 125 al discutir la funcion de particion rota-
cional de las moléculas. Si las particulas tienen espin, la degeneracion total es
22 + 1). Si hay ademds varios estados de momentum angular compatibles con
la misma energia, como en un campo coulombiano, resultan valores mayores de gi.
Como e principio de exclusién prohibe que dos particulas estén en el mismo
estado de energia con los mismos niimeros cudnticos, los g; dan el niimero mazimo
de parttculas (fermiones) que se puede acomodar en un nivel de energla sin violar
el principio de ezclusion. Por lo tanto, en una particion determinada los valores
g A ‘pueden exceder el correspondiente g; de cada nivel de energia, es decir:
< gic
i M el e energia E; con n; particulas, notemos que se puede
colocar la primera particula en cualquiera de los g/ estados disponibles, o sea
que le podemos asignar cualquiera de los g; juegos disponibles de nimeros cun-
Podemos entonces colocar la particula en uno de los g modos diferentes.
La segunda particula puede ir a cualquiera de los g, — 1 estados restantes. La
tercera particula va a cualquiera de los g, — 2 estados restantes, y asi sucesi-
vamente hasta que se ha colocado las n; particulas en el nivel de energia. El
niimero total de modos diferentes de disponer las n, particulas entre los g estados
con energia Eq es entonces

9@ —D@—2) ... G—n+ 1),
que se puede escribir en la forma

o 9 e 3.

Hasta ahora sélo hemos tenido en cuenta el principio de exclusion. Si ademis

culas son indistinguibles, no es posible notar ninguna diferencia si se
rcdulnhuye las ny particulas entre los estados que ocupan el nivel de energia E
(este nimero es ngl, como vimos al estudiar la ley de distribucion de Maxwell-
Boltzmann). En consecuencia, podemos obtener el nimero total de arreglos
diferentes y distinguibles de n; particulas idénticas en g; estados de energia E;
dividiendo la expresion (13.1) entre nl, resultando

gl
g — L

Podemos hallar el nimero total de moflos diferentes y distinguibles de obtener
Ia particion ny, ng, ny, ... en los niveles de energia E,, Ey, Ey, ... multiplicando
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entre si todas las expresiones como la ec. (13.2) correspondientes a cada uno de
fos niveles de energia disponibles, obteniéndose para la probabilidad de particién:

o g e e
6 —n.)x o o
| gy N, 13.3

oo w2
Tal como con la ley de distribucién de Maxwell-Boltzmann en el capitulo 10,
debemos hallar la particién mds probable calculando el méaximo de In P. (Haremos
esto en el ejemplo 13.1.) El resultado es que la particion més probable corresponde
a los numeros

@13.4)

o .
T
Esta expresion es la ley de distribucion de Fermi-Dirac.

El parémetro § juega aqui el mismo papel que en la ley de distribucion de
Maxwell-Boltzmann, ec. (10.9). Por lo tanto, también aqui definimos la tempe-
ratura de un sistema de fermiones en equilibrio estadistico mediante la ec. (10.23),
esto es:

KT =18

La cantidad « se determina imponiendo que Z;n; = N. En la mayoria de los
casos es una cantidad negativa. Sin embargo, se define usualmente e que tiene
dimensiones de energia, la cual esté relacionada con « por la ecuacion

KT,

@

La ec. (13.4) se convierte entonces en
9t

= - 33

La energia ep es positiva en la mayoria de los casos y juega un papel muy im-
portante en las aplicaciones fisicas; se la puede considerar prcticamente inde-
pendiente de la temperatura, Observemos que segin la ec. (13.5), para T =0

/o

T vaja

ata
Fir. 181, Funcién de disribucin K
gy la estadistica de Fermi-Di-

Ta€ para tres temperaturas, o
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todos los estados de energia hasta E = ep estin completamente ocupados (n,=g),
‘mientras que los estados con £ > e estin vacios (n, = 0). La razon de esto es que

lim Gt _ [0 Par Ei—ep <0,
20 e para Ej— ep >0,

Esta itencin onth mostraia n 1 O, 103, doud se bt ropranstado n funcln
de distribucién ng; para diferentes tempera ordemos que en la esta-

a T = 0 las particulas ocupan los niveles mas bajos de energia disponibles hasta
la energia ep. Por lo tanto, la energia ep da una idea de la energia mxima de
los fermiones del sistema, por lo que es equivalente a la energia de Fermi que
introdujimos en la seccion 6.4 al tratar los electrones libres en los metales; le
daremos entonces el mismo nombre aqui. A temperaturas mds altas, los estados
de energia mayor que ep comienzan a ser ocupados por transferencia de particulas
provenientes de estados de energia ms baja. Sin embargo, para temperaturas
tales o KT < e, pricticamente solo son afectados los niveles de_energia cer-
cana a ep. La razon es que todos los niveles bajos de energia estin completa-
meats ooepeios y o pincipio do xclusibm Spide tgrogar toda Jermicace 10
‘mismos. Luego, como muestran las curvas de la fig. 13-1, solo los fermiones cuya
energia esta cercana de e pueden pasar a estados desocupados mas altos absor-
biendo la energia KT relativamente pequena. La temperatura Op para la cual
k®p = «x se denomina lemperatura de Fermi.

EJEMPLO 13.1. Obtencién de la ley de distribucién de Fermi-Dirac.

Solucion: en el caso de In estadistica de Maxwell-Boltzmann (cjemplo 10.1),
ol problema consist en encontras ¢l méxime de In P sujeto a las condiciones 3
=Ny S = U. Calculemos primeramente In P usando la_ aproximacion de
Stirling 1 o1 = =1n % — . Se tiene

InP = 3 [gilnge— neln ne— (g — ni) In (ge— nil.
Cllcghmol a continuacién — d(In P) e igualémoslo a cero para obtener el maximo
de P:

—ad(n P) = Z[Inm—ln (ge— n)] dng = 0. (13.6)

Combinando Ia ec. (13.6) con las ece, (10.15) y (10.17) (esto e, Tydm = 0 ¥
34 Evdng = 0), que también son vilidas en este caso, multiplicadas respectivamente
Por los factores = y 8 (recordar i ejemplo 10.0), liegamos &

Inn—In(g—n) +a + BE =0

o sea
-
w—n

Despejando ny obtenemos finalmente la ec. (13.4).
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13.3 Gas de electrones

El sistema de fermiones més caracteristico es el de los electrones en un metal,
ya que como vimos en el capitulo 4, los electrones obedecen el principio de ex-
Clusion. En el capitulo 6 consideramos los niveles de energia de los electrones
de un metal y vimos que estin agrupados en bandas. Las bandas mas bajas
estin llenas de electrones a pricticamente todas las temperaturas por lo cual
no las consideraremos. Pero la banda superior solo estd parcialmente llena de
electrones hasta cierto nivel de energia. Fue sobre esta base que introdujimos
el concepto de energia de Fermi en la seccion 6.4.

debemos considerar la distribucién de electrones en el intervalo continuo
de niveles de la banda superior, llamada también banda de conduccién. Colo-
caremos entonces el cero de la energia en el fondo de la banda de conduccién.
Supondremos también que los electrones se mueven libremente por el conductor
en tanto su energia esté en esta banda superior de conduccion, lo cual es una
suposicion razonable que se justifico plenamente en el capitulo 6. También, como
el espectro de energia de los electrones en la banda es pricticamente continuo,
debemos reemplazar g; por g(E) dE en la ec. (13.5), como hicimos anteriormente
en el caso de un gas ideal. Luego, el nimero dn de electrones cuya energia estd
entre Ey E + dE es

o) dE

dn = T 1 @
donde la energia E se mide desde el fondo de la banda de conduccion y g(E) dE
da el nimero de estados que hay en el intervalo de energia entre E y E + dE.
También aqui podemos usar la expresion (10.39) para g(E), pero debemos mul-
tiplicarla por 2 para tener en cuenta las dos orientaciones posibles del espin de
los electrones, cada una de las cuales da un estado diferente con la misma energia;
se tiene:

9(E) dE = w FndE. (3.8

Sustituyendo la cc. (13.8) en la ec. (13.7), obtenemos la siguiente expresion para
el nimero dn/dE de electrones libres por unidad de intervalo de energia:

dn _ BxVEmR B
WETT W T ans)

Esta es la formula de Fermi-Dirac para la distribucion de energia de los elec-
trones libres o, en general de fermiones libres. Estd representada en la fig. 13-2
Para 7=, para s temperstics baja 7 para una femperaturs ahta sespocta
a Op = ex/k. En la seccion 6.7 ya hemos considerado esta distribucion en forma
cusitativs, al tratar a conductividad elétrica.
Se puede obtener la energia de Fermi en funcién de la temperatura exigiendo
que la ec. (13.9), integrada sobre todas las energias, dé el nimero total N de
electrones que hay en la banda de conduccion. Suponiendo que e es prictica-
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mente independiente de T, se puede determinar N para T = 0. (Hicimos esto
en la seccion 6.4). El resultado es

L 3N |28
= (W) 4 (13.10)
Podemos entonces obtener la energia de Fermi de los electrones en un metal si
conocemos el nimero N/V de electrones de conduccién por unidad de volumen.
La tabla 13.1 da los valores de ep y de la temperatura de Fermi O para diversos
metales.

dn
i
70
7 baja
T alta Fig. 18-2. Distribucién de energla
de un sistema de fermiones para
0 - b

TABLA 11 Energle do Perml 7 Gemparatars &0
Permi de diversos metal

Metal @ eV or, K
Li 4,72 55 x 104
Na 3,12 X
K 2,14 24
cu 7,04 82
Ag 5,51 64
Au 5,54 64

EJEMPLO 132, Determinar la energia total de un grupo de N fermiones a tempe-
ratura muy baja.

Solucion: La energia total U esté dada por
U= [Ean= £ ap.
Gomo l tempaturs c muy baj. podamos st (con bena aproximacidc e valor
de dn/dT p ue es simplemente g(E). L
dn _ sxvempn
aE 3

B,
También, integramos s6lo entre 0 y e. Luego:
L BRVE@mA (% 16RVOm g
Lo " J‘. i 5 =
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Utilizando la ec. (13.10), podemos escribir esta expresidn en la forma
U= iNep,
que es la energla minima de un sistema de N fermiones. La energta media por par-
cula es

E= g =ia

EJEMPLO 13.3. Determinar la energia cinética de los nucleones de un ni
ponlendo que bay dos sistemas de fermiones (neutrones y protones) a ety
baja.

Sotucidn: Podemos usar la ec. (13.10) para eliminar o en la expresién de U obtenida
en el ejemplo precedente, resultando
9 (i)”’ L NER

V=% m Ve

En el caso nuclear tenemos dos clases de partfculas, neutrones y protones, siendo N
¥ Z su ntmero total y V el volumen comun. Luego, despreciando la pequeiia dife-
Fencia de masa entre las dos particulas, la energla cinética total es
A L
%0 m v
Pero_[recordar la cc. (7.2)] el volumen nuclear es V = $xR® = $rrid. Por lo
tanto,

ENE LN NUEY LN UEY L

i) mA T A o
donde

3 (9 yam g =

70'(—47-') T VT X 10T = 23,4 MeV.

Sabemos que A = N + Z. Llamando D = N — Z, tenemos
N=§A+D) y Z=HA—D),
de modo que
D D
N-ia(142) v z-aa(1-2).

Sustituyendo estos valores en la expresién de U, obtenemos

Ui =2-5nc4 {(l + %)m & (‘*%)M}'

Empleando el desarrollo binomial (1 + 2" = 1 + nz + n(n—Dz* +..., ¥ te-
niendo presente que D/A es en general pequefio respecto a la unidad, obtenemos

(+2) -1+ 324220,

I

9 A
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Luego, en el orden de aproximacién que hemos elegido:

an 5.8
v—zmea {1+ 32 4} -

=2"%cA + @20 ¢ 5 (N—2¢ Z)‘

El primer término da una energia proporcional al niimero total de partfculas, mien-

tras que el segundo da una contribucién proporcional al cuadrado de la diferencia

N — Z. Recordando el tratamiento hecho en la seccién 7.5, vemos que el primer

térming estd incluido en ¢l término proporclonal a 4 en la formula de 1a energia

total, ec. (7.11), mientras que el segundo corresponde a a(N — Z)*/A, por lo que
= §(24%) = 8,33 MeV.

Este valor un tercio del para at. El desacuer-
do no debe sorprender teniendo en cuenta lo Duras e models iiisads

134 de la ica de F i-Dis a los
de los metales

Consideraremos ahora algunos efectos fisicos en los metales, efectos que son
explicables en términos de la estadistica de Fermi-Dirac aplicada a los elec-
trones libres de los metales. En la fig. 13-3 esti representada la energia potencial
de un electron dentro de un metal y en su superficie. Cerca de la superficie la
energia potencial estd dada por la curva AB. A temperatura normal la banda
de conduccion esté esencialmente llena de electrones solo hasta la energia de
Fermi e, como muestra la curva de distribucion en la parte (b). Para extraer
un electrén del metal es por lo tanto necesario darle por lo menos la energia
designada con e en la fig. 13-3. Esto es lo que ocurre, por ejemplo, en ¢l efecto
fotoeléctrico (estudiado en la seccion 1.4), en el cual solo se emiten fotoelectrones
si hv> e4. La cantidad e se denomina energia de arranque del metal. A tem-

Fig. 18-3. Banda de conduccion de un metal a temperatura ambiente.
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peraturas altas, sin embargo, la ocupacion de estados electrénicos se extiende a
energias bien por encima de cp. Si la temperatura es suficientemente alta, algunos
electrones adquieren energias mayores que cp + e¢ y escapan del metal. Este
proceso se denomina emisidn termoidnica y es fundamental para el funcionamiento
de las vélvulas electronicas.

Utilizando la ley de distribucién de Fermi-Dirac para calcular el nimero de
electrones que llegan a la superficie del metal con energia suficiente y con una

TABLA 13-2 Valores de Ia energia de arranque ¢4 y do
In constante termoidnica A, obtenidos experimentalmente
usando lIa ec. (18.11)

Metal ed eV A, A em= K-
Cs 18 120
cr 44 48
w 45 75
Pt 62 32
Ta 41 55
Ni 46 30
ca 32 60
Th 34 60
Mo 13 60

direcci6n de movimiento apropiada para escapar, podemos obtener la densidad
de corriente termoeléctrica j que sale de la superficie del metal en funcion de la
temperatura del mismo. EI resultado es

i= ﬂh',’i (KTe-e#/kT — AT?-<$T, 3.1

que se denomina ecuacién de Richardson-Dushman. Esta ecuacion no se sigue
rigurosamente por varias razones. En primer lugar, la emision electronica es
muy sensible a las condiciones de la superficie y a I orientacion de ésta respecto
a la red cristalina del metal. Ademds, a medida que la temperatura aumenta,

® ®
Fig. 13-4, Origen de la diferencia de potencial de contacto.
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Ia energia de arranque varia debido al aumento del nimero de electrones que
tishen una ensrgia mis ala g ol nivel de Fermi La table 13-2 da alguncs
valores experimentales de e¢ y de A para diversos metales. La estadistica de
Maxwell-Boltzmann da una dependencia diferente de la temperatura, por lo que
Ia emision termoionica es una prucba indirecta de que los electrones siguen la
estadistica de Fermi-Dirac.

ilustracion de la existencia de una energia de Fermi en los metales es
1a diferencia de potencial de contaclo entre dos metales. Supongamos que tenemos
dos metales A y B que no estin conectados eléctricamente (fig. 13-4a). En ausen-
cia de cualquier campo eléctrico externo, la energia potencial de un electrén es
cero fuera de los metales y los respectivos niveles de Fermi estdn a las energias
ed y edp por debajo de la energia potencial fuera de los metales. Supongamos
que ¢ es mayor que $a. Luego, cuando los metales no estan conectados, el nivel
de Fermi de A estd mis alto que el de B. Cuando se conecta eléctricamente los
dos metales (fig. 13-4b), los electrones mds energéticos de A fluirdn o se difundirdn
hacia B, llenando los niveles que estén por encima del nivel de Fermi original
de By vaciando los niveles superiores de la banda de conduccion de A. Se al-
canza el equilibrio cuando se igualan los niveles ocupados superiores de las bandas
de conduccion de A y B. Por lo tanto, el metal A, que tiene energia de arranque
‘menor se carga positivamente y el metal B, que tiene energia de arranque mayor,
se carga negativamente. Esto da lugar a una diferencia de potencial entre los
dos metales que es esencialmente igual a ¢s — g, de acuerdo con el valor expe-
rimental. La linea llena de la fig. 13-4(b) indica la energia potencial de un elec-
trén cuando se mueve de un metal al otro a través del espacio entre ellos, des-
pués de alcanzado el equilibrio.

13.5 Ley de distribucién de Bose-Einstein

La experiencia ha mostrado que hay sistemas compuestos e particulas idénticas
¢ indistinguibles que no estan restringidas por el principio e exclusin. En est
sistemas no hay limite para el niimero de particulas que pueden estar en el mismo
estado cuantico. La funcion de onda que describe un sistema de particulas de
este tipo debe ser simétrica. Las particulas que satisfacen estos requisitos se
denominan bosones en honor al fisico hinda S. N. Bose (1894- ), que fue el
primero en investigar la estadistica de esta clase de particulas. Se encuentra
experimentalmente que todas las particulas con espin entero (0 6 1) son bosones.
Los nitcleos de helio y los mesones son por lo tanto ejemplos de bosones; los
gases ¢He y H, también obedecen la estadistica de Bose-Einstein.*

{Se puede ver thclmente que un ndcieo tal omo o1 Hl, compusto do custro termiones, debs

de onda del sistema es simétrica en los dos nicleos, aunque sea anti-
ica a cualquier sistema en el cual
de un numero par de fermiones.

Eeas “particulas” 6 comsportan catonces come bos
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En la estadistica de Bose-Einstein, como en la de Fermi-Dirac, los g; dan la
degeneracion de cada nivel de energia. Para determinar los modos diferentes y
distinguibles en que se puede distribuir un sistema de bosones para producir
una particion dada, debemos calcular primero el nimero de arreglos distinguibles
de n, particulas en los g; estados correspondientes al nivel de energia E; que dan
lugar a funciones de onda simétricas. Este nimero de arreglos es igual al nimero
de modos en que se puede distribuir n; objetos idénticos en g; cajas, sin limitar
el nimero de objetos que se puede poner en cada caja. Para obtener este nimero
procedemos como sigue: supongamos que colocamos las n; particulas en una fila
y las distribuimos en los g; estados cuinticos disponibles colocando g — 1 divi-
siones en lugares apropiados, como se muestra a continuacin para un caso
particular:

eee
3

cejjesjene
20 o2 4

El nimero total de arreglos posibles de particulas y divisiones es igual al nimero
de permutaciones de n; -+ g; — 1 objetos en fila, que es (n; -+ g;— 1).. Pero como
las particulas son idénticas e indistinguibles, todas las permutaciones que difieren
s6lo en el orden de las particulas son iguales. Tenemos entonces que dividir el
niimero anterior entre nl. Adems, todas las permutaciones de las divisiones
dan el mismo estado fisico, por lo que también tenemos que dividir entre (3 — 1)L,
EI nimero total de arreglos distinguibles de las n, particulas en los g; estados
tiene entonces el valor

(i +ge—1!

i (13.12)

Obtenemos el niimero total de modos diferentes distinguibles de formar la par-

Hici0n fy, My, Ny, ... entre los niveles de energia E,, Ey, Ey, .. como lo hicimos

ir, multiplicando todas las expresiones como la ec. (13.12) correspon-

Boniie a cale Rue/dn o b energia disponibles, resultando la siguiente
probabilidad de particion:

po e =D tn—D (atg—D
nig, =0 nl— Dl G — DI
+

(13.13)

[
9
E paso siguiente es hallar la particion més probable calculando el méximo
de In P. (Haremos esto en el ejemplo 13.4.) El resultado es que la particién més
probable corresponde a los nimeros

= (13.14)

£ S
e’

esta expresion es la ley de distribucion de Bose-Einstein.
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El parémetro B juega aqui el mismo papel que en las leyes de distribucion de
Maxwell-Boltzmann y de Fermi-Dirac. Por lo tanto, también aqui definimos la
temperatura de un sistema de bosones en equilibrio mediante la ec. (10.23),
esto es:
KT =1/p.

La ec. (13.1) se convierte entonces en

%
= 13.15)

La constante « se determina como antes imponiendo que X n; = N
riamente a lo que ocurre en In ctadlstica de Formi Disacy no tiene wn significado
especial en la estadistica de Bose-Einstein. Como los n; no pueden ser negativos,
« debe ser positiva.

/e

Fig. 18-5. Funcién de distribucién
ndge en 1a estadistica de Bose-Einstein
para dos temperaturas.

0

La distribucion de bosones sigue la tendencia indicada en la fig. 13-5, en la
cual se ha representado la funcién de distribucion nlg; para dos temperaturas.
La distribucién de Bose-Einstein tiende a acentuar los niveles bajos de energia
més que la distribucion de Maxwell-Boltzmann debido al signo negativo en el
denominador.

EJEMPLO 13.4. Obtencién de la ley de distribucién de Bose-Einstein.
Sotuetdn: Como en los dos casos anteriores (ejemplos 10.1.y 13.1), este problema
consiste en hallar el miximo de In P sujeto a las condiciones >(n — Ny S nEi=U.
Calculamos primero In P mediante 1a formula de Strling, obteniendo
mP= % (e + ge—1) In (e + ge— 1)
—ndn n—(@—1) In @— D).
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Luego obtenemos el miéximo de P haciendo d(in P) igual a cero. El resultado es
—d(in P) = 2[* In (e + ge—1) + In ng) dne = 0. (13.16)

E paso sigulents e sumar a1 ec. (13.16) s ecs. (10.15) y 10,17 Gsto o5, 7, d
resan Ja conservacion del nimero de particulds y de | n

y S Ecdn = 0),
mm., uiTiptlahs respestivimmints pus o'y B (recovdar: el Sisaaplo 101). 6

—In(a + go—1) + I+ x + BE =0,
Si suponemos que n + g« es muy grande respecto a 1, podemos despreciar el 1 en el
primer término de la ecuacién anterior por lo que fenemos.

n —BE 6 M e,

S
et g g

Despejando ne obtenemos la ec. (13.14).

13.6 Gas de fotones

E} andlisis de la radiacion electromagnética encerrada en una cavidad y en
librio térmico con los dtomos de las paredes de la misma es quiza la aplicacion
mis importante de la estadistica de Bose-Einstein. Como dijimos en la sec-
cion 1.3, dicha radiacion se denomina radiacion de cuerpo negro. Los dtomos de
las paredes de la cavidad absorben y re-emiten radiacion continuamente hasta
que se alcanza el equilibrio cuando la tasa de emision y la de absorcion son igua-
e Ex of eqiieic, el espectzs da I rdinctn laoromagnétin sncerrad.tiens

ibuci gin bien definida; esto es: una
Mtsasdad de rdincionde cuerpo negro que dependn Rkcaments ke tempera-
tura de las paredes y es independiente del material con que estin hechas.

Vimos en la seccién 1.9 que cuando la radiacion electromagnética interactiia
con la materia se comporta como si estuviera compuesta de “particulas” llamadas
fotones, que tienen momentum h/» y energia hv, donde » es la longitud de onda
y v la frecuencia de la radiacion, Podemos suponer entonces que la radiacion de
cuerpo negro se comporta como un gas de folones. Se supone que los fotones no
interactian enm si; 5610 lo hacen con los tomos de las paredes. Como los fotones
no son distinguibles y nada impide que muchos fotones tengan la misma energia
(las. expenenms indican que a cada frecuencia se puede aumentar sin limite la
intensidad de la radiacion), se puede considerar que los fotones son bosones que
obedecen, por tanto, la estadistica de Bose-Einstein.

En este caso, empero, hay que tener en cuenta una situacion caracteristica
El niimero de folones no es constante, ya que los dtomos de las paredes de la cavidad
pueden absorberlos o emitirlos. En consecuencia, hay que dejar de lado la con-
dicion (10.15), ;dn; = 0, lo cual significa que ¢l pardmetro = no es necesario.
Debemos poner entonces a = 0 en la ec. (13.15) y por lo tanto ry = gif(e/*T — 1),
Ademds se puede considerar que el espectro de energia de los fotones es continuo
si la cavidad es grande respecto a Ia longitud de onda promedio de la radiacion,
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ya que entonces la diferencia de energia entre dos valores de energia o longitudes
de onda sucesivos es extremadamente pequeia (recordar la fig. 2-10).

En estas condiciones debemos escribir la ec. (13.15) reemplazando g; por
o(E) dE o sea

dn = %"51)15_1__ (13.17)

Como la energia de los fotones estd relacionada con la frecuencia por E = hy,
podemos introducir una funcion g(y) tal que g(E) dE = g(s) dv, donde g(») dv da
el nimero de modos de oscilacion comprendidos en el intervalo de frecuencia dv
correspondiente al intervalo de energia dE. Ya obtuvimos anteriormente, ec. (2.20),
el nimero de modos de oscilacion para el caso de ondas encerradas en una cavidad
de volumen V, pero- debzmnl multiplicarlo por 2 para tener en cuenta las dos
ya que las ondas
son transversales. Por lo uuzm, L mimero da estados que hay en la radiacion de
cuerpo negro con frecuencia entre v y v + dv o con energia entre E y E + dE es

9E)dE = o) dv = ':‘__VM.. (13.18)
En consecuencia, podemos escribir la ec. (13.17) en la forma

8xV Vv
o

dn= (13.19)

La energia correspondiente a dn fotones en el intervalo de frecuencia dv es (hv) dn
y Ia energia por unidad de volumen es (1v) dn/V. Finalmente, se define la den-
sidad de energia £(v) de la radiacion de cuerpo negro medias

hy dn
=<5
de modo que £(y) dv da la energia por unidad de volumen correspondiente a la
radiacion de frecuencia entre vy v + dv. En virtud de la ec. (13.19), esta densidad
de energia esta dada por

snw 1
i

B(y) = (13.20)
Esta es la célebre ley de radiacion de Planck que enunciamos sin demostracion
en la ec. (1.8) y que esti representada en la fig. 1-5 para diversas temperaturas.
El acuerdo entre la ec. (13.20) y los hechos experimentales constituyen un fun-
damento s6lido para la hipétesis de que la radiacion esté compuesta de fotones
que obedecen la estadistica de Bose-Einstein. Recordamos al estudiante que fue
el problema de la radiacion de cuerpo negro lo que oblig a Planck a suponer
que cuando la radiacién interactia con la materia es absorbida o emitida en
cuantos de energia iguales & hv. Sin embargo, la deduccion original de Planck
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1o es correcta porque por un lado supuso que los dtomos de las paredes de la
cavidad actian como osciladores de energia E = nhy en vez de E = (n + Hhy,
¥ Por ofro uso la estadistica de Maxwell-Boltzmann. Es sorprendente que su
Tesultado haya sido correcto. Si se incluye la energia 3hv de punto cero en los
calculos de Planck, la expresion resultante es incorrecta. El problema tuvo que
esperar varios afios hasta que se hallo una demostracion satisfactoria como la
dada en el texto.

EJEMPLO 13.5. Discusién de las transiciones radiativas espontdneas e inducidas.

Sobucign Ein In seccin 1.7 explicaruos que un sisterma g se encuentra en un nivel
excitado de energia puede pasar espontdneamente e energia mds bajo
o3l hay radiaclén presente de Ia frecuenela aproplada, puede ser inducldo (estimu.
Iado) a pasar a ese nivel mis bajo con emisién

N, dtomos
5 2
.4,x+u,.m)} Xﬂuxm

Flg. 18-6. Transiciones inducidas y espontd-  E,

by N, dtomos

Consideremos dos niveles de energla E, y E, ocupados respectivamente por N,
y N, dtomos (fig. 13-6). Los fotones correspondientes a las transiciones entre estos
dos niveles deben tener una energia hv = E, — E;. Los atomos que estan en el nivel
E, pueden pasar espontaneamente al nivel E,. Liamemos Ay, a la correspondiente
probabilidad por unidad de tiempo de transicién espontinea por emision. Si hay
radiacién presente de frecuencia v y su densidad de energia es (), se produce transi-
ciones de E, a E, por absorcion, Es natural suponer que el nimero de estas tras
siciones por unidad de tiempo es proporcional a la densidad de energfa E(); es
decir, 1a probabilidad por unidad de tiempo de transicién inducida por absorcién
es B,E(), donde

unidad de intensidad de

por emisién con una probabilidad por unidad de tiempo de transicion inducida por
emista Bony). Luego ln peobabildad total por unldad de tiempo de transicifn
por emisién del nivel E, al E, es Ay + Byg(s). S 3 dtomos en el nivel E,
e timere e dtounoa s pash pos arkind ds. tiempo by 'Ey o5 Ay + BasO)IN,.

I mismo tiempo, el nimero de dtomos que pasar por unidad de tiempo de E; a E,
es Bye(y)N;. Luego, la variacion neta por unidad de tiempo del nimero de dtomos
en el nivel E, es igual a la ganancia por absorcién menos la pérdida por emision,
ambas por unidad de tiempo, o sea

o Bt — (s £ Byl
e

habiendo una ganancia igual (pero opuesta) en el nivel inferior. Cuando se establece
el equilibrio entre los dtomos y la radiacién, debemos tener dN/dl = 0, o sea

Bur(N, = [Ay + Bue(0)IN,,
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de modo que el nimero por unidad de tiempo de transiciones por emisidn y por
absorcién entre los dos niveles es el mismo. Si los dtomos estén en equilibrio térmico
y sliguen la estadistica de Maxwell-Boltzmann (lo cual es una suposicién razonable
en la mayorta de los casos) se tiene

NN, = elEENT . piaT,
porlo que
Bur()T = Ay + Bur() as2n)
o sea
Au/B,

=) = e .

mparando esta expresién con la ec. (13.20) que da In densidad de energia de la
o on equilibrio con ria, encoatramos qu

Ay _ e Bu _y

Bu By

resultado que Einstein obtuvo por primera vez en 1917, La segunda relacion muestra

que las probabilidades por unidad de tiempo de emision y de absorcion inducidas
cileulo permite obtener los valores de Ay, By ¥ By. Para

se puede obtener el coclente entre la pmhl.hll!d.d
‘probabilidad Bux(s) de emisién ind
materia esti en equilibrio con la radiacién; result

probabilidad de emisién espontinea A _ poar .
‘probabilidad de emision inducida  ByB()
(13.22)

Luego, si kv > kT, la emisién esponténea es mucho mds probable que Ia inducida,
que en consecuenci ¢ ignorar. Esto vale para las transiciones electronicas
8 dfomos y moléen de transiciones radiativas e
Io LT, como en la mmn de microondas del espectro, la emision estimulada o in-

da puede

ision induciga reslta de Ia accion de a radiacién Incidente sobre los dtomos
(olas moléculas) de la sustancia. Por lo tanto, las oscilaciones at6micas forzadas tienen
ncidente. Esto significa que todos los
ién inductda, s coherente. Las transicones
gsponténeas, par el contrario, e producen al azar, no hablendo correlacién entre los
instantes en’ que los dtomos efectian transiciones, En vty ek
radinciones atmicas catin distribuldas 4l szar. Decimo nces, que la emisin
espontdnea es incoherer

EJEMPLO 13.6. Discusion de los maseres y liseres.

‘Solueion: Como se explict en el ejemplo precedente, cuando la radiacién y la materia
estén e equilirio térmico, 1o hay absorcidn o emlsién netas porque el nimero otal
por unidad de tiempo de transiciones por emisidn y por absorcidn es el mismo. Esto
&t indicado en 1a g. 13-7a). Aunque 1a probablidad de ransicion inducida puede
ser menor que la probabilidad de transicién espontdnea, la absorcién se empareja
con la emisién debido a la gran poblacién del nivel inferior cuando hay equilibrio
térmico. En el caso general de interaccién de la radiacién con la materia sin que haya
necesariamente equilibrio, tenemos

tasa de emisién [An + BurMIN, _ (I + Ay ).EL
Tasa de absorcion Bur(N, Bus() ) N,




13.6) Gas de fotones 547

. 18-7. Principio bisico de funcionamiento de los liseres y los maseres.

donde a(s) e Ia distribucidn de energla en Ia radiacién ncldente. Si I dierencia
do energia £, —F, o sullcentemente pequetia, da modo que kT er muy poqus-
18 (como ocurre por ejemplo en 1a reghondo microondas a 1 emperatura ambiente),
1 6. (13.23) mucstra que AufBuso) ¢4 despreciable frente & 1a i este
caso podemos escribir
tasa de emision _ N,

Tasa de absorcion N,

Si la sustancia estd en equilibrio térmico, N, es menor que N, y la tasa de emision

excitado
ctaestable
(obve e snpeio)
B
Bombeo
optico /' Transicion
[/~ estimulada
5 |/ edtado tundamental

(nivel lser inferior)
Pig. 13-8. Liser de tres niveles.

de sta rscenci, Por mpnma e e-w es valido si
mis dtom

Ja ampliicaion. disminuye Dasta qu. se restablece el eqnlllbrlo térmico. Luego,
para mantener una amplificacién constante hay que retornar constantemente los
itomos al nivel superior o sacar dtomos del mivel inferior por algin otro medio.

By . Como s desencitan
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Los dispositivos en que se hace esto se deno res y
ruidas con las siglas de los nombres ingleses de dich
*icrowave. Amplication by Stimulated Emisson of Hadiation (ampica
de microondas por emision estimulada de radiacién) y “Light Amplification by
Stimulated Emision of Radiation” (amplificacion da Jus por emisica estimulada
de ;udlaclén): el nombre depende de la regién del espectro electromagnético donde
actian.

n ideado varios métodos para superpoblar el nivel luptrinr en forma esta-

clonaria, Todos extas meétodos implican un gasto de energia ¥ la eficiencia de un
un liser es el cociente entre Ia energla de sallda'y a energia de entrada.
El i ‘método tipico med

cantidades, continuamente o en pulsos para excitar el sistema a estados con mayor
energia que el fundamental. Cuando «f sstema vuelve al estado fundamental, sigw-
en llegar a tener

Unn pobiacion alta especte a a gin estado inferlor, come se iestra en a g, 13.3
Estimulando la radiacion de frecuencia v = (B, — Ey)/h se obtendrd la amplifica-
en desand,

mésares y s literes o muy dtles porque producen un hat may intenso de
radiacion coherente monocromtica. E1 estudlant record:
fuentes radian en fase (coherentemente), la lmplllud resultante es la suma de las
amplitudes Individuaien. S todas s Tuentes son Iaénticas tovemon

amplitud coherente resultante = N x amplitud de una fuente,
donde N es el nimero de fuentes. Como la intensidad de la fuente es proporcional
al cuadrado de la amplitud, tenemos que

intensidad coherente resultante = N® x intensidad de una fuente.
Si ¢l miimero de fuentes es grande, la radiacién estimulada puede ser muy int
Por o contrario, 1 1 uenlon radian Incoheronternent Ins Intensldades Inglvhduates
se cor

intensidad incoherente resultante = N x intensidad de una fuente,

En los miseres y Haeres, por lo tanto, ia radincién monocromitica coberente etl-
mulada es muy intensa en comparacién con la radiacién incoherente espontinea
Que en estos dispositivos se denomina ruido, Es a causa del fuerte predominio de 1as
transiclones Inducidas que el ru tivamente menor en los miseres y liseres
que en El uso

i 10 s samtite 8 e HhAerile Cagita] dot 1 BIveL e raily oen 1oy
bajo, como en los trabajos de radioastronomfa, las comunicaciones. por satélites
¥ la espectrometria de microondas.

13.7 Capacidad calérica de los sélidos

Como se explico en el capitulo 6, los sélidos son ordenamientos regulares de un
ero de dtomos (o de moléculas) que se mantienen en sus posiciones
fijas de equilibrio por la accion de fuerzas intensas de cohesion resultantes de
sus interacciones eléctricas. Los inicos movimientos individuales de los dtomos
son pequedias vibraciones alrededor de sus posiciones de equilibrio. Pero l aco-
plamiento entre 4tomos es tan fuerte que no se puede poner un dtomo en vibracion
sin perturbar los vecinos y eventualmente todo el solido. Por lo tanto, debemos
Contdar cecltarionss vimragionale ulectiran dal alidn, qua s silares
las consideradas en el ejemplo 6.2 para una red lineal.
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tas vibraciones colectivas establecen ondas estacionarias en ¢l sélido. Sus
frecuencias dependen de la forma y del tamano del cuerpo y en cierto modo
son andlogas a las ondas estacionarias en una cavidad. Aunque las frecuencias
posibles tienen un espectro discreto, su espaciamiento es muy pequeiio si el cuerpo
es grande en comparacion con las dimensiones atomicas, de modo que se puede
suponer que el espectro s continuo. Estas ondas estacionarias son de la misma
naturaleza que las ondas eldsticas que se propagan en un solido, por lo que su
velocidad de propagacion es igual a la de las ondas elisticas y tambin se deno-
mina velocidad del sonido.

Hay dos clases de ondas eldsticas en un slido: longitudinales y transversales.
Se propagan con velocidades v, y o, Tespectivamente. Para obtener el nimero
de modos de vibraciones diferentes en el intervalo de frecuencia entre vy v + dv,
que upmamm en la forma g() dv, debemos contar separadamente los modos

Para las ondas tenemos entonces,
usando la ec. (13 18) con vy en vez de ¢,

8=V
(V) dv = —— ¥dv,
9ev) d 7] d
mientras que para las ondas longitudinales, que tienen un solo grado de Libertad,
el nimero de modos es la mitad:

LLLAPPH

o) dv=

En cada e‘xprenbn A AP AR 01 I A
y | niimero total de
oo oo viracinen o ltevlo 2 reconcia gy o entonce

90) dv = g) dv + gv) dv = 4=V ( Tt )v‘d\« (13.23)

En un medio continuo no hay limite para el nimero total de modos de vibracién.
Pero en un solido, que tiene una estructura atomica con N dtomos, todo modo
vibracional se debe describir en términos de las 3N coordenadas de posicion de
los dtomos. Esto impone por lo tanto un limite al nimero fofal de modos inde-
pendientes de vibracion. Esto a su vez impone un limite superior a la frecuencia
vibracional porque debemos tener, utilizando la ec. (13.23),

l+ )f v

N= f o) dv = 4=V

1,2
3N =4rV (F, +E) (13.24)
que determina la frecuencia de corte v (En el ejemplo 6.2 se discuti6 la exis-
tencia de una frecuencia de corte en las vibraciones de una red cristalina.) Usando
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In ec. (13.24) podemos escribir la ec. (13.23) en Ia forma

(13.25)

El problema que estamos tratando es muy similar al de las ondas electromag-
néticas estacionarias en una cavidad. Este dio lugar al concepto de gas de fotones
introducido en la seccion 13.6 para analizar la radiacion de cuerpo negro. Pode-
mos entonces asociar con los modos vibracionales del solido, que estdn necesa-
riamente cuantizados, un gas de fonones compuesto de “particulas” o fonones
de energia hv. El concepto de fonén fue introducido en el ejemplo 6.2. Como
los fonones son idénticos y como no hay limite para el nimero de fonones que
puede haber en un mismo estado de energia, es de esperar que los fonones en
equilibrio térmico sigan la estadistica de Bose-Einstein. Ademds, el nimero de
fonones no es fijo, ya que puede aumentar o disminuir segin que s aumente
o disminuya la energia de los modos de vibracién. Debemos usar entonces la
ec. (13. 15) haclond- = 0 cemo en e €as0 e gas e folanes, y reemplazando g;
por g(+) dv, dado por la ec. (13.25). El nimero de fonones de energia E = hv

TABLA 18-8 Temperatura de Debye de algunos solidos
Sustancia | ©p,K | Sustancia | ©p, K
Ag 225 Ge 366
Au 165 Na 159
C (diamante) | 1860 Ni 456
cu 339 Pt 229

que hay en el intervalo de frecuencia entre vy v+ dv y que estin en equilibrio
térmico con la red del solido a temperatura T es entonces

PREOL) N Vdv
PET_T L T

La energia vibracional total del solido en el intervalo de frecuencia dv es

ONR v
AU = hvdn = 255

y la energia vibracional total del solido es

9NR v
rMn=TJ':W4

Deberiamos agregar a esta energia la energia de punto cero asociada con cada
modo de vibracién. Sin embargo, esta energia no depende de la temperatura



13.7) Capacidad calérica de los silidos 551

por lo que no nos interesa aqui. La capacidad calorica a volumen constante del
solido es entonces

o

Cv= T:‘ ( o ) 9‘:;‘1"" n' 7% dv. (13.26)
Es conveniente definir Ia emperatara de Debye ©p mediante kep — hv 6
6p = k. (1320

La tabla 13-3 da los valores de ©p para algunos sslidos.

Recordando que kN = R y haciendo z = hv/KT, podemos escribir la ec. (13.26)
en la forma simplificada

o (B [ e

La fig. 13-9 muestra el grifico de Cy en funcién de T/Op. La mayoria de las sus-
tancias siguen la curva tedrica con sorprendente regularidad, como se muestra
en la figura con los puntos experimentales.

/0,

Plg. 13.9. Capacidad caldrica de una red cristalina en funcién de la temperatura.

Se puede ver que a temperaturas del orden de Op o mayores, la capacidad
calérica de todas las sustancias alcanza practicamente el valor 3R, resultado que
se conoce como ley de Dulong-Pelit debido a que fueron éstos quienes por primera
vez lo observaron experimentalmente en el siglo xix. También estd de acuerdo con
el principio de equiparticion de la energia, porque para KT > hv, = kOp, la
energia vibracional por grado de libertad debe ser 24kT) = KT y 3kT para los
tres grados de libertad de cada dtomo. En consecuencia

U = N3KT) = 3kNT = 3nRT,
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que corresponde a Cy = 3R, de acuerdo con Ia ley de Dulong-Petit. Es evidente
que las sustancias cuya temperatura de Debye s mucho mds alta que la tem-
perstura amblente se apartan sustancilmente de a ley de Dulong-Pett a sta
temperat

Tenemos que considerar ahora si en el caso especial de los metales debemos
tomar en cuenta la energia de los electrones libres de conduceion al caleular la
capacidad calérica Cy. Debemos recordar que los electrones libres siguen la esta-
distica de Fermi-Dirac y que la equiparticion de la energia se les aplica solo a
temperaturas para las cuales kT > ep, donde er es la energia de Fermi, o sea
T exlk = O, donde O es la temperatura de Fermi. Examinando los valores
de ep y de Op dados en la tabla 13-1, vemos que la temperatura de Fermi Op
es tan alta que solo se excitan unos pocos electrones cuando se calienta el metal
a las temperaturas usadas en los laboratorios y en la industria. Debemos notar,
empero, que a temperaturas muy bajas, cercanas al cero absoluto, cuando Cy
también es muy pequefio como se ve en la fig. 13-9, la contribucion electronica
a Cy es comparativamente importante. A estas temperaturas, los poquisimos
electrones excitados por encima del nivel de Fermi er dan a la energia interna
una contribucion mayor que la energia de las vibraciones colectivas de la red.

13.8 Gas ideal en la estadistica cudntica

Todas las particulas siguen la estadistica de Fermi-Dirac o la de Bose-Einstein.
En consecuencia, aun un gas ideal se debe analizar desde el punto de vista de
la estadistica cuéntica. Consideremos primero un gas ideal compuesto de par-
ticulas que siguen la estadistica de Bose-Einstein (que s la situacion mis comin
‘porque la mayoria de las moléculas tienen espin entero). E1 nimero dn de molécu-
Ias cuya energia esté entre E y E + dE esté dado por Ja ec. (13.15) reempla-
zando g; por

o(B) dE = EindE,

AxVEmR
Bl e

que es Ia ec. (10.39). Por lo tanto

4xVEmYR  ERdE
"

9 e

Si ponemos z = E/kT y utilizamos la expresion (10.40) de la funcion de parti-
cion de un gas ideal, Z = V(2rmkT)*"/hd, obtenemos la siguiente ecuacion para
el nimero total de moléculas:

2z,

N (13.29)

Recordando que en la estadistica de Bose-Einstein « es positiva, tenemos
(=) = el — e = (et e 4L,
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que sustituida en la ec. (13.29) da

1
N=2Ze (1+-2'—nr'+..

En primera aproximacion podemos escribir e= = N|Z, que es el resultado obte-
nido en la seccion 10.3. En segunda aproximacién podemos

1N

Z (l‘Tm ?+ .
(13.30)

que nos permite obtener « en funcién de N y de T. La energia total del gas es
2ZkT J‘"" 2R dx

N 1
A

U:FEdn
.

= 3TZe~ (1 +Fr + )

Introduciendo el valor de e= dado por la ec. (13.30), obtenemos finalmente

U =3kNT (1— ) (1331

1N
P
Comparando este resultado con el clisico, o de Maxwell-Boltzmann, para el gas
ideal, U = $kNT, vemos que el efecto cudntico de la estadistica de Bose-Einstein
es disminuir la ener
Se puede demostrar (ver T “ejemplo 13.7) que I presion del gas es

KNT 1
T(HW > ) (13.32)

donde vemos que en la estadistica de Bose-Einstein también la presion de un
gas ideal es menor que la de un gas ideal cldsico (o de Maxwell-Boltzmann).

La desviacion del gas ideal cusntico respecto al gas ideal cldsico se denomina
degeneraciin del gas (esta degeneracion no tiene relacion alguna con la degene-
racion de los estados cuinticos). Observando que N/Z es proporeional a (N/V)T=",
vemos que la degeneracion de un gas se hace mas importante a baja temperatura
¥ a densidad alta, condiciones que se dan cerca el punto de condensacion. Para
1a mayoria de los gases tenemos que a temperatura y presion normales N/Z es
del orden de 105, por lo que la degeneracién de gases es despreciable; esto de-
muestra que se puede usar la estadistica de Maxwell-Boltzmann con confianza
para tratar dichos gases.

El H, y ¢l helio son los dos gases més livianos que siguen la estadistica de
Bose-Einstein. Para el H, en el punto de ebullicion normal, 20,4 K, el valor de
NJZ es 0,84 X 10+ y para el helio a 42 K, el valor de N/Z es 0,139. El helio
es entonces un gas en el que la degeneracion debe producir efectos observables,
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De hecho, se atribuye cierto comportamiento peculiar del helio en fase conden-
sada, conocido como He-11, a la degeneracion de Bose-Einstein completa.

En el caso de un gas ideal que sigue la estadistica de Fermi-Dirac (como el
hidrogeno monoatémica), los resultados son muy parecidos. Recordemos, sin
embargo, que en la estadistica de Fermi-Dirac « puede ser positiva o negativa
por lo que se debe tratar separadamente los casos = > 0 y « < 0. No insistiremos
sobre este caso. Sefalemos, empero, que si bien la presion de un gas ideal que
sigue la estadistica de Maxwell-Boltzmann o la de Bose-Einstein es nula en ¢l
cero absoluto, la presion de un gas que sigue la estadistica de Fermi-Dirac tiende
2 un valor finito cerca del cero absoluto, o sea que hay una presion de punto
cero. La razén de esto es que aun en el cero absoluto, un conjunto de fermiones
tiene una energia de punto cero U = 3Nep (ver el ejemplo 13.2). Teniendo en
cuenta la ec. (11.37):

AU =TdS—padv,

tenemos, cuando la entropia es constante, dUs = — p dVs. Luego:

( :3 ),' (13.33)

—_—
En consecuencia la presién de punto cero de un sistema de fermiones es
U ¢y

== (7), =5

Pero segin Ia ec. (13.10) se tiene: In ep=—3 In V + C;luego, des/2V=—2ep/3V.
Resulta entonces que

2 Nee
LA

(13.34)

es la presion de punto cero de un gas de Fermi-Dirac.

EJEMPLO 13.7. Presién de un gas ideal en funcién de la energia interna y el volu-
men.

Solucion: Recordemos que segin la ec. (13.33), se puede calcular la presién de un
sistema de particulss mediante p ~ — (9U/0V)s, siendo U = 3 ni. Abora blen,
o rocws s tante los niimeros de ocu

pacién n permane:
2 que, com se explic en Ia seoclon 11.9, un camblo de entropta (0 ab-
in de” Calon exth asociado con un camblo de 105 ne. Por lo taato (U/V)s =
pis z( ndIEV) y

o

p=—ngy
Suponiendo que el gas ideal estd compuesto de particulas independientes contenidas
en un recipiente cibico de lado a, o sea de volumen V = @ los niveles de energla

(13.35)
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estdn dados por la ec. (2.17):

PP
Eo= g 01+ N 8D :nnv-/- N+ N+ D),
Ia cual da
2B 2 E
v 3 Sy (1 + M 2D 3V
c. (13, 1a presién de un sistema
bbb e
nE_2 U
iy 2L (13.36)

‘Para un gas ideal que sigue la estadistica de Maxwell-Boltzmann tenemos U = 3kNT
por lo que p = kNT/V, que estd de acuerdo con la ec. (11.16). Para un gas ideal
de Bose-Einstein debemos usar la ec. (13.31) para U, obteniendo para p el resultado
33 expresado en Ja.ec. (13.32). Para un gas Adeal de Trermi-Dirac en ¢l cero absoluto,

dltemeptes &4 o avsstuio Ta presion depende del signo de a. Para a positiva, lo
ol oaeee normalmente & tomperatixas auy altas, Ia presion do ua gus ideal de
Fermi-Dirac es

=BT (14

k)

que es, por lo tanto, ligeramente mayor que la presién del gas ideal clésico. Para
negativa, lo cual ocurre a temperaturas bajas, la presién es

.

139 P de las tres

En la seccion precedente hemos visto que los efectos cudnticos son relativamente
pequedios en los gases ideales a concentracion baja y temperatura alta. Compa-
Taremos ahora las tres estadisticas para determinar en qué medida dan resultados
parecidos. Recordando las ecs. (10.9), (13.5) y (13.14), esto es:

(2) Maxwell-Boltzmann, ~ ny = gie=-EiT,

= (]
(b) Fermi-Dirac, = T

(¢) Bose-Einstein, n

—__u
= BT
vemos que se puede escribir las tres en la forma
Ry
4

donde 3 =0 para la estadistica de Maxwell-Boltzmann, — 1 para la de Fermi-
Dirac y + 1 para la de Bose-Einstein. Podemos ver claramente que si gi/n; > 1
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o sea si n < g es decir,

sistemas enrarecidos, las tres estadisticas dan

para
resultados précticamente idénticos. Esto ocurre a temperaturas altas (debido al
aumento de = con la temperatura). En cmwucuenm, Podemos defar do lado la

mayoria de los efectos

muy bajas.

Esto justifica el empleo de la emdlmca e Maxwell-Boltzmann en muchos casos.
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Problemas

13.1 La energia de Fermi varia con la
temperatura conforme a la expresién
g
am - a{t—35 (&) ...}

donde er es el valor para T = 0 dado
e Ia tabla 15-1. Probar que el término
de correccién correspon v
cién de 1 % de la energia de Fermi a una
temperatura T = J/3 Op/5r. Estimar esta
temy ara algunos de los meta-
165 Gados on Ia tabla’ 13-1 y sacar

aece oonstants. sntrs 6o, ¥ 1a. temn-
peratura ambiente.
132 Hallar la velocidad media y I
energia media de los electrones a 0 K en
un_metal que tiene 108 electrones por
cm?,

133 Demostrar que el nimero de fer-
miones que tienen una velocidad entre
Dy D+ dvo ala temperatura T es

8 Vmt »
AN == et 11

13.4 Demostrar que el nimero de fer-
miones cuya velocidad tiene componen-

s entre 0s y 0 -+ dos, by Y oy + doy, De
Y e+ dos
AN = 2V dozduydo,
= AT 1

135 Demostrar que el nimero de fer-
miones cuya velocidad tiene la com-
ponente X entre vs y s + dos €5
Axyms
e (r—mRNT 1] dz.
N, — 2 1o 1 +11

[Sugerencia: Usarla integral [° (ac*+1)*
dz In1 +1/a)]
13.6 Usando el resultado del proble-
T 13,5, deducis la ecaacion do Richard-
son (13.11). [Sugerencia: Emplear la
aproximacion In (1 +2) = = cuando z
es pequefio.)

187 Represontar la couacién de
chazdson-Dushman para la emisién ter-
moionica on funcién de em
Trar Que la temperatura para Ja curl 1a
emisién termoi6nica es mixima es T =




= e4/2k. Estimar el valor de esta tempe-

ratura para algunos de los metales dados

en la tabla 13-2.

13.8 Si se usa la estadistica de Maxwell-

Boltzmann en vez do Ja de Fermi-Dirac

para analizar la densidad de corriente
termoldnice, se abtiene 1a s

= ATine-wnT,

() Deducke esta ccuaclén, (5) Represe
n fun /e comparar

‘rifico de I scuacitn de Richard-

mn Do, sepouonds s asbes
Joe eg =3 eV. (0 Extimar a tem-
e4/k pi nos metales
P el f mios Soamchross, dats veuth
tados claraments diterenciables & tem-

pers ratur | ...m

3.9 ustante A de
1- = mu) uﬂu un'valor tedeico de

13.10 Slbemm por la discusion del es-

coe-
ficlente de reflexi6n en el cesio y en el

vy " yPara qué bl L
mayores de er, ~E—en)i?

Gentro del 105, de Tn ec. (557

13.12 Para las energias indicadas en

el problema 13.11 podemos escribir

NCEME = VIR g i r

e8 vez de la ec. 13.9). Demostrar que el
miime electrones por unidad de
ol R energfas jguales o mayores
que un cierto valor E, mayor que e es

ﬂ'ﬂpm T kT
x {wkTY [2 —ert—'-l + Eine-tuiTy,

[Sugerencia: Referirse al problema 10.21.]
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113 Utitizando o resuitado del pro-
blema 13.12 hallar, un metal con

nimero de fotones por
metro cibico que tienen una frecuencia
entre vmax ¥ 1,05wmex €n un campo de

1315 Suponiendo Ios fotor
ortan como osctiadores i

cionada en el

le energia que la
frecuencia de la ley de radiacién de

1316 Suponiendo que los fotones cbe-
a_estadistica de Maxwell-Boltz-
Toann, obtane I dlstribucion de dens.
dad do energia. Esta et a ley d¢ Wien
menclonada en ol problems 19, ;Por
qué esta suposicién da 1a mis tri-
Toioh e e o 1a Aooatmacies
de alta frecuencia de la ley de radiacién
de Planck?
1317 Usando la tabla 13-3, hallar la
frecuencia maxima y la_longitud de
onda minima ds los fonones en el ger-
Toanio y ca i dlamani iparar
Ia longitud de onda de los neulmnu
3 Mompitaon amblente (300 K).
13.18 coclente entre Ia pro-
babilidad de emllwn elpontlml y la
da emision indu ara (a)
e microondas, v » 108 Ha) y
o region Gptica, v 10% Hz.
1319 Probar que para temperaturas
muy bajas respecto a Gp, la expresion
de Debye para la capacidad calérica es
Cv = BReYT/O0P.
ha verificado experimentalme

acer
£, (138) 5 notar quo el limite supe-
rior se puede tomar to.]
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13.20 Determinar la temperatura de
Debye del niquel y de la plata a partir
e los sigulentes datos experimentales,
mtcas s00. 80 7108 3 Ine

Las masas ato
densidades son
1,05 % 10+ g m respectivamente.

T,K | Cv, cal mol-t K-t

Ni AL
2 | 00041 | 000013

4 | 00080 | 00024

6 | o032 | 00089

8 | oo | 00242

10| 0028 | 00478

12| 00304 | 00830
14| o003 | 0134
16| 0043 | o201

Empleando ¢l grifico de la f-
ra 13-9, estimar la capacidad cal6-
tiea a temperatura amblent del (s) so-
dio, (b) oro, (¢) cobre y (d) diamante.
Commparar con 10s valores experimentales.
13.22 (a) Considerar un sistema com-
puesto de N osciladores armonicos
frecucncia v que siguen la estadistica de

13.21
gus

como primer intento de aplicar métodos
estadist licar la_capacidad
caldrica de 1os sdlidos. Introduciendo la
constante ven fun-
cién de Ox/T. la expre-
i s O o 1 ot e Days, Aus.
lizar la mancra_de dist
teortas. [ teorn “de. Einsteln
fue, descarlada porque era lmposible
hallar un valor de O par n-
cla que diera resultados acordes con 1os
experimentos como a bajas
temperaturas.]

1323 Demostrar que la capacidad ca-
lirica a volumen constante de un gas
ideal de Bose-Einstein st dada por

donde Z esta dada por la ec. (10.38).
Estudiar ol etecto de a’ degeneracion
gases sobre la capacidad calérica del
hetls a tomperatura atm
resion.

1324 Demostrar que In capacidad ea-
Yelumen constants de un gas
ideal do Fermi-Dirac estd dada
Cr= ;R..- ﬂ [\——’i(—‘i +]
Usando este resultado estimar la capa-
claad eatérica” debida LYo st
libres en un meta

Veri
v pehnes o7
caldrica electrénica es despreciable frente
a la capacidag e 1a red, dad:
por la teoria de Debye.
13.25 Demostrar que la temperatura
para la_cual las capacidades calgricas
de la red y electrénica son iguales es

Te = (56b/24=0r) 2.

Estimar esta temperatura para algunos
metales. Mostrar que para temperatu-
ras menores que Te la capacidad calérica
electronica s mayor que la de la red,
y a la inversa para temperaturas may¢
Tes que Tt [Sugerencia: Usar los resul-
tados de 105 problemas 13.19 y 13.24.]
13.26 A partir de la expresin dada
en ol probiema 1334 para la capacidad

caldrica de un Dirac,
Ccttrar oo cuand AT <1
entropia del gas es

= (NRep2) (kT/e6)
(L — (#/10) (T/er} + ...}

1327 Estimar ol valor do N/Z
N, a ratura y pr
alade 2 o 1 Basite) &x pectiiin
sica. Determinar of fscto relativo dl

0 de degeneracién de gases en la
expr«lon (13.32) de 5 presion de un
gas de Bose-Einstein. Determinar tam-
bién el efecto sobre la capacidad calé-
rica de este gas (dada en el proble-
ma 13.23).

1328 Estimar la presién de punto cero
el gas de electrones en un metal. En
vista del valor obtenido, explicar c6mo
los_electrones permanecen dentro del



1329 Demostrar que en la estadistica
cuintica la enlmpll de un sistema de
particulas estd da

U
S= o b akN
+k ; Gin (1 & emEAT),

donde el signo positivo (negativo) co-
rresponde a la_estadistica de Fermi-
Dirac_(Bose-Einstein). Demostrar tam-
bién que en ambos casos, si a es muy
Pecqushia,la expresién de S so reduco a 1a
e, (11.28). [Sugerencia: Demostrar pri-
, usando Tu ee. (13.3) o Ta (13.49),

::_zu(uf) nfo 22
(el

1330 En In estaditin culatica,
tuncién de particién se define mediant

Ze= izmln(l & e EAT),

donde el signo positivo (negativo) se
reflere a la estadistica de Fermi-Dirac

Problemas 559
(Bose-Einstein). Demostrar que el ni-
mero total e particulas, la energla total
¥ la entropia estdn dados por

N = — @z/oayr,
U = kTX0Z:/0Th,
S = KT(Z:/oThe + akN + kZs.

{Sugerencla: Con Tepetne. Ja fitima
xpresion, resién de S dada

e robioma 1330

1331 Derpostrar qus cosndo « o8 muy

pequefia, Ze = donde Ze es la

Toncion. de.particion. cwintics dennida

en el problema 1330 y Z es la tuncitn

particién _clisica definida en

ec. (10.22). Demostrar también que la

I

primers relaeién dada en ol problema
una identidad, mien-
lns e ia umnda y la tercera se redu-

ivamente a la ec. (10.24) y &
a e (1129
1332 Demostrar que la funcin, do
un gas de

w
Bt

troptaes S = 4U/3T. [Sugerencia: Notar
que [z In (1 — %) dx = — x#/15; usar
las relaciones dadas en el problema
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APENDICE
NOTAS COMPLEMENTARIAS

1. Mecinica relativista

Consideremos dos observadores inerciales 0 y 0’ en movimiento relativo. Si o
es la velocidad de O’ respecto a 0, la velocidad de O respecto a 0’ es — ©. Orien-
taremos los ejes XYZ y X'Y'Z', fijos respectivamente a 0 y 0 de modo que
los ejes X y X’ sean paralelos a I velocidad relativa © y los ejes ¥ e ¥’ sean
paralelos entre si. Luego, los ejes Z y Z' también serin paralelos (ig. A-1).
Supongamos que cuando O y 0’ coinciden se produce una sefial luminosa en
el origen comin. Si ¢ es la velocidad de la luz en el vacio medida por O, después
de un tiempo £ el observador O ve que el frente de onda de la sefial es una esfera de
radio r, por lo que cuando la onda llega al punto A debemos tener r = ct; pero como

ez s

se tiene
By A =0, @1

Se acepta como principio bisico que la velocidad de la luz es la misma para
todos los inerciales. EI de esta asercion

15, 0)
(', 1Yy 2, )

Fig. A-1. Sistemas de referencia en movimiento traslacional relativo uniforme.
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esté constituido por los experimentos de Michelson y Morley, quienes midieron
la velocidad de la luz respecto a la tierra en diversas direcciones y hallaron que
el resultado es el mismo independientemente de la direccion de propagacion.
Por 1o tanto, o observadar O tarabldn mide ¢ pars 1a velocidad. de Ia e eh
todas direcciones (de modo que para O’ el frente de onda de la sedal también
es una esfera), debe escribir = ¢f’ cuando a onda luminosa llega al punto A,
0 sea

Pyt =0, A2)

Notese que el observador 0' no sélo mide para el punto A coordenadas espaciales
diferentes de las que mide 0, sino que también el tiempo de llegada de la sefal
luminosa a 4 es diferente del tiempo medido por 0. Esto es necesario para que
la velocidad de la luz sea la misma para ambos observadores.
La tarea siguiente es obtener una transformacion que relacione las cantidades
(® 9,20y (&, , 7, ) medidas por O y 0’ y que dé el desplazamiento espacial
mpo que separa los dos eventos que son: (1) la emision de una
seal luminosa cuando 0 y ' coincidian y (2) su llegada a A, satisfaciendo ambos
conjuntos de cantidades las ecs. (A.1) y (A.2), respectivamente. La simetria del

también podemos suponer que ¢ = a(t — b), donde a y b son constantes a deter-
minar (para la transformacion Galileana es k = a = 1'y b = 0). Haciendo todas
estas sustituciones en la ec. (A.2), tenemos

R — 20nl 4 ) -y - B = Fa(B— 2t + 1),
o sea, agrapando términos,

(8 — Pate)a® — 2k — ba*c)at + §* + 2* = (@ — F*[)r.
Esta ccuacion debe ser idéntica a la ec. (A1), En consecuencia

B—Pad=1 Io—bda?¢=0, a—Kkec

Despejando k, a y b de estas tres ecuaciones, tenemos

k=a=7]:—vl,=‘ y b=y %)

Por lo tanto, la transformacion compatible con la invariancia de la velocidad

de la luz es "
7 = @— o)y =072,
y=y
=3 (A4

= ((— oY T
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Este conjunto de relaciones s denomina transformacidn de Lorentz. Debido a la
relacién establecida entre las ecs. (A.1) y (A.2), decimos que la transformacién
de Lorentz deja invariante la forma cuadritica 2* - y* 4 * — 3 = 0 al pasar
al segundo sistema de coordenadas. La transformacion de Lorentz se reduce
ala de Galileo cuando v <c.

Si my ¢s la masa de una particula cuando esté en reposo respecto a un obser-
vador, ¢l momentum de la particula cuando se mueve con velocidad © respecto
al observador es

p=imp mo, [}

donde
m = kmg = my/} T—v¥[et A8
s la masa efectiva de la particula respecto al observador. La expresion (A.5)
se reduce a la expresion no relativista del momentum cuando v < c.
Se define la fuerza que actia sobre una particula mediante

F dp _d ( me® )
a \Vi—ve)

Para calcular la energia cinética de una particula, recordemos que © = dr/dl
¥ que v.do = o do. Luego:

mem[rer= [ (5
_J v l—we)

Integrando por partes tenemos

o mt mgo do
Bi= VT_-)/'.- I'V\~Hlé
-7 "I;‘+m,,c‘yl~lﬁc' mes

Combinando los dos primeros términos con un denominador comiin, podemos
escribir

= @—myet. “n

Podemos decir entonces que como la masa depende de la velocidad conforme
ala ec. (A6), se puede considerar que la ganancia de energia cinética de una
particula es una ganancia de masa Am = m — m. Podemos extender esta inter-
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pretacion asociando un cambio de masa Am con cualquier cambio AE de energia
de un sistema de particulas. Ambos cambios estén relacionados por la expresion
AE = (Amyet, (A8)
La cantidad myet se denomina energia en reposo de la particula y la cantidad

moc?
E=E X
'k + Mt 7——-;,/— me (A9)
es la energla tolal de la particula. La energia total de una particula tal como se
ha definido .qm incluye la energia cinética y la energia en reposo, pero no la
energia
Canonail i, o6 (A5) y (A.9) vemos que

o= ."EL (A10)
Utilizando la ec. (A.5) para eliminar v en la ec. (A.10), obtenemos
E=cVmd+p @an

Como Ey = E—mye® = ¢ | mie® + p*— mye%, cuando la velocidad es pequefia
Tespecto a ¢ (o cuando p es pequeiio respecto a mgc), tenemos que
3
EBy=5— p' g W
e oo Teduce & I férmala s elativista By = 2, catndo p <y
ta un caso especial interesante cuando la particula tiene masa en
upom nula (my = 0), que es el caso del fot6n y del neutrino. Entonees la ec. (A.11)
se reduce a

A12)

= 6 p=Ek A13)

Sustituyendo este resultado en la ec. (A.10) se obtiene b = c. Luego, una par-

ticula con masa en reposo nula solo se puede mover con la velocidad de la luz
¥ nunca puede estar en reposo en un sistema inercial.
También se puede escribir la ec. (A.11) en la forma

P B = —mie

Como p es una cantidad vectorial de componentes ps, py, s Tespecto a las coor-
denadas XYZ utilizadas por el observador 0, podemos escribir en vez de la
ecuacion anterior:

PP+ pE— B = — i, (a14)
Respecto a otro observador 0’ que se mueve con velocidad v respecto a 0, de-

bemos tener
P+ PP+ pP—Ee = —mic. 15
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La similitud entre las ecs. (A.14) y (A.15) y las ecs. (A1) y (A.2) sugiere que
‘hagamos la correspondencia
Pz—>%  Py>4 P>z d—>Efe

en la transformacion de Lorentz (A.4) de las coordenadas espaciales y el tiempo
para obtener la transformacion del momentum y de la energia, es decir:

P = (pz—vE[) )1 — %,

Py =Py

Pe=Ppn (A.16)
E' = (E—opl)[| T— 2"

Si tenemos un sistema de particulas que no interactian, podemos escribir el
‘momentum total del sistema en la forma P — 5 p; y la energia total en la forma

E= Fme = Me,
donde M = X;m;. Aunque en la dindmica relativista es imposible definir el
centro de masa, podemos definir una velocidad de centro de masa o velocidad v
del sistema conforme a la ec. (A.10):

EPJE = PIM. 17

v

En un sistema de referencia que se mueve con velocidad o, respecto a 0, ¢l
‘momentum total del sistema es cero (¢ mismo se denomina sistema de refe-
rencia C o de momentum cero). Se puede probar este resultado como sigue:
supongamos que el observador 0’ se mueve con velocidad © respecto a O en
direcidn paralla s P. Luego, d asierdo con suenita convencién e a clccitn
de los cjes de coordenadas, tenemos que Pe =P, Py=P, =0 y Py =P,

Py 0 Luingh, 1 pevners relacia 4 a 6e (A 16) da

P’ = k(P — oEJ). (A18)

Si el observador O’ esté en el sistema de referencia C, debemos tener P’ = 0.
Esto requiere que v = ¢*P/E, que es igual a la velocidad v definida en la ec. (A.17).

1. Colisiones

En un sistema aislado de particulas (es decir, un sistema de particulas no sujeto
a ninguna fuerza o accion externa), ¢l momentum total y la energia total refe-
Tidos a un sistema de referencia inercial permanecen constantes, Estas dos loyes
de conservacion no son independientes porque de acuerdo con la transformacién de
Lorentz (A.16) para la energia y el momentum, la conservacion del momentum
en todos los sistemas inerciales requiere también la conservacién de la energia.
Aplicaremos ahora estas leyes de conservacién al andlisis de colisiones.
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Cuando dos particulas se aproximan una a otra, su interaccion mutua cambia
su movimiento, produciendo un intercambio de momentum y de energia. Deci
mos entonces que ha habido una coli unas colisiones (como las reac-
ciones nucleares y quimicas) las particulas finales no son idénticas a las iniciales.
Cuando las particulas iniciales y finales son las mismas, la colision se denomina
dispersidn.

En general, en un experimento de colision conocemos en forma precisa el
‘movimiento de las particulas antes de la colision, ya que el mismo depende de
c6mo ha sido preparado el experimento. Por ejemplo, una particula puede ser
un proton o un electron acelerado en un acelerador electrostitico y la otra par-
ticula puede ser un itomo que esti pricticamente en reposo en el laboratorio.
Luego observamos ¢l estado final, es decir el movimiento de las dos particulas
en puntos muy lejanos de la region en que colidieron (fig. A-2). Por otra parte,
si conocemos las fuerzas que actian entre las particulas, podemos predecir el
estado final en tanto conozcamos el estado inicial. Por lo tanto, el andlisis de
experimentos de colision suministra una informacion valiosa acerca de la inter-
accion entre las particulas que coliden. Esta es una de las razones de por qué
los experimentos de colisién interesan tanto al fisico.

Como en la colision sélo intervienen fuerzas internas, se conserva tanto el
momentum como la energia. Sea p, y P, el momentum de cada particula antes
de la colision y pj y pj el momentum después de la colision. La conservacion
del momentum exige que

Pt P=pi Py G5
La conservacion de la energia requiere que
E+E=E+E, (A20)

donde cada energia esta dada por la ec. (A.11), por lo que podemos escribir
cVmc g+ Ymie & g = c Y mpc + p + ¢ e +p
(a21)
Trabajando adecuadamente con las ecs. (A.19) y (A.21) podemos hallar los mo-
menta finales de las particulas en términos de los iniciales. Sin embargo, el tra-
bajo algebraico involucrado es en general bastante complicado.
Recordando que E = Ej + mqt?, donde Ej es la energla cinética, podemos
escribir en vez de Ja ec. (A.20):

Eiq + myc® + Ej + my® = Ejy + mic* + Efy + mie®.
Introduzcamos una cantidad Q definida como el cambio de emergia cinética
durante la colision

Q = (Big + Eig) — (Biq + Ex) = (my + my— mj —mp)e*.  (A.22)
Luego, Q es también igual a la variacion de energias en reposo durante la colisién.
Si Q = 0, se conserva la energia cinética en la colision y la misma se denomina
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i, pi, B,

. Py, By d, b B

@)

™ Py By

En una colisién se conserva  Fig. A-3. El momentum y la energia
el momentum total y la energla total. se conservan aunque no se conserve el
numero de particulas.

eldstica. Cuando Q < 0, hay una disminucién de energia cinética (0 un aumento
de masa) y tenemos una colisién ineldstica dz primera especie, también lamada
endoérgica. Cuando Q > 0, hay un aumento de energia cinética de las particulas
(o una disminucion de masa) y tenemos una colision ineldstica de segunda especie,
lamada ezoérgica.

Cuando se producen més de dos particulas en una colision (fig. A-3) las defi-
niciones anteriores se convierten en

Q = @EDnan — EEuaiciar = [(Em)ineras — Em)moat]e®.  (A.23)

Cuando Q < 0, hay un umbral minimo de energia cinética e las particulas inci-
dentes necesario para que se produzea la colision. Podemos calcular el umbral
de energia cinética en el sistema de referencia L (0 de laboratorio) teniendo en
cuenta que las particulas que resultan estin todas en reposo en el sistema C.
En el ejemplo 9.3 obtuvimos la expresion del umbral de energia cinéfica.

En las reacciones nucleares a energias relativamente bajas, se puede tratar
(en general) todas las particulas en forma no relativista, por lo que Ej = p*2m.
Consideremos el caso en que un proyectil de masa en reposo m, y momentum p,
colide con un nicleo, llamado blanco, de masa en reposo m, y en Teposo en el

s

iy
=0

Antes Despus
) ®

. A-4. Relacién entre los momenta en el sistema L antes y después de una
o
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Inborstari gy = ), como en I B A-4(a). Después de la colision las particulas
esultantes se mueven como en la fig. A~4(b). La conservacion del momentum
0o By i+ P4 0 sen B i — P, Luego,

P =@ —P) =P+ P
Utilizando 1a definicion (A.22) de Q, tenemos

— 2p;p; cos 0.

B A
¢ 2 2,
p? 1

om]  2m, ' 2m

L) Pg_}ll, oone;

A28

Este resultado, conocido como ecuacidn Q, tiene muchas aplicaciones en la
fisica nuclear. Cuando Ia colison es elistica (0 = 0)  todas las particulas son
idénticas (m, = m] = m, = m), la conservacion de la energia da p;? + pj? = p},
mientras que de la conservacion del momentum, p; = i+ pj, obtenemos

P
P+ p + 2pj-p; = p. Comparando estos resultados encontramos que

@ ®)

Fle. A%, (s) Collsién de dos bolas de billr Igusls. (b) Colsén de dos particn.
las . En ambos casos una de las particulas estaba iniclalmente en reposo en el
sisteraa L; después de 1a colision, sk momenta forman dngulos do 90- en el siste-
ma L. {Parte (a) es cortesia de PSSC Physics, D. C. Heath, Boston.]
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Pi-Pi =0, 0 sea que p; es perpendicular a p;. Luego, en el sistema L, las dos
particulas se mueven en dngulo recto después de la colision. Esto se puede ver
en la fotografia (fig. A-52), que muestra la colision de dos bolas de billar, una
de las cuales estaba inicialmente en reposo. La fig. A-5(b) muestra la colision de
dos niicleos de helio en una cimara de niebla; el nicleo de helio incidente es una
particula « proveniente de una sustancia radioactiva y el blanco de helio per-
tenece al gas de la cmara. En ambos casos las dos particulas se mueven en
dingulo recto después de la colisién.

Los procesos de captura constituyen otro caso interesante; una particula de
masa m, y momentum p, colide con una particula en reposo de masa m, y resulta
una sola particula de masa M. Luego, p, = P ¥ Q = Exsa— Enye Pero

Euat = phf2M = p2M = Ep(my/M).
Por lo tanto
Q = — Ej(1 — my/M). (A.25)

La cantidad — Q es la energia de excitacién de la particula resultante, tal como
la energia de excitacion del niicleo compuesto en una reaccion nuclear. En la
mayoria de los casos M ~ m, -+ my, por lo que
TN T,
0Byt (A.26)

EI proceso inverso del de captura, que s denomina explosién, ocurre cuando
una particula explota o se desintegra en dos o mds fragmentos, Esto tiene lugar,
por cjemplo, cuando explota una granada, cuando una particula se desintegr
en varias otras, o cuando se fisiona un niicleo. Consideraremos el caso en que
la particula, de masa m, estd inicialmente en reposo en el sistema L, que coincide
entonces con el sistema C. Si la particula se divide en dos fragmentos de masas
m, y m, de modo que Q = (m —m, — mp)c%, tenemos, en la aproximacion no
relativista,

O=pi+p ¥y  Q=Ppi2m + pj2my

Concluimos de la primera ecuacion que p, — — p, es decir p, = p,. Luego, los
dos fragmentos se mueven en direcciones opuestas con igual modulo de sus mo-
menta. La segunda ecuacién da entonces
- 1 1 t Y

o= ()=t
donde p = mym,/(m, + m,) es la masa reducida de las dos particulas. Luego,
P = Ps = (24Q)'% y los dos fragmentos se separan con momenta bien definidos.
Las energias cinéticas de las particulas también son bien definidas y estdn
dadas por

- L.
T )
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Si se trata las particulas en forma relativista, el resultado es

_m—m+4m _m—my+m
Bpm=—al=00, Bp=——mpl =10

Cuando la particula inicial se divide en més de dos fragmentos, sus i
¥ sus energias no tienen valores tnicos. Las ecuaciones de conservacion so

0=2m y 0=2Eu.

y estas ecuaciones pueden ser satisfechas con varios valores de p;. En el caso
particular de una explosion o desintegracién en tres {ragmentos, de modo que

O=pi+m+Py  Q=En+En+Ee

hay una manera gréfica simple de representar la distribucin de momentum
entre las tres particulas. Dibujamos un tridngulo equildtero de altura Q (fig. A-6);
las distancias perpendiculares de cualquier punto P a los lados del tridngulo
dan los valores de la energia de los tres fragmentos en una desintegracion deter-
‘minada. Adems, la conservacion del momentum requiere que el punto P esté (en
el caso no relativista) dentro del circulo de radio $Q inscrito en el tridngulo
(en €l caso relativista la curva se aparta ligeramente de una circunferencia).

. A-6. Diagrama de Dalitz para la Pig. A-7. Pulso ondulatorio.
aennngz.emn en tres particulas.

Esta representacién se denomina diagrama de Dalilz y se usa extensamente para

que necesariamente p, + py > Py ¥ que se puede expresar las tres energias en
la forma

Eiq= PN =40 + 1 cos ($ —3n),

Eig=PM =30 +rcos (¢ + §n),

Eq=PL =34Q+rcos g
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HI. Velocidad de grupo

Consideremos una onda arménica que se puede describir mediante & = A sen
(kz — wf) o mediante la expresion compleja £ = Ae/**0, Esta onda tiene fre-
cuencia angular o y longitud de onda A = 2x/k. La cantidad o = ofk se deno-
mina velocidad de fase. Esta no es necesariamente la velocidad que observamos
al analizar un movimiento ondulatorio, Si tenemos una onda arménica continua
(0 como se dice a veces, un tren de ondas de longitud infinita, como en las expre-
siones dadas anteriormente, la misma tiene una sola longitud de onda y una sola
frecuencia. Pero una onda de esta naturaleza no es adecuada para trasmitir una
unal porque ésta implica algo que empieza en un cierto instante y termina un

erto tiempo mis tarde. Esto significa que la onda debe tener una forma similar
§ 1 Indicasa'en T fg, A-7. Us s oo ent Torma 9 dcnomisa puto, B e
secuencia, si medimos la velocidad con que se trasmite la seial, estamos impli-
cando esencialmente la velocidad con que viaja este pulso.

A primera vista podriamos decir: bueno, esta velocidad es justamente la velo-
cidad de fase v = w/k, ya que ésta es la velocidad de propagacion de las ondas.
Sin embargo, aqui entra un factor importante. La onda o pulso representado en
la fig. A-7 no es armonico, ya que su amplitud no es constante a Io largo del eje X.
Debemos hacer entonces un andlisis de Fourier de la onda. Al hacerlo, descu-
brimos que realmente contiene varias frecuencias y longitudes de onda. Por
supuesto que si la velocidad de propagacion es independiente de la frecuencia

e decr, ol ol medio e qus 8 Peopaga no e dlepersiv), todes s componentes
de Fourier del pulso viajan con la misma velocidad y estamos en 1o cierto al
decir que Ia velocidad del pulso es igual a la velocidad de las ondas. Sin embargo,
en un medio dispersivo, cada componente de Fourier tiene su propia velocidad
de propagacion, por lo que debemos examinar la situacion con més cuidado.

Consideraremos para simplificar ¢l caso en que el pulso se puede separar en
dos frecuencias  y o que son casi iguales, de modo que o — o es muy pequeda.
Supondremos también que sus amplitudes son iguales. Luego, usando una onda
sinusoidal, tenemos

£ = A sen (kz — of) + A sen (Kz — ')
= Afsen (kz — wf) + sen (Kz — /0]
= 24 cos}{(K — Kz — (' — o){] sen }{K — Kz — (o' + w).

Como tanto o y o' como k y k' son casi iguales, podemos reemplazar (o' + o)
por w y 4(K' + K) por k, de modo que

&= 24 cos H{(K — Bz — (o — )] sen (ks — o). (2

La ec. (A.28) representa un movimiento ondulatorio cuya amplitud estd modu-
La modulaci6n esté dada por el factor

24 cos 3[(K — Kz — (& — )],
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Fig. A-8. Velocidad de fase y velocidad de grupo.

Este factor estd indicado en la fig. A-8. Por su parte, la amplitud moduladora
corresponde a un movimiento ondulatorio que se propaga con velocidad

Tk & g
que se denomina velocidad de grupo. Esta es la velocidad con que se propaga la
onda de amplitud, representada con lineas de trazos n la fig. A-8. Si recordamos
que o = ko, la ec. (A.29) se convierte en

a
vg=0v+ kﬁ. (A.30)

Podemos obtener el mismo resultado representando la onda en notacion compleja.
Si Ia velocidad de fase es independiente de la longitud de onda, dojdk = 0
05 = 0. Por lo tanto, en los medios no dispersivos no hay diferencia entre la

velocidad de fase y la de grupo, como vimos anteriormente. Pero en un medio

dispersivo la velocidad de grupo puede ser mayor o menor que la de fase. Po-
demos concluir, entonces, que el miximo del pulso de la fig. A-7 se propaga con

Ia velocidad de grupo v,. En la mecdnica cuintica una particula localizada en

una region Az est representada por un paquete de ondas y la velocidad de la

p.mcu]., que es equivalente a la velocidad de sehal, es igual a la velocidad de

A\mque hemos deducido la ec. (A.30) para el caso de dos frecuencias solamente,
vale también para el caso de un pulso que contiene frecuencias en el intervalo
entre o — Ao y  + Aw, Sin embargo, advertimos al lector que el tema es real-
mente més complejo que lo que nuestra presentacion pueda indicar; una discu-
sion completa del mismo estd més alli del objetivo de este libro.

IV. Algunas integrales dtiles
i o A0 pircl U et S oo = e dz. Caleularemos
ahora esta integral. Si en vez de la variable z, usamos el simbolo y para la va-

riable de integracion, podemos escribir 1 = [° e" dy. Multiplicando estas dos
expresiones tenemos

p_j'J'",-wwvum
o Jo
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Se puede considerar que esta integral doble se extiende al primer cuadrante del
plano X¥. El resultado de la integral doble no se debe alterar si en vez e coor-
denadas cartesianas (z, y) usamos coordenadas polares (7, 6). Como 2* -+ y? = 1%
tenemos (reemplazando el elemento de drea dz dy por r dr o)

2 po [ o
I'_L J.o r‘"rdrdl):EJ.n errdr =1

Por lo tanto
r e dz =lVL (A31)
i 2=
Por derivaciones sucesivas respecto a « obtenemos
J' z‘z“‘dszy,- 32
3
w—-* a=2]/=, (A33)
y asi sucesivamente. Por ofra parte, tenemos por integracion directa
J' - (A34)
v %

y por derivacion de la ec. (A.34) respecto a « hallamos

j e dr = T (A.35)

V. La férmula de Stirling

En los capitulos 10 y 13 aparecit varias veces la expresion In zl (donde = es un
entero). Cuando z es muy grande, la siguiente expresion es una aproximacién
adecuada para In al:

mz=zhz—z (A.36)
que se denomina formula de Slirling. Se puede probar ficilmente en la siguiente

forma:
Inzl=hi+h2+m3+...+hn@E—1)+hz

21”. s6lo si = es un entero.

Pero si z es muy grande, podemos reemplazar la suma por una integral sin mucho
error 'y escribir

e~ [flnzd
1
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Integrando por partes con u=Inz y do = 7, obtenemos finalmente
hal=zhz—z+1

Se puede despreciar el 1 frente a z, con lo que resulta la ec. (A.36).

VI Multiplicadores indeterminados de Lagrange

Es un método que sirve para hallar los puntos criticos de una funcion de varias
variables F(zy, Z, ., Z,) cuando las variables no son independientes sino que
estdn vinculadas por ciertas relaciones. Supongamu:, por ejemplo, que los vinculos
estan dados por (2, Ty - - -, Zn) @ 27) = 0. S6lo tenemos en-
tonces n—2 variables mdependlenus Los puntos cnuwx de F(zy 2y -0 2)
son los valores de Z,, %, ..., 2, para los cuales dF = 0 para pequeiias variaciones
de las variables. Pero

oF oF oF
0, 25, oo+ L or, (A.37)
= dz + o doy+ ...+ e (A37)

no implica que 3F/oz; = 0 porque las variaciones dz, dz, ..., dz, no son inde-

pendientes, ya que estdn restringidas por las condiciones

dﬁ:idt.+”‘dz.+ s, (38
y
%. 42 By
gy = S (A.39)

Multipliquemos las ecs. (A.38) y (A.39) por dos cantidades arbitrarias « y § y
sumémoslas a la ec. (A.37). EI resultado es

&, [ oF .sx a¢,)
25 =0
S(Eeeo
Como ahom tenemos n + 2 variables con « y B arbitrarias, esta ecuacién im-
plica qu
(A.40)

oF | o a‘. "
o +a B +B2 =0, i=12..
Este sistema de n ecuaciones nos permite obtener ,, Z ..., Z, en un punto
eritico de F en funcion de « y 8. Estas se determinan por sustitucion en ¢, = 0
¥ ¢ =0y luego se calcula , 2, ..., Zn. En los ejemplos 10.1, 13.1 y 13.4 usa-
mos este método para obtener la particion més probable de un sistema de par-
ticulas sujeto a las condiciones (vinculos) de conservacién de las particulas y
conservacion de la energia.
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VII. Deteccion de particulas

El andlisis de procesos en que intervienen particulas fundamentales o nicleos
requiere técnicas que no solo revelen el paso de una particula por una region,
sino que ademés nos permitan obtener informacion sobre algunas propiedades
cineméticas. Necesitamos conocer ¢l tiempo de trénsito, la direccion del movi
miento, la velocidad, el momentum o la energia y algunas propiedades intrin-
secas como la carga, Ja masa o la direccion del espin de la particula. Ningin

método de deteccion es por si solo capaz de dar informacin sobre todas estas
cantidades. En general se emplea una wmhmauou de dispositivos de deteccion
para obtener la i necesaria

Las téenicas de deteccion dependen doilan loghas;eyue produce-unapariicaia
cargada al moverse a través de una sustancia. Cuando una particula cargada atra-
viesa Ia materia, da lugar a excitacién  jonizacién de las moléculas del material.
Esta ionizacion ¢s la propiedad en que se basan casi todos los instrumentos uti-
liados para Ia deteciin de particulas cargada. Se puede uur instrumentas

jares para radiaciones sin carga (rayos X y neutrones, por ejemplo), porque
por medio de una colision suministran energia a particulas cargadas, que lucgo
ocasionan ionizacion. Los diferentes tipos de instrumentos difieren en lo que
respecta al material donde se produce la ionizacién y a la forma en que se observa
o mide.

Muchos instrumentos estén basados en la produccién de ionizacién en un gas.
Es necesario separar y recoger los fones negativos y positivos formados porque
si permanecieran uno cerca de otro se recombinarian en un tiempo muy corto
¥ 1o se podria obtener ningin efecto eléctrico que revelara la presencia de la
particula. La separacion y recoleccion de iones se hace con un campo eléctrico,
resultando instrumentos diferentes segin que la intensidad del campo sea pe-
queda, grande o intermedia. También se puede producir onizacién en un liquido
0 en un sélido. Cuando se produce en un gas sobresaturado, en un liquido sobre-
calentado o en una emulsion fotogréfica, se pueden hacer visibles las trayectorias
de las particulas.

Cuando las particulas chocan contra ciertos materiales liquidos o solidos lumi-
niscentes, parte de la energia utilizada en la jonizacion y excitacion moleculares,
se vuelve a emitir como luz visible o ultravioleta. A veces, se puede observar
esta luz a simple vista, otras puede ser necesario utilizar dispositivos més sen-
sibles para detectarla. Consideraremos algunos de los métodos de deteccion co-
minmente utilizados; un tratamiento més detallado esté més alld de los obje-
tivos de este libro.

A. El método de centelleo. Hacia 1900 se encontrd que las particulas « pro-
ducen luminiscencia en el sulfuro de znc, el platino-cianuro de bario y el dia-
mante. Esta luminiscencia consiste en un gran nimero de destellos individuales
que es posible ver con una lupa. Experimentos cuidadosos han mostrado que
cada particula « produce un centelleo, por lo que el nimero de particulas « que
incide sobre una pantalla de deteccion esté dado directamente por el nimero
de centelleos que se cuenta. El contaje se puede hacer por medio de un micros-
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copio ds unos 30 aumentar, pudiéndose obtener una buena procisitn aunque con
dificultad. Este método es particularmente atil para contar particulas « en pre-
sencid. ds otres Tadiacionéis parqie 1o pantall, ds slfurs 4 sins, & bastants
nsonsibl a los Tayos 5.y +. Ruthertord 1o empleb en 1910 para analiar Ia dis-
persién de particulas o por nicleos en hojas delgadas.

El empleo de contadores de centelleo se generalizo abundantemente debido al
descubrimiento de nuevas sustancias luminiscentes que también son sensibles a
los rayos 8 y v, y al desarrollo de tubos fotomultiplicadores altamente eficientes
para detectar la luminiscencia. Los nuevos materiales incluyen: sales inorgdnicas,
principalmente halogenuros alcalinos, que contienen pequeiias cantidades de im-
purezas como activadoras de la luminiscencia (ioduro de sodio o de potasio acti-
vado con talio, por ejemplo); materiales orgdnicos cristalinos, como el naftaleno,
el antraceno y el estilbeno; y soluciones de compuestos organicos como el ter-
‘penil disuelto en xileno. El tubo fotomultiplicador, que reemplaza al microscopio y
al observador, convierte los cent de la sustancia lumi
pulsos eléctricos amplificados que se puede contar o analizar de alguna otra forma
por medio de equipos electronicos apropiados. Los contadores de centelleo mo-

Trayectorias de P20V 4400V HGNOV S0V 1000V

los d(umnx L | | |

Citodo

Anodo

At

Luz incidente
proviene

de la sustancia T

Tuminiscente I I I I
1100V / 430V 40V 4700V 400V

Dinodo

Pig. A-D. Tubo fotomultiplicador (esquemitico).

dernos pueden detectar y registrar muchna millones de destellos por segundo y

es posible usarlos con radiaciones intensas

La fig. A9 muestra un diagrama exquemiitico de un tubo fotomultiplicador.
La luz proveniente de la sustancia luminiscente incide sobre el citodo (que se
hace habitualmente de antimonio y cesio) y expele electrones por medio el efecto
fotoeléctrico. El tubo tiene varios electrodos denominados dinodos, a los cuales
se aplica potenciales progresivamente més altos. Los fotoelectrones son acelerados

r el campo eléctrico entre el citodo y el primer dinodo, que esta a potencial
Ppositivo respecto al del catodo, y chocan contra el dinodo. Los electrones acele-
Tados suministran a los del dinodo energia suficiente como para que algunos sean
expelidos. Puede haber hasta diez electrones secundarios por cada electréon que
choca contra el dinodo. El campo eléctrico dirige estos electrones secundarios
hacia el segundo dinodo. EI proceso se repite y la corriente electronica se am-
plifica a medida que los electrones se aceleran de dinodo a dinodo. La corriente
de salida, o pulso, en el dnodo puede ser més de un millon de veces mayor que
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de contaje

Reflector de luz

Guln de luz

Sustanci
luminiscente

Fig. A-10. Detector de centelleo (esquemitico).

la_corriente emitida_originariamente por el citodo. Cada particula incidente
sobre la sustancia luminiscente origina, entonces, un pulso que entra en un sistema
electronico donde es amplificado y contado. También se han desarrollado sistemas
electronicos que miden la energia de las particulas incidentes; el instrumento
resultante se denomina espectrometro de cenlelleo. La fig. A-10 muestra un dia-
grama esquemitico de un detector de centelleo.

B. de ioni: cdmara de ion, contador
proporcional y contador de Gelger-Mﬂller. El principio en que se
basan estos instrumentos es la produccién de iomznclbn en un gas y la upamuén
y recoleccion de los i medio de un camp diferen-
cias entre los tres sistemas con ayuda de la fig. Avll, que iy cimara con-
ductora cilindrica a lo largo de cuyo eje hay un electrodo conductor aislado de ella.
La cimara contiene un gas a una presién de una atmosfera o menor. Se mantiene
un voltaje V entre la pared y el electrodo central a través de la resistencia R.
El electrodo central estd a un potencial positivo respecto al de la pared de la
cimar:

Supongamos que se produce ionizacion en el gas debido al pasaje de una par-

cula cargada. Cada par de iones esta formado por un ion positivo y un electron.
Para una ionizacion inicial determinada, el nimero de de iones recolectado
es funcion del voltaje aplicado. En la fig. A-11(b) las curvas (1) y (2) de reco-
leccion total de iones estin representadas en funcion del voltaje aplicado para
dos tipos diferentes de radiaciones ionizantes, tal como una particula alfa y una
beta o dos particulas beta de energia diferente. Por conveniencia, s ha usado
el logaritmo del nimero n de pares de iones como ordenada. Si no hay voltaje
entre los electrodos, los iones se recombinan y no aparece un pulso en el contador.
A medida que aumenta el voltaje, a unos pocos volts digamos, hay competencia
entre la pérdida de pares de iones por recombinacion y el retiro de iones por
recoleceion en los electrodos, por lo que algunos electrones llegan al electrodo
central. A un voltaje V, (de 10 volts quizés) la pérdida de iones por recombina-
cion es despreciable y la gran mayoria de los electrones producidos llegan al
electrodo central. A medida que V aumenta, n permanece constante hasta que
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Partfcula onizante

®)

Fig. A-11. (a) Contador a gas con el circuito asociado (esquemitico). (b) Nimero de
pares de iones recolectados en el electrodo central en funcién del voltaje para dos
sucesos [curvas (1) y (2)] con nimeros totalmente diferentes de pares de iones pri-
‘marios producidos.

se alcanza un voltaje Vy; este voltaje puede ser de algunas decenas o centenares
de volts, segin las condiciones del experimento. La region B entre b en
la cual el niimero de pares de fones recolectados es independiente del voltaje
lphcndn ¥ en la cual la curva es horizontal, se denomina regidn de cimara de
ionizacis
Cuando se aumenta el voltaje por encima de V;, n aumenta debido a un feno-
meno llamado multiplicacin gaseosa o amplificacién gaseosa. Los electrones
liberados en la ionizacion primaria adquieren antes de llegar al dnodo energia
suficiente como para producir una ionizacion adicional al chocar con las mo-
léculas del gas, y n crece casi exponencialmente con V. Cada electron inicial
produce una pequena “avalancha” de electrones; la mayoria e estos electrones
secundarios se liberan cerca del electrodo central. Este comportamiento de las
dos curvas por encima de V,, correspondiente a dos ionizaciones iniciales dife-
rentes, es interesante. En un cierto intervalo de voltajes, hasta V, cada electron
actia independientemente, y da su propia avalancha sin ser afectado por la pre-
sencia de los otros electrones. Por lo tanto las curvas (1) y (2) siguen paralelas
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con una proporcion de n constante. Entre V, y Vi, 0 region C, el nimero de
de iones recolectados es entonces proporcional a la ionizacién inicial; ésta

es la region de funcionamiento como contador proporcional.
Por encima de V, el efecto de multiplicacion en el gas continia aumentando
répidamente y a medida que hay més electrones produciendo avalanchas, éstas
mienzan a interactuar entre si: la carga espacial de los jones positivos de una
avalancha inhibe el desarrollo de la avalancha siguiente. La descarga con més
electrones iniciales (curva 2) es afectada antes que la de menos electrones ini-
ciales (curva 1) y aumenta menos ripidamente que la segunda; las curvas (1)

entre Vy y V, es la region de proporcionalidad restringida. Por encima de V,
carga recolectada se hace independiente de la ionizacion que la inicio y las cur-
vas (1) y (2) se superponen. La multiplicacion en el gas aumenta el nimero total
de jones hasta un valor que esta limitado por las caracteristicas de la cimara
y del circuito externo. La regién E por encima de V, es la region de funciona-
miento como contador Geiger-Miller. Termina a un voltaje Vs para el cual la des-
carga tiende a mantenerse indefinidamente; Vg marca el final de la escala util
de voltaje: la region F que sigue es la de descarga continuada. Como Tesultado
del comportamiento de los iones del gas en el campo eléctrico del contador, se
ha desarrollado tres instrumentos de deteccion.

1. La cmara de ionizacion, que funciona a voltajes en Ia region B, estd carac-
fartals por s sl completa de todos los electrones liberados inicial-

te por el pasaje e la particula, sin amplificacion en cl gas. Bajo ciertas con-
dicioncs dard wn ‘pulso proporcional al mimero do csids elevtroncs. Se utliza
para medir la intensidad de una radiacion ionizante midiendo el grado de foni-
zacion.

2. El contador proporcional, que opera en la regién C de voltaje, estd carac-
terizado por una multiplicacion en el gas independiente del nimero de electrones
iniciales. Por lo tanto, aunque se utiliza la multiplicacién en el gas, ¢l pulso
siempre es proporcional a la ionizacion inicial. El empleo de este contador per-
mite tanto el contaje de eventos aislados como la determinacién de la energia
de las particulas que no producen suficientes fones como para producir un pulso
detectable en la region B. El contador proporcional tiene, por lo tanto, ventajas
para la medicion tipo pulso de radiacion beta, para lo cual las cmaras de foni-
zacién no son lo suficientemente sensibles.

3. El contador Geiger-Miller, conocido también como Geiger o confador G-M,
que opera en la region E de voltaje, estd caracterizado por una extension de la
descarga a todo el contador, resultando un pulso de tamaiio independiente de
la ionizacién inicial. Es particularmente itil para contar particulas ionizantes
livianas, como las particulas 8 y los rayos v. El contador G-M consiste usual-
mente en un alambre fino (de tungsteno, por ejemplo) montado en el eje de un
tubo que contiene un gas a una presion de unos 2 a 10 cm de mercurio. El con-
tador puede ser un tubo de un metal tal como cobre o un cilindro metdlico fijo
en el interior de un tubo de vidrio; una mezcla apropiada para el gas es 90%
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de argén y 10% de alcohol etilico. Se aplica una diferencia de potencial (que
puede estar entre 800 y 1200 V) para hacer que el tubo sea negativo respecto
al alambre,

En la region Geiger-Miller se produce una descarga continuada por la libe-
racién de electrones secundarios de las paredes el tubo debido a efectos laterales
“disparados” por la avalancha inicial de iones. Estos electrones secundarios
provienen de lo siguiente: cuando un ion positivo de argon, por ejemplo, se neu-
traliza en la superiicie metlica el catodo, se libera una cantidad considerable
de energia que se puede utilizar para expulsar un electrén de la superficie del
citodo. Al moverse hacia el electrodo central, estos electrones producen nuevas
ionizaciones, perpetuando de este modo la descarga. Para preparar el contador
para un nuevo evento, es necesario detener o extinguir la descarga. Se puede
llevar a cabo esta extincion bajando electronicamente el voltaje después de cada
cuenta. Sin embargo, la extincion se hace habitualmente en el gas mismo, Por
ejunplo si el gas es argon con 10% de alcohol etilico, debido a los intercambios
en las colisiones entre iones de argon y moléculas de alcohol, los fones
)wn vos que llegan al citodo son iones de alcohol, los cuales en general no liberan
electrones de la superficie del citodo; la energia se usa para romper la molécula
de alcohol y la descarga se detiene ripidamente después que la avalancha inicial
llega a los electrodos. Las moléculas de alcohol absorben los fotones sin liberar
electrones.

En los instrumentos eléctricos que hemos discutido, los fones, multiplicados
en niimero o no, se recolectan y producen un pulso de voltaje que puede ser tan
pequeiio como 10 uV. Un amplificador electronico de pulsos acepta estos pequedos
voltajes y los amplifica a un nivel usualmente del orden de 5 a 50 V. Luego se
debe contar de algin modo los pulsos amplificados de voltaje para poder deter-
‘minar cudntos se producen en la unidad de tiempo. El nimero de pulsos indicado
en ¢l contador da el nimero de particulas que han pasado por el espacio entre
1os electrodos. También hay otros dispositivos electronicos para medir el tamaiio
del pulso, lo cual da l4 energia e la particula incidente. Asi, se desea a menudo
10 s6lo registrar la ocurrencia de un pulso, sino también clasificar los pulsos de
acuerdo con su tamaio (por medio de un circuito electrénico discriminador) o
clasificarlos conforme a los intervalos de tiempo durante los cuales llegan (por
medio de un circuito clectronico de tiempo). EI detector es entonces parte de un
circuito con instrumental electrénico apropiado.

C. Deteccion de neutrones. Para detectar neutrones se puede usar la ma-
yoria de los procesos mvalumdol en la detencion de los mismos en la materis,
ya que se pone en movimiento a las particulas cargadas, sea como un efecto
primario, sea como efecto secundario después de la emision de un rayo gamma.
Los procesos utilizados en la deteccion de neutrones son:

(1) reacciones nucleares inducidas por neutrones que dan particulas cargadas
como productos de reaccion (protones, particulas alfa, etc.,

(2) fision inducida en ciertos elementos pesados,
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(3) colisiones eldsticas entre neutrones y niicleos, particularmente de hidrogeno,
que de esta manera se ponen en movimiento,
(4) captura de neutrones por ciertos isotopos estables que de esta manera se
convierten en radiois6topos que emiten rayos 8 y v (método de activacién).

El ejemplo clisico de deteccién de neutrones es el contador de boro para neu-
trones lentos. Es un contador a gas en el cual la pared interior esta forrada de
boro o que estd lleno de gas BF,, preferiblemente enriquecido en 1B, La
reaccion responsable es VB(n, «)'Li. La particula alfa y el nicleo de retroce-
50 7Li tienen alcances cortos por lo que en la mayoria de los sucesos se detienen
dentro del gas, convirtiéndose toda la encrgia liberada en ionizacion y excita-
ciones atomicas, Se opera el contador en la regién de proporcionalidad, por lo
que es razonablemente facil discriminar entre los sucesos inducidos por neutrones

¥ los debidos al fondo de rayos gamma o cosmicos. Otros cjemplos de reacciones
q’ut han sido utilizadas en los detectores de neutrones lentos son *Li(n, t)tHe,
““(ﬂ- PHC y HCd(n, vMCd.

‘ambién se han utilizado reacciones nucleares en los detectores de neutrones
mpnla.\" sin embargo, la eficiencia no s tan alta como en los contadores de boro
para neutrones lentos, ya que ninguna seccion eficaz para neutrones rapidos se
acerca a la magnitud de la seccion eficaz del 9B para neutrones lentos. Como el
contador de BF, es tan simple y eficiente para neutrones lentos, un modo natural
de hacer un detector para neutrones ripidos es rodear un contador de BF, con
parafina en la cual los neutrones ripidos se frenan por colisiones eldsticas difun-
diéndose luego en el contador como neutrones térmicos. El contador completo
de neutrones ripidos se pucde hacer insensible a neutrones lentos blindéndolo
con cadmio,

Fig. A-12. Frente de onda luminosa en la radiacién de Cerenkov.
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D. El contador de Cerenkov. La velocidad de la luz en un sdlido o liquido
transparente estd dada por v = c/n, donde n es el indice de refraccion. Si una
particula cargada que se mueve en este medio tiene una velocidad mayor que v
(mayor que la velocidad de la luz en el medio), los dtomos, momentineamente
polarizados eléctricamente por la particula cargada que pasa cerca, emiten luz.
El proceso se debe a que la perturbacin del campo eléctrico en el dtomo produce
un dipolo eléetrico transitorio que entonces da lugar a la emision de ondas elec-
tromagnéticas. La razén de por qué se emite esa luz solo cuando la velocidad
sobrepasa v = cfn es que solo en este caso puede ser coherente la luz emitida
por todos los dtomos a lo largo de la trayectoria. La fig. A-12 muestra como se
‘Puede construir un frente de onda con las ondas elementales emitidas en varios
puntos a lo largo de la trayectoria de la particula. Para una velocidad deter-
minada v, de la particula, la luz se emite en un cono cuya semiabertura « estd
dada por sen a = oo, = c/no,. Una fraccion considerable de la radiacion de
Cerenkov estd en la region visible del espectro, que también corresponde apro-
ximadamente a la region de méxima sensibilidad de los tubos fotomultiplicadores.
Se ha construido varios tipos de detectores de Cerenkov en los cuales solo se
registra la luz emitida en una direccion particular. El detector es entonces un
dispositivo que puede medir velocidades, Es evidente que solo se puede emplear
para particulas con v, > cfn.

E. La cimara de niebla. Es uno de los instrumentos més importantes para
la investigacion bésica sobre la radiacion. Fue utilizado por primera vez en 1912
y se basa en el descubrimiento hecho por C. T. R. Wilson de que los iones hacen
de niicleos de de vapor de agua En una cimara de
niebla se expande el gas saturado de vapor, moviendo ripidamente un pistén.
La expansion es adiabitica y disminuye la temperatura. El enfriamiento es mis
que suficiente como para compensar el efecto del aumento de volumen y el aire
se sobresatura de vapor de agua. Si un rayo ionizante entra en la cimara, los
iones formados hacen de puntos de condensacion para el vapor y la trayectoria
del rayo aparece como una traza delgada de niebla. En la mayoria de las ci-
maras de expansion la mezcla gas-vapor s aire con agua o argén con alcohol
etilico a presion atmosférica.

La fig. A-13 muestra un diagrama simplificado que indica el principio de fun-
cionamiento de la cimara de niebla. Un cilindro C estd cerrado en un extremo
por una ventana W de vidrio y en ¢l otro por un pistén de metal. Una pequeia
cantidad de agua dentro de la cimara mantiene el aire saturado. Cuando se baja
el piston el aire se sobresatura, como se dijo anteriormente y en presencia de radia-

W vidrio

Fuente de luz
)

Fig. A-13. La cimara de niebla
de Wilson i
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cibn ionizante se forman trazas de niebla. Se puede iluminar las trazas por el
costado y observarlas o fotografiarias a través de la ventana. Luego se puede
sacar los fones por medio de un campo eléctrico entre el piston y el anillo metalico.
Se vuelve el piston a su posicion original y la cimara estd lista para detectar
otra radiacion.

La cimara de niebla de Wilson hace que sea posible estudiar las interacciones
que tienen lugar entre particulas cargadas y dtomos individuales fotografiando
las trazas dejadas por las radiaciones ionizantes, lo cual permite analizarlas luego
comodamente. Se han hecho muchas modificaciones a la cmara de niebla ori-
ginal. Por ejemplo, para obtener un gran nimero de fotografias, se ha introducido
dispositivos que permiten repetir automaticamente la expansion y tomar foto-
grafias en forma continua. Si se toma simultineamente dos fotografias estereos-

copicas, es posible reconstruir la trayectoria de la particula en el espacio.

Cuando se coloca I cimara de niebla entre las piezas polares de un electroimin,
es posible distinguir entre particulas cargadas positivas y negativas. Se puede
determinar el signo de la carga y el modulo del momentum de la particula a
partir del radio de curvatura de su trayectoria en el campo magnético. Particulas
diferentes producen tipos diferentes e trazas. Asi, las particulas pesadas y lentas
como las particulas « producen trazas anchas y densas que se doblan ocasional-
mente a pequeiios dngulos, especialmente cerca del final, debido a desviaciones

repentinas resultantes de una colision. Los electrones lentos producen ll'all.l
finas, como llenas de gotitas y tortuosas porque sufren muchas dispersi
‘mientras que las particulas rapidas, tanto livianas como pesadas producen pd
yectorias finas y como llenas de gotitas.

F. La cdmara de burbujas. Una desventaja de la cmara de niebla para
particulas de alta energia es que la densidad del gas no es suficientemente alta
como para originar un nimero apreciable de interacciones dentro de la cimara.
Mucho mis importante es quizé que la cimara de niebla tiene un tiempo de
recuperacion muy largo (del orden de decenas de segundos) después de cada
expansion. Por lo tanto, en la investigacién sobre particulas clementales, la
cémara de niebla ha sido reemplazada por la cimara de burbujas, que podriamos
decir que es una cimara de niebla inversa. Una cémara de burbujas contiene
un liquido a presion y temperatura tales que se encuentra justo por debajo del
punto de ebullicion. Si se disminuye repentinamente la presion, el liquido queda
sobrecalentado y comienzan a formarse burbujas, preferentemente alrededor de
fones. En la cimara de burbujas de hidrogeno, el hidrogeno liquido sobrecalen-
tado (~20 K) es el medio que atraviesan las particulas. Los iones dejados en
la trayectoria de una particula cargada se convierten en nicleos de evaporacion
del hidrogeno liquido y se puede ver y fotografiar la traza en forma de cadena
de burbujas. Cuando particulas que interactian fuertemente con protones atra-
viesan la cimara de burbujas, tienen lugar reacciones y s puede estudiar las
trazas tanto de la particula incidente como de los productos de reaccion. Si se
coloca la cimara de burbujas en un campo magnético y se toman fotografias,
es posible determinar en las mismas la carga y ¢l momentum de las diversas
particulas.



586 Apéndice: Nolas complementarias

G. La cimara de chispas. Es una de las invenciones mis recientes en el
drea de los detectores de alta energia; consiste en una cantidad de placas meté-
licas aisladas entre si y con un espaciamiento uniforme lleno de neon que es del
orden de unos pocos milimetros. Una de cada dos esté a tierra y a la otra se le
da un corto pulso de voltaje (0,5 ps) de magnitud tal que se produzcan chispas
en los lugares en que el gas esti jonizado. La cadena de iones dejados por una
particula penetrante inicia esas chispas; una fotografia de las chispas entre
‘todas las placas da una idea de la trayectoria de la particula.

H. Emulsiones fotogrdficas. Una particula ionizante que atraviesa la emul-
li i s plca {ohogriicn e wo teuse i Stk ohitGls de granos
de bromuro de plata Se han emulsic

especiales denominadas emulsiones nucleares. Se distinguen de las ematsiones
Gpticas por su alto contenido de bromuro de plata (que puede ser hasta cuatro
veces mayor que en las placas fotogrificas comunes), por el tamafio del grano
¥ por el espesor de la emulsion. Una vez revelada, la placa fotogrifica, como la
camara de nicbla, registra la trayectoria de la particula en forma de trazas, de
cuyo estudio se puede obtener una cantidad de informacion. EI nimero de trazas
es una medida del nimero de particulas que entran en la placa y el estudio deta-
llado de las trazas suministra informacién acerca de la masa, la carga y la energia
de las particulas. La emulsion fotografica tiene sobre la camara de burbujas la
ventaja de que es solida por lo que las trazas son cortas y que su sensi-
bilidad es continua en vez de estar restringida a cortos intervalos repetidos en
forma no muy frecuente. Por otro lado, se puede controlar las diversas cAmaras
mediante circuitos de coincidencias para registrar sucesos determinados, lo cual
no se puede hacer con las emulsiones fotogrificas.




TABLAS

RESPUESTAS A LOS PROBLEMAS
CON NUMERO IMPAR

INDICE ALFABETICO






Apéndice: Notas complementarias

589

Ang Ang
Sen | Cos | Tg Sen | Cos | Tg
Grad| Rad Grad| Rad

0o | 000 | 0,000 | 1,000

10| 017 | 018 | 1,000 0,695 | 1,036

20| 035 | 035 | 0,999 682 | 1,072

3> | 052 | jos2 | 999 669 | 1111

40| J070 | 070 | 098 1856 | 1,150

5° | 087 | 087 | ;098 643 | 1,102

6| .05 | 105 | 995 1629 | 1,235

70| 22 | j122 | jees 616 | 1,280

8 | 140 | 1139 | je%0 602 | 1327

90 | 1157 | ;156 | 088 1588 | 1,876
10° [ 175 | 174 | 985 574 | 1428
1° | 192 | 191 | 982 1559 | 1,483
120 | j209 | 208 | 978 1545 | 1,540
13| 227 | 225 | 974 1530 | 1,600
140 | 244 | 242 | o7 515 | 1,664
15° | 262 | 259 | 966 1500 | 1732
160 | 279 | 276 | 961 485 | 1,804
170 | 207 | 202 | 956 470 | 1881
180 [ 314 | 309 | jos1 454 | 1,963
19° | 332 | 326 | Jo46 438 | 2,050
20° | 349 | 342 | jo40 423 | 2,145
21° | 367 | ,358 | 934 407 | 2,246
220 | 384 | 375 | 927 1391 | 2356
23° [ do1 | 391 | Joa1 375 | 2,475
24° | 419 | 407 | 914 1358 | 2,605
25° | 1436 | 423 | 906 342 | 2,747
26° | 454 | 438 | 899 1326 | 2,904
27° | 471 | 454 | 801 1309 | 3,078
28° | 489 | 470 | ;883 202 | 3271
20° | 506 | 485 | 875 276 | 3487
30° | 524 | 500 | 866 1259 | 3,732
31° | 541 | 515 | 857 242 | 4011
820 | 1569 | 530 | 848 225 | 4331
332 | 576 | 545 | 839 208 | 47705
34> | 593 | 559 | 820 a9t | 5145
35° | 611 | 574 | 819 174 | 5671
36> [ 628 | ,588 | 800 156 | 6,314
37° | 646 | 602 | 799 139 | 7115
38 | 1663 | 616 | 788 a2 | 8144
300 | je81 | 620 | 777 105 | 9514
40° | 698 | 643 | 766 1087 | 11,43
ate | 716 | 658 | 755 2070 | 14,30
420 | 733 | 669 | 743 2052 | 19,08
43> | 751 | 682 | 731 1035 | 28,64
440 | (768 | 605 | 719 2018 | 57,29
450 | 785 | 707 | 707 1000
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Apéndice: Nolas complementarias

LOGARITMOS COMUNES

2

| s

1

BRUERLBREZBENER

FATETey
ufefssnsnreny]

3010
0792
3424
5051
6232
7160

o |

6021 |

0170 |

0560

71
1584
1875
2148
2405
2648

| 2878
3

1| 2041
1150

5563
6628 |

482
8195

8808 |
9345

2304 |2

| 4314
| 5682
| g2t

| 01
8865
9395
9868
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LOGARITMOS COMUNES (continuacion)

N 3 4 5 6

50 7| 7016 | 7024 | 7035 | 7042 | 7050 | 7050 | 7067 |
51 7101 | 7110 | 7118 | 7126 | 7135 | 7143 | 7152
5 7185 | 7103 | 7202 | 7210 | 7218 | 7226 | 7285
53 7267 | 7275 | 7284 | 7202 | 7300 | 7308 | 7316
4 7356 | 7364 | 7372 | 7380 | 7388 | 7396
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FUNCIONES EXPONENCIALES

z e e z & e
0,00 ¥ S 25 12,182 | 00821
0,05 1,0513 09512 26 13,464 | 0,743
0,10 1,1052 0,9048 27 14880 | 0,0672
0,15 1,1618 0,8607 28 16,445 | 0,060:
0,20 12214 0,8187 2,9 18,174 | 00550
025 1,2840 0,778 30 ,086 | 0,0498
0,30 1,3499 0,7408 31 22,198 | 0,04
035 1,4191 0,7047 32 1533 | 0,0408
0,40 1,4918 0,6703 33 27,113 | 0,0369
045 1,5683 0,6376 34 ,964 | 0,03:
0,50 1,6487 35 33,115 | 0,0302
0,55 1,7333 36 36,508 | 0,0273
0,60 1,8221 37 40,447 | 0,0247
0,65 1,9155 38 44,701
0,70 2,0138 39 49,402 | 0,0202
075 a7 0,4 40 54,598 | 0,0183
0,80 0,4493 41 60,340 | 0,0166
0,85 z 5500 0,4274 42 66,686 | 0,0150
090 4506 0,4066 43 73,700 | 0,0136
0,95 b 0,3867 44 81451 | 0,123
1.0 2,7183 0,3679 45 90,017 | 0,011
11 30042 0,3320 46 99,484 | 0,0101
12 3,3201 03012 47 109,95 | 0,0001
13 3,6693 02725 48 12151 | 0,0082
14 52 0,2466 49 13429 | 0,0074
15 44817 0,2231 5 14841 | 0,007
1,6 4,9530 02019 6 403,43 | 0,0025
17 54739 0,827 7 1.096,6 0
18 6,0496 0,653 8 29810 0,0003
19 6,6859 0,1496 9 81031 0,0001
20 7,3891 0,1353 10 22026 0,00005
2,1 5 0,1225
22 9,0250 0,1108
23 9,9742 0,1003
24 11,023 0,0907
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RESPUESTA A LOS PROBLEMAS CON NUMERO IMPAR

caPrTuLO 1
11 G106V = 10 X 10015 X 104V = 801 x 1003, 1MeV = 16 x 1073

() 0,004, 0,299c, 0,81
13 1,78 x 1000
17 (@ 4 x 18T (@) 133 x 104 Wt () 422 X 10 Jmrt

14 X 102 mtkg st (e) 167
19 E() = (Brhv/e) eMBT; w() = &szv‘/c’
111 4100 K; 0,214 J m
113 (a) 1,70 x 10 electrones m=* 57 (b) 3,0 X 10 W m%; (¢) 1,76 x 10 J
115 (a) 4,555 x 104 Hz (b) 1,88 eV (c) 4,1274 x 108 J 5 C1
117 (@) 1,024 X 10-9m  (b) 4,71 x 107 J, 44,3° con respecto a la direccion
de incidencia

1.19 16,8 keV = 2,67 x 10-4 J, 7,43 x 10-#m
1.23 (@) 5,03 x 10" fotones m4 (b) 2080 fotones m«'
125 (@) 1,24 x 109m (b) 1,24 x 10*m () 1,24 X 10
1.27 (a) 4,892 ¢V (b) 6,7064 e\' 4,8922 eV, 3, ssu v, 2, 2725 ¥, 21465 eV
1.29 2,65 x 10% Hz, 1,13 x 10
131 3,1 x 108 m
133 7,5 x 10 eV en exceso de la energia de unién
137 127
1.39 1,05 x 104m, 2,39 x 102 m, 8,77 x 10* m
141 (@) 8 (b) 40 (9) 100
1.43 7,98 cm, 8,06 em
147 5247
149 (a) para el protén: 3,9 m, para un electrén: 7,3 x 10° m

(b) con precisién ilimitada en ambos casos
1.53 1,03 x 10° Hz 6 4,26 x 104 eV; 5,15 x 104 Hz 6 2,13 MeV
1555 (a) AEx = —4Ex/A

cAPITULO 2

23 La diferencia de energia entre los niveles (a) aumenta (b) disminuye
25 3,8 x 10° MeV; Egme = 6,34 X 10 T eV, Ecou = 1,44 X 104 MeV.

213 (a) (ma*/2xh) dE (b) (a*p/2<H

215 (a) 8,27 + 10-2 6V (b) 248 x m»"ev (9) 1,34 x 10 eV

2.21 22,7 MeV
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223 (a) B = [— A(a* + k) senh aal/R, C = A(K — ika)e=*/R,
D = — AR + ika a)e*/R, A‘ = — 2A(ika)e-**/R,
ﬂuudz a = (- K% senh iak cosh aa
— s x R C = AL+ 1):—'"/):'
b= R JAG e /R
dons 1 SR 1y s K — 2k
228 B<Bijy = A + Bé ¢y = O + e, ¥ = Ee 4+ Fe=m,
=

B.<B 4 ¥ s COMO antes, gy = Ee* 4 Fe-*", 4, como an
E> E'y: w.eomo antes, §, = Ce*™ + De-*”, §, = Eé*" + Fe “.h

Ce* + De, 4y = Ee* + Fe™,
Ge*= 4 He-=,

=" + Be
12 e, gy = 1e*,
E > Ey: h. ¥ 4 Como antes, §y = Cé¥ 4 De-", ,
220 (a) (— »'an/a'—fzp Ey (b) No
231 (d) —B, + WaEy2m)
d/dz: () S1, ik (b) SI, @ (c) No. Para d¥dz*: (a) S, —k* (b) S, a*

247 8n = £1, £3, £5,...

carrTuLo 3
31 o = 4134 X 100 s7); By = — 4,36 x 10-W/n* J; Ex = 2,18 X 1002 J
3.3 (a) 822 x 10° érbitas (b) 1,95 X 104 Grbitas
35 Mdu-p = 1,78 A, Anr = 2,38 A
39, (o 6 x 1o Hx m 6,58 x 10%(n — 3)/[n(n — 1)]* Hz
7 L= — b —se — (<ot 0 cos ¢) 734];

iMoo ¥ o8 g 8 ven ) o8]

320 20,
333 AEp = 3A; AEa = 3A, §A; AE = 34, 34, &
donde A = 2 |Ed|Z*an

335 S (A2 =82 x 10-4m)
337 241 X 104 N; 0,042 mm 339 2,8 X 10° Hz

cAPITULO 4

41 —578eV, —5596V, —552eV; respecto al lon Het (—544¢V) son
34 5 €V, —08 eV

0(1) o) oro(3)
43 1:,-;? 1) ot-2) duor-()
o) 4o i (3)
3 [y () ()
= 75 [P (D@ +123)
@) WO OO
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4.7 Ver la tabla 4-1 para valores.

411 @ 5 ©)3P,3D, 55 (@) S, 1D, B P (@) () P, °D, F, G, H,
S, P, 4F, G ' () S, 'P, 1D, IF, iG, IS, *P, *D, *F, %

415 0,0,054,0,40,1,1;1,1,2; x 3,4;2,2,1;0,2, 2,,.3,_

419 Calclo: §; aluminio:

421 6439 A y (6439 +0,26) A

425 8,58 A

4.27 Litio: 25, — 5,315 & ,54 €V ; 35, — 2,01 €
Sodie- 34, 5130 SN B, 3028 V- I5, 1967 6V (34 a — 1,52 6¥)

4.29 Aluminio; 9 keV 115 ©V; oxigeno, 1,1 keV, 46 eV

431 Aluminio 0 eV potasio: 3,59 A, 3452 eV hierro: 1,74 A, 7121 eV;
niquel: 1,55 A 7965 eV, cinc: 1,34 4, 9221 ¢V; molibdeno: 0,664 A, 18 700 eV
plata: 0,525 A, 23 600 eV

4.33 (b) 8,3 keV, 1,495 A

carrruso s
5.1 (a) —16,25eV (b) 10,95V (c) 1543 eV

5.3 61,06 keal mol-t

5.7 (b) (a(i!)’(uﬂl)’("lzl)’(H-2!)’(u.2p)’(!.2 (r52p)You2p)*(og3s)*

koA T 2

59 (2) Li*H- (b) H*I-

511 545 6V

5.13 8,37 eV; 6,45 eV

5.23 5,06 x 10** m C; 0,33

5.25 17,7A

527 2,83 A

5.29 Para H*CL: (a) 21,5015 cm-* (b) 2,6658 x 10-* eV, 7,9974 x 10~ eV

(c} 5450 x 10w Hz (4,651 x 104 m), 12,000 x 10% Hz (2326 x 10 m)

531 (n) EM = [1(1 + 1) + dm W21, (b) Erot = [I( + 1) — im*|W21,
535 1,906 x 10* N m-t
537 5,162 x 10' N m+; 0,1861 6V

capITULO 6
61 3,686 eV

63 6,371 €V moléculat

65 Hz

6.9 6,934 x 10° kg5 4,885 X 10453, 6,026 X 10% 5

6.11 4,560 X 10% dtomos m~; 8,498 x 10% itomos m=; 1,660 x 102 atomos m~
613 3,151 eV; 4,445 eV

617 m? = /2 y S0t = 2Fa/W, donde i representa respectivamente z, y, =
621 (a) nw/2a(b) A*/(26a* cos ka)

623 4,811 x 10 m

625 Aproximadamente 1 dtomo en 10

6.27 3,63 x 10-4 9 x 10° m 51; 1,98 x 10" m~3; 5,05 X 104 m

629 102 6.33 1,057 x 100 m® C;62,1°  6.35 1,65 micrones
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carrTuLO 7

7.5 3,62 x m-nm,uw X 10-% m; 8,28 x 10-% m

i, @S, 2i

7.13 0,85 MeV; 0,75 MeV, st

7.15 TLi: 39,24 MeV, 5,61 MeV nucleén-l; #0: 127,62 MeV, 7,98 MeV_nucleén-?
#7Fe: 499,90 MeV, 8,77 MeV nucleén-; ™Lu: 1417,97 MeV, 8,06 MeV nucleén:

717 13(A)); 28(4Ni); 36(*Kr); 520%Te); 720%HI)

719 5,062 x 10~ uma

7.21 1,0078217 uma, 2,014100 uma, 15,99492 uma
7.27 2,16 X 10 m

7.29 3,62 x 104 partfculas s

7.31 2,80 x 10

7.33 0,150 b

1 2)p( 18y PH: (18 )p(1: *He: (1s))p(1¢ i
x.).f.;_,o. ,S'%;;@- e: (18] 18y i

1P}
e S 04 T bk 0:0: 4
7.57 A o 50, 222 1N A = 100, 74 uv- s 150, 38,2 keV.

caPITULO 8

81 (a) 7,86 x 1054 (b) 5,27 X 109 s 1122 (d) 1,32 X 1045

89 28mg 813 m

8.17 Qpe = 0,64 MeV; Q- = 0,565 MeV; Que = 1,66 MeV

8.19 18,63 keV

823 (1) Na ) UP (O UP @y (@I (O % @ #Cu () v
8.27 #C(p, Y)UN; #C(d, YN, 1*C(d, p)C, #C(d, n)*N, *C(d, a)*B; *C(a, 1)“O
829 (a) 27,96245 uma (b 23,08676 uma (c) 27,98192 uma (d) 24,98385 uma
8.31 (2) 1,535 MeV  (b) 2,34 MeV

833 Una linea recta

8.35 (a) 1,74 x 104 dtomos (b) 22b

8.37 1,806 x 10+ 839 2,77 em

841 188 MeV 843 1,2 X 10~ kgs; 2,62

5,85 MeV; ™U: 5,26 MeV;

849 1,28 x 108 a

caPITULO 9
91 (3) 3,7 () 526 x 10°

93 (2) 2,53keV (b) 285 x 102 m ()
9.5 Masa en reposo: 502 MeV; Ei: 650 MeV

9.7 7480 MeV.

9.9 Para la fig. 9-10: 1840 MeV; para la fig. 9-11: 1810 MeV

9.15 (1) 0,611 MeV (b hacia delante: 1,44 MeV, hacia atrés: 0,58 MeV.
917 (a) 8,3 GeV (b) 68 GeV
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9.19 143,8 MeV
1,9 =14 WK =3 () Ju=1,9p=4, .=a.2.
mmmm.umn« conservacién de 9, 9 ¥

Pt + Pt >p* + A+ Kt

k& & O %

£ & 4 0 %

0 0 0-—1 1

9n 9,y S se conservan
9.25 Gy, 9, ¥  se conservan; 2710 MeV.
9.33 ¢ permanece invariante; B pasa a —.

caprruLo 10
101 o 206; 1 014
103
105 (b) u= — DN tgh (s B/kT) (c) cuando T 0, Z >2y M —>—usBn/kT;
cuan -—

109 U = — usg((f + 3) coth (j + )z — § coth x|

10,11 (E/E)E—ENT (2) 63 x 10 (b) 0395 (c) 2,54

1048 @) AN IR MES A0S0 B L 30 XIPREs Q) 228 X W0 mry
9 % 100 m 5, 7,12 X 10° m 5%, 2,35 X 104m 5+

mas @ 111 X 10'm s () 516 X 10 ms () 216 x 10 m st

1017 (a) 0,166 (b) 0,163

1023 (1) 42% () 8% () 438% (@) 6,2%

1027 (@) 0% (b) 35% (<) 93%

10,81 (b) A = h/(2mkT)? = 1,81 X 10-*m

cAPITULO 11
11 (@) 81 X 10°J (b) 1,62 x 1043
L8 (6 W03 ) Mk AT () e 18, o 205
17 @ Q=aTy—T) +KT—T) +¢ :
®) G =a+ KT, + r,)fe/r,r.
(9) AS = aln (T/T)) + 2K D — /Ty,
(@) 24,0 x 10° J K- mol-s, zss X 103 K mol-s
1015 St = — kN |5 tgh (4KT) —In 2 cosh (./ml;
Cy it = kN In 2 cosh (/kT)
1149 (b) 224,5 cal K-
1.2t (.) T - (ay/asJ,. g (au/ap). (®) p = — @F/@V)r, S = — (@F/oT)v
©) V= (96/

1123 Todn son rx\enslvu exuplo p, " r y (MIIHS)» que son intensivas

117 88 = LT = 5:28 cal K mol L = 1440 cal mol-,
= 81 = pv = 144005 cai moi
uuuwxw.l 349 x 10°J; 05 0; 11,6 J K~
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capITULO 12

121 W = NRT In(V,/V)) — N{RTb— a) “,L 5142737

125 @) ke =1p (b) kr = V'(V—nb)'/(nﬂrv‘—zn'a(v-—nb)')

127 () pronT =C (b) TVr- =

1213 () T, = T,13, T, =212 K, T,=885K (0)3,25 x 1047

1215 () Wi = 1690 X 10:3; W =—13,02X10°J; Wr = 3,88 x10°J,
Sy = 5,39 X 10° J K-3, A5,y = — 5,39 x 10° J K-3; ASy, = 0; ASr = 0

1217 r =, 1=0:369%, 1 =1: 43,2%; T = : 30,29, [ =1: 55,3%

1219 1,2 x 10* moléculas de H,, 2,65 x 108 moléculas de Cl,

CAPITULO 13
1311 220 kT 1315 B() = (B#/eHkT  13.27 2,00 x 107
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oL, nitrogeno, 3
AO mn.cm.. lineal de orbitales
I tomico
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Tabla A-3 Unidades y Simbolos
— B gomt gy el
Ia unidad® MESE MESA
Longitud Ls meter m
Masa m Kilog g
Tiempo t second s
v.lomud v
Acelers a
v.mmm nguler ®
Frecuencia angular ©
Frecuen v hertz (Hz)
Momentum ]
uerza F newton (N)
Momentum angular L
r
Trabajo w Joule ()
Potencia P watt (W)
Ei, E,, U, B | joule (3)
Temperatura T K
Coeficiente de difusién D
Costicents d condactividad
érmica K
Coetcente do viscosdad 2
Médulo de Young Y
Médulo volumétrico .
Médulo de corte G
Momento de inercia 1
Campo gravitacional g
‘Potenclal mv!uclonl.l Vg
Carga %0 coulomb
Corriente eléctrica T ampére
Campo eléctrico . m kg s A
Potencial eléctrico v volt (V) m kg 52 A
Densidad de corriente 9 mt A
Resistencia el R ohm (Q) kg G+ | mikg s A
Inductancia L henry (H)
Permitividad eléctrica “
cién 2
Desplazamiento eléctrico ?
ético @ tesla (T)
Permeabilidad magnética o
Magnetizacién a
Campo magnetizante G 51C A
Flujo magnético o weber (Wb) | m? kg 51 C* | m? kg 57+ A~
Momento eléctrico dipolar P mC sA
Momento eléctrico cuadripolar Q mC wsA
Momento magnético dipolar M mtsC mt A
Momento magnético cuadripolar Q m s C m A
Capacitancia c farad (F) | m-t kgt &t C* | mt kg st AY

* Nomenclatura internacional.



Tabla A4  Facteres de conversién

Tiempo:
15 = 1,667 x 10 min = 2,778 x 10+
= 3,169 x 10 afio
lmm-Wl 1,667 x 104 h
x 10~ afio
_w min = 1,141 x L0t aio
Hen X107 = ,m
Tihe X ioh
u-nm
0f cm = 39,37 pr
1m|-5znom-xsm
1 pulg = 2,54
14 (mw.mm) - W‘ em - 10 I-
u(
1B i\mhud aatrondmica) = 1,496 X 104 m
1 9,46 x 10% m

1 parsec = 3,084 x 104 m

Angulo:
1 radidn = 57.3°
10 = 1,74 x 10 rad
1= 291 x 104 rad
177=74,85 x 10~ rad
Area:
1m? = 104 em? = 1,55 x 10 pulg
= lozepie 3
! pulgt = 6,12 c
e i o = 020 x 100 me
Volum
1m® = 10° em® = 10 litros
3 piet = 6.1 x 10¢ pulgs
1pie = 288 To¥me' 28,32 litros
1 pulg? = 16,39 c
w.-um

1gncm o = 3281 ple st
e s = 30,48 em
ol 250 o = 16,67 m &

Aulurlcllr

g cm -t = 3,281 pie -
ek E

H‘n’:mg&f oﬁ:“

Nlrux -~
- 109 dina ~ 02248 bt = D102 ket
1 ina 3,248 x 10+ ibf’
TS a N = s 100 aima
1kgt = 9,81 N

1Nm = 9,265 x 10-*
-|.4soxw<m ul
= et
1 atm = 14,7 1bf pulg = 1,013 x 10N m=
1 bar = 107 dina cm~

o S x10 i,

Energla:
19~ 10 ergs = 029 c

= 6,242 x 10%eV
16V = 10-* MeV = 1,00 X 30" erg

= 1,07 x 10-* uma
ul:a.lu.v-uu\ur.v

x uma

lum A92 X 10 J

= 3,564 X 10-1 cal = 931,0 MeV

1W = 1,341 x 10 hp
1hp = 7457 W

Carga eléetrica:

1C =3 x 10°stC

181G = § x 10C

Corriente:*

1A =3 x 10 ath
x 10

A
T S A T -

Campo eléetri
INCH =1Vt = 104V et
=} x 10~ stV em™

Pmuhl eléetricos*
=3 x 1025tV
T 230V
Reslsten
10 =100
1ha 20

c-mnnu.

¥ Jouste
T2 1
it S A T
Campo magaético:

T = 10¢ gauss, 1 gauss = 10+ T
Flujo- magaético:
1 Wb = 10% maxwell, I macwell =

Clnyu -uuu--

1 oemied =T i

* En todos los 1 wniicd sealmite
2,998 y 0 signitca 8-
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