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P ROLOGO 

Eate libro ea el tercero y llltlmo volumen de una Hrie publicada bajo el titulo 
genualde Fl•iro. La llnalldaddeestaserle eao!~•r a losestudlant .. deelenclas 
ydelngenleriaunapru<.ntaelónlóglcayunlftcadadelaflslcaalnlvel1ntroduc­
torlo,dando f nfasl1 a la1ldeHb•slca1queconslituyenel fundamentode lalt¡lca: 
luleyu deconoervación,laintcracclónenlrepartlculu ycampmyladescrlpclón 
atómica de la ma teria . Homo1 tratado de p~ntar 101 concrptos ru1co1 de tal modo 
que el estudiante logre una comprensión clara de ou 1ignlllcado teórico y .., d~ 
cuenta de au fundamento experimontal, notando la lntern:laclón estreeh• entre la 
teorla y el eaperlmento. llemo1 t ratado t.amblb de d"'arrollar en el estudiante 
Ja bRbllldad p..,.. manipularla mateméticanecesarla a fin de ea preu.r CS01con­
cop~ LN tres volllmenes cubren el equivalente a un curso de dos .. mu tres de 
ll1loa general mú un curso de ffllca moderna e n uno (o do1) oemestres. El volu­
men 1 trata de la medn!ca y la Interacción gravlt.acional. El volumen 11 .. ocupa 
de las lnteracelont1 electromagn~tlc.u y de las ondas. El volumen 11 1 abarca la 
fl1!ca cu,ntica y la fúlca eat.adlJitlca (Incluyendo la lennodlnámlca). Aunque lM 
tres volOmenel esUn eilrechamente reladonadM y constituyen una ...,uencla 
lógica, cada uno es autocontenldoy H puede utlllur lndependlentementedelM 
otroa. Esto n apl!ca particulannente al volumen 111 , que cubre la mayorta de 
101 temas habitualmente incluidos en un cuno Introductorio de fislca modern a. 

LMplano1 dee1tudiodetodu ludeneluse halla rtpreslonado1 paraque !ncor­
poren nuevo1 tema• que .. un cobrando mayor Importancia. E1peramoa que esta 
serleallvleua1 pralonu ,elevandoon el e1\udlante elnlveldecomprenalóndelos 
conceptos de la fislca y la habilidad para aplicarlos a 1ituaclones concreta•. De 
.. u modo se pretende mejorar el n!vel de mucho1cursos lntermedlo1q11e seofrt­
cenen lo1 p\ane1 de eftudlo de prelfl'1ldO. Lo1 curso1 tradlclonalet de pregrado. 
mecinlca, electromagnetilmo y llslca moderna, son 101 que m'• .., beneficia n con 
est e mejor-a miento de nlvel .. All, el estudiante terminar' ou carrera de pregnodo 
<:0nconoclmlenlo•superioreaalo1de ant .. ,beneftclode lmporta ncla para aquello• 
que nnallce n 1111 eatndios a esta altura. Ademú habri:i m b oportu nidad p..,.. Intro­
ducir cursos nuevo1 y mú lnttr .. ante1 al nivel graduado .. E1ta misma tendencia 
Hencuenlra enlostexto1 bA1lcos mbreclentes deot..a1cltncla1 paralo1 prlmeros 
ysegundo1afiosunlvenltarios. 

La primera parte de este volumen H denomln• l!slca cuinUca. Las Ideas cuán· 
Ucu aon Ja esencia de la llslca de hoy. Dualortunadamente, ncepto por una breve 
lntroducclónala1 !du1 de Bohryala d11 alldadonda-partlcu laen lMcurso1intr<>­
ductorlo1 de lt1lca Heneral, ha babldo a menudo una demora en • •xponer • 101 
e1tl>liianteaalosconCf:ptNde lam..:hicacui ntlcay1u1apllcaclonea.Tndiclonal­
mente,,IÓlo loa estudi antes de lt1ka yde qulmk1 a prr nd\an mee.fo lea cu, ntlca y auo 
en UM cuo1 n;u·uoente ante• del últlmo 1fio. Sin emb argo, la& estudiantes de llslca 
y de qulmlca debeñan adquirir un conocimiento operativo de lu ldea1 cuintlea1 
enunaetapaanterlordentrode1u plan deestudia& demodoque puedan utilizar 
este conocimiento en lo1 cuno11ub1lgulentesdepregra.do .. LaComlalónde Ftslca 



ai Pnllogo 

para Unlveraltarlos (Commlulon on Col/1!~ Plt¡¡ilt1) recomienda ealurou.mente est e 
procedimiento. Lu tendencias actuales en !a blologla y en la ingenltrla ulgen 
que loo a ludl an l"" de n lo1 campOI alcancen tambl ~n una compnn1lón bi1\ca 
del "'lado sólido y de Za eotructura molecular. Por eUo hem os tenido el cuidado 
de preuntar la m°""'lca cuántica de un m<>do que, aunque elemental, permita 
al u tudia nte apllcar los coneeplo• cuánticos a 1Lluaclone1 dlversu. 

Elcapltulo l esunalnlJ'oducclón a los fundamentos de luldeu cuántleas.Enel 
capitulo 2 .., continóa con !u bues ntcuariu de ta mecánica cuántica, dando 
~nla1l1 a la manera de utraer lnformacl6n tl1lca acerca dt un 1l1tema partiendo 
M!afonnadetafunclónenerglap0t enclalyde unconoclmlentodela naturaleza 
generalde laa lunclonu de onda. En loa cap1t11lo11lgulen tt1,del3al9, oeapllcan 
loa conceptos y !as Ucnlcas cui ntlcas al anttl1l1 de átomos, molku!as, sólidos, nó­
cteos y partlculao lundamentalu. 

En la 0<gunda parte de! t.exto(denomlnadal!slca nlad111lca), uoamoo ml:todoo 
estadlltleoa para tratar Ju prop!edada macrmc<lplC.11 de la materia . La f111ca 
estadbtlca H , como la mecánica cuántica, un a herramienta bien fundamentada 
ypodcl'Q1.llque oe de~p0ner enmanosest udiantl!estanprontooomo ..., p0slble. 

Dupu& de t1ludlar la mec•nlca estadlltlc. clillca en el cap1tulo 10, presentamo• 
enelcaplluloll la termodldmlcadeodeunpunto de v!otae1tad!stlcoyl• •Pll· 
camos a loo gua ideales y reala en el capllulo 12. E1tamo1 Rrmemente co nven­
cldoo de que úte es •1 mHodo mil apropiado paralnlc!aral a tudlant.e en lo• 
ooncepto1dela termodinámica. El texto termina con una breve Introducción a la 
estadl1\lcacuántlc.1enel capltulo l3. 

Como muchos estudl antea aprenden actualmente las ldeu búlcaJ dela relatlvl­
dad en 111Cu!'$0 de Hs!ca general , !a leorla espectal dela relall vldad se tralaen el 
Rp~ndke. (En lot volUmenes 1 y 11 de la ff rie hay una discusión oompleta de la 
relatividad.) En el aptndluse trata n tamb!t n alguno• upectol colaterales como 
ve!ocldad de gnipoy mHodo1 de detección de partlcula1. 

H•mos mantenido l u nlgendas matem~tlcaJ d• ntro de loo temu cubiertos 
en un curso normal de diculo diferencial o Integral. A menudo b.emoa om!tldo 
o relegado a las secciones de problemao 101 dellll"1"0Uos matemállOOI que no 110n 
eunclales parala oompren•ióndelu ldeuenHslca:un eJemplodetalea deaarroUoo 
es la lahor,unpoco a bllfl"ldaavecu ,deenoonlrar clerlusolucioneoa latcuadón 
de SchrMinger. 

Mucha• apl!caclones de loa principio• lundam• ntales, ul como la dlscu1t6d de 
alguno1 tóplcot ml11avanzados, aparecen enlorma de ejemplos resueltos. El texto 
ha 1ldoucrito demanera queel e1tudlanle pueda omltirtodoolooejemp\01en la 
primera lectura. En una0<gunda lectura , ele1t udlant e deberioon1lderwlo1eJem­
plooelegld0&por el profeoor. S•gUnlaooovenlencla deóste,loteJemplos oe pueden 
dl1CUUro proponerconronneaclerta0<le.eclón.rJertu oecclona del texto .., pue­
denom!tlr tlnperdldadecontlnuldad.Lo1 problemas quese•ncuentran alllnal de 
e-da capitulo 1lguen el orden del mismo, y ti.ay a lgun<>1 mil dlllclles al final. 
El gran m'imero y la dlvetsldad de problemu sLgn!llca que el proresor puede elegir 
101 que mejor se adapten a la capacidad de t us u tndlantes. Deaqul questltcclo­
nando en lormaapropiada el ma terial del texto, el proresor pueda adaptarlo a un 
cul"IO M uno o de dos oemt1lres y a l ml1mo tiempo mptlvar al estudiante 1u1lclen­
temenle para queoeenlrent.e con ese desafio. 

Querem os expresar nuestra gratitud a lodo• aquello• que con 1u estimulo y 1u 
ayuda hki•ron pt>llble este trat>ajo. Nue.tro reconoci miento especia! al Profesor 
David Lazarus, cuyos comentarlo. y crltical ~rmitleron mejorar m ucho• aspectos 
dtl tuto. Por Ultimo, pero no con m~no1 calor, damos las graciu a nua t ra.s ap<aas, 
qulenano1han apoyadopaclentementeene1tatarea. 

W111hinglon, D. C. 
M.UtCl!LO ALON•O 
EDWAllD J. F1NN 
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Uno de !os objetivos lund11mentale1 de ta física es anafu;ar las propiedades de 
Jos componenti:s básicos de la materia y !os procesos que ocu~n entre ellos 
como resultado de sus interacciones. Estos componentes básicos - llamada& 
partlculas fundamentales o elementales- son electrones, protones, neutrones 
(y otros) que se agrupan formando núcleos, átomos y moléculas. A su vez, estos 
grupos se combinan para formar la materia que ob$ervam0$ macrose<lpicamente. 
Aunque el mo~·imiento de tas µarticulas fundamentales sigue los principios de 
conservación del momentum, del momentum angular y de la energla, el análisis 
deestemovimient.orequiereunesquemae<inceptualdiferente.enmuchoaaspectos, 
deldesarrollado enlameclnicaclásica(onewtoniana)paraelanális.isdelmovi­
miento macroscópico. Esta teoria más refinada se denomina mecünico cudnlico. 
Debemos comprenderla antes de embarcarnos en el estudio de átomos, moléculas 
y núcleos. Afortunadamente, los átomos y las moléculas w n erencialmente el 
resultadodeinleraccione.sdtc/romogntlioosentre los núdeos (cargapositiva)ylos 
electrones (carga negatha). Podemos entonces estudiar los lltomos y las molécu­
las, s.in recurrir a otras fuerzas men0$ comprendidas, combinando las leyes del 
eleetromagnelismo con las de la mecánica cuántica. También se puede usar la 
misma técnicapara los gases,losllquidosylos sótidos. Por otro lado, los núeleos 
ron bá•icame11teelresultadodeu11 nuevotipodefuen:a: la llamada inluacción 
futrltonuclear. Como la interacción luerteaún nose C(lmprende bien, su análisis 
es mucho mb complicado. E1 por ello que nuestro estudio de tos mideos en este 
textodebeserdelndolem:lsbiende!lcriptiva. 

El estudio de las partlculaa fundamentales es posiblemente el campo mb 
dinámico y estimulante de Ja llsica contemporánea. Las interacciones que se 
observan entre estas parUculas exigen la introducción de otro tipo de fuerza 
además de la interacción fuerte. Esta fuerza se denomina inlmieeión dtbil. La 
inltrardón gro.uilo.áono.I, que es !a más débil de todas las interacciones, juega 
unroldepocaimportanciaenloque respectaalaestructurabásicadelamateria. 

La intensidad relativa de las cuatro interacciones es: 

"""" electromagnética !O--

débil rn-u 

gravitacional 10--8 

Losprocesosquein\·olucranpartlculasfundamentalesha11 dado origen a un 
nuevo lormaliMllo algo diferente de la mecánica cuántica llamado lt<irla cminlica 
dtco.mpos.Eslateoria es demasiadocomplejaparaaeTconsideradaenestetexto. 
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J.J Introducción 

Afines del sig!G XIX y durante el primer cuarto dcl xx 5"acumulócierta. evi­
dencia el<perimenllll de que la interacción de la radiación electromagnéticacGn 
lamater ia.nGest.abaentenmentede acuerdooonlasteyes del electromagnctismo. 
F-Slas leyes, que son el ruult.ado de loa trabajos de Ampm, Laplace, Faraday, 
Henry. Maxwell y muchos otros, 'st!l.n úntctindas en la. ecuaciones de Muwell 
para el campo electromagnético. Al mismo tiempo se estaba deurmllando la 
teorla de la estructura atómica de la materia, principalmente cGmo resultado del 
descubrimientG del electrón y de la oonflnnación del modelo nuclear pan el 
iitomo. Otra serie de experimentos obligó a los fisicos a revisar tus conceptos 
sobre el movimientG de partlculas subatómicn, ya que aparentemente no se 
movlan exactamentedeacuerdooonlas1upoaiciGnesdelamec!nicanewtoniana. 
l'ara explicarln nuevasobservaciones, vario1 J!sicos incorp<1raron,mlisomenos 
adh&c,una 11trie denuevasideas. Conel correrdeltiempG,ygraciasa losesfuerzos 
de muchos hombres brillantes, estas ideas evolucionaron hasta constituir lo que 
hoy dla 11t conoce como /e!Jrlo cudnlica; esta teorla es p<niblemente la esencia 
delafisica contempori.nea. Enestecap!tulopll$llttJl10sreviitaa lubasesexpc­
riment.ales más importantes de la fisicacuántica. , A', 

' ------.;,CJ=- ( . ' ' 
X ' 

' 
:~r-...,~;,,_ca mpoeléctrlcode unacarga 

1.2 Rodiaciún electromagnética 

Flg. 1-ll. Carnpos•léctrlcoyrnagnHlco 
de una carga •nmovlrnlento un!lorrne. 

La mejor forma de describir la interacción electromagnética entre dos partlculu 
cargadas es en fondón del concepto de campos eléctrico y magnético producidos 
porlas cargas.CuandounapartlculacargadaestáenrepJ>SGtt11pectGaunob11tr­
vador inercial,é.te mideuncampoquesedenominacampoeléctrico delacarga 
(flg. 1-1). Sin embargo, $Í la carga catá en movimiento respectG al Gbservador, 
éste ob11trva un campo diferente, denominado campo electromagnétic<.> de la 
carga (flg. t -2). Uno de l<n componentes del campo se sigue llamando campo 
elédrico. mientras que el otro se denomina campo magnético. Estos campos 
dependcndelavelocidadydelaacelera.ciónde lacargarespectoal observador. 
C:omola separación delcampoproducidoporuna cargaenuoa parteelédrica 
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,. __ .... ~ dtpe11dtdtl mcwimio:11to rdatlvodtb. CU(1I y el observador, 
~habla:rtólodd campo•lectrom1gnttlco dt l1partlculacar¡¡1d1. l n ver­

-~ cv.a,.do 11"1 partlcuh R mueve en el campo electro11U1giietlco ptod11tido 
,_ .cr.. cugu, experimenta 11111 fueru dada por 

11 - q(,t:. + 1>><'}j), 

...se (;.yC)j IOll. reapectiv1mt nte. lo1 campo1 cl6ctrico ymagnéticomcdido1 
,_ -uob8crv1dory1>l1 velocidaddelaP1rt1eu!1rcl1tlv11Cob..,rv1dor.De 
.-e modo podemM describir en fund6n de umpoa la interaeci6n eleetromagné­
tieia <k puticulu eargadas. 

Se Dtt.Uita energla para e$t&blecer un nmpo electromagnético. La energla 
,... u.nldad de volumen de un campo tlectrom1gnétlco en d vado et 

( 1.1) 

donde <e Y ... '°" b. pttmitlvidad y U. pmM:11bilid1d del •·acio, l"l'Spedivamtale. 
U tlltTIJll de un campo tlectromagnilico nldli"" (esto es, un campo que no 

.~eotltiempo)penn1nr:ceevidenlem..nte con.U.nte.Sinembargo,cu1ndo 
,. campo dtpurdt del liunpo, la enugla electTom113nttica también dept"nde de 
""1.t en cada punto. Lu va.rllltionet de un campo elecb'omagnélico e.n el t;.,mpo 
dan lugar 1onda1tltctromagntl.icasque .e propagan con velocidad 

c - l/~ ;:::3 x l 0" m r1 , (1.2) 

que .. i¡¡:ual a la velocidad dela luz tn el vado. Podemo1decirquelaonda lleva 
b. enugla del campo t ltetro magnttico. E&ta tntrgla tran1portada por un. onda 
electron11gnétlca Rdenomlna a •·tct1 radlad6ntlttlromagnttica. 

Como 11n1 carga en rcpoao rupecto a un Oblt.N&dor produce un campo ratllitico, 
b. carga no irndia entrgla electromagntlica. St p11ede de1T101trar tamb~o que 
lllll ur¡¡a en movim;.,nto ~nfO uniforme no imdia mergia electromagm!tica 
porque la energia total de IU u mpo tletlromagnéUco pttmlntee coru.tanle. 
Cuando una car¡1 taU tn movimiento actlttl.do ae pruenta una situati6n t.olal­
mente dlfinnte. La energla total del campo tltCtrom18J!~bco de una carga ae& 
len.da varia tn el títmpo. Por lo tanto 

unocargoaultradairradiauitrglat/tt/roma9nlJ.ica. 

U rapidu eon que una carga 9 movi~ndoR eon velocidad " y actleraci6n a 
irTadiaenerg!aes,cuandola,·elocidade1pequel\1rt1pectoala de laluz. 

(1.3) 

Una eondu1ión importante e1 qu t pu-a manltner la urga en movimiento 
a«ltrado1tledtbe1uministl"lr eou¡t1paraeompenu.rl1qut1ttn.nsliertcomo 
radiacó(ln. E&to tigoiOca que cuando Rl«ltra un ion en un acelerador Van dt 
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Gn.aff o en un ciclotron, por ejemplo, una. fracción de la enttgla •uministra.da 
al fon .., pierde en lonna de radiaci6o electromagnética.. Esta. pérdida de energía 
es sin embargo despnu:iable excepto a energlu rda.tivistas.. Liu partlcutas car­
gad.a. atrapadas en el campo magnético terrea~. en las manchas solares o en 
cuerpos celestes distantes tal como la nebulosa del Canfl"'jO, también emiten 
rad.ia.ción Uamada. rodiación &incrolrónita. E.Ata radiación se extiende de5de las 
radiofncuenciashastaelultravioletalejano. 

Silapartlcula.11tfttnaennzde ace\uane, valeaúnlatt.(l. l)ylaenergla. 
radiada esel exceso que tiui e el campo electromagnitico como resultado de la 
disminución de la velocidad de la carga. Por ejemplo, cuando una carga rápid.Q, 
tal como un elect.rón o un protón, incide en un blanco y se detiene, una parte 
1u1tancia l de su energla lle transforma en radiaci6n (fig. 1-3). Esta radiación se 
denomina. radiación de frenado, o m h comúnmente brtmnlrahlung (del alemtn 
Brmuung (fronado)y S/rahlung(radiación)). Este es el principatmeeanismode 
produ.,.,i6nderadiaci6n enlo1tubosderayosXqueoeuP.nenlasaplicaciones 
llsicu,médicue industriales. 

Laenerglaradiadaporunapartlculacargadapuedeoerabsorbidaporotras 
parUculas cargada. que tst.lln sujetas a la acción del campo e!ectmmagnétioo 
producido pnr la primera partlcula. Podem~ describir entonces la interacción 
dedo1 partlcula.car¡¡adascomo"1 interc.ambiodeenttgl11.por mediodelaemi­
IÍÓn y la abson:i6n de radiación . Por ejemplo, los electrones oscilantes de Ja 
antena de una I>1dioemisora irradian energla; los electrones de la an tena de un 
radiorTeceptorll.bsol'benpartedeestaenergladandolugarauna11eflalenla 
estación n:« ptol>I. 

El análisis de los proee$0S de emisión y de absorción de la radiación (eii decir, 
delaint.aaccióndelaradiacióny lamateria)esfundamental para comprender 
el comportamiento de la materia. Como vuemos en las secciones siguientes, la 
flaicacutnticaapan:ciócomon:1ultadodel ant!i1isdetalesprocesos. 

EJEMPLO 1.1. Rapidez con que un dipolo eltctclco oicilante Irradia energla. 

S..lw'6f<rCon1lde1'1'moounacarga<1movitndo..,alo largodel e}eZ demodotal 
queentodoln•tante1u po1lclón•stád11.dapor• - 'oCOlwl. Estoco,.,...spondea un 



Ra1Uacl6nd•currpon~ 1 

---.1.0 ..,¡¡.,tMW lil amplitud .. y lncuendl. angular ... La carga ,.. cntonoo1 
~i. •ua.dlpolotlktrlcooscllante.Laaceltracl6nde lapartlculaioaa ­
... - Jz. Sust1tuyendot1l•v.lordeocntaec..( t .:t),tenomo1 

~-~. dt a .. ._.¡i 
(1.4) 

Laraplde% de ndlaclón de energla oscila debido a 11 v1rl1cl6n do: en el tlompO. 
:::::-.:~!:"::' Za rap1dn promedio de radlulón de cncrgla, recordemo• que il ... 14 

(~)-~- (1 .5) 

PMcmM decir que un dlpolo clk trko oscllan te lnadl• enttgta con una r1pllil% 
....,inedlod1d1 por laec.(l.S)yq~l1r1dlarióncorre1ponde1uncampoclutrn­
..,.¡net1co que O$dl1 con la mi1m1 frecuencia que el dipolo. 

)'IJ. I · ' · Ofcn$ldaddccnergla 
ononlJ.Crom'll•• .de 11 radiación 
docucrpo negroenfunclOnde la 
~ .. '::,~~la p.,.. dl\·er1a1 t•mJI"-

r(\n• 
~ 

O 1 F .... u • ...! • JXlo'll• 

J.3 Rt1dioci6n de cuerpo negro 

Cont.idercmo1 una cavidad cuyas paredes eit6n 1 cial.a tcmpt-ratura. Lo. 6t(imOI 
que componen las. pared.ti t1tb emi tiendo radlaci{in tl(tlromagni tica y al m;.mo 
tiem po absorben la radiación emitida por otros 6tomo1 de laa p.a rtdes. El campu 
de radiaci{in cl cctromagn~tíca acupa toda la cavidad. C111ndo la radiaci{in oncc­
rnda dentro de la cavidad alcanza el equilibrio con lo1 lll.omos de la1 paredes, 
la cantidad deeoer¡¡Ja que emiten los átomos en la unidad de tiempo ea i¡¡ual 
a 11 que abiorben. En contccnencia. ruando 111 rwdiadón dentro de la eav l(lad 
e1Uiencquilibrioconlup11~du.ladens.idaddeenergladele1UI1poclutrom~ 

11tticoete<1115t.ante.l..o1txperimento1hHmostradoqueentlcquilibrio, lar1di1· 
c;{in dectromago~ticaenttrn.U tkne una distribuei{in de entrgla bitn definida; 
e1 decir : a cada fttc11encia conuponde una denAdad de energla que depende 
tolamente de la tempn-alurw de lu paredes y u independiente de "" material. 
Udensidaddeenuglacorn•pondienttalaradiaclónconfreeueneiaentre•y 
• + d• le escribe E(•)d•, donde i;<-J es la densidad de energla por intervalo 
unitario de frecuencla1, denominado a veces dtniidaddc uiugla monocromdlico. 
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En la fig. !-4 seilustra la variación oh$ervadadeE(>)con ta frecuentia yparR 
dos temperaturas. Lummer y Pringsheim fueron los primeros en obtener expe­
rimentalmente curvas como éstas en 1899. Se pue<le ver en las curvas que para 
cada temperatura la densidad de energfa presenta a cierta fre<:ueucia un máximo 
pronunciado. Obsérvese tambifo que la frecuencia para la cual la densidad de 
energla es máxima aumenta al aumentar la temperatura. Esto explica el cambio 
de color de uu cuerpor>jdiantea medida que su temperatura varia. 

Siseabreunpequeñoagujeroenunade luparedu delacavidad.partede 
la radiación escapa y se puede analizar. El agujero se ve muy brillante cuando 
el cuerpo t!;táa temperatura alta y la into.nsidad de la raaiadón de equilibrio 
dentro de la cavidad es alta, pero se ve completamente negro a tempcratunu 
bajas cuando la intensidad de la radiación deequílibrio udt!!preciable en la 
región visible del espectro. Es por es.a raz6nquelosqueanalizaron enel1iglox1:.; 
laradiaciónquc salede lacavidadla llarnaronr/JJÍ.im;íóndeeuerponeyro. 

El problema de encontrar qué mecanismo hace que los át.ornos radiantes pro­
duzcan la distribución deenergia de la radiación de cuerpo negro dio lugar a la 
rlsicacu;lntica. Hacia fines delsiglopasadotodaslutent.at.ivasdeexplicaresta 
distrlbnciónde energ!a,usandolosconceptos conocid05entonte$,hDbianfraca­
aado completamente. El flsico alerndn Max P!anck (1858-1947) sugirió aln:dedor 
de l \IOOquesilaradiacióndentrodelacavidadesUienequilibrioconlosátornosde 
lasparcde&.deblahabcruna correspondcncinentreladistribuciónde energla 
delaradiaciónylaseaerglasdelosli tomosenlacavidad. Planck supuso, corno 
modelo para los átornosradiant~ que los mismos se comportan corno oscila­
doresarrn6nicos y que cada unnoscilacon una frecuencia dada•· Planck sugirió 
corno $e~unda hipótesis que 

rada oJ<:ilodorputdt absorber o tmilir wtrgla dt radioción tn uno 
canlidadpropordonol a su fruumcio Y. 

Esta Ultima condición no •e exige eu la teorla clásica del electromagnetismo 
(expresada por las ecuaciones de Maxwell). la cual permite una emisión o una 
absori;ión continua deenergia. Si Ees laenergla absorbida oen1itida en un$0lo 
proCt$0 deinteraccióndeun oseiladoroonlaradiacióneleetromagnétita,lahip6-
to.sis de PLanck estalilcce que 

(1.6) 

donde h ti una constante de proporcionalidad que se supone sea la misma para 
todoslososciladores.Porlotanto,cuandouno!clLadorabsorbe oerniteradiación 
electrornagnética,suenerglaawiientaodisrninuye enunacantidadh•.Laec.(1.6) 
implica que 

lo wtrglo dt lo• rud/odor~-• ol<Ímicru ...,¡,¡ cuonti:ada 

Est.o significa que la energía de un oscilador de lrecueoicin •sólo puede tener 
ciertosvaloresqueson(suponiendoque laenergla mlnimadel0$dladorts cero) 
O, h•, 2h., 3h•, . .• De modo que, en general, los pO!libles •·aloreo de la energla 
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de wi oscilador de frecuencia ~ &011 

(1.7) 

donde n es un entero no negativo. Coma sabemos, la energla de un o&eilador 
u proporcional al cuadrado de su amplitud y, a priori, podemos hacer que un 
oscilador de frecuencia dada tenga\lnaenerg!adegida arbitra.riameoteajustando 
la amplitud de lu oscila.cinnes en fonn1 apropiada.. Por con!iguienU!, la idea de 
Planck fue una suposición ad h<>< qu e no 5e podJa explicar usando e1mceptos 
dásicos ; estaba ju!tiflcada solamente porque "funcionaba" y porque los flsicos 
de la ép<H:& nnttnianeir.plicación mejor. Aún no tenemos unae><plieaciónmejor; 
debemos ac.ptar la cuantización de algunas magnit udes físicas como un hecho 
fundamental de la nafoT'llieza. 

Aplicando a lgunas con$ideraci<.>nts de naturaleza n tadlstica juntamente con 
la ce. (1 .6). Planck obtuvo pani laden~daddeencrgla en la rad.iacWn de cuerpo 
negro, la expresión 

{L.8) 

donde k CI la constante de BolUmann. Esta exp resión , que concuerda sorpnn­
dentem~nte bien con los valores experimentales de E(.) a muy diversas t empera­
t uras. ha sido aceptada como la expnloilm correctapara la 1'11.diación decueTl'o 
negro. Se denomina ley de rudiacitin de Planck. 

Un aspectointcresanteesqueactualmen tela deduccióndePlanck no se puede 
considerar flsicarncnte COl'TCCta, razón por la cual la hemos omitido. En ot.r.u 
palabras. el problema que pncipitó el nacimiento de la UGrla cuántica fue re­
sucito ori¡inalmente u1ando un método no satisfactorio. El problema tuvo q ue 
e:i.perarva rios anos hnta quelatcorlacuánticase desarroU6!1egllnotros linea­
mientos pennitiendo encontrar un método adecuado de cálculo. En la sección 13.6 
sedani!adeducá6nrevisada.Sinembargo.lasideasdel' lanck,particulRnnente 
las ecs. (1.6) y (1.7) estimularon nuevas llnus de pensamiento en muchos otroe 
floicos que trabajaba n en la interpretación de otros fenómenos relacionados; 
ttto dio lugar a un nlpido desarrollo de Ja leorla cu~ntica 

En la ec. (1.6) inlrodujimo. una constanie arbitroria h. llamada rons/1111/e de 
Planck. Su valor, obttnido ajustando los valores experimentales de ..:(•)ton 
la ec. (1.8),es 

h - 6,6256)( 10 ..... J s. (1.9) 

La oonstantede Planck esuna delas másimportantesde la fi &ica . 

&JEMPl.O J.:t. Exp~sar la dcnoidad de energla monocrom,tlca d• la radiación 
decuupo ncgro enfunclón deh1longltud de onda. 

S..hoci6~ : En alguna. oa11loneo es p~ferible uprc>&r la densidad de energla mon<>­
crom,tlca en l ~ncldn de !a longitud de onda en vn de la lncuencla. o.nrumo• 
B(~) conforme a la relaclón E(~) d>. - - EM d•. El 1lgno meno• se debe a q~e d>. 
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Íe!°~:n•n •lgru>I apuatos mt.nlt11• q~ l<(l) '/ g(.j toa poslUV:U, Como • - e(I.. 

dy/d'J. -- <fl1 

~~':~~:ndo "(.) por el v•Lor dad<> en i. ioc. (1.8) '/ ponlend<> • - c(I.. <1blenemoo 

g{l) - ~~· (1.10) 

Enl•llg. 1-5 .. muo.ir•olgr,llcodoll(l)p•t11dlv.....,,.tempc:raturu.~ .. nl• u n 
pko pronunciado para un• k>ng!tud de onda que depc:ndc del• tempc:t11tut11, 

7" 

F11. l •i. lknsldad do oncrgl• mo...,.romi llta de la ••dladón de currpo nogro en 
función de la kmgltud deo11d1 pira d l•· .. sa•Umpu.iut111. 

l/J l/Ml'l.0 1 • .t. Enconl r• r 11 IOnKi tud do onda paro la cual l1 den•!daddeenergl1 
~:~"."."rom•uca oK la radl•dón oK cuerpo negro u mhlm1 1 una tempc:t11tur1 

Sol-: u .. moo 11 °"· ( 1.10) y, ~ 1implillcar n11e1tra upo1ld6n, po11g1moo 
z - lw:(UT; la upreskln de ll(l) te tonvlorte entonc:u on 

KQ.J - a~; e":.,. 
Pata encontrar e! mhlmo d• R(~) calcul1moo do/dz; y 11 l¡ju1Lamos 1 cero. U. ecuo• 
cló n 1'1'•ulu nteeo 

•-'+ !1: - 1 - 0. 
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E&t• H un• e•u•d<'>n lrUttndente q11e raolwmos por •pro•lmacloMs sureslvQ 
ollte11lendo :i; • •.9M1. ror lo Unlo: ~T - 6, dondf. 

6 - llc/•,96~11< - 2,81173 x 10-> m K 

oe denomlnaconllonl<d<d<tplcuoml<nlod< Wl<11.Laupre11ón 

( 1.11 ) 

corulfluya la 1<11 d< dtopltuoml<nlo dt WIM, de..,ub!orta en 1896 por Wllhe!m Wlen. 
E&U ley utableu qw 101 mblmo1 de E(~) a diferentes tem¡>eraturu T,. T., T., .. 
ocum!n pu11lulong!lu~deond•J..,,>..,lo ... ta1Hque 

>.,T, - >.,r, - i,,r, • . 
ObservutM>f que a medida que la tompe .. tura dd cuerpo aumenta, el mhhno de 
111 dlllrlbud6n ~ • n<tgla .., desplaza hacia longll ude1 de onda m•s e<>rtas, lo cual 
origina un e1.mblo de (()]Or en el cuerp<1. Ll ~Y de duplaumlento de Wlen es por 
lo tanto muy 0111 pan detumlnlr la temperatura de cuerpo• ca!i•nlu, corno hor­
no1 o e1trellu, hallando la longltud do ond a p nra la cu11 1a in tensidad de la radladón 
ti mblma. 

La lty de Witn tambl~n proporciona un mitodo para determinar h tn función 
dolvaloruptrlmtnlal de~yde •u dtnn!cl(in en función dth,< y kdada anttrtor· 
mtnt t. La compatibilidad <k lo1 usultadot con otr .. dtltnnlnadonet dt h tt otra 
pn.1tb1 dt lacolff(:tlón<klaleydedl1trlb11clóndel'lanck. 

l!JllMPt.Q l .4. Obtonerladtn•ld•d totaldttnugladela radlaclón <kcu•rponttp'O 
tn función clo la ttmpenitura.. 

Sc>l...,'6•' Como i:(>)d• H la densidad dttntrgla en d lnternlod• delaudladdn 
dec11trpontgro, l1den1ldad tot1lde•ntr¡¡lat1 

H _ r ... Md· -T r. o"·I~·/:_ ¡ . 

E1evldtnt1que&tslgual1liru. bljolacurvaB(•)delan¡. !_.. lntroducltndola 
variable% - lr>/kT, teMllMll d• - (/l:Tfh)U y 

B-7{-T)' f.' :~J . 
El nlor deutalntegni.l tt6,4D38,porlo q ue 

& - uT', (1.12) 

0 - 5J ,9!>(l(1d,''/t'h' - 7,56-43 X 10-IO J m"* }(-<, 

La ec. (1.12).., con""" con tl nombre de kJ/ tk Stt/an·Bolf:mann y fue d""ubltrta 
u nplrlcament• tn 1879 por Jostr Stdan y dtmoi1111da teórlellmtnte por Ludwig 
Boltvnann algunos atlos m.61 larde uu ndo m~todos t ermodlnjmlcos. Un dlcu lo 
que oml!Lremo1 muettl'll que ta tntrgla omitid• por u n cuerpo negro por unidad 
d• 6reay por unidad de t l<mpo, lla mada su tm//lo/dod tk radiaeidn, ttl.6 dada 
por' - oT', donde o - .... - ~,6693 >< 10-• W m-• }(-< te denomina t1>11J/anle de 
Sl•/an·Boll:munn. 

L•proP<>""tonalldad do 110• • r • ha•ldoverincada expe rlmcntalm•nte. U11ndo 
101 va lores inedldoi de o o de o podemos ..,calcular h obteniendo nuevame nt e el 
m!1mo valor. Podemos usar la Loy de St dan-Bolt zman n para determinar la tem­
peratura dt un cuerpo negro midiendo 1u emlll\'ldad de radiación. 
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S. doN notar que la mayona de lo• cuerpo• radi ante. - como el sol, un filamento 
lncandu cenlc o un gas caliente - no ff comportan como cuerp~ negn» y por lo 
tantono 1lguen rigurosamentela1 .. lacione1 obUn!du enes\a50cc16n 

1.4 Emisi6n foWelédrica 

En 1887, investigando la descarga eltctrica entre dos electrodos usada como 
fu ente de ondas electromagnéticas, Heinrich Hertz observó que La intensidad de 
la deKari¡a aumentaba cuando se iluminaba los electrodos con luz ultravioleta. 
Este efecto sugirió que las superficies iluminadas emil!an más electrone9 . Un aílo 
m1\t tarde, Wilhelm lfal!wachs ob .. ,.,,·6 emisión electrónic. cuando iluminaba lat 
superficie• de cierto• meta les como el zinc, el rubidio, el potasio y el sodio. El 
procesoporelcual ff liberanclectrones de un materialporlaaccióndelaradia­
ción "" denomina t mi1ión fo/f)(/k/rica o eftclo fo lodtd ri<:o. Los electrones emitidos 
se denominan (olf)(/tclrona debido al mét.odo de producción. La emisión elec­
tronica aumenta cuando aumenta la intensidad de Ja radiación que incide sobre 
la 1uperficie delrnetal,ya quehayrn.henergladisponible paraliberar electrones; 
pero también Je ol»erva que depende en forma caractcrlstica de la frecuencia 

de la radiación incidenW. Esto signilic. que para cada sustancia hay una fre­
cuencia m!nima o umbral de frecuencia .. de la radiación electromagnética por 
debajode lacualno se producenfotoelect.rones porrnásintensaquesealaradia­
d ón. La fig. \ -6 rnueslra la corriente fotoe!óctrica en función de ta frecuencia 
de la radiación electromagnética incidente. 

En lM metales hay electrones qu<: se mueven rnb o menos libremente a trav& 
de la r<:d cristalina. Estos electrones no escapan del metal a temperaturas nor­
rnales porque no tienen entrgla sufleiente para sobrepasar la energla potencial 
culombiana en !a superficie del metal. Una manera de aumentar la energln de 
los electrones escalentar el met.al. Los eltttrones "evaporado•" se denominan 
entonces lumMltclrona. E$te es el tipo de emisión electrónica que hay en las 
\•áh-u!as dectri.mku. Sin embargo, corno muestran los experimentos de Hertz 
y de Hatlwach1, otra manera de liberar electrones de un metal es posibilitar 
que los mi.l;rnM absurban energ!a dela radiación electromagnét ica. Llamemos <{> 
a la energla necesaria para que un electrón escape de un metal dado. Luego, 
si el eleetnln abwrbe una energla E, la diferencia E - </> apare~nl corno energla 
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~ E• del electron que escapa. Podemos escribir entonces 

E11 - E - +. (1.13) 

Es evidente que ai E es menor que + no habri emi•ión eleclrónica. 
Ea 1905 EinsUin propuso una ei<plicaci6o para Is forma en que lo. emiaión 

fotoeléctrica depende de la f,.,cuencia de la radiación. Einstein sugirió que los 
ekd:rones libres, en su interacción con la nidiadón electromagnética, .., com­
portaQ en la forrna propueata p-0r Plaock para lo1 osciladores atómioo1 en rela­
ci611conlaradi.aci6n de cuerpo negro. Luego.según la ""· (1.6), laenngia E que 
.., un solo proceso un dectr6n alnorbe de una radiación electromagnética de 
fftcuencia •ea E - h. Por lo tanto podemos ucribi.r la ee. (1-13) en la forma 

E,, ... 11. -.¡,. (1.14) 

No todos los electrones necesitan la misma energla .¡, para ucapar dd metal. 
Llamamos enugfa do arranque del metal al valor mlnimo +. de la energía. Luego, 
la mAxima energla cinética de 101 electrones que ucapan es 

E11,mu - lt• - +.,. (1.15) 

SegOn e11ta ecuacilm vemos que para una frecuencia 'o tal que 

la energ!a cinética máxima de los d ectrone. es cero. Por lo taoto, .. es la fre­
cuencia m!nima o umbral de frecuencia para el cuul comienza la emWón loto­
el6ctric.a. Para rrecuencias menores que ._, de modo que /h < ,¡.,,. no hay emi.!.ión 
poTquelo•eltttronesnopueden1b!IOrberenun.wloproceso cnergla 1uliciente 
para uc.apar del metal, independientemente de la int.:n1idad de la ndiación. 
Se ve entonus quelapropuestade Einsteinexplicaelegantemente ladependencia 
de lafreeuenciade laradiación observadaeneleleetofotQeléctrico. 

Flr . 1•7. Arreglou.perlmenta!para l'lg. 1·8. Rdaelón entre el potenela\ 
observar el efttto lotMl ~et:rkn. de detención y la ·lrecuencia de radl a­

clón en el efecto folMlktrlco. 
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Pod.l!mo1 medir la t ntr¡la ~tiea mtxima El.-I u.-ndo el método indicado 
en la ng. 1-7. Aplicando una difu..ncia de potencial V enttt lllll placas A. y C, 
te retard11 el movimicnlo de 101 folot !ectrona. Para un voltaje V0 determinado, 
la corriente indicada por el cltcl.1"6metro E cae súbitamente a cero, lo cual 1ig­

ni0ea que ni ailn los electrones m'tnlpidoallegan a la placa C. Luego, E~,_..-eV0 
ylaec.(1.15)seconvierttcn 

(1.16) 

V1Nndo la frecuencia • podtmo. obtener una lltrie de vlllores del potencilil de 
detención v .. Si la ce. (LHI) es corneta, el gnl.llco de loa valottsdeV.cn función 
de • debe ser uu llnea rccU. F..1to es eucUmenlt lo que te obtiene, como te 
mueatta en la 11¡¡. 1-8. La pendiente de la recta es t11• - /ift. Midiendo • y 
uYndo el valor conocido de e podemos ncalcular la con1tanlt h de Planck. El 
nllultado u igual a l hallado pua tarnd.iadón de cuerpo negro. Sepuedcconlll­
denr nlt acuerdo como una juslilleadón m'• de la hipóWLI de Planclr. expro­
sada por la cc. (1.6). 

Del valor observado de._ tambitn se puede obtener la cncr¡la de arnnque 
del metal, .. - h._ y compuarla con los valores obtenidoa por otros mecüoa. 
Lo1ruultado1aon compatible&. 

J.:; l>hspeTai6n de l oi ro:dilJCl6n ~ eleclrone11 libr u 

Hui. allora. sólo hemo1 con1iderado la ~nu-gla u<>elada con la raW...dón d ectro­
magnétic.. Sin embar¡¡o, una onda electroma11nética también lleva momen/um 
1demb de cncr¡l1. (E.ato no u aorprendente. ya que la encrgia y el momeritum 
aUin utrec:hamente relacionados.) TriUendo tn c11enta qutla radiación clcctro­
magnitica 11: propaga con vdodd1d e, podt mo1 demo.l.nr. wundo lu ecu1cionn 
d e Max....,11, que la "'l1elón entre cnergt& y momentum pan. nna ondl elcctro­
magnétiea plana es 

E - cp. (1.1 7) 

Pero ..cgiln la teorla de la relatividad (ver la ce. A.1 1), la energla de wna pa ... 
Ucula de mua en repo.o m. y momentum p u 

E - cfm:e' + p". (1.18) 

e.u u.presión coincide con la ec. (1.17) cuando m. - O. Podcmo. entonces 
concluir que !& relación enlft energla y momcntwm es la mism1 para una onda 
electromagn~tica plana y para una part:lcula de mua en reposo nula. 

Cuando 11:cmite.1beorbeodilpenaunaonda electrom1gnética,seinltrcambla 
cnerg!a y momentum con la1 partlculu que dan lugar al prnceao. En consecucncili, 
cuandoana li~mot cualqulerproceaoenquela radiaciónelectromagnéticainter­
aet(la con partJculascargada1 dcbemoaaplicarlu leyude conservación dela 
cnerglaydelmommtum, cuidandodetenu encucnta laec.(1.17) para lapart.e 
conupondienlta la onda electromagnética. 
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&te resultado origina ciertoe problemas cuando consideramos La interacci6n 
de una onda electrmnagnétk11 con una partlcula cargada libre, La! como un 
electrón libre. Por ejemplo, si un electrón absorbe una energla E de una onda 
electromagnética , también debe absorber un momeotum p - Efe. Ahom bien, 
si •uponemo1 que el elect.rón libre estaba originalmen te en reposo en el si.stema 
de nrerencia del observador, la energla absorbida se tran•lorma en cnergia ciné­
t.ica del electrón. Pero la energla cinética de un elect.rón est4 ,.. lacionada con 
ou momentum p. mediante 

y tata relación c. incompatible con p. - Efe y /,.'• - E, como e~cn 101 prin­
cipios de eonservaclOn de la energla y del momentum, Podrlamos concluir en­
toncu que un electrón libre no puede interact uar con una onda electromag nética 
sin violar los principios de conseJ"\·aci6n de la energla y del momentum. ~:l e•tu­
diante pue<.le preguntane entonec1 por qu~. al estudiar el efecto fotoeléctrico en 
la sección prece<.lente, no mencionamos este problema. La razón es que, en el 
casodeuneltttli>nligado a unitomo, a unamolécul11oa unsólido.la energla 
y el momcntum absorbidos cst4n compartido• por el electrón y el 'tomo, la mo­
lécula o !a red del .Olido a la cua.l el electron e1tá acoplado. Enesascircuo1tancias 
&icmpre es posible separar la energla y el mnmentum en la proporción corTecta 
para que ambH can tidades se con­
... J"\·tn. Sin embargo, el Alomo, la 
molécula o el só lido - que tienen 
masa mucha mayor que la del elec­
trón - se lle-·an junto con algo de 
momentum sóln una pequeña parte 
de laenergladi•ponible, lanpequeña 
que generalmente no se la considera. 
En el caso de un electron librt, como 
nohayotraparticulaconlacua.lpue­
da com partir la energla y el momen­
tum, no terla po&ible absorción o 
dillpcrsión sin violu la consavadón 
deunade la1do1 caotidadea. 

Plf . 1-9. DLstrlbud6n de Intensidad 
de laradlacl6ndlsptnadaporunel•c 
tr6nllbreparadiferente16nguloodc 
dl1penlón. 
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Loa experiment.o1 n°' dicen, ain embargo, otra C0$8 . Cuando analiumo1 la 
radiaci6n eledromagnétiea que h1. puado por una región t n 11 que hay elcctt'OnU 
ltbres. oblervamOI que, ademjade la.-.dilción incidente, hay otra defr«uencia 
d.ifuenk Eata nuev1. radiación 11e interpreta como la dispersada por los elec­
trones libn':I.. La frecuenci3 de la radiación dispuuda rs menor que b de la 
incidente y en oon9ttnend• la longitud de onda. de la radiación di$pen&da rs 
m•yor que l• de b ndación incidente. La longitud de onda de la ndi.ación 

dispen.ada depende de b dirección de 
lldl..wl dispersión (íl¡¡. 1·9). Eate fenómeno ln-

teruante se denorrun• eftdo Comp41n 
en homenaje 11 ll&i<:o nort.eamencano 
A H Compt.on quien fue el pnmero en 
obvrv1.rt..> y analizarlo en los pnmeros 
años de b dttada del 20 

Sea1. Jalong1tud deond1del1.ndi.a 
.., clón mmkntey l. la deb dispe,...d.a 

fl r 1 10 Veo nietrla dt la dlspen l<ln 
Conipton. 

CompWn encontr<.o que l.-l.rsU. de­
tenninada10lamente por la dirección de 
dispenióu.Eadeclr,aiersel •nsulo 
entn:bdirecd6ndeluond,as incidenlel 

yladireeci{¡n enqueM!nbserv1luondlldis~du,la longituddeondal.' 

de la ndil.ción dispenada qued1 detmn.inad.a por 111. ~l1tilm experimental 

l.' - 1. - 1.,;:{l - co1 e), (1.19) 

donde ).Crsunacon1tantecuyo•·1. lor u 

Se denomina longitud de onda Complon para eltdronrs. Recordl.ndo q11e l - e/•, 
donde• rs la f~cutncll. de la onda, podemo1 escribir la ce. (1.19) en la ronna 

7-+ - ~(l - coat). (1.20) 

Ahon bú:n, la d.ispenión de uu onda electromagnéliCll por un tltclron M! 
puede imaginu como un "choque" ent~ la onda y el electrón, pursW que im pliCll 
un int tre1.mbio de energ11 y de momentum. A~m.h, como la onda se propaga 
con velocidad c y la nlaci6n E - cp enl~ energla y momenlum es Mmilar 1 la 
con e11pondiente a unapartlculade m1111en rt posonula, uta dispersión eedtbe 
pt.l'ill:tt 1 uo choque en el que una de tu partlcu lu tiene mua e.n npoeo nula 
y 11e mueve con velocidad c. 

E.ta colisl6n ee puede analiur n fonna muy simple. Uamemos E y E" 1 la 
energb de la part.kllla de mua en n!pGIO nul1111tt1 y d«puh del choque y 
p - E/e y p' - E"/c 1 101 •·.Jora COrTrspond.ie.nlel del momentwn. Si P• es el 
momentum del eled.r6n drspuú del choque, los prlnelplot de conserv• ci6n de la 
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--i¡la y del momentum dan 

P - P'+ p., 

E + m.c" ~ E' +c¡fiñfci'+/i!. 

De la e<:. (1.21) obtenemos p. - p - p '. Elevando al cuadrado 111! tiene 

pl - f"+p 1 -2p ·p' - *(E'+ E" - 2EE' CDS 6), 

(1.21) 

(1.22) 

donde 6esel Anguk>enquetll! ha dtsviadoo di•pen.ado la parUcuta de mua 
m n:poao nula. Despejando r: de la e<:. (1.22) obtenemos 

r: = (E +m.;- E'-., -m:.:" 

- -lt [B" + E" + 2(E - E')m,,c"- 2Elq. 

Igualando la• dcnexpresionesdepf ycencelando algunos términos comunes, 
obtenemo• 

E- E' - !;: (1 - cose). 

Di"idiendoarnbo• miembros por EE' resulta 

Y,-7 - ~ (l -ros6). ( 1.23) 

La1imilitude_ntn:lase<:s. (1.20)y(l.23) essorprendente; vam.balláde una 
mera similitud algebraica. Ambas ecuadones se aplican a un proceso de choque 
en su sentido má! general. Además. como lo mencionamos anteriormente, la 
relación encrgia-momentoun E ~ cp pua una onda eleci.romagnética es similar 
a la correspondienk a una partlcuta de ma.a en reposo nl>la, a la cual se aplica 
!a ec. (l.23). La conclusión evidente u ligar la frecuencia• y la cnergla E .,,... 
cribiendo 

(l.z.t) 

y una expresión •imilat para E', es decir, E' ~ h•'· En es~ s eicprei;ion~ h es 
unaconstaakuniwrsatque describelaproporclonatidadentrelalrecuoncÍ:l.de 
una onda electromagnética y la encrgta uoci~da con dla en el proceso de "cho­
que". Laec. (l.23) ..,escribc enton~s 

-& - +. - ~e' (\-cosa) 

+-~ - ~ (l - 0016), (1.2.5) 
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que es fonnalmente idéntica a la ec. (1.20). Para obtener la equivalente de 
la ec. (1.19), multiplicamos la ec. (1.25) por e y usamos A - e/•. E l resultado es 

~· - A - (h/n~)(I - cos 6). (1.26) 

Por lo tanto, la longitud de onda Compton i,,;del electron está relacionada con 
la masa del mi!mo por 

Ac - hf~- (1.27) 

De los valores conocidos de J.,c, m0 y c podemos calcular el valor de la cons­
tanteh,obteniendoelmÍ!lmovalorencontrado antesparalaconstantedt1Planck 
enlaradiación decuerponegroyenelefedofotoeléctrico. Porlotanto, laee.(1.24) 
es e&encialmenteidéntica a la ec. (1.6). 

Llegamos en tonce& a la condusión de qu<1 podemos "explicar"" la disper&ión 
dela radiación electromagnética poruuelectrónlibreslidentif1camoselproceso 
como una colWón entre un electrún libre y una part!cula de masa en reposo 
nula que tiene una energla E - h antes de la colisión y una energla E' - h•' 
despubdelacolis.ión. 

1.6 FoWnes 

Nuestra explicación del efecto Compton requiere un análisis cuidadoso 9 ea.usa 
de lascomecuenciasde largo alcance que puede tener. Recapitulemos primera­
mente nuestras suposido11cs: 

(a) ladispersiónde laradiadóndedromagnéticapor unelectrónlibresepuede 
considerar como un choque entre el electrón y una part.lcula de ma.¡.aen repo50 
nula; 

(b) la radiación electromagnética hace las ve<:es de una particula de mua en 
ruposo nula, que para abruviar Jlamarumoa fot6rt; 

(e) la e11erglayclmomentumdelaparticula demu.aenruposonula(ofotón) 
esl.ánrulacionadosoonlalreC'Uenciayl.aLongituddeond.adelaradiación elec­
tromagnética por 

E = h•, p =o h/l.. (1 .28) 

La segunda relación i.e debe al hecho de que p - E/e y •/e - ! / J.. Podemos ima­
ginar el efecto Compton como la colisión ilustrada en la fig. 1-11. En ella un 
fotón dt1 frecuencia •choca con un electrón en reposo, \.nl;nsfiriéndole cierta 
enngía y cierto momentum. Como resultado de la interacción, la energla del 
fotón dispersado es menor , teniendo corrr:!lpondientemen\.e una frecuencia me­
nor Y. Después de la dispersión. el electron tiene un momentum igual a la dife­
runda entre el momentum del fotón incidente y el del dispersado. Podemos veli­
fic.ar experi mentalmente este hecho. Es un experimento dificil, pero ha1idolle­
vadoa c.ab-O y los resultadosconcuerd.anmuybien con la teorla. 
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•C11'1 es el significado flaieo dtl concepto de fotón y de la1 rebciones {l.28) 

.-1oddinen?No es un1 concl111i6n necuari1tlquelaradia.ciónelecl.romagn6-
tictl sea un r.honn dt foton«. lo cual lerill. una txplicacl6o pict.6rica po.iblt. 
Podt moi lntel'Jlretar la energla del fotón incidente B - h. y u momtntum 
¡t - hj~ como la t ner¡ll y ti momeotum 1btorbid01 por el eledn'>n libn de 11 
ooda eledromagru!tica lncidenU. L. entrgla E' - h•' y el momentum p' - h/~' 
.i lotbn d.i$penado ton entonuo la ener¡la y el momentum q11e ti electrón 
,.,,eJve 1 emitir como ndiación d.ispen.ad•. En ob'1ll p1.labru, podemos coMl­
derv que d electo Compton OCll1ft ai dos tt1pa1; primuo d dectnln llbtorbe 
anlotóndeern:rgl11t.yl..egoemiteunfotbodeenergtali.'. Elelectron 1dqu1're 
.na energla cinétka E• - E - E y un momentwn p. - p - p', que t1U11 

rdaicioiwdo1 po:r 

E. - cyffl;:"c' + p: - m.c*. 

como~ la conservación de 11 energla y del moment.llm. 
Sobre la bue de esta lnterpreta®n delefectoCompton, j11ntocon nuestro 

atudio antuiorde l1n.diación~werponegroydeld'ec:tofotoeléctrico,pod~ 
mOI i:onchair que d fot{)a ti el "eu&11to" de enn¡la y momentum electromag­
attleo1 q\le11na partkula cargada emite o a1*>rbe "111n 10lo proceso. E.U. dtl.a­
minad11. c<nnpletamcnte por lli frecutnci• de i.. ndiaci6n.. Por co.Wguieute po-" 
dtrn01t1tlblectr el1iglllenteprincipio: 

Cu1JJ1do uno onda dtdromagnttko inluad(lo can uno porlfcu/o 
cargado, 101 canlidadu de •nergta !J de momtnlum que st inler­
cambilJJI en el P'°""' san la.s rorruponditnlu a un fotón. 

.11 ' ~ •.-

r- ~. •' - ~ .u!':'!:..so 
,. ~ --...... ... _ 

,:';h-.~~\-. --.,-~-f'·"'·-- - ---:;¡..-• 
~ " 

P11. l•ll. RoluionudeeMrgll y de 
momentum en. 11 dllptnl6n ComplolL 

-·H· ~ l nl<ra<d6ftA 

in,...,.mblo<lu 

Antn p 1 ,,., 

n~. l·lf. La lnttracd611 d ecttG-

::::i~:lo :11~::~ r!7:1on".! 
u1nsll.,tn •nersl• y momtnlum de 
un•eMg11otra. 

E1te prindpio es UJ1• de lH Jeyq fundamentales de 11 tl oicli. Se aplica a todot 
lo1 procelOI radiativot que Involucran partlculu c.np du y e&mf'O' electTI)­
m.1gn, ticos.. No .e deduce de ninguna de lu leye1 que hemoa e1tlbltcido o estu­
diado previ.lmen«, lino que et un principio ~omplctamtote nuev11. 1 comiden.r 
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enpiedeigualdadconot.ruleyeauniven.aleacomoLaconservacióndelatnergia 
ydelmomentllM.Eldeaeubrimientode eataleyenelprimer eu.a.rtode eate1iglo 
fueunhitoeneldranollode lafüica. 

El concepto defotón sugi""' unanp,.....,ntacióngrifica de la· interacción eleo­
tromagnéUca entre dos partlculu cargadas. como se muestra en la fig. 1-12. 
La iDteracdón corresponde a un intel"cambio de momentum y de energl.a; los 
momenta iniciales p 1 y p. del.u partleul.as se convierten en p; y p; dtopuh 
delaioteraceilln. Aunque la interacción ooMIAlocalizadaen uniostanlepar­
ticular, la hemo1 indkado por simplicidad aun liempo particular y en lu po&l-

•@• ·~~mm• 
,,,.. 1----ilm-~---i .• 
!---~-~-<-,. 

1(1" 1º - JA.nptrom,Á 

10-•- I Nanómotro, nn1 

l~- lM<l,.., m ... 

Pl r. 1- IS. El e•p•Ctffl electrumagnHioo. 

cioo"" A yB.Lapartlcula 1 in ternctliaoonlaparllcuLa2por med.iodesucampo 
electromagnético con el resultado de que la parUcula 2 toma del campo cierta 
energla y cierto momentum, equivalente a un fotón, con el e<>tn$pondienle cam­
bio en su movimiento. El movimiento de la partlcula 1 debe eotonC<!S ajustarse 
pera corttspondu al nuevo campo, que"" el campo original meoOll un fotón. 
Por supuesto que el P""'""" inverso también es posible y la partlcul.o. 1 puede 
ab50rber un lol6n del campo de la partlcula 2. Podemos decir eotoncto que lo 



.- ha ocunido Q que ha ha bido un U.ten::.mbi.o de fotonea eatn lu partlcv­

.. t y 2; tn olnlA pala bru, 

u putid.e imaginar /<U inltraccionu d tt:/romagnmctU a>mo d ruulllU/o 
de un i11ttrcambio de fotonu mlrt los parltculas cargadas inltro~ 
/UQlllU . 

Ea cualquier instanle t i momentum total de un "4Uma de dos partlC\llu u "' ..... ~ 
P1+Pt + P.-

dande p 00- ea t i momentum asociado con t i campo tleclromagn~tiC<I dt lu 
.,.rt1cula1cargad.111, 1it ndo E1 + Eo + E .. .,,,.,.laent r¡¡la total. 

La n¡¡. 1-13 muestn lu divtnas regiones del espectro electromagnético, con 
t i nombre que comUnmt nle 1t da a cada r<:glón. Tambi~n se da la longi tud dt 
onda . Laln!C utneiay laene rgla delo1 fotonea asoci.adoscon ellu. 

IUll.Ml'l.0 1.4. Expn.».r l• ent r¡l• de un fotón en e lectronvolU en lund6n do 1u 
lollj1lud lk onda dada t n mttros. Usartl l'flultado pa,. obtt ru.rla longltud lk 
onda de lo1,.yo1 X en luncl6n del voltaje dt atd trad6n a plicado a un tubo da 
,.yOI X. 

l'lr. 1-U, Ol1tribucl6n de lnl enlldad del upectro de r1yo1 X del molibdeno tn 
luncl6n dt l vo ltaje aplicado. m µotcnda l de ncltad6n de !a 1erle K ,.. 20, l kV 
y apa ,..ce en forma de p icos caraclcrl1Uco1 oobre la curva de 25 kV. 
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Sol»<i6o<> ~ E - m y~- - • tenemos que E - hofl- P•ro 

hc - (6,6256 x 10 .... 'J s)(2,9979 x IO'mr')­
- 1,9863 X \0-"Jm. 

(/.7 

~=~l~~~~~0qu• 1 eV - l,6021 X IO-" J, tenomo1 que he - 1,2397 x 10-• eV m. 

E - 1,2397 X 10-'f!. .. t,24 X JO-•p., 

dondeE se upresaen electrov<>lUyAenmetrol . 
Comucxplicamose11relaclónconlang. 1.J,lo1rayo•Xseproducenporel impacto 

Mel<ctronurápldosrnnelmolerloldel4nodode untub<>de,,.y<>1 X. Un el10<trón 
puede radiar t u energla com<> conoecucncla de clloques 1uce1lws dando lugar a 
'"arloslotone1 opucde radlar!acomoun sololotónM unasola coliolón. Evidente­
mente lM fotones de mayor energla que emerjan del \ub<> de rayos X seri n aqu~llfl 
em!\ldos tn el ~ltlmo de los proces•>S n<>mbrado>, teniendo e.too lolonea la longitud 
de onda mi1 corta. En otras palabras, 11 V et •1 volt".)e deaceleradón (<nvolts), 
que es numtricomente Igual a la enorgla de loo el10<lronu (e n eV), 1 ... longltudes 
deondaMlos rayos X producld<>sson lgualuo mayore• que el umbral de Ion. 
gltudde ondaque 1atldace larelaclón 

<. - 1,24 ~ 10-• m. 

En un tubo de tolevlslón, porejen1plo, los electrones se acelera n •n una diferencia 
depotenclaldelordcndel8000V;cuandolos elec\rones llegan a lapantalla del 
tubo, se detienen abrupUme nte •mlt i•ndo rayos X por la misma ruón que en 
un tubo de rayos X (la Intensidad ••, oln embarg<>, muy baja). La mlnlma long!tud 
de ond a de lo• rayos X que se productn cuando los electrone• se de\len•n en la 
pantalla es en\oncu ~ - 6,9 X 10- " m. La relación anterior ha 1ldo conftrmada 

e:Zii:~:~1ªi~::~~Íó:;~~r~ !~·~;lt:~:::·:"~~ ~.t~:;:º~~n~~ !:1:t1o~'. p~.2~1~~ .. tnuti: 

1.1 &ta.tosestacionarim 

Cuandounaondeelectromagnétic.ointeractUaoonun sistemadecargast.a!como 
un átomo, un" molécula o un núcleo, tos campos eh!etrico y magnétioo de la 
onda perturban el mo~imiento de las cargas. En el lenguaje de la flt.ica clá.Uca, 
podrlamos decirquelaondaimprlmeunaoseilaciónforzada1nbreclmovimiento 
natural de las cargas. Un oscilador d•bico !Uponde mb Fácilm•nte cuando la 
lrecuenciade luoocilaci<JU"1forzadasesiguala 1ulrecueocianatural,situación 
que se denomina ruonaru:ia. Cuando hay resonancia, es mixima ta rapidez 
<:<>11 que el 05Cilador abwrbe encrgla. 

Se haencontradoe~perímontalmentequelos átomos, las moléculat, los núcleo1 
-engenenlcualquiergrnpode partlculascargadas-tieneunaseriedefre­
cucncias deresonancia "i,"t>._,· .paralascualesesapr..ciab!e laabsorci6n 
d e radiación eledromagn~tica. Para toda otra frttue11cia la abwrción es despre­
ciable. Las fr..,ucncias de resonancia ~,.....,..., •• oonstituyen el a fHdro d~ 

aósordón de la sustancia. SupongamOll que inicialmente el sistema está en el 
estado más estable o de energia m!nima, llamado alado fundomental. Cuando 



el sistema absurbe radiaci6n electrumagnétiCll, pasa a otro utado de energla 
más Bita llamadn u/adu acitado. En el caso de un dipolo eléctrico nscilante clá· 
•icn, un estado excitado cnrresponderla a una amplitud mayor de oscilación. 

Evidentemente, un sistema de cargas en un e.tado excitado puede liberar su 
excew de cnergia u• forma de radiación electromagnética. L•u frecuencias que 
u ol>M:rvan en la radiación emitida constituyen el upec/ro de emisión del s.iskma 
de cargas. Lo!¡expcrimentMhan mostrado que 

/a3 frecuencia1Q/iser11<1dasen eluper:lrodtab8-0rci6n de un sistema 
de rnrga3 se 00str1N111 lam~iin en ti espectro d• emisión dt/ sisltma. 

Por ejemplo, los átomos de6odin presentan absorción preferencial de luz de fre­
cuencia igual a 5,09 >< 10" Hz, o sea longitud de onds igua l a 5,89 X 11)--• m. 
E•tosson precisamentelos\"alores dela frecuencia y dela longitud de onda de 
la luz amarilla emitida por el vapor de sodio incandes<.:ente. 

La existencia de un espectro compueslo de frecuencias bien definidas fue un 
problema qucintrigóa losfisicosal fonal de l sigto pasadoyprincipiosdelaclual. 
Para resolver este problema, el físico dané$ Nieb Bohr (1885-1962) propuso, 
en l913, unaideare\"olucionaria. l:lohru"6el conceptodefotónanaliudoen la 
secc ilm precedente y extendió la hipótesi$ de Planck expresada por la ec. (1.6). 
Supongamo• que unátomoqueseencuentraen un estado deenergiaEabsorbe 
radiación de frecuencia• pasando asl a otro estado de energía E' mayor. Eltam­
bio en la energia del átomo es E' - E. Por otra parte, la energla absorbida de 
la radiación en un solo proce!i<I debe su la de un fotón h•. La com;ervadón de la 
cnergla exige que ambas cantidade1 sean iguales. En consecuencia 

(1.29) 

que se denomina fórmula de Bohr. Análogamente, ai el étomo pasa de l.lII estado 
de energía E' a otro estado de energia E menor, la frecuencia de la radiación 
emitida debe estar dada por la ec. (\.29). 

Et he<::ho de que 1e observan solamente ciertas frecuenc ias v1• "I• "lo• ••• en la 
emisión y en la abwrción, se puede explica r si suponemos que la energla del 
átomo sólo puede tener ciertos valore. E1. E .. E., ... Cada valor permitido de 
energla se denomina "iwl de •ntrgfa. Luego, las únicas frecuencias posibles que 
apare<::cnen laemisión oen la absorción delaradiaciónsonlas cnrTelipondientes 
atransicionesentredo$ niveles deenergiapermitidos,c1decir. - (E1-E¡)/h. 
La hipótesis de Bnhr puede entonces enunciarse eomo sigue: 

Ll1 energla d• un 1i&luna dt cargaj - un átomo, una moltcu/a o un 
m)c(to - s6/o pu~e ltntr cierlos oolores E,, E., E., •.. ; uta u: 
la tntrgla está cuanll"zada. Los utados w rrup<mditnlu a es/a.s 
enugla.s•• denominan eslodw tslacionarios¡¡ los valores ~iblu 

de la energla 1t dmominan niwlu de ti•ergla. 

La absorción de radiación electromagnét ica, o de cualquier otra energla, da 
lugarauna t ransicióndel átorno(omuléculaouúclco)deuncstadoestacionario 



(1.7 

• OITO d<! mayor tnn¡b.; la tm~n de radiación tleclTOmagnitica da lugar al 
procao invtn0. Lll frttuencia de la radiaci6n i.avolucnd1 en t i prooeao eaú. 
dAda por la ec. (l.'29). La ns. 1-15 muestra tM¡utm•tic•mente 11.lgunll tnnli­
cionea. Un prooeso en ti que un itomo en 1u t11.Ado fundamental, dHi¡nldo 
por A, abaorbe un fot.6n y pasa a un Hlado udtado, duisnado por Aº, ae ~ 
P"""'nta por 

A+h•-A•. 

El procao in•·trSO, emill6o da un fot.6n, ""puede eii:pru.r por 

A0 -..A. + h•. 

La ide11desUUmasdecal"(la1quetien•n'6lo11nconjuntodiscretodeettada. 
etladooario1 es completamente eii:tnfta a ta med.nica newtoniana. De 1cu•rdo 
C(l11 IU ley .. de la m...,6ni ca newtoniana, el movimiento de una partlc11Ja eaté 

" '• 

'• 
l"IJ. l •li, T,..n1lctont1 en\,., n­
tado1utaclonarlo1. Elo1pacl11.mlen-
10 de lo1 nlvt l .. do energla y !11 

"f 
11, ::·~~~~:';~~ª i:;11b:i":te!'r."dt11 da 

(o) A-- (b)~"""6<1 

deluminado por lascondicionea inicial"" de 11 plTlic11la, que.eeoruidenu111rbi­
uari11. De e.U modo, una puticula puede tener Cllllqu it;r energta, detenni.a1d1 
porlucondicionet inieialet(posici6nyvdocidad)ubitn.ri1menteelegid1i1.E.to 
i.e1plic1,porejemplo, cuandoi.ecoloc1unsatl!litf!1rt.iflcia.l enuna6rbitan­
llble. Un utronaull puede cambiar arb itrarilllmenle la 6rbil.I., y por lo Unto 
la cnngl1, de 111 n~ve upacia l cambiando simplemente 111 velocidad en 1111 int-
1.11.nte ddcnninado. Del ml1mo modo, la mecinic1 11cwtonla111 P"nnite qne ti 
d eclrón denn átomo de hidr~nottngac11alqui"tn'1gla, dependiendo esto 
de la1 condiciones cinHM.ti"-1 uistentes euando ti prot6n "-Pl11ratl cltctroa 
pan. fonnu t i 6tomo. y ti electl'On podrla c.mbiar 111 6rbill ab90rhitndo 11111 
cantid•d arbitraria de tnergl1. Sin tm bargo. 11 n.1tunleu putee tnn.jar ~ 
fonna dif~nk: '61o ciuto& movimiento. e.ttn ptnnitldoa. o """ potibltt. Ea 
o\r11palabras:sedebe1cep\.ar l1uistencia dt t1lld01t11.1lcionaria.eomoun 
heehofundamental de la natunltu. 

La •ctptación de ata Idea dt .. 11dos .,,.1.adon1rio:. piuenl.I. otra dillcult1d 
dentrodtlmarcodela rllfoaclisica.Cnandountlectr6nsiraalr.:dedor delnúdeo 
de un itomo, su movimiento licue aceleración tangencial y centriptta, ti un 



movimlenl.o acelerado. Podriamo. pen,.,.,- ml.on~ qut d t li:ctron eslaria ndiando 
e.angla con1tantemcntt. E n consecuencia, la r ncr¡ia del t le<:I"""' estarla decre­
ciendo continuamente y su 6rbita se estarla encogiendo. Eal.oimpo!ibilitarl• la 
u.IJtencia de estados e1Ucionario1. Sin embar¡¡o, no se ha ob&el'Vado ni uU 
contncción de la materia nl la radiación oontinua de energla oon ella a.ociada. 
Por lo tanto, oomo no se 1iguen hu prediccionu dt la elcctrodinámka clásica, 
podemos concluir que un tlecttón (o una partlcuL1 cargad.a) que se mueve en 
un utado "5Ucionario ut.6 gobunado por priocipio1 adicionales que 1ún no 
htmM C(lnsiden.do. En t i capitulo 2 nploranrnOll "5lol nuev09 principios. 

1 ~·F.~ 
"T·· . 

1 

'"' .. 
i;.p•<ll'O • 

d:1-::::i. • E• 

:;::::;·::TE·. J .. * 

J'IJ. 1· 18. Origen del e1pectro 
dl1cretoycontlnuodeencrgla 
debido • estados ••!ado n1r101 1 
dl1eretot. 

• • • li« 

La hipótesis de fl.ohr sobre 109 esUd<>5 estacionarios fue una hipólelÍll od hoc, 
Jl.nju5liflcaci6n teórica s6lida. Slncmbargo, 1u é1tito estimuló 1 olrol llsic<na 
rcaliur experirneotoa para poner 1 prueba 11 idu. R'pldamrnte se 1eumuló una 
gran cantidad deiolonnaci(ln qucdiolugaratdni;ub1imiento de nucv11ein..,.. 
pechada. propiedades •t6mica1. E• nta nna 11.ituaci(ln que se ha P""sent1do 
varias veces en la füica contemporánea. Un lls.ico <le gran intuición y o...dla 
proponeunconceptonuevoya1""vido; laideaprovoca nuevasespeculacio""' 
y experimentos y pl'Onto se • bren hori.iontea nue~·o1 e iosospeeh.e.dos. 

Lot N tados estacionarios no oon1tituytn neeuarilomenl.c un espectro d.iM:l'eto 
decnu¡¡i.. En muchosca-u!Jin pennitidoa todoll0$valoreodeener¡i1en 
un cierto inter.·a1o (o banb) reoult.ndo un espectro eonlirmo. ConsldettmOI 
por ejemplo, t i caso de un decttón y un pl'Otón y tornemOI el cero de la enu¡¡l1 
cuando 1lmbo1están en ""Pll'°ª una diatanciamuygrande unodeotrn. Tod<i• 
lo1eat1doaeatacionari0$deenergla nega tiva,que colTl!lponden a estadoa lig•dO. 
en los que t i t lectron se mueve 1tredtdordel protón f01mando un iltomode hi­
drógeno, esLllo cuant.i.zado1 ylaenerglade eato1eatadoa i.ólo putde tenucierto1 
vv.loreoE11..Ez,.Eu, ... (Rg.1-16). Por cleontr1.rio. lo•estados detnerglapo1i· 
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tiva noestáncuantizadosysucnergíapuede tenercualquier valor. Estoaestadoa 
no son ligados y con uponden a la situación en que el electrón« lan.,. !IObreel 
protón desde una gran W..taoda y con cierta energla cinética inicial; al pasar 
cetta del protón, el electrón se desvía de ladU.,cción original de su movimienta 
yM' aleja hacia el infinitosinfonnarun sistema ligado. En est e caso, laenergla 
del •isternaestá determinada porlaenerglaciaética initialdelelectrón, que1;e 
puede elegir en forma a rbitraria. 

Puede haber transiciones entre dos e•tados del espectro di&aeto de energia, 
talcscomolaobylaal(fi¡¡. 1-16),oentreuoestadodolespectrodiscretoyuno 
del esputro continuo, tal corno ef, o entre dos estado• del especlro continuo, 
comogh. 

~~~;'PI.O 1.6. Con~t\'aclón d• la cnorg!a y del momenlum • n tran•ldone• radla­

Soh•cf4.,, Aprimeraviota, la ec.( l.29) es corredaen loque re•¡>eetaalacon•er·va­
dón de la •ncrgla. Sin e mb argo, un examen m' • ddollado indka que necesita una 
H¡ora modificació n. En la ..,cclón 1.6 hicimos 1>01ar que un lotón tiene un momen­
tum h{l. - h•/c •Mm~• de !a enorgla "" y que tanto la enorgla como el n1ornentum 
n deben con1ervar en translcionu radiativa• de un e'1adu a otro. ConslderemOI 
primero la emi sión por un oltomo en repollO. lnlcia lmente, antes de la transición, 
1u rnornentum es nulo. O.sp.,é1 de la t•anslción un ilomo debe ret '"°"•dercon un 
mumentum isual y opuuto al del fotón, et dedr O - P•- + -; • n m<klulo 

p,,,,_, _,_ _,,., •. (1.30) 

Bo - B1 +~ + h• (l.31) 

o ..,a,uUU.andolaec.(1.30) , 

(1.32) 

Cuando h. es muy p•quei\ a '"'pedo a 2M<' , el Ultimo Urm!no el du puciable y la 
ec.(1.32)..,reducea la ec.(l.29). E'1e•1 elca11<>delastronslcione1 Btómlca. ymo­
~~c~~';":,:.,!'8n general, h-. es muclto menor que M e." y podemos eJC<ibir la ec. (1.32) 

"" - (Bi - Er)(I + 2;;,.r• - (Eo - 81)(\ - 2 ~; .. ). 

donM lt•mo• usado el desarrollo (\ + .z)"' - 1 - :e + . . . , co11 :e - h•f2M<', qu e 
e1 un a cantidad pequei\a reopedo a la unidad . En el Ultimo ténnlno podemo• uem· 
pl aurhv por Eo - lú, resultando 

(1.33) 

donde el Ultimo Urmlno u e..,nclalmente la cner-gia de re troceso del '1omo. P<>r lo 
ta nto, en el proceso de eml$1ón la enorg!a del fotón e1 llgenimente menor que la 
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d!fcunciacntre IOI dos nive lesdecnergla delemlsor(Alomo, molécula o núcleo) 
La dllerencla ••la enug!a de rctrouso del emisor. 
bl!:.':Jootrolado,paraelproce•odeabsorclóndeb•mosmodlHcarlacc.(1.31)•scrl-

E, +Jr. .., Er + ~. (1.34) 

yaqueahorahayunlotónenelestadolnlc!alyn!ngunoenel!lnal.La consorvadón 
del momentum requiere que P•- "' "'°""'que•• también cqulvalentca la ec. ( 1.30). 
:;,~~~ e~anto, usando las mi•m•• apro"lmaclones que antes, la ec. (1.34) se tran1· 

h. - (Er - E•)(I - 2:i .. r· - CEr - E1)(1 + 2~ .. ) 

h• "' Er - E, + {Ri
2
-;,;'"J' . {!.~) 

En consecuencia, par• qu e la absorción tenga lugar, lacncrgla del latón abwrbldo 
debe ser llgcl"'amentc mayor qu e la dllerencla de energl.aentre los dos ni••elu del 
absorbe nt e para compensar la entrgla clnóUca de relroce«> del ml•mo. 

Unaconsccucn<:ia dee¡¡eanállsl1c1 que unfotóncmltldoporun sist ema(á\omo, 
moléculao núcico)•n la\ransicióna .-... bnopuede lerabwrbidoporotro •iStcma 
ldéntlco¡tanir fcctuarlalran •iciónlnvu•ab-+o,¡>0rloquc cle•¡w:ctrodtemislón 
no u ldónlko al e•pectro de ab wrctó n. Volnrcmos nuevamente wb,.., este asu11to 
en el ejemplo 1.10. Para las tran•lclones atómlcu y las moleculares, en las cuales 
E1- e. H del orden de unos pocos t lectronvol t• y Mc' ••del orden dt 10" cV, el 
términocom:ctl,·odelu ec1. (l .33)y(l.3$)esdelordendt10- '"eVslcndo,p0rlo 
tanto,deap,..,clable. Porotraparte, paralas\ransldon01nuclearesEt-E,puede 
•erdelorden de JO'eV. Como ,\f.,. es del mismo orden que •nlas trans!clone1 ató­
micas, el t bmlno correctivo•• aproximadamente 10 eV, siendo relal!vamenl• mb 
lm¡>0rtante. 

1.8 El>idencia e,.;perlm.eri tat de los estados eslacforn:i: rios 

Huta aquí hemos introducido la idea de estados 0$laclonarios oomo un concepto 
conveniente para explica r et espectro discret-0 de los s.istemas atómicos. Sin em­
bargo, la exístcncia de tl"'ansicion u entr.:: est.adosestacionario1 esta profusamente 
corTOborada por muchos experimentos. El más caracterl•tico es el de colilioou 
inelhticas,cn lasquepartedela energlacinéticadcl proyeclilse t l"'ansfiereal 
blancocomoenerglainterna. Estassedeno1ninan oolisionesinelásticasdeprimtro 
up«it. LH colisiones inellistica1 de •eyundo eypecit corresponden al pr<.>eeao 

Siipongamos que una partlcula rápida qchoca con otro sistema A (que puede 
ser un ttomo, una molécula o un nUcleo) que se encuentra en su estado funda­
mental de energ!a E,. Como resultado de Ja interaceio!>n proyectil-sistema (que 
puede ser ctcdromagn~tica o nuclear). hay un lntercambiCJ de energla. Sea E, la 
energfa del primer estado excitado del ~stema. La colisio!>n ••rá elbtlc.a (es decir 
queseconservarálaenerglacinética)anoserqucel proyecliltengaenerg!a 
cinética suficiente po.ira trnnderir al blanco la cnergla de excitacio!>n E,-1:."1. 
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Cu1ndo e.ta OCWft la colisión et lnelbtica y podemOI repre1tnt.nla por 

Cuando 11 masa del proytct.IJ qtsmuypequcna respecto a la del blanco A. como 
ocurn.en el cuodtuncloclrOnc1uechocaconun itamo. Jacondlci6npuaqua 
haya colisión incl~ stica ti (ver el cjamplo 1.7) 

(1.36) 

donda E. - ~mi" es la encr¡la cinttica del proyectil 1nlel de la colW6n. U 
entf1111 dnttic• del proym.il duput. de la colisi6n" eolOno;u E'•-Eri.E;-E,), 
yaquclaenergiaqueel proyei::til picrdtenlacolisi6n e.1'--E,. 

Pan duuo ejemplo ooncreto, 1upongamoa que un electron de energla cin&­
tica E. 1e mue-·e 1 Lravh da una 1u1tancia. digamo1 vapor de menurio. Si E• 
.,. menor que la -primera cnuWa de excitación del mercurio, E, - E,. todos lu 
colil.iont1 IOO el6sticas y el tlectr<i n se mueve a travh del vapor perdiendo energla 
muy lcnt.amente, ya que la miltlm.a eoergla cinética perdida en cada colisión 
(ver el problema l.55)tt aprcutlmadamente 

Po:r el contrario, li E• tt mayor que E.- E,. la collli6o puede ltl' inelhtica y 
el dectnln puedeptrder la energla E,,-E, en un 1nlochoque. s;Ja energla 
clnttica Inicial del electrón no tt mucho mayor que E1 - E,. la enngt.a del elee­
tr6n dttput. de la colisl6n lnelástica u insuficien t.o pan excitar otrositomOI; 
IH t.lgulentcs coti1ion t1 del clectr<in serán etbticu. Pllro si ta energla cinética 
del elect r<in es inicialmenU muy ¡¡randc, el deetr6n puede ex perimentar otra1 
colisionu inelA1ticu m.b. ~rdltndo una energla E, - E, en cada una y pro­
duciendo más itom1>11 excitftd<ll antet. de reducir 111 velocidad po r dcli• jo del 
umbral para colWonts i nclfo~Uc:u. 

Pls. 1-17. A ,.,.,,g l oo~pcrlmenulde Jo'ranck J'I J. 1- 18. La corrie nte electrónlu 
y Heru para anal!z.ar colll loneo h1cl61U- enfunclóndelpotencl.o l acelerQdor en 
catde1egunda especle. elexpcrlmtnlo deFrllnck-Herta. 



Este procao fue ob..:rvado por primtt11. v"'" en 1914 por f"ranclr. y Hert.i.. 
En la flg. 1-1 7 se indica tsquem•ticamcnte su 11nglo upt:rimen t.aL. Un fila.mento 
caliente F' emite electrones que aon .cderados hRcia la rejilla G por medio de uo 
potencJ.l variable V. El e.pacto en tre F' y G e.U lleno de vapor de mercurio. 
Entri la ujilla G y la placa eoluWra P se aplica un pequeno potencial retar­
dador V', de O.~ volt aprox.lmadamcnte, de modo que los electrones. que quedan 
oon muy poca eoergla cinMlca después de una o mh colisiona inelásticu. no 
pueden alcanur la placa y el gal•·an6md.l'O no lo. regilln. A medida que M 
au<Mnta V, ll. eorriente de pll.ca I flucllia como Je muestra en ll. fig. 1-18. 1pa­
~ndo los pkol 1intervalosde1\rededor dc 4,9 vol1-. El primer .-aUe corTn­
ponde a lol electron<':I que pierden toda 1u cnergta dnitka después de una colWón 
inclhticaconun átomodemtn:urioquequcdacoi...inceseoun estndoexcitado. 
El ..:¡¡uodo•·alleeofTt&pondea loaclectronaquesufricroo do.colli.iooe1inelb­
tlcucoudosátomo1demercurio,pudicndotoda1ucnergtacinética,ya!11 1uce­
tivamc.q lc. Los 6tomOI cxci\.adM de mercurio vuel\'tR a 1u estado fundam ental 
por emlJión de un fotón, conforme a Hg• -+ Hg + lh donde lt• - E1 - E,. 
Sal.wem<H1porcvidcnciaespcctl'OIC(>picaqucel vapor dcmcrcurioexcitadoemitc 
raro.dl>n dc longitud de onda 2.536 x 10-' m {(¡ 2.536 A)y quecorrapoade a 
"" fotlln de encrgla lo• igual a 4,8(i eV. Durante el p .. ajc del hu de clcctronem 
atravb:dd>'apor demtn:ulio..:observauoaradiAcióndcestaloogituddconda 
.-lokodo del >'apor. En con~ucncia este experimento limpie es un a de 111 pruc­
bu mb directas de Lo. uiltencia de atados utacionono.. 

01.TocxpcrimcntoWn.ilar a laruilocióntou/<>mbionodenllcleoo.Porejemplo, 
cuando un protón pa la cerc. de un micleo, la interacción cl~ctrica entre om bOI 
puede dar lugar a uu e<llisióoinel,stica , l'flSUltandolaexdtacióndel nClclcoa 
uno de 101 estadM excitado• má1 bajo._ El nllclt0 vuelve• 1u u tado fundamental 
emllleado fotoou de rayo& ¡camm• que tienen tnu¡iu del ordco de varios keV, 
El por esa razón que ll. cxcitad(>n coulombiana cs uno de los métodos experi­
mentales má• importantH para deUctar y 1nalizar loo utadoo ataciourioa 
bajoo de 1oo .. uc1cos. 

U llMPl.n 1.1. CAiculo del umbral dt cnergl• cln~Uca ncce11rla para la udta­
clón dcl blanco en una coU.16n Lnc lh tka de prlmtrlUptclo. 

8&h•<"l6•u Oulgnemot con m y .\f 11 mao" dd proyectil y I• del blanco rupcctlv•· 
mente. Suponemo1 que el blanco est • lnlcl1lmente en "'POIO en el 1lstcm1 de"'',._ 
renda del labora lorio o 1l1tem1 L. Sl,. es el momentum dtl proyecrn antes do la 
col11t6ny,.· y Plo1 moment• del proyectil y del blinco despu~ de la coll1l6n, 
la eon¡etvaclón del momontum ulge que 

(1.37) 

Análoptnenlc, 11 E, u 11 tntr81a del cotado cotadonario lnld•I del blanco y E, 
ll.delcotadonnat,laconoc,.....cl6ndcl1cMrgl1nl(leq11e 

~P' +E, - -fr..P" +2h- P' +E, 

o oca , ponlondo l!.E - E, - E,, 

~P'-~P"+"2k-P'+l!.E. (1.38) 
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La mlnlma energla clnltlca dd ¡>royccll\ n<U$atla ¡>ata el proceso eo aqufüa en 
que t.anto cl proycctllcnmoel blanco u t, n cn rtcposo en • I slstcma de rtcfertcncla 
delunt<O de masa, o sistema C,despu<\sde la coll•lón de modoque todalaencrgla 
en d 1lstema C oe utlllza en la ucltaclón del blanco. En eue uso, du pub de la 
colisión, el blanco y el proyectil se muenn en e1 1l1tema L eon l• misma velocidad 
'''"' del centro de mu a del sistema. Por lo t anto p' - m"'" y P - M..,... Pero 
si" el la \'elocldad del p<Oyutil antes de la colisión, tenemos que 

rtM - "'iñ"'+M ' 
Por consiguiente 

p' - m ".:'.~M - m'Z'M' P - ::1~t - m:PM' 

que por supuestosonecuacionescompatlblesconla ec.(1.37). Sustltuyendo u tos 
\'alo~• en la ec.. (1.38), obtenemo1 deopuh de una 1implllle11clón dlrtccta 

m:,\f (-i;¡-P') - 4E 

e. - -i;¡-pa - (1 +-¡¡)4E. (1.39) 

E•ta ecuación da el umbral de energta einttlca que Mbe tener el proyectil pata 
llevar • I blanco a 1u primer nl\'el uel tado. Si el proyutll es mucho más llvlano 
q ue el blanco, m <( M , tenemos que E. "' E - E, - E,. Eua es la condldón para 
qu e haya coll•lón lne"stlca de un electr6n con un Momo G mGl~ula ; 1• uU!!umo• 
en nuest ro an:Ul•l• del uperlm• nlo de Franclt -H•rtz. Sin •mba:go, cuando lo• 
nóclws uperimcnt• n ucltacl6n coulomblRna a causad• •u• eol!sionu lneláotlc.u 
eonprotones ,debemo1 u1arla ec.( l.39). Lara:&ón e1 quecngenual,01peclalm• nle 
cneolloloneseo11nUcleollvianos,m/!lfpuede 11o•u pequ•ñ a ~spedo a launldad. 

1.9 Interacción de la radiación con la maleria 

La interacción de la radiación ce>n la materia es uno de 101 procesos fundamen­
tales resJHlnMbles de muchos fenómenos que ocuTTen en el uni\'erso. Por ejemplo, 
la tierra está •ujeta a un ílujo continuo de radiación electromagnética p<O•·e­
nlente del wl, que hace posible la vid.a a través del pro-cesodefo/os/nlui•(e.to 
es, la fonnaci6n de nue\'OS ce>mpuestos, principalmente carbohidralos, por '1n­
t esll del di6x.idodecarl>onoy el agua como resultadodela absord6nde fotones ; 
un compuest.o llamado clorofila juega un papel importante en la reacci6n) . El 
proeeso se puedeescribir en lalonn.a 

El número n de fotones no es fijo; la energla de los mismos corresJHlnde princi­
palmente a la región visible del espectro. El proceso es mucho más complicado 
queloquelaecuaci6nanteriorpuedasugeriryaún seest.Areolizandolnvesti­
gaciónactivasobTilelmismo. Lafotoslntesises importan te no sólo porque pro>­
duce carbohidratos, que so n !a fuente última de a limento (y JHlT lo tauto de 
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energía) para la mayoria delo1 organismo1vivientes,s.ino también porque con­
trola la cantidad de oxigeno que hay en la atmósfera liberando oxigeno que, 
por otra parte, se consume rápidamente en 101 muchos proceso& de oxidación 
queocurrcnenlatierra. 

Lafoto,1ntc•isc1sólounejemplodcmuchurcaccioncs iniciadaspor laabsor­
ción de radiación. El estudio de esa.1 reacciones se denomina ffl/l:Jqulmirn. Cada 
reacciónfot.oqulrnicarequierelaintervenci6ndefotone1 deuna ciertaenergla. 
Otro ejemplo de procesos debidos a la absorción de radiación es la disociación 
deuname>lé<:ulaporabsorcióndeun lotón,estoes, 

All + h•-A + D. 

Uaareacción de este tipo, de gran irnportanciagcofls.icay bie>lógica, ula diso­
ciación del o:úgcno en la atmósfera porab&0rción de radiación ultravioleta de 
loogituddeondacn el intervalodel600Áa2400Á.(osealotones conunaener­
gla entre 7,8 eV y 5,2 eV). Podemos expresar este proceso mediante la ecuación 

O. + h· - o +o. 
El oxlgenont6mico producido se combinaconcloxlgcnome>lecularparaforrnar 
d nzono, O., que a su vcisedisociafotoqulmicamenteporab&0rciónderadiaci6n 
ultravioletade lungituddeondaentre2400Á.y3fj()(}Á.(<1 seafotone1 deenergía 
entre 5,2 eV y 3,.1 eV). La reacción es 

o,+h• .... o+o,. 
Estas dos reacciones abso rben radiación ultravioleta tan fuertemente que •upri­
men pnlcticamente toda la radiacio)n ultravioleta que viene del sol antes de que 
alcance lasup<lrflcieterrestre.Siestaradiaciónultraviolelapudit$ellcgarala 
superficie terrestre, destruirla muchos or¡¡anismo1 por reacciones fotoqulmicas 
con componentes de las dlulas, enzimas, etc. 

El proceso fotográfico es otro ejemplo de una reacción lotoqulmica. Bajo la 
acción de la radiación, las moléculas de bromuro de plata se descomponen, for­
mando los átomos de plata lo que " llama una imagen latente en una pcllcula 
sensibilizada. Más tarclc, enclprocesodercvclado, la p<lli tula se trata de modo 
tal que se fonne una ima¡¡en permanente. 

Cuandoelfotóntiene energlagul\cicnte,suabS<!rclónporpartedeun•tomo 
ounarnolécula puededar lugarataemisióndeunelcctrón. l..oquequedauun 
átomo Q moléeula ionizado. Podemos ~ribir este proceso en la forma 

Este proceso, llamadufofoioni:ación, e• el equivalcntedelclecto fotoeléctrico en 
metales estudiado en la sección l.3; ea por~razónquetambifo se le llama 
efuJ.o fototlüJ.rico atómico. Como resultado de la lo toioniulci6n, cuando un tlu 
de radiación ultravioleta, Xo Tpasaatravé• delamat.tria,produce ionización 
a!u largodesucamine>. Llarnemos /alaenerglanecesariaparaextraerunelec­
tróndeunátomoode uname>lécula;lami.smasedenominatntrgfade ioni1ación. 
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Laenerglacinétieadelelectninestádadaentoncespor 

Ei.=h•-1, 

(J.9 

(1.40) 

quees unaecuacil>n análogaalaec.(1.14). (En esta ecuación hemos despreciado 
la energ!adeutl'ocuo del ion). La ce.. (l.40) mucat.raque para que seproduzea 
fotoionización, la cnergla del fotón debe ser igual o mayor que /, El \'alor de I 
deJ>"ndcdclestadoestacionario inicialrncnle ocupado por losdectrones dcsa!oja­
do1. Por ejemplo, &ise quicudesalojarunelectróndclestadofundamentatdeun 
átomo de ltldrógeno, la energla minima del fotón debe ser 13,6 eV. Pero &i el 
electron está en el prim~ estado ncitado se necesita 1!61o .l,4 cV. Para Jos átomos 
delleliola energladeionización necesariaparasaearun electrondcl estadofun­
damental es 24,6 eV. 

En la ttgión de la alta atmósfera Uamada iom»ftra, la gran concentración de 
iones y de electrones libre. (alrededor de 10'1 por m') oc debe principalmenleal 
electo fotoelé<>trico sobreátomo1 y moléculas producido por la radiación ult.ra­
;~:~::~n~ p::;·eniente del sol. Algunas de las reacciones que ocurren rná1 fre-

NO + h•-+No+ +r (5,3 eV), 

N,+ h•-+Nt• +r (7,4eV), 

0.+h•-+O.+ + e- (5, l eV), 

He+ hv-+He+ +e- (24,6eV). 

Seindicaent.reparénte&islas energ!udei<>nización.Cornoresultadode estas 
ionizaciones, rnuchuotrasreaccionessecundariasticnen lu¡¡arcnlaatrnósl•ra. 

Lauplura radiativa es un proceso inven.o a Ja fotoionizaci611. En la captura 
radiati\'a un ion captura un elcctron libre de energla cinética E. formando un 
estado ligadoyemitiendounfotóo, u decir, 

La cnergla del fotón es 

h . ... 1:.·. + 1. (1.41) 

Cuando la energla del fotón es mucho mayor que la energ!ade unión de un 
eloctron en un átomo o molécula, i.e puede con&idcrar que el electrones libre. 
En este cuo, la dUpenión Cornpton (i.ección 1.5) es un proceso rn~s probable que 
el declo foloeh!ctri co. Si la energla del fotón es mayor que 2m.,c' ( - 1,02 MeV, 
que eseldobledelaenergl.aenrepo1o delelectron),puedcocurrir otroproceso : 
la creación dc unpar eloctTiln-positTiln. (Elpos.itrlmesunapartlculaquetiene la 
misma masa que el electrón, pero carga positiva.) Lacreacióndeunparcleo­
trón-pn&it rón, llamada produ«:ión de pares, i.e puede escribir en la lonna 

(1.42) 
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rl¡. 1- 111. ~l<meo ellcacu rnacroseóp icH pu" la •bt0r<ldn de lotonet en alu­
minio y tn ¡>lomo. LH curvas co n!!nuu Mm las "'cdon"" ellcae"" totaln. LH ..,11.a­
l adat con ! oo n las ..,cdon., eR<acH p"1clalu dobldH a l docto rol<t<léctr!co; las 
110llaladucon 11 so n IH .. ec:lo neaollcaot1 parclaleo dcbldHal efcc\o Cmnpton: 
IHHl\alada1cnn Jll oo n lati.ecclo neseflc•cn P"'dalu debldua la producción 
de parea. 

En la seccida 9.3 se n tudiart u te proceso tn detalle. Por ahora, digamos iolti­
mtnte que consiste en la lnlnalormacidn de un fotón en un electrón mh un 
po&ltr6n. Como la entrgla alOClada con la masa en reposo de un t!tct.rón o de 
un potitrilnnm.c", l• t nergla mlnlmadelfotdnnec:esarla pani l'rod.ucirun par 
electr6n-p0gltr<lnes 2m.<:'. 

A energl1111ltas, la radiaeldn elect romagoCtica lambi~n puede intuacluar con 
los nUdcot at6mie<1s llev~ndolo1 a un u tado excitado o dt1>1 loja ndo una pRl'­
tlcul• nuclear (tal como un protón) t n lo qu~ H Llam1 un• r~a«ión folonud«ir, 
o 1Qn partir t i n~cleo. En el c1p1tulo 8 H esludianl.n eslOI proceso1 nucleares. 

Cuando un hazdcn.diacl6npua1 lruUdeb.m1tttia.1utntrglaesabsorbida 
gradualmente por lo1 di>'Cl'IM proceso11 que hemos mtndonldo. Ali. li I• ti la 
lntensídadde l1 n.diaci6n 1ntesdttntrar en l1au1tancia,1uinl.tn•idld despu& 
dtatn>'C&UUR espesor.i de la 1ustancia estj dada por 

1 - 1,,-.i.i. (1.43) 

donde :i: (expreS&da en m- • si .i aeexpresa t n mctr<>S) u una e.entidad t1raQ­
tcr11tica.de c• d• 1ustanciaydecadaproce40;wdenominal:Of.ficiuile de11bsorci6n 
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Uncalo ucc/6n eficaz maeroudplca. E& función de la entrgla de loa fotonu ("er 
el ejem plo 8.8 para la obtención de la ce. ( 1.43)1. 

E n cada 1u1Ulncia hay una tttei6n eficaz macroac:6pica para cada proc:ao 
posibk. tal como t i t1ecto fotoel&trico, la dispenión Compton, la producción 
de pal't!a, cte. La K<Xi6n dicaz total dt una sustancia .. 1a IUID<I de t..odu lu 
sttciones enacn pareiale&. La fig. 1-19 mue.in Ju oecciones eficaces m1cro1-
e6picu individua les y total MI aluminio y del plomo pt1rR IOI tres proctlOi me n­
cionado•. O~rvese que a baja. energlas el electo fotMl6ctrico es el mb impor­
ta.ni.e. a encrglH mcdiu domina el dedo Compton y a energlu alUI& la p1'0-
ducciiln <k p.attl rs el procHO más importante. 

1.10 Pa rtlcula• y campos 

Al final del primer cuarto de esl.e siglo tuvo lugar olra revolución imporUnte 
en loa cooeeptos flsicos que a mbi6 fundamenta lmente ti modo de drscribir el 
movimientodcunaparUcula. 

Nu .. lra uperiencia. tcn.orial nos diee que lot nbjetoa que tocamos yvemo1 
tienen un tamallo y una forma bien deflnido1 y que, por lotanto,c11An locali­
i11doa en el esp&clo. Tendcmo1 enlonee1 a extrapolar y ¡otnl!4mO• que la1 par­
tlculas fundamental« (electrones, protontl, neutronu, ttc.) tienen fonna y 
tamallo, kndiendo a imaginarlu como al¡¡o u.I como eafcriflu, con un radio 
ar.eterlstico ademlls de 1u masa y su arga. E,,to. cs. 1in embargo, un• extra· 
poloci6n mhallj de nuestra experienci.a scnsorial dire<:UI ydebemotan•lizarla 
cuidadosamc11te antes de acept.a rla. 

Los uperimcntos han mo1trado que esa imagen. senaorial y exlnlpolada, de 
los con1tituyf:nU1 básicos de 11 mat.:ria u erT6nca. El comportarnknl.O dln•mico 
de las partleulu elementales uige que con tad.I partkala uocitmo.. un campo 
- campa de moluia- del mismo modo qae, a la inversa, HOciamos 11n lot.6n 
(que es equivalente a una partlcula) con un umpo electromagn~tico. E&te ampo 
de ma~ria describe ~1 tito.do d!no\mico de una part!cula tn el mismo eentido tn 
que et campo el~ctromagnttlco corresponde a loton ts que tienen momcntum y 
encrgb. preclsot. Par. atudiltr la conexión entu el campo dt materia y la1 pro­
pitdadts dinllmitas dc J.a partlcula ('""decir, 111mo.-ntumy1u encrgla), podemos 
guiamos por las nladones encontradu pre~·i&mente par. el fotón. EKri.blcndo 
llJ relaciones (1.28) n la invel'l.I, podemot suponer que ta longitud de onda l. 

y la frecuencia vdel campo monocrométicoa.ociado con un1 parUcula de mo­
mentum p y en"gta E cst6n dadas por 

' E ), - ¡;· ·--;;· (1.44) 

donde, como ant«, h es la con1\.llnU de Planck. E l CWico fra ncés Louil d• Bro­
glic (1892- )propuso est . .ru~lacione1por primera vei:en 1924,yesporato. 
razón que l.-h/p se denomina a veca l0t1gilud do ond11 dedeBroglio de una 
particula. lnlroducitndoel nOmcro de ond.l lt. - 21t/l.y la frecnenciaancular 



J.JU) Parlkulas y campos 3S 

" - 2"•· podemos ncribir lat relaciones (1.44) en la forma más limébica 

o, definiendo una nuevacon•tantedesignadaconllydenominadahcrmoda 

ll - hf2 .. - l,0544 )( \O-J a, 

p - ~k. {1.45) 

Si nuestra supOlidón, exp~ada por las eca. (l.44) o (1.45), es co..-.,cta, podemos 
esperarquecuandoseperturbael movimieolode la partlculadet.almodoque 
•I C8mpu asa<:iado •ella no se puede propagar libremente, se deben observar 
f"1lómenoa de interferencia y de di.fracción como en el caso deooduelAsticas 
y electromagnaicas. Eslo es lo que ocurre realmente. 

Antes d• diacutir los ex perimento• que revelan interferencia y difracción del 
campode materia,tratemosde u timarelvalorde lalongitudde ondadedellro-

l.~m\n• 
<rio\ol i o\& 

~~==! 

glie ~ uociada con una partlcula. Lo1 electrone• acelerados por un pot.e 11cial 
eléctrico V ganan una energla cV; su energía cinética u cnlonces pl(2m. ~ eV 
porloque p - ~lntroduciendolosvaloresdcc,m.,yh,obtenemospara 
la longítud de onda de de Broglie de esos eleclrones 

~ - h/~ - 1,23 x 10-•¡fV m, (!.46) 

donde V se upresa en volts. También se puede usar esta fórmula cuando la ener· 
gia cinética del electrón seexpreaa en electronvolt&. Para V-11}1 V (que es del 
orden delosvoltajesusadosen los tubotdeTV), Ja longitud de onda es aproxi· 
madamente 10-11 m, comparable a la longitud de onda de los rayo• X. Eslo sig­
nifica que !li lllnZllmoa un h.az de electrones r.lpido1 a través de un <riltal, debe-
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nr. l-21. Dllracdóndeelect.r<>nea 
en polvo criotallno(oortn!a del 
Dr. Lestu Gerruer). 

mo1obtc11erpatroncsdedifrae<:i6nquc resultan de la dispcn.ióndelcampode 
materia. Esio. diagrama. de difracción correapondiento a electrones deben ser 
similaresalosobservadospararayo1X. 

En 1927, el cienUfico brit.llnico G. J>. Thomson (1892- ) comenzó una sel"K 
de experimentos cuya finalidad era estudiar e] piosaje de un haz de electrones 
a travü de un.a fina lámlna de material cristalino. Despuéll que los electro­
nes pasaban a través dela lámina,incidlansobreunaplacafotognifica,comose 
muestraenlafig.1-20.Silos electronessehubifITTlncomportadocomopartículu 
en el sentido macroscópico,"" hubiera ohservado una imagen bo1Tosa porque ~n 
gen<ITT1lcadaelectróohabrfaexperirneotadounad.ispenióndiferenteporlo1 
'1omosdelcristal.Sinembargo,elresultadoobtenidofue idénticoalo1 diagramas 
de Ckbyf,-Schener co!Tespondientes a la difracción de rayos X por sustancias 
policristalinas, como se mue!ltra en la fotografla de la fig. 1-21. Análogamente, 

Flr. 1·22. Difracción de electro­
" "" del!OkVen un mon<>er!•tal de 
carbono(grafl!o)(oortes.lade R. l lel­
denreieh, Bell Telephone Laborato· 
rltt). ••• 
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fts. 1-21. Dlapo1itivo de Davl...,n y(if; rm cr para ob..,rvardi<pcrsl6n electnlnlca 
•Bragg. 

eu.nd.o un haz electronicopa.,.a tni.vés de unmonocristal, se obticnenlM dia· 
gramas de manchu de Lllue (también obaervados con rayo• X) como se ve en 
laíotografiadelatlg. 1-22. Apart.ir de la estructura.de eatos diagnimas sepucde 
ea.Icular la longitud de onda de de Broglie ~ &i se conoce el espaciamiento de los 
plana. crilil.alinos y se aplican las f6rmulllll que se han deducido para rayos X. 
Sepuedecomplll"llrlo1valoruraultantes de ~conlosobtenldosdelaee.( 1 .46). 
El...,.ultadoelltll encomplctoacucrdodentrodel01Umitta deerrorexperim.ental. 

En los «lebradas experimentos de C. Davisson y L Germu (rcaliutdo1 apro­
llim.adamente al mi&mo tiempo que \01 de Thumwn), se envió un haz de elec­
lrOnes oblkuamente .ob~lacarade uncristal. Seobsel'Varoolo1electronta di­
fractados por medio de un detector colocado aimélricameote. como se ind.iQ 
en Ja fig. 1-23. Estadispolición u similar a la de Bragg paraobservarlad.ilrac-

ción de rayos X. Se encontró que la corriente de electron09 registrada por el. 
detector en máxima cada vez que se cumplia la condición de Bragg, deducida 
para rayos X. La condición de Bragg se expresapo,. 

(1.47) 

donde d u la sepamci6n decu.puatómicassucesivasen el cristal y ~esbl dada 
porlaee.(1.46). 

• v ... , por •Jemplo, ol "¡um<lo volmmen do ealll Hrio, FU/ea: Campoo ~ ond<u, -.la :U.S. 
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T11.mbién enexperimento1conproton•1y neutrone1"" ha ol>Hrvado •l mismo 
fen6meno de d.ilraeci6n de Brag¡¡. La d.ilracci6n de neutrontsts particularmente 
(r.til, porque es uno de los medios mb poderoso• para estudlar la estructura cris­
talin.a . Lol experimentadorerr uun haca monoenergéticos de neutrones y 11.nnli:zan 
111 pauje a través del criltal. Lo1 neutrone1que emergen de un ructor nuelur 
por una venta.na (ver fig. 1-24) tienen un e1pectro de eno:rgla muy ancho (en 
otras pa labras: tienen unos valorea muy v:uiados del momentum) o, lo que ea 
equivalente, el ha.z. de ne11trone1 no es monocrom,tico; contiene m'• bien un 
espectro compuesto de muchaslongitudeideonda de de Broglie. Cuando el haz 
de neutron es proveniente del uactor incide oob~ 110 cristal, UF por ejemplo, 
lo1 neutrones que se observan en l.& din:ccilm simétrica conupondeo oólo a la 
longitud de onda l. dada por la condici6n de Bragg (1.47). En consecuencia, 
tienen una energla y un momentum bien definid111. El cristal actira entonceoi 
como fil/ro do morgla o monouomador, A su vez, el bu monoenergético de neu­
trone&"" 11111 paratstudiarotrol materiBlea por difracción o para anafu:11.rruc­
cioneanuclcare1 queinvolucranneutronts deenergladetennin.ada. 

&.IBMl'LQ 1.11. ,cu'9 n lo longitud de onda de ck Broglle ck ""utrone• t<nnlcos 
alatemperatura de 25º CT 

ll<>l""lmo< T'or n•ulron<r ltrmi«n entendem<n neutMnes que e1tlon en oquillbrlo 
tl!rmlcooonla materia a una t emperatura dada. Lo1 ...,utronn tlenen enton"°' 
una •nergla d nétka media Igual a la de las molécula• de un gH Ideal a la misma 
temperatura. Por lo tanto, la energla c!nH!ca media de !01 neutronu Urmloo1 eo 
11 - tkT, donde T ,,. la temperotura abroluta y k •• la constante de B<>ltzmann 

~·~ ef¡;~O~ ll;1;11: ':;~F.7!!'~~8e; 2;-1~!.t~~~m~~ q~o~e~t~~ ~~~;po~~~~~n~: 
p - ~ - 4,55 x 10.., m Kg r ' . Luego, ut;ando la ec. (1.44), enoontramo1 
que en promedio la longitud de onda de de Broglle do noutronn tl!nnieot e• ~ -
"'" 1,85 x 10"" m. (De pu.o, teniendo en cuenta que lo ocpu:adón de 101 planos en 
un crl•tal de NaCI e1 d - 2,82 x 10"" m, ,-emo• que el prlmer .mll\mo <le dlfrac­
dón paraneutroneo de e•ta longltudde ondaaparecea un•ngu!o8 - 19' .) 

8.lllMPLQ 1.9. Se deja en libertad un electrón a una dl1tancla muy grande de un 
pMtón. Hallar lo. longltud de onda del elutrón cuando HU (•) a l m del pMtón, 
(b) a 0,5 x !O-"' delprotón(estadl1\anda n delordende magnltuddelradlodela 
órbita de un electrón en el a t ado fundamenta! de un 6tomodehldrógcno) 

Soh•el<I•: El potencial a travb del cual H ha movido d electrón cuando eoU a una 
d!stancla rdelpr<>tón eo 

V - o/41'.,r - 1,44 X 10-0/rV, 

dondo r esUen metro1. Sustlt11yendo 01le \·aloren!au.(l.~6)•noonttam<>1 quola 

longltuddeondadel elutnlneo 

~-s.24 x 10-•y;m. 

Deduclmo1 de este re1ultado que la longitud de onda dl•mlnuye a medida que el 
elutrónoea0<rc)alprotón. La rnóndento e1 que el electrón se aoe!eraha­
cla el protón y $U rnomentum aumen ta• medida que Ja dlotanda dl•rnlnuye. Cuando 
el electrón eati a l m del protón la longltudde onda es J,24 x 10-•m. Cuando el 
electrón n ti 11.0,5 X 10-"m del protón la longitud de onda u2,27 x 10-"m 
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l'IS· l·t6. Tren de ondas continuo corrup0ndknte • un• partleula no localiHd•. 

Eata longltud de onda u del orden de m•gnltud de IH dlmenilones del 6tomo <k 
bldrógu10. Slnembargo,pan&«>moduunelectMnon una6rbltaestabkaln:dedor 
delprot6nenunAtomodehldlt>geno,esneeaarloaJu1tu1ulongituddeonda 
a un valor apropiado (q ue n aprnxlrnadamente 3,14 x 10-'" m). Esto ulge, comn 
111ver6m611dclanto , queel tlectr6n ple rdaclertae1n\ldad deenerglaque seemlte 
comnradlacl6n. 

J .JJ Partlcwia. y paqwdu d e ondM 

Empltt.ndn Lu rclacionltl (L«) pndtmns representar d e1m pn cnrrespnndiente 
1 un a particula lib"' que M mut•'t wn ul!. momtntum p y una energla E - P'f2m 
dtllnldos pnr medio de una onda armónica dt 1mplitud constante, como se mua­
traen la fig. l-25. Ll limetria exige que la amplitud del.a onda sea l.a misma en 
todoel t1pacin, yaque nohay ruerzn actuando10b re lapart leulaque puedan 
diltonionarel e1mpodt materlauocindoen unare¡¡l6ndel e.paeio m1bqueen 
olra1. La vtlneidad <k f1udel e1mpode la partlcul.a llbn:es 

•• -h-f f -f -i; - !o. 
Esto es. la •·elocidad dt fase del QmpG dt materia e. la mitad de la vdndd.ad 
de 11 partlcula. E.oto n<> tiene, lin embargo. cna1teuenciu experimentales. ya 
que oo pndemo1 medirdirectament.t la ··elncidad de rase de una onda a rmónica 
pu111. Sólopndemo1medir l1 velnci<hddtgrupo de lunndn. (Verapéndict 111.) 
El hecho de que la amplit ud del campo de materia n In misma t n t.odo el espacio 
1uglerequeel campodem.1terl.a de unapartlcula libu no da !ulnnnación actre• 
dela lncalizaciónenel espaciodeunaparticulalibn:demomentumbiendcfinldo. 
E n otru palabras: t i uimpo de materia es ind~pcnditnt.t de la p<»ici6n de la 
partlcula. y una obltT>·adón del uimpo por medio de al¡6n mtlndo no revdaria 
lapolicióodelapartieula. 

Por intuición liaica y por el cooocimif:oto dt uimpooi y oadu, sabemos que 
unapartlcu!aloa.liud•dentrndeuo1cierta ngión 4J:delcspaciodebecorrt1-
pondt r 1 un campo de materb cuya amplitud o inl.en&idad. e1 grande en e&a 

región y muypequena fuera de ella. Se puede aum enta r un campn en dert.I rt­
glónyatcnuarlo fuera dtella medianteelproeesodc lnterrerencia,superponltndo 
oodal de frecuencias y longitudetdeonda dile"'nte1. El resultadncs un poqw:lt 
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de ondas.como tlque se muestra eo lalig. 1-26.Lave\ocidadcooque se propaga 
el paquete de ondas es la velocidad de grupo u• dada f'Or v1 - d~fdk. (''"'" ec. A.29). 
Utilizando tas relaciones (l.4á) y E - p'f2m, podemos re<!Scribir La velocidad de 
grupo del eampc> de materia correspondiente a una partlcula libre en la forma 

º• - dE/dp - p /m - u. 

En consecuencia, tal wmo la intltid6n fls.iea nos hada suponer, la velocidad 
de¡¡rupo del eampo de materia (es decir. la \'t loeidad de propagación del f'll­
quete)es igual a la velocidad de la partkula. Concluimos entonoes que una f'lf­
tlculaloca!izadaenuna~ó11detenninadadel espacioesUasociadaconuncampo 

o f'&quete de onda1cuya amf'lílud es notable só lo en esa región¡ la velocidad 
de lapartlcula es lavelocidadde¡¡rupodeleampoo paquete de onda&. 

1.12 E l principio de indclen>1lnación de lleiaenberg pgra la ,..ni­
cl6n y el moment..m 

No1encontramosahoraeoounas.ituadónespecialquenosepuede explic.r wn 
lamecAnicadásioa. Paraqueunf'a<¡uetedeondu esté localizadoenel espacio. 
es necesario superponer varios campos de longitudes de onda ~ diferentes (o de 
números deondakdiferentes). Siel paquetedeondas oeupaunaregión 42:, loo 
valores del núm•rodeonda de las oodu que interfieren para componer el pa­
quete de onda.y que tienen unaamplilud apruiablecaeo dentro de un inter­
valo tJ.k tal que, conforme a ta teorla del a11dfüis de Fourier, 

Pero, segim la& ees.. {1.44) o (1.45), longitudes de onda~ o n\'.imeros de onda k 
diferentes 1ignillcan que hay vario. valores de p tales que tJ.p ~ !i .U, Por lo 
tanto, teoie11do en cuenta que h - 2M, la e~pres.i6n anterior se transfonna en 

IJ.zlJ.p-h. (1.48) 

El signilieado f1 1ico de la re lación (i.43) es el siguiente: si un• particula está 
dentro de larc¡¡:ióo:r;-t42:y:r; + t42:(oseaque 42:esla indeterminación en 
lapo1ició11de lapartlcuLa),sucampoa&0eiadocslll.representadoporoodu 1uper-
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pue1ta1demomenlaentrep - i&pyp + -l4p,donde4pestávinculadooon4.:c: 
por la relación (1.48). Decimos que 4p es la indeterminación en el momentum 
de la partlcula. La relación (\.48) implica que cuanto mayor es 4J: menor es 4p 
e inversamente. En otras pa.labru: la informacio!ln acerca de la locali1.llcio!ln de 
unapartlculaen el espacio se lograa e:< pensas deloonocimientoacercade 1u 
momentum. Cuanto más p,..ciso es nuestroconocimiento dela posici(ln de una 
pa.rtlcula, mb imp,..cisa es nuestra inlormacio!ln sobre su momentum, y viceversa. 
Esta es la rnón por la cual una partlcuJa de momentum bien determinado 
(Op - O) ae representaoonuoaoodadearnplitudconstante que aeeic.tieode a 
todoelespacio(4J:- oo).demodoque nuestrooonocimientodelapo&icWnes 
nulo. No podemos determinar con e:<actitud Le. p<>Mcio!ln y el momentum de una 
partkula simultáneamente de modo que 4J: - O y 4p - O al mismo tiempo. 
Tal conocimiento viola la relación (1.48). La l'fllacio!ln (l.48)da la relación óptima 
entre las indeterminaciones 4J: y 11.p en la pos.ición.:i: y el momentum pde la 
partlcula, Enlamayoríadelos ca30s, sinernbargo • .:i:ypseconocenc<.mmenor 
precisióndemodoquedchomosescribir, envez dc larelación(l.48), laexp,..sión 
m.b general 

EiresuJtado e:<presado por la l'flladón (1.48) se denomina principio dt indt>o 
/trrninoci6n d• H t üuibtrg y se puede expresaren palabras como sigue: 

Es impo.¡iblt ronocu aimu//ántamtnlt y con aodilud lo posición 
y ti momtnlum dt una porlfrula. 

l'IJ . \- ~1. Medlci6n de la posición y d~l rnomcnlutn de un:l l'arl!cula que p>ISa 
atrllv~ deuna rendija. 
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E.te principio uprea uno de lo• hetho1 fundamental~ de Ja naturaleu y en 
cierta medida se puedo! considerar m.b fundamental que In relacion~ (1.4$), 
aunque aqul hayamos procedido en fonna inversa. Para mejor comprender eJ 
principio de indetenninación com.ideremo• algunas situaciones !laicas pos.ibles. 

Decir que una part.lculaest..:I en el punto :i:y tiene momentum p significa que 
debemOll medir iimu//dneomml• la coordenada >: y eJ mornentum p, ya que sin 
esa medida no tenemos información. Pero 1i anal.izamos el proceso de medida 
notamo• que a esca la atómica no podemos medir ni la polición nl el momentum 
sin perturbar apreciablemente el movimiento de la part.lcula. Para ihut.rar esto, 
consideremos algunos experimentos simples. Supongamos por ejemplo que que­
remos del.l:nninar la coordenada 2: de una particula observando si"la millma pasa 
o no por un agujero(deanchob)enunapantalla (Ug.1-27). LaprecW6nconque 
conoeem111 la posición dela part.lcula esti limitada por el tamdo del agujero, 
es decirque a:i:-b. Pero elagujeroperturbaelcampoasociadocon lapart.lcu la 
dando lu11ara un eambio ~11 el movimie11to de la part.lcula, como ae deduce del 
diagrama de difT!lcciO n que ae produce. La l11del.l:rmioaci6n e11 el momentum de 
la partlcula paralelo al eje X esUI determinad.a por el ángu!o 6conupoodiente 

l'l r 1-28 Medldón de la po1lci6n y del 
momentum de una partlcula por medio de 
un mlcrotcop!o 

al mbimo central del diagrama d~ difracción. }"a que la part.lcula, después de 
atravesar la rendija, se está moviendo con mayor probabilidad dentro del ~n­
gulo 26. De acuerdo con la t eorla de la diíracción producida por una rendija 
rectangula.r, el 'ngulo e está dado por 1tn6 - ~/b. Luego, 

ti.p-p!ltn a - (h/ ~)(),jb) - h/b 

e• la lndelenninación en eJ momentum paralelo al eje X. Pcr consiguiente, 
a>:ti.p-h.queest..:ldeacucrdoconlarelación (1 .43).Nótese que paramejorar 
nu.,.tra posibilidad de determinar la posición exacta de la pa.rticula debemos 
usar una rendija muy estrecha. Pero una rendija muyestre<:haproduce unm'­
ximocentral muy ancho en el diagrama de difracción, lo cual significa una inde-
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terminación grande en nuestro conocim~nto de Ja oomponent.e X del momentum 
delapartlcula. !nvers.amente. para reducirlaindetuminaciónenclconocimien­
to de la componente X del momentum. el máxim<> central del diagrama dt difrac­
ción debe M'r muy ostrech<>. Esto exige unarendijamuyancha,loqueda!ugar 
a una indet.erminación grande en la coordenadazde la partkula. 

Otro txperimt nto que indica la imposibilidad de observar una particula sin 
perlllrbarla,oselcaso enque tratamos dedetenninarla posiciónde unelecl.rón 
por medio de un micro.copio(fig. 1-28). Para ob&ervarclelectróndebemoailu­
minarloconluzdeciertalonsituddeonda).La\uzquepasaportlmicroscopio 
es La que ha iido dUperu.da por el electrón en obM'rvación. El momentum de 
loslotones dispersadosesp10, 4. - h/ lyparaptnetraren el objetivo loslotones 
se deMn mover dentro de un án8ulo 4 de modo que La componente X de sus 
momenta tiene una indeterminación 

4P-Pr.tÓl> M'n"-hdf2l.!J, 

ya que M'n4-d/2y. Esta es tambifo la indeterminación en la componente X 
del momentum del d<:<:trón despub de la dU¡>ersión de la luz, puesto que en el 
proceso de dispersión hay un interrambio de momentum entre el electrón y el 
fotón. Por otra parte la posición exacta del electrón"" inc~rt.a a causa de la 
difraccióndelalu•cuandopasaporelobjetivodelmicrosropio.Laindetermi­
naciónenlaposiciOndelelectrónes enlonces iguataldiámetrode!discocentraJ 
de!diagr:amade difraceión.Estediimetro ttt.adadopor2gM'n 9,con sene-ifd.• 
En consecuencia 

.U-2gsen0-2yl/d. 

Por consiguiente, nuevamente es ~ 4p - h. Obsérvese que para mejorar la 
pro;isióndenuestroconocimientode lapo•icióndelelectróndcbemos usarradia­
ci(rndelongitudde ondamuypequella,¡>eroqueproduccunagranperturbación 
de! momentum. Jnversament.e, para producir una pequc1la perturbación del mo­
mentum debemos usar radiación de longitud de onda muy grande, lo que a su 
vez da lugar a una gran indeterminación en la posición. 

Estos dos ejemplos muestran claramente que el principio de indderminnción 
es una consecuencia directa del proceso de medida. A ni,•el atómico. la rnedieión 
introduce inevitablemente una perturbación signiílcativa del sistema. debida a !a 
lnteracciOn ent"' el di•positivo de mt dición y la cantidad que se mide. 

El principio de indeterminación implica que nunca podemos defin ir la trayec­
toria de una partlcu!a t0n la precisi6n absotuta po•tulada por la mecánica clásica. 
Lamecánicaclásicaaiguesiendová!idaparaeucrposgrand"",talescomolosque 
inter...an comimmenu al ingeniero, porque la indeterminación imrllcita en la rela­
ción (l.48) e:s,pua uncuerpomacrosrópico,muchomcnorquelo• erroresexperi­
mentales enlosvaloresmedid<ndezydep,debidoala pequeñc• dela constan­
Ullde Planck. Porelcontrario,elconeeplode !raytcloriano!iine $igni(foadopara 
parllcu/asde dimuisionts a/6micarporqueno u puededi(inirtnformaprtci$a; M' 

•No htmos<0ns!dtradotll0<torl.22que apo reuenla \ <Orla delo dllracdónde uno ondO 
pla,,.p<4"u""ob<rturoclrcolor 
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neuaitaporconaigllienteunadescripcióndelmovimi(ntoq""sa.difen:nte1lade 
la fl$lca dhiao. Por la mi1ma ruón, conceptol tales como velocidad, 1celenci<ln 
y flll:'rZI 1111n de lllO limi\a<lo en 11 mednica euinl.iao. En c.11 mbio, d concepto de 
encrg!1Jfesdeimportancia primordial, ya quot1tátná1relacionadoconel "­
tado"de!li5tem11que«in 1u .. tn.yectoria" , comoveremoa ene!pr6ximot.11pltulo. 

Para describir gr:éHc.11mente d estado diná.mlco de un1 partlcula, esdecil', 1u 
policl()n y 1u momentum en cada inotante, uu moa un espacio rcpreaental.ivo 
dtoominadn upocio de {au. Para el cuo de un mov\mlento unidimensional, el 
esp1cio de!axtienedoadimenllione.,corn:1pondiendolaabscisa.11&COOl'tlcoad1 
de poaici6n z y la ordtnada 11 momcotum p (Hg. 1-29). En la meániea clAW, 
d rstado de una part.lcula te n:¡lf't;Knta en el esp.1cio de fuei:oo un punto de [/ . =+--· , 
coordentdas (z. p), puesto que en la medniCll cl'lliCll podemoa determinar limul­
tánummte i:on precWón 11 posicl6n y d momentum. Cuando la partlcuta le 

mueve,clpunton:pnsentath·odcacribcun1Uncaenelespaciode!u"'(lig.l-2'h). 
En ll mealnica cdotka Ja lilutol<ln es diferente. Divldamoa el .. pacio de f11e 
en cddH, e.da una de lado1 dz y !J.p de modo que dz "'P - h. Luego, lo mU 
que podemoa decir es que en cada iartante eJ P<1Dt.o representativo de la pv­
tlcu!a e1U. dentro de una de eaa1 cddu. A medida que d tiempo transcurn, la 
trayeeloriadelpuntoreprettntativocaedentrodeuneaminoenformadecinta 
formldo uniendo una .me de eddu (ver fig. l-29b). 

1.13 Lo r tlczci6" d e fodelerm inoci6" para: ti Uempa '!I la energfo 

Adem.b de la relación de indetnmiución ó.z; fJ.p -11 entre un.a c:oorden1d1 
de u111 partkub. en movimiento y el oonupondiente momentum, h.ay una rela­
clOn de i11detenninaci6n entre el ti<lmpo y la eoagla. Supongamoa que quen:m01 
medir no Milo laenergla de una pa rUculasinotambifoel io1t.a.uteen quelapar• 
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tlcula tiene eaa. energla. Si 4ly 4E !On las indeterminaciones de lo• •·alores de 
esta•eantidades,1ecumplcla relación &iguiente: 

(1.49) 

Podemos comprender esta relación del modo que s.igue. s; queremos definir el 
lnstanteenque unapartlculapasaporunpuntodebcmos rcpresentarlapartlcula 
mediante un pu l!O o paqade de onda. de duración 4l muy corta. l'ero para 
construir este pulso es necesario•uperponer campos que tienen frecuencias difo­
rentes, oon una amplitud apredableaóloen un intervalo defrt:cuencins 6. .. cen­
trado en la frecuencia"' y tal que, confonne a la teoría del anMiais de Fourier, 

Multiplicando por lt y recordando que ~Un la ec. (1.45) E - 11 .. y que 2~h = h, 
obteoemo1 la relación (1.49). E&ta da la relación óptima entre tas indctermina­
cion•s 6.l y 6.E. En la mayoria de los ta!OS, se conocen t y E co n menor preci­
aión, por lo que en vu de Ja relación (1.49) debemOI ei;cribir la relación más 
~neral 

Larelacióndcindctcrminación(l.49)requicrcqucrevisemotnuestroconcepto 
de estados estacionarios. Cunlideremos un electrón en un estado estacionario 

e.-s.+1o< 

. 

8
' l::ot.do lundamentol 

,\n<hodelM nl velcsdcc11<"rg1o. 

excitado de u11 átomo. Despuél de cierto tiempo el •kclrón c><perimentará una 
transición radiativa a otro ei;tado •stacionario de energía menor. Sin embargo, 
no tenemot medio' para pndecir con certeza cuánto tiempo permanecerá el 
elcctrónenelestado estacinnarioantes de hacer la transición. Como se verá en 
el próximocapltulo, a losumopodemnshabtardela: probabilidad por unidad de 
tiempodeque elel.,.;trónsalte aunestadoestacionariombbajo. Por lo tanto, 
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elintervaloprornediodetiernpoduranteelcualeleleclrónestAeoelestado 
estacionario, llamado también oida mtdia del estado, y que es inversamente 
proporcional a la mencionada probabilidad de tranaici6n, se conoce con una 
indetenninaci6n l!J. Deaqul que la energla del ... tado estacionario del eleetrón 
nosccooozcaco11preci1i611&inoquetengaunaindetenninaciónll.Etalque se 
cumple la relación (1.49). La cantidad flE ie denomina a menudo ancho uiu­
gl:lico del estado cuya energla está eon mayor probabilidad enlre E-!t.E y 
E + ! t.E (fig. 1-30). Podemos suponer que llJ ea del orden de magnitud de la 
vida media del estado. Por consiguiente, cuanto menores la vida media de un 
estado e:<citado, mayor es la indeterminación de su energla. Para el estado fun­
damenta~ cuya vida media es infinita porque un sistema que está en 111 eatado 
fondamentalnopuederealizarunatransiei6ua un estadoestacionariodeenergla 
menor, tenernos lll - ""· Esto da l>E - O y se puede detenninar exactamente 
la energla del estado fundamental. 

A cauudcl anchoencrgéticodelosestadot estacionarios, laenergialiberada 
o absorbida en una transición noesU bien definida. Asl, en unatran!Íciónenlre 
estados de energla E, y E., loo fotone. emitidos o absorbidos tienen energía en 
elint.crvalo 

dondefJ.E. eselanchoenergeticototal de loo dosestado1. 
El corrimiento Dopplcr electromagnético da lugar a un enunchamiento adi­

cional en la energ!a de Jos est.ados eslacionarios. Los átornos de uua sustancia 
estánenmovlmiento, algunooavanzaodohaciaelobiervadoryotrosalejBndose 
de él . por lo que la frecuencia observada dela radiación emitida por el Atomo 
difiere según M:a la dirección del movimiento relativo. En la mayorla de las tran­
siciones atómicas y moleculares, el ensanchamiento debido al electo Doppler es 
mucho mayor que el ensanchamiento debido al principio de indeterminación, 
mientras qneen general es menor en lastranaicionunuclearcs. 

P.JE:M l'l.Q 1.10. Poslbll!dad deab$<'.>tCl6nresonanteentranslclonesat6m!cHynu­
deare1 como re•ultado del ancho energ~tico de los estadoe estaelonatlos. 

8oh1cl<lto: VlmO$ eneleje1nploi.6 que en una 11an1lcl6n entre ••lado1 do energlas 
E,y E1,el!otóntrnltidooab•orbido Uene uno energlaquees menoromayor,res. 
pecllvamente, que E, - E, en una cantidad (E, - E,'ff2M<.". Por lo tanto, 11 e1 
ancho ene rgético l!.E e1 mayor que (E, - E,'f/'lM<.", 101 !otone1 emllldo1 por un 
1l1\emapuedenterabsorbldos porotrodela rnismaupecle ;s!l!.E u menornohay 
necuarlamente ab$<'.>rdón. La primora situación se pruenta normalmente en 111· 
temu atómicos y molecular"' y la M:gunda u m.ts común en los núcleos. Por ejem· 
plo,onelcaooalómlcodelatr•n•iciónde 4,86 eVdclvaporMrnen:urio,mencionada 
enlaJe<ciónl.8,lavldam•dladele•tadoucitadodelrn~rcurlo•1 aproximadamente 
11)-11. Unátomodemereurlo,cuyamasaes decereade'l00urnao3,34 x JO·"kg, 
tiene una e n~rgl.a en '"""'° M<." - 1,86 x 10" eV. Por lo tanto el \Ormino que tiene 
t n cuenta el rdroceso atómico cuando E, - B, - 4,86 cV ei 

(E,
2
;,;•)' - 7,1~ X 10-u eV. 
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l.•lndeterminaclónenlacnerg1adelnivelucltadodel:ltomodemerc11rlo,que \l ene 
11na vida medla 4! -10-• 1, es 4E -11/41 - 4,14 x 10-•ev . Este •·alor es mucll<> 
n«>gor que e l t~mdno de corn<:clón (en un factor 10' aproxlmadame/l\el. rodemo1 
condulrde e•tt eJ emplot!plcoque ln1dec\01 de ret roc"5o d•bldosa!acon .. rvacl6n 
~·:o::'a~~:.n\um en transicloncs a tómicas y moluutam no entorpecen la absorción 

Como ejemplo de una transición nuclear. consideremos el caso del rayo gamma 
de 1,3 MeV e mitido por el •Ni. Un ,\ tomo de nlquc l, cuya mau u 60 11ma ó 1,0 x 

'"'""""'º""~'" ...... . 
..... >•U. A~""°'><º~""'',.' --- o:~·-M.::<~<o ra medir el a ncho de un nivel de · 
e nerg1a. ' 

x to->• kf(, tiene una energ1a en reposo M"' - 5,6 x JO .. eV. Adern~• E, - E, -
- 1,3 x 10' eV. Por lo tanto el t~rmino corn<:Uvo que tiene en cue nt a el retroceso 
nud n r es (E, - E,'ff2M"' - 15 e V, que e l relativa mente mayor (<ornpa rado e<>n 
E, - E,) •1ue en el caso 1tómlco. l.1 vida media del e&tado nuclea r excitado es 
41-1 0-" 1. l.a lndet ennlnacl6nde laenergladtl nlnlexciladoe1entoncu 4H-

J,;' ~~~o-;o~·~i.~7.;. '!:'." .:·,,:;: :::1:~s1 ~";;.1 ':nC:.~~;~ ~~1 u,::º~~~~~!· .!~ r~~ 
portantes en las \ranslclonu nuclum. E1lo1 efecto• ha« n lmpo•lhle , en mu­
chos calOI, que un núcle'o absorba el fotón giomm• e mitido por otro núcleo t lmilar, 

E J EMPL O 1.11 . Discusión del de<'l.o :'l-l<'luba uer. 

Soh•e/6.., Vimo1 en e l eje mplo a nterior que en lao tra nsldonu nuclcare1 la lndcter­
minoción de la enersia debida a la vida finita de un u lado nuclur excitado u mucho 
m•norque la e ncrgla derdro«lOdel núcleo,imposJbltitando qu e un fotón emitido 
por un núcl eo sea absorbido por otro núcleo iMntle<>. S!n•mbargo, ene<>ndlclon es 
espec!a le1, losefecto1 dol re troceso se pueden reducir grandemente. E>toe1 po1lble 
cuando 101 núcleos que e miten y absorWn estén 1ltuados en una r~d crist alina 
ylascondldonu1on t • IU que todo e l cristal retrocede en vezdc un lO IO lit omo. 

~--r--z= 
~~ 

-8 - G - 4 -2 o +2 +4 +& +8 
•,<mo-1 
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En os~ e11so la masa es tan gnnM que la onergta de Rtroceso es muy pequefta 
resp«:\o a E, -E,. Entonces puode haber ab•orclón -ruonante d' ndose la que 
.., llama eftt.lo M4uMuu, que fue observado por primera ve• e n 1958 por el fllko 
alemán R. L. M6u hauer. 

El efecto MOHbauerha 1ldo utili•ado para ln,·es\lgarvarlao propl<dadafls\cas 
lmportan te1. Por ejemplo, por medio del arreglo monrado en la ng. l -31, .., puede 
d• termlnarel a nchonalun>l&Rde un estadonude..,.. Semonta11na fuontederayo1y 
cn etbon;le de undlscoglratorlodeveloddadaju1table. Cuando!a fuenteesUon A 
la radiación pasa a tra,·ó• del agujero en el bllndajc e Incide sobre un absorben\• 
compuesto de átomos del mismo mat erial que la foento. Tanto el emisor como el 
absorb< nle .. un alojados en cri•talcs, eoencialmente paraellmlnarlMefecto1 do 
retroceso.Cuando el e misoruUenreposoR•pttloalob,.rvadorseob,.rvaabsor­
dón R sonante; pero cua ndo se poM en movimiento el di1eo es imp01ible la ab­
son::ió n resonante. Esto.., debe al corrimiento Doppler de ta lrecuenda de los ra­
yo1 y emi tidos,• con1e.:uencla del nmvlmlentode !a fuenle ..,1pectoal &b1Crbente. 

La fig. 1-32 muestra 11 ln lcn$ldad de I& radi ación tra n1mltlda. Obo.!rvue que hay 
• bson:iónmhlmapa111.veloclda.dretatlv1nulayquelaab1Cn::lónd!•mlnurecuando 
lavelocldadrolatlvaaumenla e n cualqulua de laod01dlrucloM1.Para un<1 velo­
ddad re latl\•a de alrededor de 4 cm r '. corn:1pondient e a una variación Doppler 
de ta frecuencia del orden de &• - .(_o/e) ... 1,33 x 10- " •. o sea un cambio &E -
-1,33 x 10-" E onla energi a, !a a b<0rclón .. pr,ctlcamenle despreciab le, lo cual 
lnd!caqueelanchodel estadoesapro~lmadamente la mltad. 
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1.1 Cuando"° attlera un . eledr(>n a 
l.ravés do una d.ifeunda de potencial 
de l volt ougananciade energlase 
denomina l ettttronvoll (e V). (•) Moo-.-
1.rar que 1 eV - 1,&02 x 10-"J. (b) 
4En cuánto a ument a !a energla de un 
electr6n cuando se le acdera a trav~• 
d e 10 V, &O kV y 1 MV ' (e) Supo-

~!~~:i~,q~: ~l.~~J~n J'n':" del repooo, 

1.2 Una fu ente ¡aseos.a emite lue de 
longitud de onda 5 x 1(1-• m. Suponer 
que cada molécul a u un oacll o.dor de 
carga.,yamplltud 1(1-'" m.(a)Ca.lcular 
larapldee medladeradlaclóndeenergla 
por molécula. (b)SI la rapidez total de 
radlad6ndeenergladela luente e1 \W, 
f::!~!,"-:n~o~ku l as eot A emitiendo ilmu l-

1.3 E:stlmar el valor de fcl1[/al) dado 
porlatt.(l.5)paraunprot6nde un 
m'.teleo. Suponer que%0 U del orden de 
tO-" m y"' de alrededor de SxH)" • -• 
pararayosgammade bajaenergla. 
1 . .f Sepuede ded udr de luccuacionea 
de Mu.,.ell que 101 ca.mpoo elktrlco y 
magnélleode unaondaelectromagnélle11 
piona e1Un ulocionado1 por l - <"ll. 
Mostrarque la dens!daddeenergla dela 
onda .., puede ucriblr en la formo 
11 - •el'. La lnl en1ldad !de laondaes 
lgualala energlaquenuyeen launl­
dadde tlempoatravtsde launldadde 
L-eaperpendlcul••aladlrecei6nMpro­
pagaci6n. Mu1trar que 1 - ~._o. 

1.5 La densldad demomenlum de una 
unda electromagnétka oepueM escrlblt 
P- •.<.K 'll. Mostrar que esta up...,_ 
1lón llene unidades M momentum por 
u nidad de volumen. Demootrartamblén 
que para una onda plana o: - pe. [Sug•­
reru:io: Rc«>rdar la relac](>n entre l y <lJ 
enunaondaplanay la upres!ónde i< 
dada en el problema l.4 .] 
1.6 La radiaci6n electtomagnética pro­
veniente del JOI Incide oob ... la super· 
ncie \errutuaru6nde 1,4X lO'Wm-•. 
(a)Suponlendoqueesta radlacl6nae 
puedeconslderarcomqunaondaplana, 
u limar el m6tlulo de tas a mpllludes de 
los ca mpos eléctrico y magnético de la 
on4a y la den•ldad del momMtum de 

lamlsma.(b) Sllasuperllcie de lallerfl 
lbsorbeeste momentum, ca.lcularl a pre­
$16n de radlaelón sobre la !!uta. 
1.7 Lasondasde radlorecibldu porun 
aparatode radlolleMnun campoeléc­
trlcodeamplitud10-1 V m-1.Suponlendo 
quo 1t puedeconslderarquetaonda ts 
plana,calcular :(a )laampllludd•l campo 
magntl!co,(b)lalntensldadmediadela 
onda , (c) la de noldad mediadeenergla. 
(d) la donsldad medi a de momentum. 
(e)Supon!endoqueelaparatode radlo 
e1Ual kmdolaestaclónradlod!lusora 
y que la mlsmalrradlaenergla enforma 
Ls6tropa, det erminar la potencia de la 
esuel(>n. [Sugtnnc/a ; Recordarquell el 
campo ellctricovarla ar m6n!camente con 
amplitud l . , el promedio temporal del 
cuadrado del campo es t l:.J 
1.S Demost ra r que la lnten1idad de Ja 
radlacl6nprovenientedeunpequeno 
aguj ero en las paredes de una cavidad 
que uU en equlllbrlo t~rmlco con la 
radlacl(>n (!$decir, un cuerpo negro) 
utli. dada po r / - !<E, donde 11 es la 
den1ldaddelaenerglade radlad6n.~ 
mostrar también que la conJta nte de 
Stefan-Boltzmann •• o - !<o, donde 
o - 7,S6 x 10-1• J m-> K-< (ver el 
ejemplo 1.4). 
1.9 E•criblr la forma asl nt6tlca de la 
ley de radlaclónMPlanck(ec.LS)para 
los caso• de fT<cuenci a muy o.Ita y de 
frecuencia muy baja. La primera rela­
d(>n •• denomina /t g de rodlacidn de 
Wi•n y ta oegunda , ley de rodiocldn 
de Ragleigh-Jeam. 
1.1(1 ¡Cu óles lalongituddeondaeo­
rrupundicnte alplcodel espectrode la 
radlac:lóndelcuerponegroa301U<ttem­
peraturaambie nte)? Determinar la den­
sidad deenerg!a monocrom,t!ca, •est a 
lo ngitud de onda. 
L ll Supunlenduque eloolu uncuerpo 
negroeslórko~e rad!o7 x lO'm,calcu­
lar la temperatura del ool y la denoldad 
deenergl a doradlaclóndenlrodeél. La 
lnlensldadde laudiaclóndel oolenla 
su perficie terrestre(que eotá a l,.'.x !O"m 
del •ul) n l,4 x IO'Wm-•.¿Sonrenlls­
taslos ml metosobt•nldos? Explicar. 
1.12 L.a enuglade arra nque fo~l~c­
trlco del potao lo es 2,(1 eV. Suponiendo 
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que sobre él !nddeluz de 3,6 x 10-• m 
detong!tudde onda,ballar:(a) elpo­
t on cla! que detlen e a to» folo• l•ctronu, 
(b) I• energla clnétlca y la veloddd de 
roa mll.1 ripldo1electro ne1 llbo,..,.do1. 

l.tl Un hai lu minoso monocrom Ulco 
unltorm• de 4,0 >< 10-' mdelongltudde 
ondalnclde 1nbreunmalertalcuyaener­
gla de a ,.,..nque e• 2,0 eV. El bai llene 
una lnten&;dad de 3,0>< 10-• Wm-•. 
H aUar:(• )elnUmerodeelectro neseml­
Udo1 por m' y por 1, (b) la energla 
abJOrblda por m• y por 1, (e) laener­
gb. clnéUca de Jos fotoelecll'Onea. 

1.14 L•energla de llgadur•de un elec­
tl'dn lnt omo del plomo .,. 9 >< 10" eV. 
Cua nd<> .. lr,.dlaplomoC<>nunacierta 
radlaelónelectnnnagnétleay los foto­
electrones ent,..,.n en un ca mpo magné­
tico de 10 -• T, describen una drcunle­
rencia de 0,25 m de ,.,.dio. Calcu lar: 
(•l el momentum y la ener(!la de 101 
:~:.:;:~:;~ (b) la energla de 101 folonu 

~~~: m~~:1i!º C:n il~11zm~~a di~~~~~le~11t':~ 
!/!~"~e d~et:·~:~Jn ·~. T~:·r:1.:::ec~~~~; 
que .. mue1tran enlatabla. 

J..( >< 10-• nt) V, V ).(x 10-'m) V,V 

3,66 1,48 4,92 10,62 
4,05 1,15 5,46 0 ,36 
4,36 0,93 5,79 0,24 

~~~:."~~8:'11 ·i~~=~~~=I d~el:~~·;·~~eer~ 
minar del grMlco: (a) el umbra l de tre­
cucn cla,(b)laenerglado a rra nque loto­
etk tricode!metal,(c)larulinh/t. 

1.16 Un fotón cuya e11crglaHdeHl• cV 
ch(H:.Oconun eloctr<lnllbre cnrepowy 
se dlaperu enun • ngulodc 60".Ha!lar: 
(a) la1 v• ri aclonu de e nergla, de fte­
cuen cla yde lo ngituddeond• dcl fotón, 
(b) la energla cl11t tlca , el momentum y la 
dincciónde l ele<:tr<lnqueretro.:ede. 

1.1 7 Una ,..,.diaclón de 10-" m (ó 1 A¡ 
de longitud de onda u pcrimcn\a dls­
pcnlón de Com pton w una muu tra de 

carbono. Seobscn-• laradladón dlsper­
"'da cn dlrecclón perpcndlcular a la de 
lneldenda. Ha llar: (a ) ta longitud de 
ondadelarad!aclóndl1peraada,(b)la 
ener(!l aclnH!eayladlrecclóndelmovl­
)11]ento d e lo1 electronu de ret rocuo. 
1.18 Con referencia al problema prece­
dent e, ol los electrones retroaden segón 
un 4ngulode 60" respecto alaradlacllin 
lncldcn1c,hallar(a)la longltuddeonda 
yla d!reccilindolaradlacilindlspenada, 
(b) la encrglaclnttleadel electron. 
1.19 Hallarl•energlay!a longltudde 
onda deunfotlinque pued.e lmpartlrun 

;'i:c""t:~ l~re~nergla de 60 l<eV a u n 

1.:20 Un hu monocrom•Uco de rayos X 
deunalongllud de onda de 10-" mln­
cide110breunal imlnadclgada dcmetal. 
Se º~"'ª la radiación dl operaada a 
hgutos de (a)90" y{b)60•. ¿Qu t áw 
~i;::c:~:'';!.~;"domlnantes se detectan 

1.:21 Demonrar que cua ndo un elec­
lrón !lbre se d!spena en una dlrcccllin 
que forma un ' ngu!<> •con e! fotón 
lncidcnu e n la dl1penllin deCompton, 
la encrgl• clnMlea del electl'dn u 

fü - hv(2• C0$1 .)/(( l + •)' - •' C<>s''], 

donde • - h•fm.C'. 
1.22 06mo1tnrque enla dl spenllinde 
Complon la relación cntrti lo• • ngu\01 
que de Hnenlas dlrecclones delfotóndl1-
penadoydelretroce110••ootg ' - ( l + 11) 
tg t6, donde~ - h./m.C'. 
1.23 Un hu mon0<:rom"lco de radia­
ción c!cctro magnttlca tiene una !nten•l­
dad de 1 Wm .... ¿C11•1 e• el n ómcro 
mcdlo dcfo\oneo p<>r m•para (a) ondu 
de radio de 1 kHz y (b) rayos ga m1na 
d e 10 MeVt 

1.24 La mlnlma lntcn1ldad de luz que 
puede percibir el ojo es aproxlmada­
monlc 10-•• Wm .... ,cu~ntos lotonOI 
(longltudde onda 5,6 x 10- • m) c ntran 
porsegundop0rlapup!lade1ojo acst • 
lntensldad7Se puodetomar0,5xl0-<m• 
parael•reade \apuplla. 

1.25 Dclermlnar la frccucncla y la lon­
gltud de onda dclo1 fotones Bbsorbldo1 
porl<>t ligulentu slst~mH : (•) Ull núcl"" 



qu e 11.boorbc 10' eV do enorgla, (b) un 
' lomo que aboorbc 1 eV, (e) una m<>­
lécul11. que aboorbe 10 ... eV. 

1.26 U>1 átomog de 1odlo 11.boo rben o 
emiton radiación el""1 rom11.snl'tlta de 
5,9 X 10-•m,co=•pondie nte ala zon a 
amarlllade1e•pecll'Ovlglblc.Dctermlnar 
~a ::;.~~~..;'. de 101 lotones qu e se 11.bw rben 

1.27 (• )La longitud deondamá1 larsa 
quepuede producirradlaciónresonanle 
en el mer<:urlo e•2,.'i36 X 10- •m . • Cuál 
es laprimeuenor1J!11. d ce>:cllacióndel 
mer<:urio T(b)Elespcctro de e misió n del 
rner<:urloJ>"'sentallneastnl enu1enla1 
lunglludu de onda: 16:;() A, 2536 A, 
3132 A, 5460A y5780 A. Hay tamb ién 
Hneu débiles e n 1402 A y 12072 A. 
Calcular la e ncrgla deesll,. t ranslcionu 
y construir un sr' nco de nlvelu~1n!lar 
al de la ng. 1-l ~ b, sa.blcndo que Ja Hnea 
de2~36ÁeoU 11.oocladacon laexcllaclón 

~:t•::o "!x~::~;. fundamental al primer 

1.28 Lu lineas O del oodio (ver pro-

~:,C,~:a 1~!ro ª!::·~~;c1~:~~0 
•• ~.~ .. ~':; 

en una di lcrenda de pote ncial de 
2 ,11 ' 'Olll- Ca lcu!ar eJ,·alor de h/e. 

1.29 Para separar 101 Momos de car­
b<lno y oxlgcno quc lormanl11.moléeu la 
dcmon<lxldodccarbono,se t1ecu ita una 
cnugia n>lnlnLBdo 11 e\'. Hallarla lrc­
cucnc!a mlnlma y la longi t ud de onda 
ml.xlma dcla radlaclónclectromagnética 
necesaria para dl5"clar la molécul~. 

1.30 Un átomo de hidrógeno en "'Pº"° 
absorbe un lot<ln de ICI' cV de cneriJ!a 
Como consecuencia, el e lectrón 1a ledu­
ped!do en la misma dirección que la 
radiación Incidente, OeJprcda ndo la 
energla necesaria para oc pan>r e l e lec­
trón (13,6 eV), hallar el momcntum y 
la cncrgla del mismo y del protón. 

!.SI ¡,Cuoíl u lalongltuddc ondamú 

::d:eiu~"';';.,~;:~ua~~1i~:d:° :~··~~= 
d iferencia de ¡>otenclal de 40kV se dc­
llene rcpenllnamenl~ en el anUcitodo 
de un tubo de 1'9.fOI X T RcHrl~ndose a 
Laftg . 1-13,delermlnar la rogl<lndel 
espectro e!cctromagnMlco e n que ut6 
c1talongltudde onda. 

~!~ecu~..". ~·.t:1 i:1.:~~:~e::• d~I ~~!,~~ 
deoxlgenopor acclón de lin lotone1 pro­
, ·enlente1 del sol. La longitud de ondQ 
m'xlmade lo1 rotonc1 paraorlg!nar este 
proccoo es 1,75 x 10- • m. ¡,Cuál e1 la 
cnergla de ll¡¡adura del 0 1 7 
1.33 Correglrlas cco.(l.40)y(l .41) 
parate ner encuenta cl cfectodcre lr<>­
ceoo del lon. Em¡>!e&ndo las ccuaclonu 
correBldu, calcular la energ!a mlnlma 
que debe uner un fotón p..,. ionizar 
un .itomo de hidróge no. 

l .34 Demostrar que d proceso d e re­
combinación A• +e-+ A es impo1!blc 
1lnvlolarla«m1ervad<lndelacnergla 
ola d el momentum, a no ser que haya 
unatereera ¡>artlcu!a. 

1.3.'.> Probarque enla ec,(1.42) lacon-
1crvaclóndel mom entum y de laeneriJ! a 
1Crla Impos ible si no hubiera matula 
presente (por lo menos un nl'lcleo). 

1.36 Al a iravesar plomo, un lot<ln de 
2,9 MeV crea u n par electrón-positrón . 
LH par\lculOI tienen la mhma O ller~!a 
cin ética. Hallar: (a)elmon>entum,(bj!a 
enHIJ!ay(c) lavelocldaddecada una. 
o .. p,.,eiar la enerlJ!a de retroceso del 
' tomo d e plomo. 

1.37 ¿Culll es el mayor n úmero po1lble 

~= ~ci 1 ;.';;~· a1u:t::.~:~:r ·~·:r .: .. ~:;l~; 
1.38 Sobrc un aboorben te de plomoln­
cldcnra yos gammaconencrg!as d e0,05, 
1,36 y! Me\', perodelsual lnleru ldad. 
U>scoeflel entesdeabsorclónllncalpara 
e<ta1cnergla&1on 8x lCl'm-' , 5xHl• m- • 
y 78 m- ', r .. pecllvam~nte. (a) Ca lcular 

~::::~:~.:!~d~~~: c:~c:-:::zo 11.pl~r~=I~~ 
partc dc lainlflll$idadoriBina l,(b) iC uél 
esclcoel•ntecntre la lnte1>5ldadtotal 
(de la& tre1 energ!u fotónicas) a una 

ro7~~~~~t~:nt!; 5 mrn, y la intensidad 

1.39 Sfl d eOne el "IM'º' ~mirr•du<lor 
z,,, como el espesor que d ebe t• ncr un 
absorbente para reducirla lnunsldaddc 
unhulneldentc dc rayo• X11. l11. m1tad 
dfl su Intensidad orlghal. Demootrat 
que z,11 - ln2p:.. Ha llar l<»o et pcsorco 
hemlrreduc1ore1delplomo para rayosX 
de 0,1, 0,5 y 1 MeV. {Sug<reru:fo: Usar 



I• fl¡. t-19 p.,.. d•tcnnlllAr los ~11-
dtnteo de~Tdónllntal.] 

1.40 !layo. X pu.in • \Nivh do ho­
juelH de alu mlnlo de 4 >< 10"' m de 
1UP9110r. La npldu de c:onta,Je de un 
<:0nl • dorGdgtten !unción del n1lmero 
deliml11Qe&8x10', 4,7 x l0',:l,8 x l 0', 
1,~x 100,9,7x IO"cuenlH{mln p.,.. 

~.~·u~!1~~~~:'<k":::'~~:,:¡ 
<kl &lumlnlo. UUliundo l• flg. 1-19, 
eotlm•rl•energl• delo1 .. yosX. 

~!:uct;:';:•!nca!~~e~~."~:C!:~~ 
Plll"•n:dudrl• inten1ld1ddeun bu de 

~~f~: i~c~e<:i.V· (bJ *y (cJ -.k de •u 

1.43 Calcullll"lalon111tudMondadede 
Broglled<1uneledrón cuando'" entrgl• 

:'eo
1 ~V.;n~~ O:~i1~.~~~ ~~~:..~!~~ 

enun erht•ld<l nlq.,.l ,don.t.l11ep•r11-
d6n •lómlca e1 •pro:tlmad•mente 2.1:.A t 
Calc11lulacnerglade loseltctronaq11e 
t><perhnentan dllrscclón de Br•H• un 
'n1111lode30". 
1.0 R•yosXmonoi:rom,Ueos(~ - tA) 
Inciden llObH 11na muestra de KCI pul­
verlJ.1do.Secolocaun•pl•ca!otogrittca 
plan• perpendlculannente al luoz lnd­
dtnle y• una dlstanel• de 1,0 m del 
polvo. Determinar 101 radlot de Braq 
11$ primero y ICIJUndO orden ll l11epa­
nel6n de los planos deº"" es 3.14 A. 
1.44 U11bu.e1tt~hodentutroneaUr­
mlcotproducido1enunn1etornuelear 
lndde.obreuncrbt•leuy•redtlcneun 
upactam!e nlo de 1.6 A. Oet tnnlnar el 

t::r~~':.,~~~':~rr:'n~:1 :'ª~ ':v~Jtracun 
1.4.:'> DemOllrRr que el cociente ontre 
l• lon11tud de onda de de Bro!llle y 
l• de Complon para una ml1m• par­
llcul1 eol11ual • 

Y<~¡.-,.-1. 

\.~6 Verilk:arquel••·eloddldlMllJUpo 
deunpaquetedeondu•lsu&l•I• 
velocld1ddel1partlcul1,10nenwndl­
done1 relallvl1tH. Oemo1trar t•mhl~n 
quelavelocidadde fl.lfl deuncampode 
materia• velocidades re la llvlt t .. et 
lgua\1cl/•. 

l .G Suponitndoqneunbudeel­
tronu conlon!lllud doond•de de Bro­
gll1tgnal110-•m pasa 1tr1vbdeun1 
nndll• de JO-• de upuor, 4qu6 dl..,u-
1ión • n1JUl., M lntrodue<1 • tauH de la 
difr•cclón entarendlJ•' 

1.48 Unaao nd11lempredebe ou menor 
(por lo meno1 en un factor 10) que el 
objetoqneseestudl.:del<>C<lntrarlo 
babrl. una perturb•dón 1Wlabk de 11 
polldón y del• velodd•d dtl objeto. 
Calcular la tn"1tll mlnlrna dal.Q Plll"­
Uculu t11e usa(e)fotonc1,(b)e!«lro-

~ ~e! ~;~!ro,,';~P::..:~:~Rr un ni-

1.49 Semtdel1velocideddeunptot6n 
en la dlrecddn X oon una precisión de 
10-•m 1-.1.c11cular elllmlte deprtcillón 
oonque..,puedelocallz.M-.lmulltnea­
mente el protón (a) 1egt.n el e)e X, 
(h)1eg1lnele}e Y.Repettrparselea10 
en que 11 parUcul.a es un eledr<ln. 

l . .loO Se detennln• l•po•idóndeun 
oledrón con una lndetermlnaclón tD 
0,1 A. Hallar l• ludetermlnadón on 1u 
momentum. SI la energla del oledrón "' 
del orden de 1 keV, e1tlmarla lndeter­
mlnaclónen la energla. Repetir para un 
protónconfln• do aundlolrnetronuclear 
~:4º~::.) oon una e!IUlll• de.t orden 

l ..:'>I Demoatrar que I• lnyKlori• de 
f&JC d tlpuntorepraentativnckun osd· 
l•dor 1rm6nlco ckfrtcuenda 1n1ul•r .. 
es un• etlpse de 1emtejes A y ,.,..A, 
dondemt1lamasadelosclladoryA I• 
l mplllud de 111 movimiento. Hallar el 
:l.n• de 11 tllpie y demo1tnr que u llJU•l 
•2,,B/u,dondeBea\aenergtatot&ldel 
01dlador. Comparando e.te valor"°" 
\aec:.(1.7).ver!ftcal'"queel•readeun1 
eLip..,permllld1t1nhyque,porlotanto. 
luJ.reudedo1el!pses1ucesiv11dlllere~ 
en\1cantld1d<:0111lanteh.Relaclo~ 
cato con la npl.lcad6n uocl•d.a «lll 
llftg. 1-29. 

1.52 H &llarel•ndlodellnuyladl .. 
pel"llón.t.lrecuenciHparsunpul110de 
tnanosegnndo (I0-'1)ptovenlen\ede 
unllbtr de rubl(l. -6,S x \O- • m). 

1.53 SI u na !uente .., mueve con vel0>­
dd1d11~•pecto1unobKrv1dor, l 1tre­
eutnci• de 11 rad!Kión que mide ol 



.....,rvadorex~rlmenta un conimlento 
&~ .. •U~, donde u ea p01l tlva (nega­
tln) cuando el movimiento u hacia 
(al•)indose de) el ob .. rvador y donde• 
e1l11.frecuenclaparacuandolaluento 
.. e.iitlca.E1to .. denomlnae<>rrlmienlo 
Doppl<r elt<lro=gnfüe<>. Como las rno­
lkutu de un gu .. un en movimiento 
al uar,elcorrimlenlo Doppler e1 dlle­
rente para cadamolécula.Eotolntroduu 
un ens.a.nd>amlenlo de !!nea dado por 
a - 2(•/•) (2kflri2¡m, donde m u la 
mHa de la molécula y T ea la tempua­
tura abooluta dcl gH. C..lcular cl •ruon· 
e/lamitnlo Doppl<r a tcmp•ratura am· 
blente (300 K) para ta tra n•iclón a tó-­
mica de 4,86 eV en el mer<:urlo y para 

:¿~:~\~~~~:~::;;~~~ Me~V .;~¡"~ 

t.5-4 La l!nu gamma e mitida por el 
u 11rliene una enugla medlade 12911.eV 
yelanchodelaml•mamedldoa)amllad 
de la lnten.tdad mblma u 4,6 >< 10-•ev. 
Hstlmar(a)lavldapromedlode,lutado 
exclt adoque cml\e u ta llnea,(b)la ve­
locldad relallva fuente-ob5"r\"ador ne­
cesarlapara daruncorrlm!entoDopplu 
~·~Si~~., orden igual al a ncho de Unea 

1.55 Demol trar que la variación m i · 
:o:lma de energia cinética de una par­
tlcul a de mu arn ycon energla cinética 
inlclal E., cua ndo choca con una pu·· 
tlcula demau Mlnlcialmen\een,,.pow 
en ~l i istcma de referencia L, e. A1'• -
~ - 4Afü/(l + A)', donde A - M/m. (a) 
H• llu el valor Hmlte cuando M)> m. 
~:~cl~~p~se:~r gr>lncarnente t>.l>. en 
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Elmovirnientodeloscuel']losqueo~rvamos anuestro •lrededorsepuede des­

cribir (independientemente de la interncción entn: eUos) en función de reglu 
generales basadas en evidenciu exJM'rimentale•. E•ta. rtglas o principios son: 
{1) la conservación del rnomentum, (2) la conservación del momentum angular, 
y (3) la conservación de la ener¡¡ia. Baoéndose en estas leyes de conservación, 
fue desarTo!lado un formallimo Uamado mccánica cllllica. que deacribe en detalle 
el movimiento de lu partkula. bajo laa lúpótesis de que ~tas est.!n localiudu 
en el espacio y podemo1 observarlas sin perturbar apreciablemente 1us movi­
mientos. En general, tales hípóle&i.s est.<ln implicit.u, •ntes que est ablecidu de 
un modo preci&o. Eate formalismo se ha usado para describir y analizar 101 mo­
vimientos de divenos cuerpos. desde aqu.Ulos del tamailo de un planeta hasta 
unelectron. Sinembargo,cuandoseaplicaal movimiento de los constituyentes 
bAsico• dela materia.lamecllnicacl:i&icadasóloresultadoaaproximados.total­
menteinadecuadosenalgunosca50$. 

Hemos visto en el capltulo anterior que, como resultado de evidencia experi­
mental. noshemosvistoobligados a lntroducirvariosconceptosnuevosynvo­
lucionariosen nuestro• métodos para describir el comportamiento de la materia. 
Aunque Ju leyes de conservación del momentum, del momentum angular y de 
la energla pc:rmanecen válidai. el principio de indeterminación nos obliga a re­
nunciar a una descripción detallada del movimiento de lupartleulasatómicu 
Kglln el punto de vista de la mechica clásica. La mantizacíón de la energla 
(y quid deotra1 cant.idadesf!sicu)uotraidcanuva que no aparece en la 
meednlca cláaiea. Una teoria i.atislactoria debe contener información acerca de 
los niveles de energla permitido•. La interacción de la radiación y la materia 
pormcdiode laabsnrdón nemlsióndclotones esotroconceptonucvoquedebe 
llllrincorporado. 

Por cn!Wgu.iente, esta situación ha exigido que oe desarrolle un nuevo forma­
lismo, Uamado mtcdn ica cuántico, que ha producido una profunda revolución en 
la flska. La mecinica cubtica en su estado actual .. el resultado del trabajo 
de Louis de llroglie. Erwin Schrti<linger, Werner Hel'll!nberg, Paul Dirac, Max 
Boro y otros. qulenes la dP.sarrollaron a fines de la d~ada del 20. La mecánica 
cuánticaeae&encial para comprender el comportamiento de los constituyentes 
fondamentales de la matn"ia. La tcorla "" matemáticamente elaborada, pero 1u1 
ideas bAsicu oon relativamente simples. En esta capitu lo estudiaremos breve.. 
mente algunos aspectos fundamentales de la mecánica cuántica, los suílcientes 
paracapacitarno•en laaplicadóndelateorlaal amllii.isdelaestructuraatómica, 
molecular y nuclear, quesenl considerada en los capltu!osqucaiguen. 

2.2 Función de onda y densidad de probabilidad 

En la 'll!cción 1-12 concluimos que no podemo• hablar de la trayectoria de una 
parlkula atómica en el se ntido clásico. No p<Hiemos, por ejemplo, preguntar si 
!oselectrooesoemuevcnonoenunaórbitaeliplicaalrededordelnilcleo de un 



61 MtaJJiir:aeuánlitfl (U 

'tomo. Esta pregunta car«erla <k ligniH.cado do cuando lu ~uenu que •ct1l111 
sobre la1 putlculu produjesen ta.tu Orb1t.11 cl•aica1. Ahora bien , lli no podernoa 
h1blar acnca de la tnyectoria de .un electrón o de cualq..Uera otra partlcul1 
ot6n1ia. ¿OOm<> ¡><>demoo de•crlbir ou movimient o? 

E.a el campo de materia, introducido en la 1ec:ción 1.10, el que 1umini1tr1 11 
h'llomación para uspond•r a ni.a pregunta. Para obl.ener esa infomación 
l.omal'l!moa como guia el eonocimienl.o que tenemos de lu ondu rstacinnariu, 
l'SlO ta, onduconfin1du1 UH citrta región tal con•O UH cuerda vilmLnl.e llj• 
en Mii uuemos. on1 columna de &in oscilante oe:rrsda ~ ambot e><ln:mOI o 
11111 ndiuiOu elec1.rOm1¡¡nttia. atrapada en una t.11\•id1d de paredn perfecta­
mente conductons. Rtc0rdemo11 que en Ju ondas nta.cion1ria1 11 amp/ilud de 
la onda es fija en cada punlo del espacio. En 101 puntol donde la 1mplitud u 
rnayor, laonda esmbinl.ensa. 

Una aituación Wn.ila r ocurre en tl caso de lu parUcula. atómicas.. Con1ldf>. 
rem!ll, por ejemplo, 110 eleetnln en un Al.orno. E.te 01111ca ae aparta mucho dd 
nOcleoyaeenc11entnconílnadoen una pequeAarcgión de dimensiones del orden 
de!O--m. POTclloaepuedec1<preu.r elcampodem1teria1socladoalclec:tr6n 
med.ianl.eondasesblcion1ria1 localiu.da1 en dicha rq¡ión, eon amplitud , .. riablc 
dcpuntoapunt.oenclin terior dclarcgil.ln yprlicUcamentecct'O fucradela 
misma. Oaignemo1 la amplitud del campo de materia por «z). Por razones 
históricas. esta amplitud .;.(z) ae denomina corrienUmeate funci6n de onda, 
aunque t i nornbn es Impropio. Qul>J, hubiera sido mtjor llamarla amp/.ilud dtl 
campo d• materia. 

S.bcmosque la in t.enaidad de 1111 moviiniento nndu lAl.orlo u proporcional al 
cuad1"11do de la amplitud. l'or lo ta1ito la inlw•hfod dtl campo d• maluia uld 
t/111/n ,.,,, l.;.<.rW. r ~~ r.,,,d¡.,, 11~. "'""' .:.(.r)"" nprcM ali!"""~ v""'"" I"'' uorn r1111-

~le. ~· l . (a) l'modó11 •I•• "'"In <lo• """ l""'l•·"I~ 'I"~ "" tuucvu ""''" A y /J. (h) nl•· 
\dbuclóndeprobabilidadcorrupondientealal11ndó11deond•queae muestraen {•). 
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d6n complej1, esto es. 11111 funOOn q11e contiene i - y=!. El complejo conju­
¡¡ado de una fllnción compleja K obtiene reempluando eada ¡ por-i. El compkjo 
conjugado de una función K dealgna por.¡.• , Entonces J.¡.(.i-~• • .¡.• (:iH{r). Para 
una función ~I ,¡. - .¡.•. A continuación ccmsidtrartmO& qui &i¡¡niflcado flako 
.., da • la inttn•idad del campo de materia. Como t i campo de materia ~ribe 
d movimiento de 1101 partlcula podemos decir que lru rtglonu dtl u paclo UI /u 
cuolu n más probable que lo parllcula u m<:utnln ion aq11il/01 ui lar que 1-v<:r>J' 
a gf"(lflde. 

Por ej~plo,e<1lafig.2-lw.muestralafunci6ndeond14'(z)pal"ll11na par­
Ucula confinada prfadp-3menle en la región entn A y 8 (1). Om.e....·esc que 4{r) 
disminuyemuyripidainenttlutra dela rr.gión AB donde la parücula probabl&­
menle K encuent"- rnientra1que la función de onda est.6 0$Cill ndo en tal re­
¡¡i6n. La lnlens.idad del t11mpo de materia, dado por l<Kr)I'• .e indica ui la ll­
gura 2-l(b).O mA1 cuantitativamente digamOI que 

lo ptWQbilidod dt tneottlrQI la partleu/a duerilo par lo función dt 
ondo.¡.(z)<11t/ln/u11G/odzolr«ltdordt/punlo:i:ul'l<:i:)l1 d:r. 

En ot1111 p•labru, la probabilidad por 1,1nida.ddt1ongilud (o d<111idad de prolia-
6ilidtJd) de encnntnr I• put.lcul• en :i: es 

P(:i:)-t4(:i:)I'· 

E1tamoe 1uponiendo, plllll limpliflcu, que el movimiento ti unidireccional. Pero 
endcasogene111ldclmovimientoentle1pacio, lafuncibndconda(olaamplit1,1d 
del campo de materia) depende de tas tres coordenadaa :i:, y, z esto es, .;.(z,y,z). 
Entonces 14-(z,y.•)l'dzdy d: u la probabilidad de encoutrar la partkula en el 
vol1,1n1'ndzdy~alndedordelpuntodecoordenadaaz,11,z,o 

fl.I) 

e1 l•probabilidadpor unidaddevolumen,olad<111id!ftldtpra6o6ilidod,dten­
contni r la partlcula en d punto (z, 1/. :). Por ejemplo, supongamos q1,1e caku· 
lama& .¡.(r, y, z) pa111 un eleetrón de un 'tomo y hacemos el gnHlco de IV!' como 
en lallg.2-2, dondeNetelníodcoylaintenJldadd11sombrHdouproporcional 
11 valor de 14<.i:. y. z)j•. l)e etU modo 111.1 zona1 rnb OICU!'lll representan lu re­
¡ionu en la. cualeo la probabilidad de enwntnr el electrón et mh.ima. F..l o 
ea todo lo que pod•m03 decir acerca de la loc1lizadón del dectron en el j\omo, 
lleodo lmpooible hablar de brbitas pttciu.1 dd el«trón. E,·identemente, la pro­
babilidad de encont.rar el eleell'ón denb'o de un volumen finito V es 

Pv - f YJ4{.i:,y,:)j' dr.dyd.z. 

Ahol'll bien, ti electrón debe encontnne tn alglin lugar del npacio, y por con· 
ai¡¡u~nteliext(nd•mn1 I• integn.l • nlcrior •todoel npacio, la probabilidad ~ 
convitrletn certeui o l. Entonceadebemn1tenu 

f 14-(z,y, ·~'dzdgd:- 1 . 
Todo ol •-lo 

fl.2) 
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Esta exprW6n .., d•nomina comlición de normoliuico'ón. Ella impone una limita­
ción M:vt ra en las formas posibles de la funciOn de onda i:{:i,y,!), ya que no 
siempre "' p<.>Siblt sailifactt la te. (2.2) para una lunci6n arbitraria. En pal'­
ticular. i:{r.g.•)dcbgdisminu¡,.muyrá¡>ida.mentecuandolascoordeoaduz,y,z 
sthac.en muygrandea, paraquela lot.egrnlextendid.a atodoel .,.paciouista. 

l'lr . ! · ! . Ol s\ribudón de p...,babilldad para un el<ctrón en un itomo. 

2.3 Ecuaci6n de Schródinger 

Nuostropróxirnopaso d•b• ter encontrar una regla m•diante la cual .e pueda 
obtenu laampLitud decampoofunci6n de onda ?p11ra cada probl"1Tla dinámico. 
Evidentemente la funcióa de onda i:{.t)debedep•mdudel u ta.do dinámico dela 
partkula. Este "'tado din,mioo está caracterizado por las fu<rzH que actúan 
oobi;elapartlculayporl••nerglatotalo;le lamisma.Poro&ilufu•rzasooocon­
se?"l'ativu, la energla potencial E,(z) de la partlcula dctennlna su movimiento. 
Por consiguiente, debtmos eaperarque la lun ciOn de cndai:{z)depend.a • nalgún 
mododclaencrgla potencialydelaenetgla total, 

E - P'f2m+E,,(,I). 



U) 

lk la partlcula. fui dtd.o, la rtgla pani tn«intnr "(z) H upresa to la tona.a 
do11nae-c:uacib.ndiftllldll,llilnudaecu11eiMde Schridirtg<r, lacualluelormu· 
lado en 1926 por el füico a lemh Erwin Sclm>dingrr (1887-1961). F.$ta ecuación 
(paraproblemuen unasolad.lmen~n)et 

-.;;-{; + E,.(z)+- E.¡., (2.3) 

donde m ti la masa de la partkula. La ecuaci6n deScbr6ding .. e1 tu fonda· 
mental pa111 la med.nica cuhtiea «imo la ecuación de Newto11 I' - dpftll lo a 
pan la mtdlliet CU.&iao o lu a:uacion<:S de '.\ln•dl par. el dectromagn~ 
titmo. Evidonttmentt 111 soluciona de la «. (2.3) dependen de la forma de la 
eoff811 potencial E,.(r), 

No haremos una dtducci6n dct.&llada de la ecuación de Schr&lingu, porque 
eso ulll fuera del ob]etl>:o de eatt libro. Empero, la juttificuemos en el ejem· 
plo 2.1 de una manen intu itiv1 y por analogla con otros c1mpo1 más familial'el 
11 ethdlante. También en la seccil>n 2. 12 indica~mot, dentro del conltnido 
formal de la mednica cuintiea. dimo .. obtiene la tcuación. 

En d CHO de una partlt1J1 lih~ la tnttgla pokncial el C>tJ'O (ato eJ, E,.(r) • O), 
ylaec111ci6odtSchrildin¡ttHCOn~m 

-~.;- E+. 
qH p11ede w:ribint t n la formt 

~+~E +- o. ('2.4) 

Pero par. 1111.a P'rtlcull lib~ E - Yf'Jm. H1citado p - ll, dt acuerdo too LI 
te. (l.45), dondtlr ti tl ntimtr0 dt onda, tenemos E - 1/'ll'f'Jm. Ea tonca b ec. (2.4) 
"'convierte en 

(2.5) 

quea ldénticaalaec11adón de launplit uddtondqal.llclonarfascon una Ion· 
gil11d dt onda t-2ft/t - h/p, como lo requiere la ce. (l.44). Esta ecuación"' 
verifica, por ejemplo, pi ra LI a mplitud dt las ond11t1tacionarinco un• cuerda 
o tn una col11mna gueou., o LI dt la. ondu clectrvrna.¡¡:ntlitu 1lnlpadu 011 una 
eavidad.• 

Rtconb.11do qut i - y=1 t i' - - I, nmOI por 1ustil11ciOn dlreel.11 que LI 
ecucibn dilm:ncial (l.~) r.dmite como .ol11cio11t1 In lund011t1 dt onda 

il(z)-e'b y il(z) - ,.-lb. !'-0) 

Como ' 'tttmll$tn la stetión 2.10, !a función dtondt +- r» rtpresenl.l.unl 
partlcula libre de m..omtntum p - ltk y t nergla E - Yf'Jm - ll'k'f'Jm moviéndoae 

• VorolorguodoV'Ol11mt1 4"nlawlo,Flolu:c.tn,_r-..,,.....-:z:u122.9. 
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t n la direccllln + X y la funcl6n de onda + - rt.t< representa unaparUcull 
libre w n ti mismo momentum y entrgla pero movifodOK en la direeci6n oputa­
ta - X. 

L.-. IOludón genmil de la ec. (2.!I) se puedo eacrlblr como una combinación 
lintal delu dossolucionnd1d11enlaee.(2.6),estot1, 

f(:i:) - At'A-' + ar-. 
E.ta fu ncl6ndtond1 noconuponde111nadiruci6npreferencialdel movimiuto, 
lino que ti la superpolicl6n de las 10h1cione1 pan el mo\•imlento en lu ~ 
clones + X y - X. !::'.ita et la mi1ma litu1ci6n ya cncontn.da pan lu ond11 
estadonarias..(RecuErdese,poi- eJt mplo,que lasond11e1taclon•ril.• enuna cuerd1 
resultan de la supcrposici6n dt ondas que se propagan en ambw dire<;ciones y 
st reflt jan en Josutremo1fljoa.) 

ObKrvese qut laee. ('2.6)da 

ff<:i:>r - +"(:i:) .¡.(:i:) - r'"·~ - l. 

Efhechodeq11t:l«:i:)r - 1,0Maunacouatantt.Ñ¡¡niflcaque laprobabilidd 
de Mcont ra r la parUcull es 111 mi"""' tn e111lqllieT punto. En ob'Q palabnt1, 
+ - t * lt< dC3Cribt: una lit111el6n en la cual carectmOI por completo de W ormacl6n 
acerca de 11 posición. E.Ita 1:1tJi de acuerdo con ti principio de indeterminaci6n , 
porqu e .¡, - e"lt< deacri b.e una partlcula cuy<> momentum p - !ík conoeemo1 con 
precisión, tato ta. t.p - 0. lo cua l requiere que~-.,.,. Porlot.anto, plll'll 
obt.cntr Información 1cen:a de la polidón de un a parUcu la Jg.caliJ.ad~ dentro de 
unare¡¡i6n <ll,debtmos1uperponervui11solucionesde laformaA~conva­
loresdiferentea de l(op).yconamplltnd 1prtcilbleAtn11n intern lo .1.t(o 4p); 
esto es: debemos form ar 11n paquete de ond.u (\'11:1" flg. 1·26). &te paquete de 
ond111st puede u:pra.artnS. lorma 

(2.8) 

donde A(k) es la amplitud COITt!l pondiente 11.! momcntum p - lik. 
LaecuaclllndeSchñldinger(1:.3) describtuna partlcul•que..e muevetn llnu 

recta (moYimiento en 11 n• IOll dimen li6n). Pan una partlcula que st m11C\·e en 
t l etpacio,laeeuacl6n seeooviert.t tn 

-~(7;- + ~ +~) +E,l..z. 11,:)+- Ee,, (2.9) 

q11eetobvi.amenteunagenentlincilmdelaec.(2.3),1pueeitndo lutrMcoor­
dt nada1 en forma aimt lric•. En el caso de 11n• p11rUt11la lib...,, E,.(:i:, y, :) - O, 
ylltcuaciónstlranlfornaM 
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Lall01uci6ndeesta ecuaci6n,que dtl<:ribeaunapattleulalibttconmomentum 
p - Mt. y energla E ~ll'lt"¡2m, "" 

.¡. - e'•·~. 

Dejamos la verificación de esto al estudiante, quien debe recordar que 

BJl/MPLO 2.1. Ju1Ullcacl6n Intuitiva de Ja ecuación de ScllrMln¡¡er. 

SolMd61oJ Hemos dicho qu o en la m•dnlca cuántica, IR tuncldn de onda ¡(:z) tiene 
un pa~I .. mejante al do !a a mplltud ~r) en una onda estaclonarl •. Pa .. un movl­
mlento on<tulatorlo en una llQla dirocddn la amplitud de una onda ettadonarla 
de longituddeondai.satlsface laecuaclóndlleronclal, 

~+k"~ - o. 

donde k - 2"/l. e1 el ndmuo d• ondo de la onda estacionaria. Htt0rdem"" ahora 
que en 1a mednka cuántica p - ü, oegún la ec. (1 . .f5), de modo que podemos eope­
rar que la funcl6n de onda 4(z) u Usfag.o unatt11Rcl6n 1\m!lardelalonna 

~+%4> - 0. 
Cuandoescrlblmos1aecuaclóndelaondae1t aclonori1 1uponemo1.que k e1 conl­
tanteyqueporconslgulente pdeberAsercon1tan\e. Esto no ugen .. almente clerto 
para una particula oomdlda a una fuer••· Sin emb argo, usaremo1 l1 ecuación anterior 
a un cuandopno seacon.<tanl e.. Entonces, recordando que la enugla lota!e1/:: ­
- P'f2m + li'.(x). podemOJ escribir 

p' - :tm[li' - li'.(z)). 

yde«temodolauuaclónanLerlorseconvlerteen 

~ + T. (E - E,.(r)J 4> - O, 

lacual, 1l hocemo1 unllgero re•grupamle n\o de lérmlnos. uprecloame nte l•ecua· 
dóndeSchr6dlnger(2.3). O.bemosenfatl•ar. sin embargo, que no hemOJ derlvado 
tal ecuación. o!no que. por procedlmlento1 de analogla, hem01 dilucidado •usnrl­
gene1 remonthdono1 a las relaclonu {l .44) 6 (l.45). 

2.4 &calón de polencinl 

Como una primera ilu•trad6n del uso de la ec. de Schrikl.inger. vamos a deter­
minar la fonción de onda .;.(r) para una partlcula que&e mueveen una región 
dondela energiapotcncial eaU.d i1tribuida como .. ílustraenlafig.2f.:l; esta 
di&tribuci6n se denomina e1calón de potencial. Eoto es, la energía potenclal es 
cero para :z < O y tiene el valor constante E, para r>O. Desde el punto de 
vistafllieoninglinpotendalpresentatalcambioabrupto onlpldo;e1 m.braio­
nable esperar que el cambio sea 111ave, como &e muestra en la Unea de traz()S. 
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Por t/l!mplo, Jos eled:l'Ones Ubttt tn 11n meta.I upulmenLl.n ate camhlo •u•vt 
depotendüenluveclndadt1de la1uperflcitdelmilmo.Slntmba.'l:lo,ele1C1.l6ndt 
potencU.t oo rt..ico es matem•t.ic•meote m.69 limpie y 1u1 rnu lLl.dOI aon 11pli­
cablt1• 101 caS01n!a\es como un• indicación de lai.ituaclón !laica. E.lnecenrio 
con&iderar ocparadamenu lOI .,...,. en !01 cua l .. E < E1 y E > 4 

(•) E< E .. En este UIO, la med.niu cl,ai.ca. ª°' dict que la parUcula. oo 
puede estar • U. du-echa de O, porque entonces 11 energll cin~ca E~ - F. - I:; 
ter!• negativa, lo que es impoai.ble. De este modo "' >O es unl regi6n dúica· 
mente prohibida si E < E.- En el caso de IOI dectronn libttt en 1111 met.U, esto 

PIJ. t -1. E6calón de potend&l. (En 
tst11yen 1odul .. ftl!U'*' Q1.1t 11¡¡\>en 
ln regloneo clUlel.mtnlt problbldu 
esU:n oombr .. dH.) 

1i¡¡nillc11 <¡ue aquello• electrones con E < E1 no pueden t1C1par dt l metal lloo 
que cuondo lle11an a 1u 1u1Jer1\cie oon devueltos ~l interior. 

l'ara obtener «;r) pal'I un uca\ón de potencial debtmOI ucribir la ecuación 
deSchréldingerparalu regionuit < O(o l) yparait > O(o 11). Pan laniglón (1) 
en U. cual Ep - 0,laec:. (2.3)eecon\'ierteen 

quees ldtnticaalaec:.(2.·l)par1un11partkulalibre.Susolucióngenerale1del 
tlpodadoen la u.(2.7),o 

('2. 10) 

Tal como atA taerita. esta tc:uaaón n!prt9tllta una partlcula incidente (-""J y 
uruo ttflcj1da (~. ~tamOI alljnando una unplitud diferente • la partltula 
rtRt)acb pani tornar en cuenta cuúqui ... poUble cambio dd hu incidente coma 
OODKtutncia de la rtllu.i6o en ;r - O. Para la ttglón (11), tn la eu.i E,.(,1t) - 4 
Ja tc:uación de Schmdlngu es 

~+ 2m.(Ell~EJ 4.., - 0. (2.11) 
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Cuando E< E,,. podemon definir la cantidad ~ti va .. • = 2m(E, - EJñ', de 
modn que la ecuación di!e~ncial (2.ll)"" convierta en 

~-'"' .... = O. 

La wlución de esta ecuación diferenciales una combinación de lasfoncicmes 
Fyr«',corno¡mdemotverificarporsustitución directa. Pero la función cre­
ciente tf'Z no es aceptable porque ubt:mos que la amplitud del campo es muy 
pequeña en la región (ll); uperimentalmenteS11bernosque no es probable en· 
contrarunaparticu!aeu esa. rogión(n:cordarnuestraproposicióndeque,desde 
el punto de \'isla clái;.ico, eso es imposible). Por consiguiente. debemos uursófo 
la fondón expnnencial decreciente e«', ó 

.¡.,(x) - Cr«'. 

El hecho de que.¡..(~) sea diferente de cero !ignif1ca que hay alguna probabilidad 
de encontrar la parUculaen la rogión (11). Esto cm.,tituye una delas mlls inte­
resa.oles peculiaridades que distinguen la mecánica cuántica de la mecAnica 
clbica: en la mecánica cuántica, la región en la cual una partkula puede mo­
w rse notieoeporquéser, engeneral,de fronteras bieo definidu. Sin embargo, 
comoY(x)eiitádadapor unacxpnneilcialnegaLh·a(odecreciente)laprobabilidnd 
deencontra rlapartlcula conE<E.aladerechadelescal6ndepotencial(e11to 
u, donde x > O). di&rnlnuye rllpidamente cuando :t crece. En general, por lo 
tanto, lapartlcula no puedepenetrarmuchodentrode la regiónprohibid.aclá­
licamente. 

Podemos determinar las constanta A, By C aplicando la condición de conti­
nuidad del carnpodemateri:I o función de onda parax - 0, que obviamente 
es un requisito !!sien. Esto es, la !unción de onda debe cambiar suaveme.ote al 
cruzar el esca.Ión de potencial. Esto requiere que 

<f. - <lis y ~ -~ parax - o. 

Estas condiciones dan A + n - C, ik(A - HJ - - ~c. las cuales, a su vez, dan 

B = (i~k~«!A y C = ~~~' 

de modo que 

En la fonna que hemos w:rito i;,. la lnteruidad del campo incidente es IA~. 
La intensidad del campo reílejado es 

l tfi• -1 :: ~ : Ar- ~: ~ :·=:: ~:IA l' - IAI"· 
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Por collliguiente, ambos cunpos, d incidente y el reflejado, tienen la misma 
lntensidad. Podemos interpretar este iuultado diciendo que todas las partlcu­
las que alcanun el escall>n de p-0tencial con E < E1 rebotan, induyendo aquellas 
quepenetranli11eramenteenlaregil>n(ll). ~tainterpretación está.deacuerdo 
conladescripciónfiaicadel procao. 

La función .¡.,(x) se puede tambjén escribi r en la forma equivalente 

.¡.,(x) - ik ~ " J(ik - ,.)t"'«- + (ik + .. )1:-'k'J 

y, recordando que e* '"" - cosh + isenb;, obtenemoadespué&de efectuarla 
multiplicación, 

~ este modo, no toma ndo en cuenta el factor complejo 2ik/(ik- <>) que multi­
plica .¡., y ~ podemos representar ambu funciones por las curvu de la n11. 2-4. 
A nt.11yor ener¡¡ia potencia l E., mayOT valor para .. y mb rápido la función .¡.. 
tiende a cero para x > O y para una ener!Jia dada E. En el l!mite en que E1 se 
hacemuygrande.demodoque .. tambiénc1muygrande.lalunción i;..e!lidén-

PIJ. t-~. Fundón de onda par.o. un esca lón de potenclal de altura E., cuando la 
energla E de la parUcula es menor que E • . 

ticamenteigualacero (~ • O),yningunapartkula puedepenctrarenlare11ión 
dá..;camente protúbida de la derecha (:i: >O). En otras ¡»labras, todas las par­
tkulu 1e rellejau en:i: - 0. En esteeaso, laexpreliónanterior para .¡.,se con­
vierte en 

.¡., - 2/Asen/a. - Csen/a., 

como se ilustra en la fi11. 2-!i. (El estudiante debe comp.arar esta Aituación con 
ladeluondasen una cuerda eou un extnmofijo). 

(b) E > E1. En este ouo, , ¡ de nuevo suponemos que laa partlculas proceden 
de la izquierda, la descripción cl~sica serla que todas ellas prosiguen dentro de 
la re¡¡:ión (11), aunque mo"iéndose con velocidad menor que en la región (1). 
En x - O experimcntan una repentina desaceleración, porque lacnergla cinética 
es menor en (ll )queen (!). Laaituación segúnlamec!nioacu~nticac.1diíerenle. 
Paralaregión(l) lar.olutiónutádadatambiénporlae.:.(2..\0),.¡., ... Atk"+Bc"<', 



lisuponemotqueesposiblequealgunaspartkulas..,nDejen(hlp6te&itqueveri­
flcanmos mll.s adelanto.). Sin embargo, para la regi6n (11) la soluci6n e. difenmU. 
porqus ahora E > E0 y debemo• definir la cantidad k" - 2m(E - E.)h' de 
modo que la ec..('2.ll) oe tran.tormaen 

~+k".¡..- o. 

La solución es ahora tambifo 1intllar a la solución de la ec. (2.7). En esk cuo 
una cosa ell cierta: en la ngi6n (11) sólo knemoapartlculH viajando hacia la 
dell!cha,porloque debtmoseseribir 

(2.12) 

Aplicando las condiciones de contorno en :z: - 0 para las funciones d&d llll por 
las ec1. (2.IO)y('2.12), koemo1enton«::s 

A +B - C, k(A - B) - k'C, 

l'l«.!-6. (a)Paredde potcnclal.La 
partlculanopuede penetrar enlare­
¡¡lón :z: > Cl. (b) !'unción do onda P"'"" 
unapareddo potendal. 

~ 
cuyas soluciones son B - (k - k")A /(k + k') y e - 2kA/(k + /t'), de modo que 

~1(:z:) - A (ttz + : ~~ e-'l"), .¡..(:z:) - k~K AP'2
, 

El hecho de que B no sta cero es una indicación de que algunas partieul"-9 oe 
ll!Oejanen:z: - 0, quees ol:roJT.Sultadodifcrente delpll!dicho porlameci.nfoa 
cibica. Esta n0exi6n es una propiedadcaracterlstica de to<los los camposcu&.ndo 
alpropagarsc encuentranunazonadedlscontinuidadde laspropiedades fl~ 
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del medio. E1te comportamiento e. bien conocido para el caMJ de las ondas dAt­
ticas y electromagnétieu. 

EJEMPLO i.1. Determinar )O'I coeHclentes de r<:flu.16n y de transml1i6n del esca­
lón de potencial para E > E.,. 

Sol~el6•" !..lamemos o - p/m - /lk/m la velocldad de la particu la en la rt.glón 
(1) y o' - U::'/m la velocldad en la r<:glón {11). Recordar que la ln~n 1ldad de las 
partlculu incidentu (esto es, d niimeru de partlculas por unidad de volumen en el 
ha~ Incidente) est~ d&do por IAI'. Entonas el "Mujo"' del haz Incidente o densidad 
deeo1Tiente de¡>arUculH (Hl<o es, clnoimerodepartlcula1quepaunatr11.v~ dela 

~fi~;;~:~~;b;..~~~~~;~~:~t~~r.¿:E11~:~B:·~:~.~i:~~::;e~~!:c:;~~~E=:~ 
"- :l!i: - ( :~::r. 
T - ~ - f ( t~k')' - (k4.:k;')'. 

11 y T 1on ambos menor<:1 que !, ya qneel ha.t Incidente do partlculu1e d!vide 
en los hace1 n.flejado y \ranl mllldo. El estudiante debe verlflcar que 11 + T - 1, 
oeg~n oe requlorepara laeonservaclón del nOmerodeparUculas, puestoque elflujo 
entrante de paruculas debeoeri¡¡ual ala 1uma del r<:flejaduy et transmltldo . 

2.5 P artic1do: en una C(lj(I de polenci(ll 

Con•ideremoa, como segundo ejemplo, el caso de una partlcula obligada a m<>­
vene en la región entre % - O y % - a, tal como una molécula de gas en una 
caja. La molécula se mueve libumente ha$la que choca coo ta pared, que la 
fuena a ubotar. Una situación similar eltisle para un eledrOn libre en un pe­
dazo de metal, si despreciamo• las tnteracciones delelecl.rón con losionesposi­
tivosysilaatturadelabarreradepolencialesmbgrandequelaenerglacinética 
del electron. El electrón puede mover.e libremente a tra•"éi de.l metal pero no 
puede ea.capa r de é l. 

Podemm representar cada una de estas sttnacionea füicas por el potencial 
l"e<'tanguJ.ardelafig.2-6,que,aligualque eldiagramade energlapotencialde 
la lig. 2-3, ea una ilustración muy &implifleada de IBS energlas potwci.alea que 
oturre11 n.almente en la naturale%ll. E1te diagrama •implificado de la energla 
pote11cial .., denomilla taja dt polmcial. Tenem0$ Ep(:i:) - O para O < % < a, 
y11.que lapartleul11. se mueve librementeenu.augl6n. Perol11.e11erglapotencia l 
aumenta rápidamen te hasta el infinito en ,., - O y :i: = a. Esto si¡¡nifica que 
actúan fuerzas muy intensas &Obre la partlcula en UOll dos puntos, obligándola 
a invertirou movimiento. Entonces, cualquiera qusKa el valor de la energla E, 
la partlcula no puede estar a la izquierda de :i: - 0 o 11.111. derecha de %- a. 
(Recordarlaílg.~yladiscusi6ndelasección2.4coacern.ienteaunvatorE1 
muygrande).Encoost<: uencia,enestasdosregionea (:i: < Oy,., > a),lafunción 
de onda es idfoticamente igual a cero ; esto es, .+{.t) • O. En la reglón O<%< a 
elproblema es esenci.almente elde unapartlcnlalibre.LaecuacióndeSchrOdinger 
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pani. lafonciOndeonda de una partlcula librees la«- (2.5). E.toes, 

~ +k'+ - o, k' - 2mE/!r'. 

Comolapartieula estAoscil&ndoent.re .z - Oy:i - u,lafunci6ndeonda(como 
enel easodel esca lOnde poU111:ial)estádadaporlaec.(2.7),esdecir, 

4{:i) - Ae1"+8~. 

la cual indica movimiento en ambas dirttcionea. Lu condiciones de contorno 
requieren que .¡.(z) - 0 en :i~O y :i:-o. Entonteoi .+{:t - 0) - A + B - 0 o 
B - -A. ~modo que 

4{..:) - A(P' -~) - 2iA lll'Jlh -Csenb:, 

dondeC ~ 2iA. La condición deconl.ornoen.z """ o da 4-(z - a) - Csen ka - O. 
Como C no puede ser ""ro, porque no t.endrtamos entQnces fonción de onda, 
conduimos que sen ka - O o ko - º"• donde n es un número entero. Despe­
jando k, tenemos 

k - n,./11 6 p - llJr - n,.11/a, (2.13) 

las cuales dan los posibles valores del momentum p - lik de la partlcula.• 
La energia de la particula corTtSpondiente a loa valore. de k dadoa por la 

ec. (2.13) es 

E-L-~ - n•,.t.J;' 
2m 2m 2ma* 

{2.14) 

o, si E, - !i'>i'f2mrr' es la eougia para n - l, entonces E - E,, 4E,, 9E,, .. 
Concluimos entonces que la partfoula no puede tener una energla ubitraria, 
•inosólo aquellos valoresdadotporlatt.(2.14) yquesemuestnn enlafi¡¡.2-7; 
es d~ir,la ener¡¡!adelapart.!cula estácuanlWlda.Estasituaciónesnueva,ya 
que en el ejemplo anterior del e5eal6n de potencial ne> tuvimos que imponer 
ninguna limitación a la enugla. 

Esta lituación en la cual sólo se ptnniko ciertoa valores de la energia no es 
una p~uliaridad de ute problema particu!u, $ino que ea ¡¡eacnol se presenta 
cadavezquese ru uelvelaecuacióadeSchrOdUi¡¡er(2.3)paraunaenerglapo­
tencialqueeontioaalaparUculaenunare¡¡i6nlimitada. (Recordarqueenelca.so 
del to!Cllión depoteacial 11 particula no estiba confinada a una región limitada 
y por lo tanto la energla ne> estiba cuanfuada). La cuant~ación de la ener¡¡la 

•El e>tadl.onto puode ,..,.., ....... , la utroo..Unuio olrull!tud <ni"' loo mttod .. mot<mHl«io 
u,.doondlf•..,nt<1 prubl•maod<llolea,laJ .. comolocuetda<"Vlbtoel6ncon losoKlr<nt00 
ft)o1 y ol probl•m• quoa\omoocoould<nndo de UH ¡>articulo en uno aja do pat<n<lol. La 
o!luoclónfillal<arnb!o.p•,.,.lo\ktik:omol<mllU.., .. lo mloo1a.(EotaH l&ro•Ónp<>rlacuol 
ea ton lnlporu>nte do"''"" ollfUnoo C011otiml<nloo motomt tlcoo btokoo ontco d< comonz.ar o 
eatudlar llalco). O.l><mosalertoral .. 1udlonl•. 1ln • mborgo, paro quenovoya o penz.ar qu• 
1lendo • l lormal tsmo ma,.m'11co ol mtsmo, la 11\uodón llolu os " m•J• nt.<. No 1< d<l>< pensar. 
~: ·~::".!:~º· quo Ju ondu de materia IOn •lm!llno a loo ond.., quo 1< propagan • lo lat¡O d• 



(t . .s 

resull.a. deque la función de ondautA determinada por la energla potencial y 
las condiciones de contorno. En general, aóloparaciertosvalores E1, E., E., ... , 
E., . . de la energla existe una función de onda ij{:i:)aceptable, que .satisface 
las condicionC'I de contorno del problema rbico. Por consiguientf, el formalismo 
matemáticodelameclnfoa cuántica, como se expresa en la ecuación de Schril­
din¡¡er.incorporade unmodonatun.llacuantizaciOndclaenerglayLaexistencia 
de uneonjuntodiscretode niveles deenerglapennitidos.Enelproblemaqueesta-

Fir. ~ -7. Niveles de encrgla para una 
caj• de potendal unldlmen•lolUll. 

mos considerando, encontramos que adem~• del hecho de que la ener¡¡,la de La 
partlcula estA cuantiuda, el momentum de la misma tllmbién f~té cuantizado, 
con losvalons posiblell dadosporla ec. (2.13). Sin embargo, ésteno ea eleai.o 
general. 

Lu funciones de ondacorrespondienl.esa losvaloresdekdadosporlaec. (2.13) 

V,J:i:) - C n n(ma:/o), (2.15) 

las cualea, en electo, son idén ticas a las am plitudes permitidas para ondas en 
una cuerda vibrante con los exlttmos fijos. Las funciont11 de onda para los pri­
meros t rts ni,·ele11 deenerg1aeatAnreprtsentado1enlafig.2-8(a). En lafig.2-8{b) 
ladensidaddeprobabilidad l<!iol'estAindicadaparalos mi.omo1 oivele1 deenergia. 

Notemos de paso que en este caso simple podrlamos haber derivado los valores 
delaenergladadosporla «. (2.14) u.aodola analogiaeonlacuerdavibrante. 
El estudiante debe recordar que para obtener ondas estacionarias en una cuerda 
con1u1ext.remosfi josy separado1uoa distancia a, la longitud de onda ). debt. 
tener loa valores 
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flC· ~-8. (a) Lu tres primo.,.. funclon 05 doundapara una parUcula <n unauja 
de potenctal. (b) D•n•ldade1 dr probab!Udad correspondientes. 

Luego, p - h/i - nhf2a - nd/a son los valores po!lblt1 d•l momentum. de 
acuerdoconlaec.(2.!3);porcon!lguiente,l11.energiaesU.dadaporlaec.(2.l4). 
Sinembargo,parapotencialesnu\1wmplej05,esta analogia no resultay M: re­
quiere una solucilm de La ecuación de Schrfldin¡¡u. 

Ea interesante obKr\lar que La ene?gla mlnima de una parUcula en una caja 
de potencial esE, ~ lí' tt>(2maly no cero, como unopud~ra 11Mpechar. La ind .,... 
terminaci6o en la posici6n de La particula a. evidentemente, 4.1'.-a. La par­
ticula está oscilando con uo momentum p; 111. indeterminación en t.I momentum 
81 entonces tlp-2p. El principio de indeterminación req uiere que JU tJ.p ~ h. 

Por consiguiente. o(2p) ;., h o p ;., "11/o, dando E ;., E,. La existencia de una 
energla mlnima o tn ti ptmlo uro, oomo s. llama algunas veces a E1, es Up.ico 
de todoslosproblem.astnloscuales una particula está obli¡(adaa moverse en 
una región limitada. 

Para cornpl~tar nuestra discusión, ddenninaremO!I la constante C que npa=e 
en la ec. (2.15). La condición de normalización a en e1te caso, 

f. 1 "'~1· .u - 1 
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porqueelalcanudelalunci6n vadrsde0hutaa. El valordela inte¡n! M!c­
Lue¡o Ct{fa) - 1 o C - fv.. Por lo tanto, ia. l•ndonca de 011o:la 11ormali­
uclu 1011 

Otni propiedad b1terta1.Dte deia. hmclonea da onda Mquo1011 orWglmalu; 
utoes, 

(2.16) 

PodemOI verin car .,.toe11 el pruente caso comot.igue: observando que la• fun­
donei .;.~(:z)90nrn.lesyporlotanto +!(:z) -+.(:z), podemOlfSCribir 

r. •=•·· ··-·H ~7- "·;"' 
- ..; J: (cos (n-an"}d -eo. (n + :')""']t1z. - o, 

donM hemu1 UAdo identidadM tri¡¡onom~tricu pa .. COI (e.± ~). 
58puedeprob1rquel1propiedaddeort.ogon.Udade1un1propiedlldgenual 

de l1110ludo nn de la e<:uación deS.:h..odinger y no unapeculiaridad dela•fun· 
clonetdeunaca/adepotencial(verseccll1n2. 12). 

111.111.lll'L Q'l.a. Obtener los nlvdea de enerlJla y IH lundonH do onda para una 
partlcul• en el Interior de un a caja de potencial de lados n, by ~ (ftg. 2--9). 

!o'oh .. ""' E:< tendiendo nuatro ruan.miento Interior, notamo• que Ju tn1 com­
ponen\eo p., p0 y p. del moment um de la p1rUcula deben 11ti<l1etr ..,ladooe•llml-
1a:r .. alaec.(2.13)paraun•caJ•unldlmen•loo1l. Lutp 

P. - ~. Po•~, P••~, 
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don<k n,. n,, y n,, JOn n(imeros ente...._ Por lo tanto 

E --i;;¡ P'-fn¡-o>l+J4+p1) 

- ~ (~+-¡i-+~) · (2.17) 

E1I• u pN:116n d• los nlwln de tnergl• M. un• putlcula en una .,.¡a de pot endal 
trldlmenslon.al. Com parando la ec. (2.17) oon la ec. (2.15), e nw nt,..mo1 que la 
runctóndeond•st 1mednup~arpor 

+- c.., ,. 7 .. n ~oen 7. (2. 18) 

El est udia nte verHlcar•, por 1111\l\ ud6n dl..,cta d e laec. (2. 18)tnlaecuaclón d• 
Schrlldlnger (2.11), con E. - 0, q~ Umbltn ..,lulla el ulor dado pOr la ec. (2.17) 
pan la entr~• y que t - O en IH _.,¡,c.._, de Jauja de potencial ; ú ta I~ la 
ml•m• oondldón lmpunta P'""" una eoo/a de . potencial unldintn•lonal. O~rv~ 
adem•s que la ac. (2.18) H fonnalmente ld~ntlu a La ec.uael6n de la función amplitud 
pe. .. ondH elladonarlu en una cavl(lad l'Ktllllllll u . 

Se presenta una sl!u.d6n imponante cuando I• ~· de potenclal es ctll>lu. n to 
n, cuando a • to • •· Entonou las encrglu po1lblu at'n dadH por 

E • ;:::.(nl+nl+nn - .;;:;.,,. 

do nde ,,. - n! + ni + ni y Ju """"'1pondlentu f11nclonc1 de onda M>n 

Ob5"rv1r que la energla d epende sólo do ,,. • nl + ni + 1\1. E$t o 1lsn tnu que 
tOdOllOltH•d OfCOrr1'•pond lent ualo1en\CT<>t n,,n,,n,quedaneLml1rnov•lor 
para 1r llu>&n I• rn!1ma energla. Sin embarg<>, cuando se al teran 101 n,;mero1111, n,, n1 
1ln camblu el valor de 1<, I• función de ond• l•mblln e.,nbla . De ute modo un 
clertonlvel deener¡'l•pued.aestarawdadocon vui•1 lunclones deondaoeol ad01 
dlnjmlcoo.Cuando1ucedentooedlcequen.l11e.U,.ntrot:llln. Elorden de<kgencra· 
clóndeunnlvel doeaergla,deslgnadopor r,e1lgualal n llmerode funclonadeo!ldtl 
dllorent u (o Lndcpendlente1) para dicha enugla. E11 .. at•n Hu1trad.a1 pan loo 
prtmu ... sel1 nlvde1 deenergla de .. ,.. caja de polendal c.;blca en la labia 2-1, 
dondel!, a lgual a .,..A'{'ltnlill'. 

TA.HLA 2· 1 lfl..,leo ' • n etfia 1 'eruuaelh Cll au 
.. JaeO lea(.t, - "',,.ftm_.) 

E nergla Comblnaclonuden,. n, , n, Otgtnerulón,g 

3 E , (l , 1, 1) 
tib."1 (2, 1, 1) (1,2, 1)(1, 1,2) 
91!, (2,2 . 1)(2, l ,2){1,2,2) 

11 1!, (3, l , 1)(1,3, 1)(1, l ,3) 
128 , (2, 2, 2) 
l~E, (1,2, 3)(3, 2, 1)(2, 3, 1) 

(1,3,2)(2, 1,3)(3, 1,2) 
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IUllMP W ._... !fallar t i nOMN'O de 11lvtles de entr¡¡ll t n on lnttrvalo pequello 
da anerllf• dH JHI'" on• JHlrUcol• 1ltoada en una taja da polen<:lal muyiP'1'nde. 

-""""'' !'ara 1lmpllnair co n1lde~mo1 un • CllJ• de pntencl1 l cdbl,,. de la do o. 
Enton<:f:I, oomo v lm o1 e n t i fH'O blema a nte rior, loo nlvelH de enerllf• de una p.,Ucul1 
enlacaj1eotAnd1do1por 

B - ::;, en: +ni +nlJ, 

donde n1, n,, n, - entel'OI. Noumoo que p•n una u ja peque!\a (ato a, v1lonl 
peque!\os de4)lol nlveles Mener¡l1u1Anmuy<1pacl1doo, oomo11emut$lrltn 
11 11,. 2-10(1). Pen1 para una .,.¡. muy IP'1'nde, oomo u el cuo de 111 molffulu de 
un j¡.11 oontenldu en un rcdplente o los eledroneo de 11n mo.UI, lo• niveles de entT­
gl1 1uc.,.lvo• eot• n tan Junt os que prkllcament e forman un espectro oonllnuo, 
oomo M IJu•tn.onla ll•.2-IO(b).N ueolroproblema eoenconlrarcuol.n tos nl velesde 

- --·-·· 
---·-·· 
---~ 

c.J o peqwllo (•-•-<) ,. 

l 
.1 

n r. 1·10. Nlvelu de ener¡¡la para 
(•) una caja de potencl1L pequef11, 
(b)una u/1 de potencialgr1ndo. 

energ1• hy en un p~ueftu lntern lo d5 de e nttg1a cuando 11 Cllj a de pott nda l U 
muy gra nde. Est e problema u muy 11emejante al de t noontrl • 101 modo1 de OICL• 
l1clóndo laoonda1encerrad11Mun1eavldaddedlmen1lnne1 muchomayort1 q ue 
l1 lonsltuddeonda. 

lntrodPUamos IH ooorden1du t. 'lo t en un du1o eopado de n!prewn!Jld6n 
(ft11.2-l l);ead• pu11todeooordtn1da1( - n.,"1 - tt, l't- n,...,pl'tltn!Jlunnlvel 
daenttglayacad& unoda_.puntoscorTeS¡>Onden,c"eoteeopado,un•""lda 
da volumen uni!Jlrlo. Deftn•m111 lt" - (' i- .,• + t"; mton«1 iM n6mtTO de pun1os 
queUcneacoorden• ducnta"111 ypostUvlllyqu•yacen-rela 1Uperflcled,.un• 
•lcrade radlokd1nl111dl!Cf'tnteou11do11$0Clld111co11lae~a 

B - ::.:. "°· 
I'••• h• ll u e l número de eoi.do1 N(f:) con eMrlJI• entre caro y E, deNmo1 dater· 
m!nu el vol umen de un ocUnt• d• la u rera de n dlo 1<, y• que o.ólo 1e permiten vi to-



/ 'arffcula ui una oaja de potuicial 

Flr. t -1!. Denshhd de n1.,.,1 .. de 
energla pan. una ca/• de potendal 
cúbica grande. 

1"1'-"J>OllliVO$paran,,n,yn~ L.uego,recordandoquell - hf'J.,.,obteneml» 

N(E) - Ktn""l - i- V ( -i:: r - s;; (2m')' " E"1
\ 

donde V - a' •• el volumen de la coja de potencial. El numero de estados con 
energla entR B y B + dB oe obUene dlluendando la eapr-esi(>n enterlor, lo cual da 

dN(E) - 4"'V(~)lf• B'"dE. 

El conveniente e&erlblr dN(E) .. pt;B)dB, de modo que 

i(B) .. * .. hV(~l'" J!'I• (2.1~) 

B¡l.z ) ·---

111. t-11 . (a) E:nergla potencial de un osdlador armónloo. (b) NlvelN de energl•. 



, .. 
a el n4....,ro de at•~ por 11nldad ck lntervalo d• •~re!• .it1!dedor dd .,alor B 
da la tntrgla. El grállco de r(B) apar-eoo •n 111 llg. 2-12. E l ttM de la dnl• de ..,.cho d8 
daelnameroCOrTflpOndlente dN - f(E) dEde atfld<nen t al lntervalodeenergt.1. 
El iru. blljo la curva dude B .. O hu ta E_ .. • da el nolmcro total de u tado1 en 
'"tnterV1 lodeenergla . Tcndrcmo1 np<>rtunldaddeu1&rlaec:.(2.19)cnvarloopro­
blcmuqueapor«enm41adola nteen eatelibro. 

En alg11001 cuos u mú conveniente usar el ntlmero da t1tado1 que.., encuentran 
clentro del Intervalo dp entre p y p + dp. S1 ..,cordam<» qua la putlcula que eat' 
dentro <18 la aja acttla oomo una partlclll& l lb...,, tenemos B .. P"f2m. 0.0nlendo 
tf,p) de modo que dN .. g(p)dp .. r(B) dE, tenemoo 

~ - g(p) -f(B)* - ·~V p'. 

Ella uprulón .., aplica Igualmente para detiorminar ti ntlmero de modos de la1 
ondalongll11dlnllln•n<>"...,d1U enunacavldaddevol1,1onen V.Entar.1cuo1n 
m61 oonvenlente uu.r la frecuencia•· Rerordemot que p .. hfl. y que• .. •P., donde' 
es La velocidad de fue de lu ondH. En «mse<:uencl• t i deRnlmot rM de modo que 
p(.)d . .. p(p)dp, t cncmo1 

Q'(.j .. p(p)*• 4~V ... (2.20) 

2.6 El Ollcilador orm6nlco 

Un problema f!sico importante ti d del oscilador armónico, para el cual la energla 
potencial et Ep - !h", llu1l.rada en la fig. 2.1 3. E:1te problcm1 •mninlltra im· 
portante información •ctrta de las vibracionu atómieu en lu molé(:u1a1 y lut 
tólldoo, ya que en primen 1pro:Wnación, debtmot 111pooer que d movimie11to 
n lativo de lot 6tomot en las molkula1 y en lot 161.idoo ti Olcilatorio armóaico. 
Lr. ecu;1.cil>n deSchr6di11f1ert1ahora 

No Intentaremos reoolver tita ecu.ción de un modo formal; ante. bien daremot 
tólo lot principales ruultado1. Recontando que pan un olcllador armónico la 
frecuencilugular t1., .. yT¡m,encontramo1q11e lotv1lons potiblesde la entl'­
¡¡lapan loaestadoautacionario1aon 

E.- cn + n11 ... (2.21) 

donde n ti cero o un enUro poaitivo; esto es, n .. O, 1, 2. 3, ... Entonces 
E. - .¡.t.., 3Ji ,.f2, SA .. {2, etc. Lo1 niveles de energll que se indk:n en la ti¡. 2--13 
estín l¡¡ualmente RparadOI entn 111 por la cantidad .t .. (o Ir•, ya que fl - hf2• 
y .. .. 2 ... ). 

Un l'tlultrido interesante es que la energla m!olma del oscilador armónico 
llll Jllwó J:h, ., Esla se llamaenugfoen t lpunloe<ro del osciladorporquecol"ttt­
ponde a n - 0. Erte resultdo, ali comoel anilogo obtenido para la caja de 



potencial, esté lntimamente relacionado con el principio de lndelenninacl6n. 
La energla mlnima, desde el punto de vista cltsico, corresponde al punto O al 
fondo dela curva de la energia potencial. Sin embargo, en est.e punto tenemos 
:-= - Oytambién p - 0. Dt bido a que nohabrla oscilacione. en tal &ituaci6n, 
podrtamos conoc.:r s;multáneamente y con 11.bsoluta precisión la p001ici6n y el 
mC>mentum de la part.lcula, lo cual contradice el principio de indetenninaci6n. 
Por conslgui~nte, el primeT nivel de energla o estado fundamental deben\ aer el 
nivel de mlnima energla compatible con el principio de lndelerminad6n. Para 
ver esto,obaervemosquepara este nivel particular, la amplitud:f0 delas oi;ei· 
l.acion~ es muy pequefta, y podcmoa hacer :r., - ! '1%.. También !11. aml'litud p0 
del cambio de momentum es muy pequefto y podem<n poner p0 -JtJ.p. Laener· 
~::.n oscilador clhico de amplitud !ro es E - tm'""4: notando que µ. - m..z.. 

E - Jm'""4 - !...CzJ<m...,..> - t"""J'o -i"' 4% tJ.p-ih"' -t~w. 

No 11e danlaqullaupresi6ngene111lde l11.1runcione1deondapa111eloscilador 
armónkn aimple (ver problema 2.16). La tabla 2-2 presenta las primeras funcio­
nes de onda. cnrrespondie,.do .¡..al estado fundamental. Estu fundones.se ilus­
tran en lafig. 2-\4. Obsér'l'ese queellasno $e anulan abruptamente en los limites 
clásicos de Oitiladón, indicados por el segmento vt"rt..ical en cada caso. Antes 

TABLA ! -! haelouo •• Ud• 4.& n Of(lli•tlor umbleo 
c·· .. - 1111 

.¡..(z) 

bien, ae e>:tiendenmAs al!Adeestos limites,aunque decnidendomuyripidamente, 
como encontnmos prtwiamenle para el Cll.S(I del escalón de potencial en la sec­
clOn 2.4 cuando E < E. {lig. 2-4). Estn significa que la amplitud de un OICilador 
noei;IA dellnidapn!CÍ&llmente en la mcUnica cu,ntica. como loe.ti en el caso 
cüsico. En la me<:á.nica cutnlica la partlcula se puede encontraren un instante 
dado en una región en 11 cual, según el fonnaliomo más rlgido de la meUnica 
clésica, su movimiento"'" considera impo6ible. Existen, a.in embargo, much<» 
uperiment<n que apoyan estll cnndusiOn. (Los discutiremos mb adtlan le). En 
la lig. 2-15 $e indica la <Unsidad de probabilidad P - 1#:-=JI' para \01 estad<» 
co!Tespondienlea a llu;fundonei de onda que 11t muestra en la fig. 2-14 . Nótese 
que,aunque exi&teunaprobabitidadtinitadeo~rvul.apart.lculafuera de los 
limites clásicos de oscilación. esta part.lcu la es!A principalmente confinada a la 
regiónclisica. 

HastaaqulbernOlll estudiadoun nsciladorlineal. es deciJ:, un oscilador en uoa 
90la dimensión. En el ca.o ~neral de tres dimensiones, como es el de un Atomo 



l'IJ. !.H. Funclonu de onda cornt· 
pondlentesa lo•cuatro prhneroonlveles 
doonugla doun0$0:1!•dorartn6nlco. 

(U 

FIJ. !·Ui. ~nsldade•deprobabllldad 
corre1pondl<nlH a 101 euatro prlmu-01 
=~~~00~e .... rg1a do un oscilador 

enunaólido,losnivelesdeenerglaestAndadoapor 

E~ - (rr+i)llw. ,,,,, 
LRM>ladlfuuciaesqueabora la energla en tJpunto ceroesi ll .. en lugar 
de .¡11 ... porque debemos agregar Ju energlu en el punto cero para tu 011eila­
clonessegíln lotejes X, Y, Z, quetorTeSponden a una ener¡¡lade ili.,paracada 
coordenada. 

U~MP1,n .i.11. D111eutl• los uoslblH esta dos utaclonui o1 pua la encrglll potendal 
que 1e llu1tra en la l!g. 2-16, denominada poU>do pol<n<ial. F..sta energlo potea­
clol H ddlne por E• - - E. para 1:0:1 s a{2 y/:,"• ~ O para l:<I :.?: af2. E•ll forma de 
energla potcnclal tiene mucb., apllcadone1 lm poManlH, upecialmente cua ndo H 
trata defuenasllamada1decoMoalcance,locual slgnillcaqueelpotenciolc1coM­
:::::J"".:c~ei::~da1 mayorft que el alCllnce, Eata 1ltuac!ón parece apli cable a lu 

Soh•ri<>"' Este problema u equh•alente a tener dos ucaloncs de potencial, Imagen 
.. pecular uno deº'"'· sepuados la dl•U.ncla a, Chblcamente llablando, P""' una 
onergla negativa E(esto .. , E < O) la part!cula deber•cotarconflnad• oknt"' del 
po:w; es deci r, la parUcula deberil permanecer entre., - - af2 y :o: • + a/2.Sln 
emharso, teniendo en cuenta nuestroo •Jtmplos previos ..,5pechuno1 que en mtd· 
nlcacuolntlca tolo no .. cierto. P11J11la roglón (I),en lacual -0{2.S:o:S + af2, 
)a t nergla potencial •• con1tante y la po.rt/cula es esenclolmentt llb"' aunque t11~ 
obligada a moverse hada delante y hacia atrú. De este modo, 111 lllllplltud d• 
campo 'l<,(:r)debeseruna funclónannónlcadel Upo{2.7). EnlaoresJonea prohlbl 
das( ll)y(l!l), luamplltudt1.¡..(.,)y.¡..(.,)dtlcampodebendecn:.,.,rexpon•ndol­
mente, como queda lndlcadoen la ftg. 2-4 pua un solo nealón dt potendal. Por 
con•lgultnle, lacondld6n decontomoque se 11sópara obtcnerlafuncl6nde onda 
delaflg.2-4d•beapltcanedo1 v..,..,11na en ., - - a{2yotratn:o: - a{2.~bldo 
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• que atamos Lmpoolfcndo do- conJ11nl<111 de condlclonu de eontomo, .., Ju pu•de 
utlsfacer 1610 pan dutOll valoret de la energla. De a te modo la enugla B de una 
partlcula en un pozo de PGlenclal a t• cuantl•.d•. No u pollbkup~ loo v.tonl 
p011bln de E en forma cerrada '/ no .. rin dado• aqul (ver cHO 1lm!lu M el ejem­
plo 2.6). El nolmero de 11lvelea de e nugla ali limitado, siendo l<llo uno, o dot, o 
\ttl, de., dl!!>"ndlendo de la profundidad B, y del a loanee o del potencia!. E1to u , 
pu• el CHO en el c11a.J E,pt < ""A'fam, ha.y ooll.mente un nl\'e l pos!ble <k oner­
lfa ; para 

hay dosnl,,.,ladeenu¡la:psta 

hay lttl y a1l..,ee1hr:1.mente. 
LH funclonn de onda para el et.lado fundamental y Lot dot primero• estados ncl· 

t ado1e1Unttprtsentadaoen lang.2-17panoelc .. oenetcual 1e perml ten trH nlw-

let de enerj!la. Obsff'veoc ll. ll mllltud con lu funciones de onda para el Of"ll•dor 
"'mclnlco. El utud!Anlodebe• ' h..,.relgráflcodalade n1ldaddeprobabllldad P -
• l+I' corret(IOndlente a e1 t01 titados¡ tamb!ln d•Mr6 penpr a ouca de lo que ocurn 
cuando B > E. y ha«r un esquema de La. lundone1 de onda )' de las den1ldadu :: ~~:·~~~~:¡'!;.~.~ este caoo, todos lOI valoreo do la tnergla ion • «plables )' lita 
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Ll d.iscuoiOn oobtt d ~IOn de potencial, I& aii• de potencial, el mcil.&dor 
arrnOnicoyelpozodepotencitl 1ugiettlanatunlezagent ralde l.,. ut.adoty 
fllnclone. de onda .. tacionario1. La fig. 2-18(• ) muutn una energta poteneial 
E~(:i:) oimilar a la <¡U"- se encuentra en UJ1 problema d" fueru tenlnll o en una 
mol~culadilltómi<:a. Avaloragr.ndeode:i:,laenugl1potencialM!h.o.""-con1tante 
e lg1uüaun valor escogido como cero dela enugla, queeo la convención mU 
usual t.. enttg!a potencial dii.minuyt.al disminuir la distancia, indica.ndo u111 
fuena alrad.iva. EA MI& energla potencial u minima e igual a - E.: I& di$tantia 
c:orrapondienter•dtllde O e.la Mpancil!n cU.sicadeequilibrio. Si disminuimot 
dn mú la distancia, lti enugla potencial aument.f. ripidamente, indicando u111 
fuena de repulsi011. 

Pan valora n~t.ivos de la energla el movimiento u tlbicamente limitado. 
Por ejemplo, cuando la partlcula t.itne una energh F., el movi~nl.o dblco ti 

n,. il-11:1. {• ) Curva ~~11ua l de energla pote11clal cor...,1µu ndle11t" a ll:pul1l611 
fuerte p•nPf'quei\01valoll:1d<1.o:ei11tora«16nde1predablepanvalor .. grandH 
de.o:. (b)Nivele1deenerg1acom!1pondlent.,.1laener¡l•potentlal lluttndaen{a). 

Olcilatorio entre A. y B. Ello& punl.ol se denominan llmila dlilitw de ouihui611. 
Pan valores posit.i"ot de la energla (E> O) t..ie. como E', una parUcuta pro-­
··eniente de la derecha, al llq¡ar 1 Ces det.uUdl y rebot.a, 11:Uoeed.iendo 1l i.nlhlito. 
Eat.aealaru6npor lacualCtedtnominapunhldliliot1icrd4rrio. 

En I• mednica cu,ntica la o:te.cripcil!n es fund•ment.almente la millnu., Hnque 
•parecencierta1caracterl1t!c11 nuevas: (a)Lo1ea\.adoellgadosocummi0lop1ra 
ciertoavaloreanegatlvosdtl1cnugla,dem<Hioquepa.r1E<Ohayunup«/ro 
di,crt/11 de niveles oes;t.11do1 de cnugla. Esl.o ti cierto porquepar1 E < O, el 
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movimientoestádctenninado porlosllmi~cl.bicosdeoscilaeión, impcm.iendu 
asl dos condicion.,. decontornowbre lu funcion es de onda. Por lo tanto, sólo 
existen10lucioncsapropiadasdelaecuacióndeSchrtidingerpara ciertasenergia1. 
E•!.11 e• la misma situación encontnula, por ejemplo, en el cuo de una caja de 
potencial. (b) Existen estados no ligados ¡>ara todon los va lores pO&ilivos de la 
ener¡¡!a: c\e<:i mns entonces que para E > O hay un tsp«INJMnlinuo de niveles 
o est~do• de en~rgla. La razón de esto es que cuando E> U, el movimiento está 
limitado sólo en un punto, el puntnclásfoode retorno, de modoque"61o !l"' re­
quiue una coudidón de contorno. Exist.e entonces suficiente flexibilidad para 
JN'Trnitirunasoluci6ndelaecuacióndeSchrOdingercon una constante arbitraria: 
la energla. Esta situación~ ha presentado ya en el caso de un escalón de poten­
cial. Fl&icamente, la &ituación ocurre porque podemos siempre fijar arbitraria­
menle la energla de la partlculacuaodoéstaseencuentraagran distancia, como 
hacemos, por ejemplo, cuando una partlcula cargada 11eacelcra en una mol.quina 
y.elanzacontraun nUcleoquesirvede blanco;ocuandoun átomoehoca con 
otro en un 11ª'- En la flg. 2-18b se muestra esquemol.ticamente los espectros de 
energla continuo y discreto. Sin embargo, en el caro de un potencial como el 
que llC muesb-a en la flg. 2-13, co...,spondiente al oscilador armónico, no hay 
un espectro continuo de eno:rgla y todos los nivdes ron discntos. 

Cuando la partícula se encuentro en unest.adoligadodeencrgla negativa E, 
la m!Jiima energla que 11e debe suministl"ar a la misma para llevarla a una gran 
d.i5tancia es E~ - - E. Esta se llama t nrryfo de rnloCI! o de ligadura de ta par­
tieula en aquel e~t.ado. (Algunas '"eces., cuando nos estamos refiriendo al estado 
fundam<:nl.al de una molécula diat6mica, la llamamos rntryla dt disaciad<ln, 
porque e1 laencrglaminirnane~riaparasepararlos dosoi.tom1H1cuandola 
molécula t•tá en el estado fundamental. En el eas.o de un electnln en un Momo 
o molécula, la llamam0$ también rntrgla de ionización.) 

Para E < O, la.s funciones de onda "" """mejan a Ju del 0$0ilador armónico, 
exceptoquesusformasexactas dependcnde lnenerglapot.encialEp(.,;).Lallg.2-19 
mu u tra lafuncióndeondaparannniwlnegativodeenergia(E<O)delespec.­
tro disereto (un estado ligado) y la función de onda para un ni'·el pMith·o de 
energla (E > O) del espectro continuo (un estado no ligado). En amb-Os caros 
Ju funciones de onda se extienden mli.s allá de los limites clás.icos del movimiento. 
pero disminuyen muy nlp;darnente fuera de eso1 límites. En particular, para 
valoresgr.induder.lafuncióndeondade un ertarlodeenugiapositivao estado 
no ligado se parece a la de una partlcula lib re y tiene la forma a.intótica dada 
por!aec.(2.7) 

ya quedebettpr"'ltntarambupartlculas:laentranteyla salienteo reflejada. 

11!.Jll.lffl'LOi.6. Estudiarlo» niveles deenerglayfonclone• deondaparala energla 
potencial descrita por la curva que •e ilustra en la ng. 2.20. En ., - o la ener­
gla potencial se hace lnftn!U. Para O < .,; < <>, la energla potencial llene d valor 
constante E - - E, y para z > o, B ... O. Hesulta asl una ldealluclón rectan­
gular de la curva de energla potencial de la ftg. 2-18. 
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Flr. 1·111. Fonna di\ 1111 funciones de flg. t-~O. Poui de potencial redan. 
onda para est11dos llg11du1 y no llgados- guiar lhnltado en" - o por un a pa red 
<:0rrespondlentesalaen.rglapo1encial depotencial. 
que~ muutr:o. en la ng. 2- IS(a), 

Soh1el6"' Consideremos primero el caso E <O, qu e <:arresponde a estados llgado1. 
En tal Cll$O la part!cula e1t1\ oblig•da a moverse cl blcamente en la región entre 
" - O y ;r; .. o. o región (l). La energla Bo - - E es enloncH la energla de dlooda· 
dón o de enlace ; esto es, ta encrgl a mln!ma requerida para ucar la part1cula del 
pozo de potencial. La ecuación de Sd1rlkllnger (2.3) para .. a reglón, ya que Eo(z) -
- -E+,$e<:0nv!.rteen 

-fn,~-E,.¡, - E~ 6 fj+lrl<;i - 0, 

donde /rl - 2m(E, + E)ff" .. 2m(E, - Bo)/1", y P• .. l/r, es el momentum en el 
lnter!ord•lpozo.Lasoluclóndeestaecuaclónestidadaporlaec..(2.7)6 

'fi,(r) - Aé'•' +B.-,.•'. 
Re<::<>rdando el caso de 111 caja de potencial, dcbemo1 lmponer que.¡,, - o para 
" - o; esto slgniQca que A + 8 - o o B - - A. Luego 

<},(z) - A(é"'-e-.. i") - c~n/r¡;r;, 

donde C - 2iA. En lo región ( ll), <::<>rrespondlente a s > o, la ecuación de Schr6-
dlngerco n Eo(s) - Oes 

- fm-fj - E.¡i 6 fj -"'.¡, .. o, 

m' - - 2mE/A' "" 2mEo/A'. 

Sire«>rdamosladiscuslóndele'°"lóndepotenclal heeh1enl1&ei:cl6n2.4,~mo1 
quelaooluclóndeesta.e<:uaciónes 

.:i.{z) - nc-. 
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A oonU1111acl6n debe1noi u Udacf'r lu t<>ndic1Qnt1 de eonlin11ldad de la funel6n 
de onda en z _ ,., tllO ff, 

+. - .;i. y d!n/dz • dV,/dz. 

Csenk.., • fk..11.• y k,Ccosko<> •- •De-. 

Dlvtdlmdo mlernbro " miembro u tas dos « uaclo nes para ellmlnar Ju <:0n1tan tff 
C y D, r<:1111ta 

(2.23) 

o,lntrod11dendo l.uuprulonff para t,y .. ,tenerno1 

[2171{E0 - Eo)/A[' " Nlg [2171(E• - E o)/A J' "ª "' - [2mEo/Al '/I. 

En et!• ecuación la ilnlca can tidad ubl t ... rla ff la energla Eo. Expresa en\On• 
ou una co ndició n µar~ 101 po1lbte1 nlve le1 de tnerg!a en d Interior del polo. Sin 
enrnugo,<:0rno e1taecuaclón eo lra1ce n-
dente, e1 diflcilobtenerEoenuna forma 
cerra\!•, como se hizo para la ul• de 

~~:~~~t: :!~~~~t:emt~y ,:::~ 
Nntlpouicuadrado(eJtmplo2.~). Lue­
go, pu~dtnul1Ur nlnguno, uno,dot, lr<:t. 
etc.,nivelnposlb\esdeenergl1.Sepllflle 
'"erlfteuqueal 

E.a' < ><'A'f&m , 

no hay u \ado llgado; t i 

""A'/ 8m < E.a' < 9"'A'/8m, 

hay11nl0lontadallgado;1i 

h'-A'/8m < 6P' < ~A'f8m, 

Plr. t-tl. ~·undonu de ondw curl'<!1· 
pondlMltl a l pozo de potencial que se 
llu litraen laRg. 2-20 

hay do1 t1tado1 Ugado1, y alol 511oulvame n1e. Porlo tan to, el nlimero <k nlnlea 
deenerg!AHpdotdependedtlvalordelproductolí.a'oenergla x (alcan"")". 

LH fundon .. deondapa,.el calOenelc11al hay1ruutadoillgadotse il11•tr• 
en la n1. 2·21. El eat11d lanledtbeeomparar ttta1 f11nclone1dee>nda con1•1 d•diu 
para la energl a pol<0ncl•I que se muestra en la ftg. 2·18. Elle ejemplo, r<:latlvame nte 
simple , puede a yudarle enton.,.1 a comprender m~/or lo que hcm06 discutido en 
relaclóncon laMergl•po tenclalm'• "'•UHade laAg.2-18. 

Con1lderemoi a continuación l<>t u t ado1 pot itlvn1 de en~rgla (uto u cuando 

~~:110~ 11?:.,".~:~o;,:.,u.,~•~i;,st~ozc:~·:~:n: ~!:~:~ l~~·~~~"·~ªJ'!: ;,{,J.~ 
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Plg-. t-11. BaJ"ffra de potencial N!cta ngulu de ancho o y altura E.,. 

+ E)/l', .de modo que P< - u, u el m<>m•nlum e n el lnt•rlor del poro, podemo• ••­
crlblr la 10luclón paraz <ocomoantcrlormento, •stoeo, 

~(r) - Csonk.z. 

Pan:r >o, donde E, - 0, la ecuacMn de SchrMlnger ••ahora 

donde 11.' - 2mE/l' y p - lk •• el mom•ntum de la plrtlcula lib,.., fuera d•l pozo. 
Laso1uclóndeestaecuadónesdeltlpodadoporlaec.(2.7).Sin ornbargo, en este 
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caso conviene mil eserlblrl• en lt form• equlvlllente • 

+.(z) - fJ H n (b+ 1). 

Lae1ntld1dase ll a mad•fo•o/o;1u1lgnltlcadonslco""r' exp llcado en breve. Apli­
ca ndo La1co ndk1ontJ de continuidad de la función da ondaen:o: - o, obl• nemo1 

k. cotg.t1<1 - l<cotg(ka + 3). (2.24) 

Eataecu.cl6ndlllerede l• (2.23)enque&taconllene,en1Nolrucosa&,un•c•n· 
tldtd arbltrt1rlt 1, el defuaje. Po.. lo tanto, podemo1 Alllfattr 1i..mpN 1• ecua· 
cl6n (2.:U) para cualquier energla B (o mom..ntum .\k) ueo¡lendo tpropladamentf. 
el dtf ... Jel;•n con1ttuencla,el "pectJ'OdelllenerlltJIOllllnHCOnUnuo,como 
eradeuptcru. 

Podemo.comprender elorlgen<kldetu.jcdc. l• 1lgulentemanera. Sll& eMr¡lt 
p0tend1I ' ""•• del Upo co"'lderadu t n I• ng. 2~, y que oe muHt .. {I n vertido) en lt 
ftg. ?·22(a), la !unción de ondt hab rla 1ldn .¡. - se n U - e""' - .,,...... que <>0ntlene 
el hu departlculasl ncldentoyelren•J•do,ambo•con 11na longlt11ddeond•l - Z../lr, 
Poro cua ndo introduelmo• e! pozo de potenci• l (ng. 2-22b), !11. !unción de ond• u 
dl1tonlon• en l• reglón O :!i :ii: :!i a. y •11nque la longitud dt onda para z > o .,. 
!Od•vl•2rt/lr. la c:urv• H nh: deM move"" • lo Jugo del eje X l• dl1tanola 1/lr 
dt! modo que en " - o H 11n• 1unement e con la lunclón de onda en el interior del 
polO (que U.ne una lon¡llud de onda dife...,nte l. - 2•/k~ F.n otrlll palabrQ, 11n• 
modlRcaclón local de la en.-rg:la potencial ent""' ,,_-o y" _ ., •fed.a la runcl6n 
tolera. E>to H opresa mediante el defuaje 1 para,,_ > "· 

2.8 Penetmci6n a tr"""'• de uno bcl1Tera d e potencial 

E l hechD de que una función de onda pueda uttndene mb alli de 101 Hmite. 
disicot del movimiento da lugar a un importante fen6meno llamado pmdración 
de uno bfurora dt pofmclal. Conlideni.mos el potencial repre.entado u la flg. 2-23. 
Eite con1ta de dos eacalon" de pot>eocial, pero endorden in ,<erso al pozo do 
potenci• I de l• fig. 2-16. Se le denomina Hrruadtpoltncial. Considttar=>OS, 
como anteriormeot.e, los a- E < E. y E > E1 por te.pardo. La mednica 
cibica requiere que 11011. p1rtlc11b proveniente de la izquierda con una tner¡¡la 
E < E1 H refleje en % - O, tal como H diM:utió fil 11 ..eeión 2.4. Sin em.bior¡¡o. 
• l conllduar elproblem1. de1cuerdocontamednicacu•nt.ica panobtentr l1 
tolución delaecuaci6n deSchr6din¡¡er enluregion"' (l),( ll) y (lll), eneon­
tram o1 que la runción de onda tiene, en ¡¡cneral, el uptcto qne 10 ilustra en la 
fl¡¡.2-24.Suicomponente•sonde la forma 

+. - A ~+n,.-11<>, .¡.. - c,;u+.[)r"'"', +.- A '~. 

donde k y • ton Ju mismu que lu de la MCCió11 2.<ill, uto es, /el - 'lmE/,,. y 
•' - 2m(E.- E)/IP. U fund6a de onda +.. como en el CllllO anterior, contiene 

• P<><1emoo_<tt>1 .. •-forma-eqlll~teoo1~'l"" 
•<:lt•--h±IMllb. 

*- A .... + n.-... -{A+ Jl) coo itz + /(A - Jl)Mh h 
- c .. n(b +t). 

"°"<ktfl-(A+B)/l(A-8). 
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! 'Ir. 2-U. Fundónde ondacor..,spondlente a!a barrerade pot~ncialdelatlg.2-23 
pBn1una energla menorque laa1tura de la bar..,ra. 

lu parUculas incidente& y reílejadu; .¡.. decm:e u:ponencialmente, pero además 
deh<l contenerla exponencial poaitiva. ya que el potencial se extiende solamente 
a valores por encima de:r: - a y la exponencia l positiva no eatá necesariamente 
excluida, como lo fue en et caso del potencial escalonado. Debido a que.¡.. no 
ha alcanzado elvnlorcero enx - a, la función continUaen la ..,glón(IJl)con 
la lonna oi.cilante...,. que representa lu partlculas transmitida&, que tienen la 
misma energla que lu incidentes., pero una amplitud A' que, en general, es d.if<'>­
rente de A . Corno .;.. no es cero, hay una probabilidad flnib.de encontrarla par­
Ucllla en la región (ll I). En otras palabnu, n pruible que una partlcilla atrauieu 
la l>arnra de polencir.ll <>iln cuMdo 1u enugla cüiilico tta menor que¡., altura 
dela barrera . 

Cuando E > E., la dei.cripción clásica del proceso indica que tod.ns !u particu­
lu debenl.n cruzar la barrerade potencialyalcanzarellado derecho. Sin em­
bargo, en mecánica cudntiea. por la mismarHón que en elcasodel eac.!ilón de 

:=-------- ------ -----
l'rTM 

'·' 
" 

o 1 2 3 ~ 5 6 7 8 
r,¡i·. 

l'lg. ! -H . Coetldentt de trasmisión de una barrera de potencia\ rtctangular. 
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potencial, alguna. partlculassereflejan en.:r - Oy :t - o. Porconaiguiente, lu 
funciunesdeondaenlastresregionl!ll&OnRhor11. 

0:.1 = Aei>"+&-"<', .... = Ct'J<'z+IJ<--O•z, <b - A'e'-"", 

dunde k" - 2m(E ~ EJ/h' y llk es el momenlum de las partlcu\as mientras eiitán 
cruundo la barrera de potencial. 

Ap!icandu las condidon"4 de conlorno en l: - O y l: - o, podemos determinar 
Los coeficientes B, C, D y A' en función de A en l•n caso• E < E0 y E > E • . 
La tnnsparencia de la bainra se define cumo T - IA ·rnAI'· Esta var1a con la 
energla E, cnmo se mueatra en la fig. 2.25. Obsérvese que para E> t:0 hay trans­
misión perle<:ta (T - 1) para ciertos valora de E/E., que corresponde a una 
longituddeondadeLaparUculamientrasestácruzandolabarrerade potencial, 
dada por~· = 21</k', que es igual a un múltiplo de 2a. Esto puede considerarse 
comounel'ectoderesonancia. 

La fig. 2-26 ilustra un caso más general De acuerd o a la rnccá11ica clásica &i 
iB partlcula tiene una enugla E, puede rno,,er..e ent~ A y B o entre C y D. 
Si la partkula ealaba inicia lmente entre A y B, nunca u encontrará entre C 

Yll.2-26. Casugcncr31<.lcunabarrcra<.lc 1J<>1cncial. 

'*• ~!~i!i.U. Forma de la funci6n de onda en el caso genera! de una barrera de Vo-
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y D. y ncl procamente. Pero una va. más en mecánica cuántica la lógica es d.ife­
rento:. Cuando ruolvem6' la ecuaci6ndeSchrOd.ingerpara estepotencial, obte­
nemos una lunciOn de ond:.I .:., como se muestra en la fig. 2-27. úperamos, te­
niendn en euenta nuestroo ejemplot previos, que entre A y81alunción de onda 
IU oscilatoria, pero a la derecha de D debe variar exponencialmente. Sin em­
bargo en C la función de onda tiene alln un valor finito. Entre C y D. que es 
cl!s.icamente unangiónpennitida. la luncióndeonda sehare~latorianucva­
mente. A la derecha de D ésta decrece una vez más exponencialmente. Por lo 
t.anto concluimos que hay una prol>abilidad finita de que la partlcula se encuen­
tre entre A y B o entre C y D. En otras palabras. si la partkula está inicia lmente 
entre A y B, uo poco más tarde puede hallarse entre C y D, y redprocamente. 
Paraqueestosuceda,lapartlculadebe penetrarlabarreradepoteocial entre 
By C. 

La penetración de una l>arrera de potencial no tiene ana logla en mealnica 
clás.icaporqueestocorrespondeaunas.ituaciOn en la cuallapartlculatiene 
energla cinétka negath·a o momentum imaginario. En mecánico. euintica, sin 
embargo. estonodebe presentarninguna d.ificultad, ya que nohayqueinsistir 
enuur la lógicade lamecánicaclár.icaen los dominios deliltomo. LapenelraciOn 
de una ba!Ttl"a se observa en mucha••ituacionelO, de la1 cuales diseuUremos dOll. 

--~ 
N'~X 

(•) ,., 
l'lg-. !-~8. (a) Movimientu de ln\•crslón del átomo de nitrógeno on la molo!cula 
de amon iaco. (b) Energla potencial para el movl p1 lenlo de lnven lón. 

La molécula de amo niaco, NH., es una pirámide con el Atomo N en el vértice 
y los tres ~tomos H en la base, como se muestra en la fig. 2-28{a). Obviamente 
elák>moN puedeestaren una de la1dos posicione&simétrica1 deequilibrioN 
y N' a cada lado de la base de la pirámide. Como ambas po1iciones N y N' deben 
ser de equilibrio, la energla potencial para el movimiento del6tomo deN segiln 
el eje de la pin!.mide debe tener dot mlnimos y la lonna simétrica que se lndica 
en lalig.2-28(b). con una l>arrerade potencial entn:NyN'.Si elátomodeN 
está in icialmente en N, puede even tualmente colarse a través de la barrera de 
potencial y aparecer en N'. Si la energla de este movimiento es menor que la 
altura de la barrera de potencial, t.al como el nivel de energia E en la figura, 
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rlr. ~ -:D. (a) F.ncrgla pule,.dal de 11n e lectrón e" un rnctal en auscncla de un 
:~~frrC:l~\~~0~xlcrno. (b) E™'rgla potencial n•ultante euando "" aplica un campo 

el mo,·imiento del Atomo N utá compuesto de un movimiento oscilatorio ent."e 
R y S o entre T y U, dependiendo del lado del plano sobre el cual 11e encuentra, 
ydeunmovimientooscilatoriomblentoentre lasdos regionesdásicaspaundo 
atnivCsde laharnnide potencial. Lafrecuenciade estes.egundomovimiento 
es 2,3786 x 10'º Hz para el e:stado fundamental del NH .. Este segundo tipo 
=~:::1:._irn.jento u el que "" uu para definir un patron de tiempo con rnloj e• 

Como otro ejemplo, consideremos el caso de los elutrones en un metal. La 
energla potencial de Uno de éstoll lit mnestn en la fig. 2-29(a). Para que un elw­
trlm que está en el mAximo ni vel de encrgla e&eaJM' del metal, se le debe sumi­
nistrar una cantidad deenergla por lo meno• iguala +.- E5tacantidaddeenergla 
puede su provista por calentamiento del metal o por la aboorei6n de un fol.6n 
(comoocurnenelefectofol.oeléclrico). Perocl electróntamhlénpuedeescapar 
sise aplica un campoeléctricoexternocuyopotencial se indica eon!aUnearecta 
dett11iosen lalig.2-29(h).l.a energlapotencialrnsultanteseilu.traco11lallnea 
continua de la tlg.2-29(b)yesequivalcnteaunaharnradepotencial.Loselec­
trones mh energ~ticos del metal pueden ulir a través de la ha=ni, resultando 
lo qu e .., conoce cnn el nomhn de cmilión tltclr6nica de campo. En la secdOn 8.3 
discutiremos otrn efectn de pendraci6n de ha=ra., Ja emisión de particulu 
alfa por los núcleos. 

P.Jl/..'/HPLO ll.7. Análisis de las funciones de onda y de los niveles de energla en el 
movimiento de lnvenlón dd nitrógeno en la mol~cula de NH,. 

SolMcl6"' Para mostrar cuAnta lntorm•clón útil podemo1 deducir de un anAllsls 
cualit ativo de las fundones de onda, u ludlanmo1 con mis deta lle el movim;.,nto 
de lnvut lón del nitrógeno en !a n1olkula de NH,. La ng. 2-30 reproduce la encrgla 
p0tenctal que .., mosml en la flg. 2-28(b). Miremos esta cnergla potencial como sl 
fuel"l laenMglap0tenctalde 11no1clladorarm6nl.., 1lmplecon una giba o han-e,... 
en el oen lro. El decto de uta ban-era central es una perturbación que afecta el 
movimiento de la parUcula, sobre todo cuando pasa por el centro. Como se Indicó 
anteriormente, est e efecto - para partlcul .. con energla tal como E, menor que la 
alturadela harreradepot endal-hacequedlsmlnuyalaprobabllldaddecnconlrar 
la panlcu!a en la ..,glón central. Podemo• traducir uto al lenguaje de la med.nlca 
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PI¡. !·IO. Entrgl• pott ndal pan. el 
movtm!tntodeln"*rslóntn ti NH ... 

(U 

l'lr. !·ti. Fundonet dCI ond• cortt1pondll'nte1 • 101 cuatro nlwles de tntrgl• 
m61 blljo1 del mov!mll'nto de !nvualón en tl NH~ 
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Ptntlraci6nalraoádo unabarnrod•pq/•ntial 

FI ( . 2- 8~. O.nsld•de• de probabilidad correspondiente• a la• lundonu de onda 
que.., muestranenlallg.2-31. 

cuántica diciendo que la barrera distonlu"a las tundonu de onda del polendal 
del o.ollador arm<lnlco en la ,..,glón ctntrlll, dl1mlnuy•ndo •u• amplltudo1 en ua 
reglón. J:::n la ll g. 2-31 se n1u,.tra oon lino.U de t r uoo las prlmcra1 cuatro fundonu 
de onda para elp<>tencial O!<lladorarmónkooln !a bar...,ra. Las lundonu deonda 
roalu, cuando ' " toma en eons!<1er11dó11 d electo de la barrera central, eotá n "'Prt:­
" "tadas por medio de l!nuo ll<nu. La llg. 2·32 indica lu corrupondlentH densl­
dadu de proba bilidad, l.¡.("'):• 

Unan•ll•l• Me•tasdcn•idadc1 de probabllidadmu .. traque l.¡,.!* y l'°'r sonca•l 
td~nllcas. La diferencia principal H que l.;..!' r<pr<>en\a una probabllldad de enoon­
\n>r l• parlicula en el lnterl<>r de la barnra <le pol• nciat, llgcramente mayor que 

~~- .::':.:':~8~!~\~~:1~:.nr!:1:;,I :dº~:.10;.e:.,·í~r.0;i~~'."!:~~·ª~0~:!'.~~W;:,¡ 
de eo!H doo lunclunu de onda no u Un e1t..,<ha eomo en el ca.o de .¡.,,y .¡.,. De 01\e 
modo lo• n!velu de e nugla E, y H1 deben •er tamhlfo muy parecido•, pero no tanto 
como lo ion E1 y E,. l\"o obstante, para energl u maJoru que la a U uro de la barrera 
""nlral (\a l como E"en la ng. 2·30), e!clecto de la barrera oe reduce ¡p-andemenl• 
y!a.lunclonu de onday los n\velu deenorgla 1oneiw:ncialmcn\elo• mi1mo1 de!o1 
del o•cilador otmónloo. La Hg. 2·33 n>uetlra lM nh·eles de energla; loo mlmero• 
co1TnJ><>ndenalosnlvelesdeenergladelamolfculade NH,.Laaltura de la ba'"'ra 
de potencia! en <:l NH1 es aproxhnadamen!e 0,254 eV. La Hgura mue¡tra ademis 
quelaoepuaciónentreelpar den!ve lesO.yOa,co1TespondlMtes alaof11ncione1 
de onda .¡.,, y<},. o entre el par de nlvelu h y lo, c<>rTO$pOndlentes a lasfun­
cioneo de onda Y, y oh.es muy pcqueila comparadaoonlaseparactdn entrelos do• 
paru denlvelu deenergla. Lalabla2-3da los primeros DChO nh·elu de energla 
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6,..,.-' G.2 K.~V 
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- o,8 -Cl,4 o Cl,4 o.s o 

ro.1&..t--1 
"•· ! -U. Nivde1 de enorgla pano. e l movlml•n l.., d~ ln ,••rslón en el Nll,. 
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~~ .. El .imbo1o 11udo para deolgnu u.da nivel Hri u pllcado eo la pr<)i<lma 

TABLA ! -1 Nl••IM l.t eortft. •l• r .. lt ­
aal on rn,...W al ttl.al.e tul.••••tal 
J&r• • l m .. halHI• edal l.el il•ID• lC .,, 
la meolkala NH. 

2861 

~ 
l b'17.4 
936.00 
'»0,16 

'·" 0,00 

0,35-17 
0,29.)(l 
0,l367 
0, 1980 
0,1222 
0,1178 
9,84 x JO-• .. 

• Lll unidad cm-• K deftnlrf. en 1a HC­

~~~1.3.3. Es ~ulnl•nle a 1 eV - 80&7,:i 

1'¡'.. r-H. Movbnielll0$ >imftrlcos : (•) 1>"11dulo, (b) 6<bi\a pl&11darla.. 
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El ruulLlldo m is Importante que.., debe deducir de e.ie ejemplo.,. que 1l lenemo1 
do1pozo1 depotenclalM!parado1 porunabarrera dep0\endal,lwnlvele1d<:e nergla 
mi• bo,Ja1teagrupanen pano1eslrtthamenle relaclonado•,o dQbldu. Sltenerno1 
t rea pozo• en lugar de doo, tendnmos trlpldea de nlvdeo de energla uoclado1 lntl­
mamen\e , y .si 1uce1lvamente. Como veremos mú adelante (en 101 C01op1tulo1 5 
y6)eotoumuyimportanteenele1tudlode moléculuyoólldo1. 

2.9 Simetrta, /unciones de onda y paridod 

Las cona.ideraciones de a.imetrla son a menudo una gran ayuda p• ra elfllioo que 
de.ea obtener cierta cla..ede infonnatión útil sin tener que recurrir a un c"culo 
deeLivo. Por ejemplo, en el movimiento de un péndulo {o en cualquier movi­
miento armónico simple), la posición de equilibrio O (tlg. 2-Ma) es un centro de 
aimetrla. Por consiguiente, euandod pi;ndulo está en p~cionest.imétricas tales 
como A y A', su •·elocidad y auleracilm deben .ser iguale. en módulo; el tiempo 
que R requiere para movtne entre A y O debe ser el ntismo que el que emplea 
para movene entre A' y O; la variacilm de velocidad. o de entrgía cinética, o 
de energla potencial en ir desde A huta O deben\ 1tr la misma que la variación 
ellperimentada en ir desde A' hasta O, y asl sucesivamente. En el cuo del mo­
vimiento planetario (fig. 2-34b), la Unea PQ ea un eje de 1imtb1a de la órbita 
y por conoi¡uiente la velocidad y Ja aceleración de un planeta en las posiciones 

J:,1.z) 

f'lr.t·U. Enuglapotenclalshmtrlea. 

simétri<:Q A y A' deben ser laa milmu en módulo; el tiempo empleado en ir 
desde A huta P y desde P huta A ' debe ,..r el mismo y asl sucesivamente. En 
general,ai laenerglapotencialessimétrica'""'pedoaun ciertopunto,talcomoO 
(fig. 2-35), sabemOI que cuando el cuerpo está en poaiciones aimétricas, tales 
como A y A', laa condicionu dirulmicas deben ser las mi&mu. 

En mecilnie1 cullntica. las eonaideracionea de simetl'la son ailn mb impor­
tante& que en mecll.nica clásica. Por ejemplo, cuando el problema es tal que la 
energlapote11eialtieneu11centrodesimel.:l1a,locualrequlerequelaparticula 
esU. en el milmo estado dinámico en posiciones simétricu, la probabilidad de 
encontrar la parlkula en estas poaiciones simétricas debe 1.er la misma. Como 
uta probabilidad está dada por f.¡.sj , concluimos que.; A y A' MJn d,05 pool· 



(U 

ciooealimltricas respttto 1l centrodesimetrl• del proble1111 fbico, como u 
11 ll¡. z.35, entonca 

¡; .. r - 1+ .. ·I'· (2.25) 

'Elto u, ti gr1lfüo dt \4'\' dtbtri. eer ->mttrlc:o rup«to 1\ «ntro d.e ol.metrl1. 
Ahor• b;.,n, •l•uponemo1q11'lu l u.ndo11eadeood1 wn reaka. I• ec. {'l.-U:.) re-

v .. -±+ .... (226) 

Por cooi.igu.ie.nte. la función de onda en puntol simtlriCOI debe Untt igual m6-
dulo ptro puede ser de lifloo1 opuealM. Cuando V.. - +t ... , decimoa quela. 
fu11clln1deondalleneparldndpar.CuandotA--tA·· l1. fu11ció11 deondatie11e 
paridad impar. 

En general, la paridad ee !"1'1\ett al comportamiento de la función de onda 
en dos poi.iclooessimétricas. ConcluimO\llentonceaque 

en problemuque lienoi un eu1/ro de 1imtlrlo, k»Wndosalaciona. 
ria# u duui~n por malio de funcion<$ de anda que fitntn una 
patida.dbitn dtfinida,paro impar. 

Veamos cómo e.ta importante conclusión se 1plie11 1 Ion problemas eon1ide­
radOI previamenU. En la. cJija de potencial de la llg. 2-6. el punto z - af2 ea 
un centro de simdrla; luego las funciones de onda debtn ..,, pa'" o imparet 
tt1pecto1z - of2. Estoee•·e claramenteen lafig.2-8(1),demodoquepodemOI 
declt(¡uclo1estado1conn - 1,3,5, . .. tienen paridadpar,mientruque1qo6-
llo1 con n - 2. ~,6 •. •. lit.non paridad impar. La d.istributión de probabJU­
d1dC1 qu1111 Ilustra en la fig. 2-S(b) lllltidace el requerimiento estllblecldo en 
la ee. (2.25), ya que u simt trica '"Pecto a z - af2. 

Para el caso del oscilador •nnónico, el centro de 1imdr1• ts z - O (fi¡¡. 2-13) 
y la1 funcione. de onda para n - 0,2,4, ... üenen J"rid..d par, mieotns que 
aqutllupan.n=l . 3,5, .•. tienenparidadi.mpar(llg.2-14).Ladistribución 
de probabilidad para todo. lo1 eaU.do1 eaU.cion1rio1 u simHrica reapecto 1 
z - O(flg.2-15). 

E1t.e principio de simdria se uMI impllciu.ment.e al discutir las fundonu de 
ond.. para el poio de potencial (fig. 2-16), que tiene un ecntro de simotrt1.en 
:i: - 0. Sin embargo, la tnergla. pot.endal coolidtrada en el ejemplo2.6 no pre­
senu. nlo¡¡un1.s.imetr11 (fig. 2-20) y lu correspondiente. íuncionea de onda no 
ton ni pares ni imparu (fl.g. 2-21). 

La energta potencllll para ti movimiento de Inversión del Atomo de Nen I• 
mol«ula NH. que se diao::utió en d ejemplo 2.7 (v" 11¡. z.30), tiotoe U.mbitn 
11.n centrodesimdrtaylufunclonesdeond• conupondltntea(fig. 2-3!)11>11 
¡»ores o impara. L.as íundonts de onda parea o aim~trlcJi1 se de:sigoan por 1 y las 
impUtl o 1nt.Wmttrica1 por o. En la tabla. 2-3 la.1 fundonr:1 de ond.. p•ru e 
lmparu 1ucesivasee dea.ignan{b, Oo, Ir, lo, ti.e. 

Otro hecho interesante que mencionaremo1 Dnvementeyque cualquier lector 
puedehaber captlldoal mlrarl11fl111.2-8, 2-14, 2-17y2-31, r:1quel1 lunclón 
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de onda del estado fundamental tiene siempre el mismo $igno (w d lenguaje 
dd ~lgehra . podemos decir que la función de onda del estado fundamental no 
lien• ralu.s). mieotr&ll que las funciones de onda pa111 d primero, 9et1u11do, ter­
cero, ... estadot excitados oruzan el eje (o cambian de !i¡¡no) una. do1., tres 

.. (o tienen una, dos, tres. rakes). Luego podemos concluir que 

mit11lr<U moyqr ntímuo dt ~ /Q función de Olldo cambit dt •igno 
(o mitnlr<U mayor sta ti n<im<ro dt ralea), mayor •tró la uiergla 
dt /01 t1Jrru¡xmdit11/u u/aJÍ.01 uladonorio1. 

2.10 La ecuad6n de SehrlXJ.ingr,r depe>idiente del liempo 

Hasta ahora '6lo hemot estudiado la distribución es pacial del campo de materia 
y llemot calculado t u .amplitud o función de onda V(z). No"" ha dicho nada 
acerca de la variación dd campo con el tiempo. Para discutir esta dep<'ndenci.a 
debemot tener una ecuación que contenga d tiempo; eiita ecuación se Uama 
..:uacicín dt &hr6dingerdt ptnditnledtl litmpo; tiene en mecánica cuántica un 
papel similar al que tienen la• ecuaciones de Maxwell en el electromagnetismo. 
La ecuación de Schriidingerdependiente del tiemp<> es 

(2.27) 

donde ahoraapareee'f'(z.()en lu¡:arde.;(z)para laluncióndeonda,incluyendo 
ni la dependencia en el tiempo y el "5pacio. Vemot que esta tt11adón para 
elcampodemateriii. 'f'(z.()difiereradicalmtntede la ecuaciónde ondai'l"f,JM' ­
- ~i'l"f,/iJzl. que deo.cribe lu ondas elá&ticas o clectromagno!ticai, porque aquélla 
contiene sólo la derivada de primer orden respecto al tiempo &'f'{i!I. y no la de 
segundo orden. l..a ecuación (2.27) tiene similitud con la del renómeno de t.ran .. 
porte, &~/81 - a"O'f,/lb;I, en el sentido de qut ésta también contiene la derivada 
de primer orden respe.:toaltiempoy desaibe la conduccióndelcalor yladifu­
lión. Sin embargo, hay una diferenda importante: el factor imaginario i - ¡r=I. 
quemultipLica a la de1ivada respecto al tiem p<> en la ecuación de Scllr3dingcr. 
Por consiguiente, elcampodu crito por Lace. (2.27) difiere de la.onda. clá1ticas 
o dectro magnéticas por unl parte y de In ondas ~rmicas o de difusión por la 
otra. E.&potello que debemj>scontencmo1delle\"ar demasiado lejos la analo¡¡la 
entre 10$ camp<>'I de la mec~nica cuiti ntka y ln ondas elbtica• o dcetromagnéticu . 

Obsérvese que .Olo hemot escrito la ecuación de Schl"Min¡¡er del"'ndiente del 
tiemp<> y nn la hemot deducido, como ea poMblc eatablec•.r la ecuación para lu 
ondas el,hticas en una cuerda o para lu ondas eltttroma¡¡ntticu partiendo de 
ptincipio1 má1 lundamentale... Podrlamos decir ahora que la ec. (2.27) •• una 
ley fundamental de la naturaleza en eL mismo sentido que lo son la ley dela in­
ducción el«tromagnética de Faraday-Henry o el principio de conservación del 
momentum, y que su forma matemática son el resultado del anAfüi1 cuidadoso de 
hecllosexperimentalesyde nuestraintuición. Esta prop<>siciónesesencialmeote 
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corred&. Sin embargo, tspoMble obtencr la ecuación deSchrildingerpartiendo 
deciertas hipótes.isWMcas. Este pro<:OOimientosesigueeniateoria formal dela 
mecánica cuántica, cuyo estudio tsU fuera del objetivo de este libro; Mn em­
bargo, en la ucción 2.12 se da un análisis introductorio. Debemos llamar la 
atención aqulsobrelosiguiente: el hecho de que la ecuación de Schri.>dinger 
dependitntedeltiem.pocontengaladerivad.adeprimerordenrespectoaltiempo 
yladerivadade segundo ordenrespej:toa lapoüción. se puederelacionard~c­
tamenteconel hechodeque la energla de la particuladependedelcuadrado 
del momentum a través de la relación E - P'f2m + E,,(,:z). 

A continuacK>n trataremos de obtener una solución de la ee. (2.27) que sea 
adecuada para delClibirlos estados estacionarios. Por el oonocimiento que tene­
mo1 de la.ond~ tstacionari11, podemos 1upouer que tal soluci6n debeteoerW 
variables tiempo y posición aeparadas.. Trataremos una solución de la forma 

(2.28) 

Probaremos a continuación que E es la energla y .;.(;i:) es la amplitud que utis­
facen la ec. (2.3). Para ver esto notemOll que 

Sustituyendocsta1do1expresionesenlaec. (2.27)y cancelandoelfactorcomún 
rll'.11-. obtenemos la ec. (2.3) para 4-(x); en consecuencia E debe ser la ener¡¡ia 
total del sistema. Por conliguiente el campo de materia dado por la ec. (2.28) 
oscilacon unafrecuenciaangular 

., ... E¡n ó E - h.,-h., 

de conformidad con las ea. (1.44) y (1 .45). Co mo se ha Indicado anteriorrnwte, 
elcampo exp~sadopor!a ec.(2.28) es Upicode luondasestacionariasporque 
la~ partes que contienen el espacio y el tiempo esUo inc!uida5 ea lactorea dife­
rentes. Sin ~mbargo. cuando se compara con las ondas estacionarias en una 
cuerda, en columna! de ai~ o en c¡¡vidadcs metá Licas. hay una diferencia impor­
tante y es que Ja parU que contiene el tiempo no puede ser eurita como sen o.t 
o eo.1 .,/,sino como r 1"' • rU>liA, lo cual se debe a que la ec. (2.27) ea de primer 
orden con respecto al tiempo. Esto es, en la mecánica cuAntica 1.u onda• sao 
siempre funciones complejas del tiempo. 

Para una particu!a Libre que se mueve en la dirección + X con momentum 
p - fik, tenemos 4(;i:) - Ae"'~. De este modo la función de onda dependiente 
del tiempo es 

(2.29) 

que describe una onda que se propaga en la dirección + X con una velocidad 
de fasc up - w/k - E/p - !u. como se estudió en la sección 1.11. Esto corrobora 
!aproposiciónhechaenlasección2.3dequelafuncióndeonda -t(;i:) - elk<c..,._ 
rresponde a una partlcula que se mueve en la dirección + X. Análogamente, la 
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fu11ción de 011da dependiente del tiempo que conuponde a «x) - r•01 ea 
'i'(x, f) - Arl(b+"'l. que describe una onda propagá ndose en la dire.:ción - X . 
Sinembargo,oopodemosusarco1 (kz: -..t)o5en(kz: -..t)enlugarde laec..(2.29) 
paraexpTillllT'l'(x,f)plll"1lunapartJ1:ulalib..,,porqueesta1ecuaciones 110MJ11 
solucionesdeta ec. (2.27) 

Para una partlcu la en una caja de potencial 

«x) ~ Asen n;; _ A(....,.. /lo ;;rrn"""') 

'l'(x, f) - A sen !!:¡f- r<E•!• -[~ ¡,<(mu1'o-Ell•I_ r•(n,../o + E.llJ)J. 

Esta ecuación con eaponde a dos ondas que >'iajan en direcciones opuestas In 
cual da como resultado ondas estacionarias, como en e l caso de u11a cuerda >'i­
bno.nte con extn:mo1 fijo•. 

Una solución de lafonna dada por la ec. (2.28) describe una partícula que se 

:~~;~ C:"es~:..; n;~:io~i:~o:.ef~~d~~º:.?," ndicnte a uno ~e los niveles de 

de modo q ue la densidad de p robabilidad 'i'(x,f) es independiente del tiempo. 
E1ta es la raión por la cua l lo» estados descritos por la ec. (2.28) fueron desig­
nados previamente como eslacianari08. Debemos obse!">'ar, 1in embargo, que 
la ec. (2.28) no es la única oo luciónde la ec. (2.27). y que exhteotra solución 
en la cual l'l'(.:r.l)l' no es independien te del tiempo. Lo1estadoscom:1pondientes 
no""" estacionario•. Ua.ando un resultado de la teorla de las ecuaciones dife­
renciales, podemo1 expresarla solución general de la ec. (2.27), correspo'"ndiente 
a los estados no estacionarios, como una combinación lineal de las soluciones 
estacionarias; esto ea, 

(2.31) 

{lo cual u semejante al an~liais de Fourier de una onda). La expresión anterior 
de ~'(:i:,f) es una soh1ción de la ec. (2.27). como podemos verificar observando 
que cada término, siendo del tipo dado en la ec. (2.28), es una solueiOn de la 
ec. (2.27), y que su suma es también una solución, ya que la ec. (2.27)esuna 
ecuaciOodiferencial linealhomogénea. 

Como una ilustración concreta , consideremos el caso en el cua l se puede ex· 
presar 'i'(:i:, f) como suma de do• kmi inos est.acionarioa, esto es, 

(2.32) 

Paraobtener lafuncióndeondainicialhaumosl - 0,con locual resu lta 

'l'(:i:,0) - c,v, + c,.V,. 
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Podemo1Wcular loscodl.c:lentesc1 yc.porun nd;lodom1ten1'11ticodireclo&I 
conocemos 'l'(z, O) (v~ problcm1 2.37). Por lo U.ni.o es posible dd.enninar V(z, l) 
&I conooemos la funclOn de onda inicial 'f'(z,O). 

Llldi1tribuci6ndeprobabilidadcorreipondientea 'l'(r,l)e1 

P(z,t) - l'l'(z,l)i' 

- (c: o1o:~"1••:a + c;~e"""11 } {c,.¡.,r'"•' + c,.¡.,ru<~1•) 

- le,4',r + lc,.¡.J' + c,C:Y,~rlll!,-RJIJ• 

(>33) 

Luego P(z,l) no es con1t.ante aino que contiene térmlnos que oscilan con fre­
cuencia angular .. - (1':, - EJ/fl o f..,eue nci.11 tinta] • - (E1 - EJ/h. Por con· 
liguient e,elestadodescritopor'f'(.r,t)dadonoesc1tacionario.Eatere1ultado 
no1d1un1 ideamá1claradcladiferencU.entreestado1eitacionariosyno etta• 
cionario1. Mientn.1que para e1tado1estacionarios l,'(z,l)J' es independiente del 

)'I r. l·U. Oeaerlpcióndel movlm~nto 
de lnvenl6n en el Nll , por medio de 
funclone1 do onda dtl"'ndl• ntea del 
tiempo. 

tiempo, rn eitadoa no eitaclonario. ]'f'(z,l)Jlcontiene una -eriedetérminoaosci­
l1torio1 con frecue ncia1 • - (E'0-E.·)/h. 

l,.afoncióndconda d• da porla ec.(2.3:?)puededc1eriblrun•iUema durante 
unatran1ici6nentreeatado1 ea taclonario1 E1yE1.Si la parUcutaqueellperimcnta 
la tranaició~ está cargada, pO<kmoa decir qu e durante ~Ita la partlcula se com­
porta como un os.citador de frecuencia dad1 por 111 ecuación de Bohr {t.29), 
• - V:,-E;J/11, y, por lo tanto, u capaz de emitir o 1btorbtr radiación electro. 
magnttica de 1.11 mi1m1 frecutncl1. En con11ttuenci1 d formalismo de la mtcl.nica 
cdntica inCOrp<'lra la ecuación de Bohr E, - E, - 1t~ de un modo n.tunl. 

tuKMr i.o 1.8. Estudia r 11 función de ondu que descrlM Ja In ven Ión de la molk11 la 
de NH,. 

Sa1 .. <:16"' S11pongamot que el Uomo de N c1td lntdt!mente (con mayor probabll!dad) 
e11el enadofundamcntaldd pozo de potencial de la de~cha(verftg. 2-30). Luego 
la rundón de onda lnldal debesergHndeenel pozode 11 derechaymuypequdl• 
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enel de la l•qulerda. Entonus, se puede cxpr<'ula lundón de onda en la forma 

'f'(:r,0) - 'Y.,. 

la cual Htoi "'P"'ocntada en la ftg. 2·36(a). Httordando Ja lorma de lat !unciones 
.¡.. y.¡.,en la ftg. 2-31, µ<>demo• t ambltncocrlb!r,con buena aproilmacl6n, 

'f'(z,0) - 'YD '"' +. + .¡., . 
Oupu~sde un cierto tiempo/, la hincló n de onda está dada por 

PonlMdo 6E - B, - f4, podemos escribir ion a ~ltprulón en la lorma 

En el !Mlantc 1 - d /6E, el >'alor de la exponondal en el par<!nlesl• H - 1 y tenemos 

'Y(:r,1) - (.;.. - +,)<-lE,t/A- 'f',.- IE,t/A, 

dondo, \enlwdocncucntaluformasde .;..y .;., mostradas en la Hg. 2-31, vcm°' 
quc 'f',., .;.. -.¡., .. Uconuntrada a la lzqu!orda,según sc mue•\raenlaHg.2-36. 
Por consiguiente. la parUcula - el bomo de N en nuestro ejcmrlo - está (muy 
probablemente) a la Izquierda del pozo de potencial. En otras palabras, la molkula 
de Nll, se ha lnnrtldo. En el Instante 1 "" 2r.11/6E, el horno de N '5U de nuevo & la 
dorocha. En conoecucncla, la frecuencia de inven lón de Is molécula ut~ dada J>Or 
• - flB(l~fl - (E, - E.)/h. El valor ex~rime ntal para • u 2,38 x JO•• Hz, dd 
~:~11 ~~t;.m;:d';."~c:J1~r 1~ab~l~~;~ci a de •n•r~ • I::, - B. como 9,11-4 x IO -• eV. Eotc 

2.11 PMOObilidade11 de lra>lllición y reglas d e selección 

Serla lógico que en este mom•oto e! estudiante hiciera la 1iguiente p .. gunta: 
¿Cómt1 puede la mecinica cuántica predecireuóndo '"ªa ocurrir una tran•ición? 
En otro1 ltrminot: si un ~tomo. niolécula " nUdeo está en un estado ucitado, 
4cómo podemo1 _,.ber cu,ndo est e ~ tomo. molécula o núcleo va a saltar a un es-­
lado de menor cnergla ? O si el Alomo, molécula o nUcleo está wmetido a un 
campo electromagnético ext erno, ¿OOmo podemos deknnina r li una de laa par­
tleu!u nombrada. absorbe energia y pasa. a un estado e><ciladn? La respuesta 
&eslaspre¡¡un\as e1 que nopodemos dccircone><actitudcuándotendrilugarla 
tnonsición. pero que para cada :salto. digamos qu e del estado ial estado f. hay 
una prl)bobiUdod d• lromi<i6n po r unidad de tiempo, T 11. qu.• podemos calcular 
de acuerdoalasleyeo de lameclnica cuántica yalasinteracciones res1Hln&ahles de 
que ocurra la tranaición. A mayur T 11, mayor es la probabilidad de <¡ue la tran­
sición ocumi. Desde luego. li T 11 - O. la trnnlición es imposible o prohibido. 
Este r<.'Sultado implica que no todas la. t ransiciones qu e oatisfaun la ~uación 
de Bohr • - (E' - E)/h son posibl~•. porque además de la consef\·ación de la 
energla, entran ollu consideraciont! en d proceSG. Por ej~mp!o, debe conser­
varse el momtntum angu lar. También, debido a la simetrla espacial del sistema 
(est.oes, a la paridad dela. funcionu de onda), puede nos•:rposible para la 
función de onda del estado inicial, experimentar un ~juste de modo qu e se trans­
forme en la función de onda del e.stadu tln al por medio de un proceso radiativo 
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apropiado. Esta limitación en Ju tran•icionu posible$da lugar" rtglasd•••lec-­
dón. Estas reglas establecen cmllu son In tmnsicionrs más probables o pumi­
lidas, edo ""·aquéllas para las cuáles las probabilidad"" de tranoición tienen 
,·aloresgrandc•. 

Durante una transición electromagnética, el sistema puede comportan.e como 
un multipoloeléctrico o magnético olcilante. yporlo tantotenemo• tram<icioncs 
dipolarcs,cuadrupolares,ete.,rléetrica• omagnétieu.cadaunadeellascarac­
teri>ada por su probabilidad de transición propias y porreglu de selección. 
U1ua!mente la transición más probahle ~• la dipolar eléctrica. seguida por la 
dipolarma¡¡nt'tica y lacuadrupolareléctrica.Transicionc1multipolaru deorden 
1uperior tienen probabilidadts de transición muy peque~as y son en general 
ignoradas. C><tepto en algunos CMOS especiales e.n lM núcleos. Las tran•idones 
para las cuales la probabilidad de transición dipolar el~ctrica no es cero se denir 
minan pormilida.1 d• primt t ordui. Cuando la probabilidad de t.ransición dipolar 
eléctrica es cero, la tranoición .e llama prohibida de primor orden, a pesa r de que 
tal transición puede todavla ocurrir como una transición dipolar magnética o 
cuadrnpo!areléctrica(naolnunatrans.iciónmultipolardeordensuperior) aunqu 
con una rapidez mucho menor. Por ejemplo, !a probabilidad de transición dipolar 
eléctriu de un osciladorannónico es dilenonte dccuo sólo • Í 

&n - ± 1 (2.34) 

donde M - n1 - n1 que da la ugla de selección para las transiciones permitida.! 
de primer orden del as<:ilador. Esto significa que esta• tnrnsiciones van desde 
un estado vodno a otro, esto es. desde un estado a otro cuyo número cu~ntioo 
difiere en ± l . De e!!te modolaenuglaab.orbida(M - + l )o emitida(M--1) 
enunatraMiciónes,deacuerdoala..:.(2.21), 

IE1 - E1l - /i .. - h., (2.35) 

donde . ea la frecu encia dclo11Ciladoram1ónico. Comparando laaecs.. (2.35)oon 
la ecuación de Bohr. vemM que el Mcilador annónioo puede emitir o absor­
ber nuUación de una so la frecuencia: aquélla que es igual a la suya propia (la 
fnocuencia clásicadeosdlación)yoslsuespectro<1neda li1nit.:1doa una!IOlafre-

,,·~,:.~:; •;::~ ,,~ ~ ,,~'"""' ~. 

~ ""~ ~ ::r:: 
¡.;, - E,- -- E,-

i'lr .!-81. Pro.c•:ilO• radia1i.· .. o: (a) absorción; "' a~rbe un fotón ind dente, 
~~=~~~¿~e~,:~~~~=~; .., produce un latón; (e) emisión estimulada bajo la acción 
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Cuando un 1ist.ema está. en un estado excitado permanecen\ en este estado 
sólo un cierto intervalo de tiempo debido a Ja probabilidad de que salte a un 
nivel de energla inferior. El promt:dia ,¡., uida en un estado excitado es inversa­
mente proporcional a la probabilidad total de transición de eM: estado. esto es, 
a la 1uma de las probabilidades de transición de todos los niveles inferiores de 
energla hasta Jos cuales puede saltar. La vida del estado fundamental de un 
sistema ai&lado es evidentemente inlinita, ya tjUeel ai1tema no puedCpa!ID.r a 
un nivel inferior. Los ticmpm de duración para Ju transiciones ai.6mic.e1 y mo­
leculares permitidas w n del orden de 10"-" s mientra• que la duración para las 
tmns.iciones nucleares •·ande$de IQ-l a 10-" • · 

Aunque1>uedehabertransiciones enlascualesuns.istemaenun estadoexcitado 
emite espontAneamente energla pasando a un estado de menor energla, para 
queuo sistemaabsorbaenergiae1nece1J1rioqueintervengaunaacciún extema. 
Siels.islemaestAinicialmenteenun estadoexcitado,estaacción extemapucde 
también indutlr emisión de energla en adición a la emisión espontánea, como 
resultado de ta perturbación producida en el s.i.stema. Esto se denuminauni•ión 
estimulada y es muy importante en muchos ea!IOa. En la lig. 2-37"" ilustra los 
tres procews: absorci6n. emi1;ó11 espontAnca y emisión estimulada . En el ejem­
plo 13.5obtendnoma1 lanolaciónentnol8$ probabilidadesde transicilmespontanea 
y ea tlmulad.a. 

2.12 Teorfa formal de la meciinica cuánt ica 

llasta ahora hemos desarrollado una teorla cuántica para t.ist.emas atómicos 
basadaenl.aecuacióndeSchródinger.Conlaayudadela.funcionea deonda 
que ttsultan de la so lución de ta ecuación de Schrodinge.r, podernos obtener 
información acerca de los posib les ni>·ele.deenergía del.USt.ema, la probabilidad 
deencont rar el sigtemaen una regiónpar1.icul8r dc.l espacio. la probabilidad de 
una tmns.iciónde unniveldeenergiaaotro.la freeuenciade laradiaciónelec­
tromagnética ernit.ida o ab5orbida, y at.i sucesivamente. Sin emm>rgo. pattcerla 
quelaúnicain fotmaciónquepodemosextrae.rdelas leye.de lamecánica cuántiea 
concierne a la energia del s.istema. Esto no es uí. Ea posible expresar los prin­
cipios de Ja mecánica cuántica de un modo fonnal que nos permita obtener t.oda 
la información ne~ria acere.e de un sistema Jls.ico. PresentaremOll ahora, de 
una manerasimplilieada. estateor la formal. 

Considerem03 primero el problema en una dimensión. La ecuación de Schrü­
dinger (2.3) se puede escribir en la forma 

Al escribi r ti primer miembro, factoriz.amos la función de onda V(.i:) como &i 
fuera unfactarcomim de lascantidadeseotn: loscon:bele$. Sin embargo, cada 
término del con:hete debe actuar u operor tobre .;{x) de acuerdo a su propia 
naturaleza. Estoes: Ep(z)multipliea a.¡.{x),peroá'/d:.i:' produce laderivada se-
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gunda de 4-(:i:). En lenguaje malem:l.tico podemOI decir que la expresión 

H -~ (- lr'{¡:.-) + E,,(:i:) (2.37) 

queapu-eceentn: los corchetese!lunafN:rador• ,elcual,cuandoadúasabreuna 
función .¡.(:i:) [esto es. H <l{:i:)J, produCI! una nueva !unción c<>mo ':"eSUltado de un 
conjunto de <>peraciones matemáticas expllcitamente contenidas en la dellnición 
de H. En particular, se puede eseribir la ec. (2.36) en la forma •Ímbólica 

HV(.:r:) - E .:,{:i:), ('.38) 

La cual significa que el efecto de H &Obre +(:i:) es mult.iplicar V(:i:) por la con5-
t.ante E. Et evidente que cuando H opera &Obre una función arbitraria el Tl'!ul­
tado no ea neec:sari.smeote la mitma función multiplicada por una constante, 
sino que en general es <>lra función diferente. Aquellu fu nciones q ue i.atisfacen 
la ec. (2.38) aell.aman/uncionupropio• delop~rador H. y loe \"a]ores correapon­
dientea deJ::&0n loe 11alaru propim del operador. 

Para un operador arb itrario A. 1.a.sfuncion"" y 101 valores propio. &0n los que 
satisfacen la ecuación 

A.¡.(:i:) - at(:i:). (2.39) 

Para csda operador hay en genenl una serie de val<>res propica a,.a.. a., ... y 
unaserie de funciun espropias asuciadasY,. "'-',¡..,. • . . . que dependende lanatu­
raleza del operador y de laa condiciones matemáticas de c<>ntomo. Esbu fnnci<>nes 
propia1 1on consecueneiade la.pro piedade1fü.ica1 del sist.ema. Enalgunosca:s<» 
hay ,·aria. fundones propiaaque corresponden a un valor propi<> dado; en tal 
caso, el valor propio se dice dey¡tntrado. 

En la mecllnica cuánti~ l<>S operadores pertenecen a una clase llamda htr­
miliano (en ho nor del matem.itico fra ncés C. Hennite). E.$to1 operadora satU­
facen la condición 

('.4-0) 

para to.daslas funci<>nes o)1 y .,,que cumplen Las condiciones de contorno im­
puetlas. Se puedt probar que 

Esl<> es, 

lo.s uoloru propio.s de un opaodor hermflico Mm na/u g &u• fun­
ciona propia& wn orll>g<molu. 

f .¡.~ .¡.¡dt - f¡¡, 
Todo•l..,..do 

(2.41) 

dondeV¡y.:,11an funciones propiasperlenecientesa loevaloretpropi<>•o1yo¡de A. 

• Lo.op<ndo.-..Mnlnd .. l5nod .. con\lpooluturoenmgrit.. 
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El OJl"r&dor H dado por la ec. (2.37)juega un papel muy importa.11te e11 me­
etnica cuánt.ica y se llama operador hamillaniano del Wtema. En medonica cl~sica 
la energla total oe denomina el hamiltoniano cua 11do oe exprua e11 lunclón del 
momentum y de las coordenadas del lllstema. Luego, pan una particula que se 
mueve en unadin:cciónelhamilk>nianoclásico cs 

(2.42) 

Pod.emoo correlacionar los hamiltonianOll clásico y cu,nt.ico de una manera muy 
a.imple. Comparando las ecs. (2.37) y {2.42)vemosquepodemos lra11sfonnarel 
OJlf'rador hamiltoniano cl.llsico en el hamilton.iano cu!nt.ico haciendo la co,..._ 
poodeocia 

p-.. - lli-1;-. f'.43) 

!El signo menos en la e.:. (2.43) ea aólo eu•sti6n de conveniencia.] Para el movi­
miento en tno dimensiona, el hamiltoniano cl~sico es 

(?.#) 

donde r es el vectordeposicil>n de la particulayp1 - p! + ,,: + P:.Lau­
tenoil>n lógicadelacone$pondenciaexpresada.porlaec.(2.43) es 

Pz-• - ill --:z , p, -+ - 111 * , p,-+ - 111 ..;;-. (2.45) 

Usando el operador ve<:torial v, que se lee nabla. definido por 

' ' ' V - u~~+ U.a¡¡ + u, -¡;- • 

podemos escribir la e<:. (2.45) en la fonna más compacta 

p -+- lliv. "'"' Reemplazando p del hantiltonlano clbico por el OJlf'rador - iliV. obtenemo1 el 
operador cudntko 

" H - - 2;;;" v • +Ep(r ) 

- -~(~+ {y.- + ~) + Ep{r). (2.47) 

Operando con H sobre una función .¡.(r), t.enemoe 

H 4{r) - - ~(~+~+~) + E,,(r H. 
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Si .¡..,.una fonción propia de H, tenemo• H .¡. - E.¡., donde E es el valor propio 
de H, o 

que es la ecuación de SchrOdinger en tres dimensiones, como"" estableció en 
la ce. (2.9); por consigWente podemo• decir que la ec. (2.47) da el operador ha· 
miltoniano cuAnt.ico para una partícula en l.tt• dimcnsionu . 

l3ad.ndono• cola relación (2.411). podern<>5 establecer el prim•r principio d• 
!~ mtcánica cudnlica como sigue : 

l. A cada cantidad fl•ica A(r, p), que ua w1a función d• la posi­
tión y dtl momcn/um de una parlfcu/o, cwrupond• un operador 
cuánliro, que"" o/JUene r•emp/uzando p por -illv; ••lo u . 
A(r. - iliv). 

Por lo tanto. los operadores hamiltonianos (2.37) 6 (2.47) son los operadores 
cuAntioos COITe$pondicnta a la encrgla total del sistema para el movimiento 
en una y tres dimension.,., rupectivamente. Análogamente, a la cncrgla ciné­
tica E• - P'-flm, corresponde el operndor - (,,.(2m)v 1 entr<:S dimensiones, o 
- (fi'{2m)d"/th-'enunadimensión.Latabla2-1resumelosoperadorescu:lnticos 
paravaria1cantidadeafll.ica11. 

El ug110doprfocipio d• la mttánicacuúntica establece : 

11. Cuando•• mid• una cantidad f/sico A(r, p), ¡.,,. tini1m1 ualoru 
po•i~lu que u puttlc obtener ron ¡.,,. uolora propio• del op•rador 
eu<inlicv A{r.-i~<;>) 

Mosnllud 

Pooltión 
Momenturn 
.\lorncnturnangular 
Enorgla cinética 
Energla total 

Operador cmintlco 

- ll\l" 
- lb x \l" 
- (l'/2m)V' 

-(A'/2rn)V'+ E,.(r) 

De este modo podemo$ Mtenninar los valoru no Wlo de la energía sino tam­
bién de c11a!q11ier otra cantidad flsica. Este principio nos dice entonces qué in· 
formación fisica concerniente a un sistema p<>demos sacar. E$tablecicndo el 
principio en Urminos rna~rnMioos, podemos escribir la ecuación operacional 

A(r, - iAvH - ov. {2.48) 

A continuación encontrarnos los valo~s posibles de 11 y de las funciones t 
que satisfacen uta ecuación diferencial con las condiciones de contorno neceo 
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aariu.. l.GI ··alore1 propios o, • ..., ....... "°" lo. 6nkol raullados pot.iblel de 
1111ll medida de A. DuimOI •dem61 que lu funciontl propiu 9,. i:.,. .¡.,. ... du­
cribtn IOI tltadOI po1ible1 del .isttma en cu.nto concierne a La cantidad lisica A. 

Obviamente • .; el sistema estJ en ti estado deoicrito por la función propia+. 
corns1wmdienle a l operador A, entonces el valor de la cantidad flsica A e1 º•· 
Pero 4q ué 1w::~de si ti sistema utJ en un u.lado dtacritopor la función 4> qu e 
no es ninguna de IH 10luclones .;.. de La ecu.ción (l.~8)? En tal caso podemoe 
deci r q11t A no tiene un v.lor preciso. !)u.arrollando la fuod611de onda• en 
términos de Las fundoaes propiH +. del opoerad!ll' A. obltnemoe 

• - c,t, + t.o'l, + c,.¡,,+ ... - ¿c.+,.. 
Cu•ndol.ufonciones.¡..10n ortogon•Les.tnlonte1t1evldenltque 

(2.49) 

Por lo tinto el ltrur principio de lo mttánica cudnlio:o utabltce qne 

111. Cu~o d alollo dt1 •Wtma cerrupondc o fo funci6tt dt Ofldo 
~r). loproballill'doJdcoblmudl>OJoro.cenioraullodo dtunu 
ma/.idodc/omnlidod ft~ica A{r ,p) u l<.f', dot1dt<0 al6dodopor 
lo«. (2.49) v.;.. u la función propio átlo{Htaáor A(r. - i~V) 
i:ormpond1'tt1lta/DO/Orprapioo,,. 

Se puede demostr:.r que la ec. (2. 1) u 1implcmente un1 1plicadón partkular 
d11 e1t11 principio cu.,.do la cantidad física medida e1 justlmtnte la pot.idón de 
l•p•rticula. 

Ot: •cu<:rdo a l lt1'1>1'r prindpio, cuando l• fuoción •no e1 unafund6n propia 
de A. no podemos decir c,.. I H ti valor rx.acto de 1\, y >i mtdimos A ""petid.a­
mente obttntmos muchlll rHlllllldos difc..,ntes, cad• uno w n una dtrta p«<b•­
bllid.lld. Podcmoo, >in cmt..rgo, hablar dd IHl/or mnfio de A ea el esllldo descrito 
por 4>. Como corolario dtl lt!l'tTprin<ipio mos\.raremos que 

ti M/or mtdiodc u110 c(l11/iJod (/1/t(l A(r , p ) wondo t/u/ododtl 
•ÍrJcma rorrupo11dt a lu(unci6n ~r) a 

(250) 

Pa.n. manipular b. ee. (l.SO) dcl>tmos opern primero con A. IObl"t •. lutgo 
multiplia1r por • • y llnalmtnk integrar. La ecuación (l.SO) e1 correcta ii la 
función• e.U normsliuda • uno, esta 0$, si J•••dT - 1. Pero >i 4> no e.U 
nom11li11d1 • uno, dcbtmOI eoicribir en"" lugu 

A - Jt::.·d~T . (2.M) 
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l.ol principios que hemos utablecido son eallltitot en el ioentido de que no 
dan lnlormaei6n lterell de la evoluei6n del sistema en el tiempo. Pan obtener 
una teorla dintmi~ nect1itam01 el cuarto principio d• la mttánica cu6n lica: 

IV. La euol<U:i6n /cmporal de un 1iitun11 (bico uld duui/11 por la 
ttu11ei6n 

donde H u ti opm•dor llamilloninno dd •Wuna. 

Vemot que b ec. {2.52) u Jd~n tica a la ec. (2.27) t n unl dimensión cuando H 
nlll dodo por la ec. (.!.37). Aplica ndo el concepto de o))f:nldOr, podemos decir 
que ti posible obtenu La tcuaeión dinámica (2.52) ree mpluando la en .. gla E 
enlaee..(2.38)porel opeM1dorllla/111. f..stoes: 

(2.53) 

No elabonremos mis alli de 05te punto la teorla fonnal de l• mednica cuh­
tlu: lot prindpiot 05t.ableddo.1G11 auficientea pan el prop(llito de r5te libro. 

•·111/Wl'L-O t..fl. Hallar el valor medio del momentum de uu partlcula en una uja 
de potendal.1ll1lu ndóndeondaeo..upondtaunode lo1 t1t1 dose1taclonarlo1. 

:i:~":i'!"~ 1~b1:;:,:t~;."; ,~ª~~~:·:~~·. de onda de una part1cul a en una caja unldlmen-

Como lu tuncioaa nt6a norm olludu Ul&mOI la ee. (2.~). Por lo laJlta 

¡; - f_ +:(- a -1z-)+. u. 
yaq1Kelopenodorcornspondlenteape1-iAd/dz.Perodo}./U. - i'2/<(m•/a)cm 
nn/a.P<lr con1lgui<nle 

;; .., _¡1~ f ... Hn7cm7u. ... o. 

Tal pa...,. que ato eonlnodke la ec. (2.13), la cual e1tablec<1 que el momentum dt 
unl partlcula en una caja es p • nd/a. Sin embargo, el valor p • =J.fo da el 
módulo del momentum. Pt:ro el momentum"" una u ntld1d v«toñal y un• partlcul• 
en una caja H mue•~ llada atril 1 ~aclt. ... 1.ute dt un modo_1lnM!trico, cambiando 
la dlrecdó• ck su momcntum. l>e este mltdo "" natural que p •O. 



Bi6/iogro/lll 

('" '" .. ... ... """) A• A• A• ... A., .. . 
A., A• A• ... A .. .. . . . . . . 
: : : : 

A., A-. A., ... A •• . . . 

EA e arnglo M cltnomlnll molrl• 4• A ; lu A • • oon lot elemen to. cit. "'•trh. Lot 
ele....,ntoo A 11 , A- A., ... A- M llaman """""'.,. 4i•nalu lk la mattir debido 
• loo lugaruqueocupan en• ll •. P • .. ulcu lulamurloclt.unoperador,noMtiue 
que u .. r necesariamente lH fundones proplH d el hamllt onl1 no: e n ou lugar, .. 
pue<lfl u!ar lu lundonu prop! .. docualquluo\rooperador. 

E l dlculo d• e lunento• de n1a trb,.. muy hnporllnte en v•rloo probltmH cu , nU­
o:o•. Daremo. oólo un ejem plo. J.of. elemen\OI de ma tri1 dd vector de poalclón llOn 

Sepuedeprobar que laprobabllldadde t ra nslclóndel tttadolal e1\ado/ o:onla 
em loión o ahoordó n de radiación dlpo!at el~ctrlca de energta A<.. - Eo - li.1 esU 
dada por 

(2..5~) 

De ute rnodoll FIJ .. o la tran1ldón es prohibida de primer orderL Obtuoemo.HI 
ta1 reglu de M: lecdón rnendonad u en lo noción 2.11. El e1\ adn de poluluclón 
de la radiación tal ' deto.rmln adoporlaoo:omponen tu de ...,. l'or eJe mplo,1!r., -
- w - O pero • ., ,.. o, ta ,.dlaclón emllldaoaboorbldaesUpolarluda paralel•· 
mtnte •l eje 7.. C<>mo t. e ... rgta emitido en La lrantidón a Aw, tenemo1 que la 
,..pldezderadt.ekln deenerlJlau 

.!fi- _,,,_Tu• 3:--.;. l"V:0. 

Co mpar11ndo tt tore1ultado C(lnel drlejemplo 1.1 p1 ra uno1dl.1dordUlco.concl11i­
moa que dunonle la tnonolclón el eloctrón K comporia como un dipolo elktrko de 
1-11endaan¡u1ar .. yampllt11d2:...,1. 
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Problemas 

~~ 1 1u~c~:r~~10:~~:'1~~5:·:~~it:".! 
1enh. Hacer el gr:!.fl<:<> de la fundón 
.¡.(>=)y la dl51r1buclón de probabilidad 

~t~:~cl~:t~me": .:~ .. ~';.~=~~:;nd~º\~n p:r~ 
2.2 Probarque R + T - lpa ra unhu 
depart1cula1quechocanconuneKalón 
de potencial de altura B, eua ndo B > B, 
{rcferlne al ejemplo 2.2). 
2.3 ¿Cuáluelelecto sobre los nlvelu 

:~.:::::.~e0~;:d:a1:1 ~:.\:~0nc~~I ~1~~ 
{a)dlsmlnuye , (b)aumenta ? 

2.4 Conslderarunelectrón enuna caja 
de potencia l unldime na\onal de ancho 
2,0A . Calcularlacnerglaenelpunlo 
«M. Usando el principio de Indetermi­
nación, dl ocutlrel cfectode la radiación 
lncldcnte u\l!!uda paralocallurel elcc• 
trón oon el l % de preci sión (esto es, 
.u - o,2A¡. 

~:un ~~~7.:n 1 ~~n·~~~o ~';. ~¡ r~t~~~ .. ~·~ 
una re gión de JO· " m, que es el orden 
de magnl\udde las dlme nsionc• n ucle a­
res. Com1:H&r&r « ta energlacon la energla 
potencialgravltaclonal y !a potencla l 

2.8 Normaliu r las funclonu de onda 
parauna parUculaenunacaja,dadas 

~f ~~,,:.,•._<y·~. ~=~~:"iº.,q~~ v~1 ;. 
men de la caja . 
2.9 I'robarque lasfundonc• deonda 
trldlmensiona lu dad o en la ec. {2. 18) 
sonortogonalu . 
2.10 Hacer elgr,floo delafund óng(p) 
dada en el •Jemplo 2A en función de p, 
~l;:i:~~!ª' con la Ug. 2-12. E~pllcar la 

2.11 Pl"obarque elvolumendelupacio 
de luccorrespundl<nte aunapar\lcula 
que "'" mueve dentro de un a ,..,gión de 
volume n Vquetlcncnunmomentum en­
l"' P Y P + dpo• 4~V~ dp. Recordando 
que el ta maño m!nlmo de una celd a en 
d e1paclo de fase dentro del cual se 
puedelocallzarunaparti<:ulaeo ll',hallar 
el11Umerode • 1tado1 cu:lnllco1coHmo­
mentum ent re pyp + dp acceslblu ala 
par\lcula . Comparar con los re•ultadoo 
dados en el ejemplo 2.4. 
2.12 Demostrarque losnlveleo deener­
glayfunclones deondadeunapartlcula 
que se mueve en el plano X Y dentro de 
una caja de polenc\al bh\ln1cnslonal 
delados <1 y 6 so n 

~l~lo,::~~:~ 1~:a~:1:'."~i~:'Ann~o: :nn;,~~: 
~~~~~~:.,::~~~~:~:.~· er::;~¿~d~! d.~ y 

E - (,,<A•f2m) (nl/a' + nl/6' ) 

.¡. - C sen(n,><:t/o) sen(n1ng/6). 

~~6 une~:~~~~~ l~~':i·~:~~ ~';. ~I r:1~~ror:~ 
unnUdco quellen1;untu na ílo de lO·" m. 

2.7 Probar que la diler• nda rela tiva 
deenorgt at>.B/E t ntre do1 nlvelc•adya­
cent u cuale1iqulera deuna partlcu!a en 
una caja u \á dada por (2n + l )/n'. 

r~~!~~~=:ió:-~~:~:;ó~a d:o~;:.~::·~: 
2.13 Heílrlfodote a l proble ma 2.12, ol 
la caja bldlmenslonal es muy grande, 
pero tiene lados IRuales, hall ar d nU­
m«odeestadM cu ol ntloo1 {a)contnorgla 



entre E y E + dE, (b) con momentum 
oomp,.,ndldo entre p y p +dp. 
2. 14 Verillear por lnt•gradón di,.,cta 
quc la•fundonuMonda.¡.. y.¡., para 
el 01cllador armónico ( t abla 2-2) u ti n 
nomialiudu. Vermcar también que y. 
coortogonala.¡.,y.¡... 
2. 15 Calcular laenerglacnclpunto 
cero y el distanclamientodQJ01 n lvelu 

~~l~~:.~=i~~~ IMoo".." ~~~laf~~ .. ~~';;~ni~: 
::~1:~:~: ~~!~e~=l~~b~ c:o"..º ~~~lai~~ 
cue ncla deoscllaclón de400 Hz, (c) e n 
lamolécu ladeCO,ollo1dooAtomoso•cl­
lanconunafrecuenclade6,4:l >< IO"Hz. 

2.16 La exp,.,sióngeneral deluoolu­
cloneodelauuadóndcS<:hr6dlngerpara 
e l oscilador armónico H 

donde No - Vaf,.i"'"l"nl u la constante 
dcnormaliución,a - ¡r;n;/A,ylao lun­
clones J f.{az) $C llaman polinomi~ de 
Jltrmltt, de ílnldos por 

11.m - (- 1r~·-ffi.<r'J. 

E•crlblrlascuatropñmerasfunclonude 
onda{n - 0, 1,2,3)ycompar-uconlu 
exprcolonndaduenlatablaZ-2 
2.17 Sepuede ucr lblrlufundone1 de 

:'e~:¡:~;~ e"n" ,;·~~:~:r armónico tr!dl-

.¡.., ... ,(:t, ~. i) - N.,N.,N., 
x u.,(a%)ll.,{a~)H.,,<.o;)t~··•1'. 

donde las diferentes cantid ades e1Un 
dcílnldaoenelproblema2.16.Laenergia 
del oicll ador es E - (n + t)ll<o . donde 
n - n, + n, + n,. l'robar que la d•se­
ncración decadae5tadoe1 g - j(n + 1) 
(n +2). Escrlblrcompletamente las l un­
clonea de<>ndaconu pondientto an - 0, 
1, y 2. Notar que la función de onda 
para n - 0 u eslérlcamente slmttrica. 
Analizar las lo rmu de las funcione• de 
onda paran - 1. 
2.18 4Cuáleselelec:tosobre los nivele. 
dc encrglo.de unpo•odepotenclalunl ­
dlmensional cuando la profundidad de l 
mismo (a) disminuye? 4(b) aumenta? 
Hepetlr el a n A!bl$ para el casa de que 

1u anchovar1e,pemianecicndoconstante 
la profundidad. 

2.19 Dl•cullreldectosab"'losn!veles 
dccnerglaylHlunclonesdcondadeun 
pozodepoten<:ialdealcanceacu ando 
se a iladeuncaro•orlgldodcalcance b, 
como1emueotraenla ng.2-38.(Su~ 
renda: ver los ejemplos 2.5 y 2.8. 1 

2.20 Oado un pozo d e potencial de 
profu ndidad R . y ancho a(ejemplo2.6) 
truar lao Vo"iblc1 lundonu de onda 
para los eoladoi Hsr.dossl 

(•)E.a' < "'""18m, 
(b) ,.OA'/8m < E.a' < 9,,0ll'/8m. 
(e) 9,,0/l'/8m < E,p.1 < 25,,0,../Sm. 

2.21 E1tim•r la profundidad E, del p.,. 
zoparaunneutrónenunpozounidimen-
1lonal rectangular de ancho 3x!O-" m, 
dada su cncrgla de enlace Eo Igual a 
2,0 MeV y suponiendo que sólo es p0-
1ible un nivel de e ncrgla. 

2.22 Laccuo.clón(2.23),k1 cotg k1a ­
- - ... sc puedcresolvergrállcamen\c dcl 

~lgu:•:t~y~t·:i~>a~en~~ ~ : ::.; .. :;.~ 
t• + "l' - p'. Adcmá•"' obtiene de Ja 
ec.(2.23), '! - - ~cotgt. H ae<:rel gri­
ílco dc'! - - tcotgt,tomandotcomo 
ablicisa y'! como ordenada, y mostrar 
que la cl~unlcrenda ~ + >f - p' lnler­
secta lacurvauna.do1,tres,dc. veces, 
dependiendo del valor de p. L..apun\01 
delnterseeclóncorre1ponden a losva­
lorcs permitidos de E.,a'. Probar que 
utos va loresooncompatlblu co n losva­
lores de E,a• dados en el texla. 

2.23 Po.ralabarreradepotcncialcua­
dra<la de l~ llg. 2-23, determinar Jos 
c<><.llclentes 8, C, Dy A' en función del 
e<>ellclente A para (a) E <: F.• y (b) 
E > E r 
2.24 E •cr1hir las funciones de onda en 
cadaunade laoreglonesde cncrglapo­
tenclal mo•~radas enlallg.2-39. Dibujar 
dlchasfundone• deonda.Consldcrarquc 
las partlculas lndd•nt•• provienen de la 
Izquierda ydiocu\!r lo1 tru caoo1di1tln · 
tos: E <: F.., E• < E < EO y E> EO. 
2.2~ Hepetlr el problema anterior para 

~!i~:~,::n~~ c~eal1 ~a~~:'e~~:ulu provienen 
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2.26 Conaldtr1rl•tner«11potend1lque 
1&U1111r•enilll¡.2-40.Dl1<:11tlrl•u· 
ptHl6n mU•mi tka s•neral y 11 form1 
delal11nd6ndeondapanun1part.tcul• 
lnddentoporilde-hacu1 ndo 1uene,... 
«11u(1) E <: B., (b) B, <:B < Bo' y 
(c)H> HO. HepeUrlOJ do1últlmosca­
tot p1t111n1partlc1111 quelnddtpol'l1 
lzq11lerd1. 
2.27 Elcrlblr la fund6n de onda pan 
cada 1111.1 dt lu nglonea de 11 e11er«1a 
potencial queHn111n tr1enl• ll&.2-41 . 
HIK>tr 1dcmU an boSquejo de Ju lun­
clonndeond.a.Conslderarunapartlcu1• 
Incidente por la Izquierda, primero con 
B < E, y lu<go con E> E .. 4EK!ste un 
ut1dout1clo narlopo1lb le par111n1p1r­
lku l1lnld1lmon\e en la reglón (3)1 
2.U F..1crlblrl1fund6ndeond1 pan 
cad1un1dt. IUM'Hionndt.latntr¡¡l1po­
tend1l que H muutra en 111'11. 2-42. 
Dlbujardlcbalund6ndeonda. 
2.211 Un.a partku11 H muen en trnu 
ncbbljolllOdóndemneampoel~ 
tr1co11nlfonne~dtmodoque111en~a 
potondal n E. - -bt:. (a) f'-IC:rlblr la 
<c111cl6ndeSchr6dl~rpar1Hlemo­
vhnlento. (b) HKer un botqu•jo de lu 
lunclOnH do onda par1 una tnergla E 
mayor y menor que cero. LElt• cu1nU­
ud1 l1 ener«11T 
2.30 Dada la energla potencial que te 
l1111tr1enl1ll!f.2-4l,bolq11•Jarlulun­
donH devndl para u.n.1 parUcull pro­
venlenteokbdench1yconun1onergl1 
tot1lqueu(a)n•Hallva,(b)ent rettro 
y E,.(c) m•yorque E,. ¡Cómo v•rl•I• 
longltud de onda de la putlcula 1me­
dld1queaemueveen 111 .. gloneaz > O 
y% < 0, 11 la en<rgla total" m1yor 
queH, T Repellrparaelcaooenolcual 
l1 p1rllcul • proviene del1l1qulcrda. 
E1t1 1ltuacl6n cvrn1ponde 1 la ener(!l• 
p0tend1l de. un electrón en un mdlll 
~:~:.:.se 1pllca un camp0 tlkt~ 

2.31 Unapartkul1Hrn11evervnentt-
1la pott<ldll E,(z) - - E,,-". {1) Ha­
ttr tl Hrillco dc E,(a-). (b) H.ctr un boo­
que)o de 111 tundonH de onda cua ndo 
latner«1a totalespo1ltlvay/one¡¡atlva. 
(c)4E1perattn<rnlvelt1deenerl(tacu an . 
lliado1 para dt•l<>ll lntervalo1 de ener­
Hl•T (d) E1\lmarla entrgll en el punto 
cero. (Sufltrt.tttia: Ob1&rvar que pan 

enu¡la1ttran11 a-1!,llpartlcul1 
osclla con una 1-u•t>d• .. - l(d'E•/ 
/di"j/m('I•.) 
2.32 Pf'Obarq111p1ralo1pvllnom!o1de 
Hermlte dtftnldos en el problema 2.16, 

11«- Q-11.m 
alneapary 

11.(- ()•-/l.(t) 

ol n a lmplr. Condulr de aqul q11e lao 
funrioneadt.ondapaniunll$dl1dor 
armórrlco unldlmenalonlll Uenen p1ridld 
parolmpar"'!cBlinquenHlporvlmpar. 
Probartamblfoquela parid1d dcloacl· 
lador armónico tridimensional del pro· 
blema 2.17 H p., (Impar) cuando n u 
par(hnpar), 
2.3.J DtrnollrarquelHfuncioneade 
ond1deun1partk:ul1enun1Clj1depo­
lendal, dld11 en 11 .._ (2.18), Utnen 
partd1dpar (lmpar)1ln -n, + n, + n, 
es lmpar(par). 
2.3-4 Dada la ener(!l• potencial qUI te 
muutra en la llg. M 4 ncriblr la función 
deond1par1cad1 .. Hlón ybosquej1r 
lu fun cione& deondly nlvtlH dtener­
gtapan.B < H,yB> E,. Ob1trvarque 
l11funclont1deond11on llmUrlc11(pa. 
rt.s) y •nllslm~trlcu (lm pare1). Dt¡cuUr 
eldectorobralo1nlvelesady1.,,ntu do 
energta cu1ndo E0 o 1 H baotn muy 
grandH. 

2.35 U111 partlcul1 H '""""' eon 11 
energta pottndal que H muestra en la 
ftH-2-4S. ll .ctrelv•t1co11e111 1undo­
nes de ond• y de lu dbtr1budonH de 
probabllldadp1r1lo1t .. 1nlvel<1 deener­
gtami1b1Jot. Verlllcarq11eloslrt1nl­
velu llentnenugtucasllHualea. Hacer 
un esquema s•ntral de los nl,..,IH de 
•n<•ll•· 
2.36 Considerarla fund6ndeond1de­
pendlentedetllempop1raunbudepar· 
Ucul1SUbru,d1d.aporl1ec.(2..29). 
donde !A~ n el nú.mt"ro promedio de 
partlculuporunldad de•·olumen. Moo­
trar que ti numero de parllculu que 
.,,.unla unldadde, ... portegundo 
(esto H, el nujo de partlcul1$) u 
.llAl°k/m. 
2.37 Sl 

'ilz-,1)-c,.;..(a-)e-Uf~I• +c¿.,(z)e-'ª•m, 



donde .ln luncl9nc1 propl•• .j.1{r)yy.(.r) 
esUn normall•ad u y w n ortosonales, 
probar que 

o, - f .¡.: (.r)'t'(r,O)d:r 

o, - J .¡.:(.r)'t'(r,O)dr. 

Lo a nterior Mmue•tra que se puede 
hal!ar lalilnclóndeondaencualquler 
ln•tanteapartlrde lafunclóndeonda 
::~·~n't'~,~2~ 1 E>ttender el resultado al 

't'(r,1) - f:<•.¡..{r)rlE•lll. 

2.38 Probarqne lufunclones deonda 
.;.(.r) - ,.,. ... do la parUcu!a Libre son 
fu nciones propias del operadormomen­
tum oorrupondlcntua lo1 va loret pro­
plo• ± Ak, •••peotivamcnle. 
2.39 lndlear cu6lesdelas1i¡¡ulent .. 
func.ionusonlunclonc1 proplasdclope­
radord/dr•(a)t'",(b)tf'Z,(c) 1en h. 
lndicarencadaeaso elvaloraproplado. 
Repetir para el operador d' /dz!'. 
2 . .fO Probarque eloperador momen\um 
- illd/dr e1 hermmoo. [Sugcr.-ndac ln­
tegr., por parte• el primer miembro de 
la ce. (2AO) ,..,mplasando A por el 
operadormomentumylomandoencon-
1lderaclónelcomport•mlentodelas fun­
clone. de onda en ± oo.I 
2.41 Hallar el va lormedioder,Z'.p 

!i~l=~o~°'a:~;~¡'Z, ~i=•~-y n - 1 de un 

2 . .f2 Hallar d valor medio de r . 1', p 
y p" para lo• estad<» fundamental y 
prlmeroucl!adodeunapartlcu!aenuna 
cajade potencl•I unidimensional. 
2 . .f3 E>Crlbircompletamenlelooopera­
doresoorre1pondlen\nalastre1oompo­
nent n reclangularea del momcntum an­
sular orbllal I, - rKp. 

2.H E! ronmultidor delos do• opera­
dore1Ay a nA5 - 5 A y se deolgn • 
por el slmbolo (A, 5J. Probar que 

[r,p.J.j. - IAY, 
[y, p.¡.;. - o, 

[z,p.).;. - o, 

dondeyes unafunclónarbltrarla.U• ual­
mente lalunclóndeond&noud e$Cl"ila 
de un modoespllcltoy las relado n••se 
cscril><.n como [:r,p.] - IA, jy,p.J - O 
y [z.p,] - O.(L01oonmutadort• Juesan 
un papel muy importa nte en la m<:<:6-
nlca cuolntlca.) 

2.45 Hallar lo• eleme ntos de matriz 

~"~.::"~t!"d~ ~~ ~~1~:!,00a0:~~~~11Í-
n ... 1 (unld!menslonal). 

2.46 Una p•rtleul• te mueve e n una 
eajadcpotencial unidimom!onaldean-

:~;,:~l~~"::ir h~~l~~· ::.11º!i;:!~::o:n:: 
ma trl1 :i:. .. y p. ... Moo\rar ademolt que 
p... - 1m ... ..r •• , donde 

.... - (E. - H .. )/A, 



2.47 H allar la regla de K l•ccló n para 
la translclóndlpolareléctrlcadcuna 
parUcu\a en una caja de potencial un l· 
dimensional. !S11~r•ndu' fl..:ordar el 
ejempl<> 2. 10. ] 
2 . .f8 rrubarquesl.¡.,y.¡.,son l unclunco 
propl .. indef"'-ndlent .. deunol"' rador 
l!neal correspondientes al mismo valor 
p ro¡llo deg<nerado, la función .¡¡ - c,t, + 
+c,.¡.,estambl~nuna función pr<lpia del 
opt-radorcorre1pondiente almhntovalor 
propio degenerad<>. Pr<lb&r tambl~n que 
ol .¡.,y.¡.. no <o n or1ogonaleoe1po1!ble, 
ctooglcndolasconstantu,hacula fun­
clón pr<lpla 'normalizada y urtogon al 
a.¡.,. Este ruul!ado e1 muy Importan te 
purque mues tra qu e slemp...,..., puede 

1uponer que Ju !unciones propias co­
rrespondlentes a los valoru pr<>pio1dege­
nendw w n ortogonaks. Eottend er e l 
m ét odoalc&1ode tre1 fundones propias 
.¡.,, .¡..,.¡.,,haciendo dus combln ocloneo 
lineales.¡¡, y f>, deututre1 funciono 
quo est én normatizadu y sean ortogo­
nalua4',. 
2. 49 La cu rvatura de una !unción .¡.(z) 
u propordunal a d'.¡.fdJ.4. Uoando la 
ccuaclóndeSchr6dlnger,probar quesl 
b." < E.(x), la función de onda .¡.(z) ea 
cóncava haciael eje Xyque si f> > E.(z) 
la (uncióndeonda4'(z)""convexa hacia 
el ej e X. Co mprobar este re oultaducon 
los gr, ncos de l&1 fondones de onda 
conslderadasenestcca pl1ulo. 
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U) Alomo dt hidr6gulo 

3.1. lnlrodMCci6n 

Comtnz.uvnos nuestro esl.ud.io de loa 'tomos resumiendo lu idu1 fundamentales 
acen::1 de1u estructuraat.6mica. Un 6tomotiene un1dimen.1i611 tol.lll del orden 
de 10-- m. Está compuesto de un núcleo relativamente puado (cuyas dimensiona 
t0ndel orden del0-"m)alrededordeleualsemutvtnlo1eleclrones,cada 11no 
de car¡a - t, que ocup11n d resto del volumen at.6mico. El nilcleo está compuesto 
de A plrtltulaa {JI es el mimtro tnáJito) llamadü nucleoMJ, de lu cuales Z son pro· 
t.ones (Z es d rulmuo ol6mi.:o), uda uno de ur¡a +e, y N (~ A - Z) llOII 
neutrones qw no tienen carga el~ctrica. El nitc~ posee tntoncet una carga posi­
tiva + Ze. E11 cualquier •tomo el nilmno de electrones es igu1l al de protones 
(es decir Z) por lo que el Jltomo es un simm1 dktricamente neutro. Sin "mbargo, 
en ciertas dn:uostancia. un Atomo pue<le ganar o perder alguno. electronea., 
earg.ilndose ne11ativ1 o poailivamente; en esU CB!IO se dennmina ion . La masa 
del nudcón es cerca de 1850 veces mb grande que la del electrón; en conse­
cuencia, la mua del átomo u pnicticamente Ig ual a la de 1u núdeo. 

Sin embargo, los electrones Z de un •tomo son nsponsa blca de la mayoria 
dt1-I proplcd1desatómie111queM:ttflcjantn la1 propled1des macroscOpiC111de 
1' m1teri1, laica como i.1 propiedade1 tl.bticn y tlectromagnétie111 de los di­
verso. m1terialu. L11 lnteracciont1 tlecll'Omagné1 icu entre elecll'Ones y núc.leOI 
de•1.om1t1diftttnlesjuq¡1nunp1ptlbtsicoenla l.ig1durade•tomosparafonn1r 
molkulu. en lu reacciont1 qutmie111 y en pnictic1men1t t.odu lu propiedldt1 
macrosc6picn de la m1teria. 

Podemo1 explicar el mo,·imlcnl.o de los clectront:11 alrededor del núcleo con1i­
dcrando t6lo las in teraccione1 clectromagnétie111 entre los electrones y los com­
ponente. del núcleo (protont1 y neutrones). SiMdO 111 lntenccioncaelectroma11-
n ~tica1 bien compttnd.idl1, b1 aido posible dts11rroU1r una ducripci6n precisa 
del mo•·imiento electrónico. El COITtlpondit ntc problem1 nucler.r u, ain embargo, 
mhcomplejo,ya quttnlr1ln tnju~otra1intenceionetqucnooseco1nprcnden 

tan bien. Pan analiulr el movimiento electr6nko dcbemOI usar los métodOI de 
11 mednic1 cuil.ntiea discutidos en el capitulo anterior. 

En ute apltulo estud.iaremo1 lu propiedades de 101 •tomo1 y de 101 iones 
que tienen un solo electrón (de 101 cuales ti mh simple ca el 'tomo de hidr6-
11eno) y en el capitulo 5i11ulente considcraremOll el problema de ll)S 6tom01 con 
mueho1 elect ronQ. Elál.omocon un electrón no1 ay udani acomprende,rloapro­
blemu bá1icos rtlacion1dos con la es tructura atimila. 

8.2 Atomo de hidrógeno 

El •tomo de hidrógeno el ti má1 simplc de todo. los •1om0&. Su níicleo ali com­
pue.to de 11n1 sol1 p1rtlcula, un protón, de mudo que tiene A - 1 y Z - 1. 
Al rtdedordtl protón a.e mueve un 10lotlectrón. Pan qua nuestros eélculos 1ean 
1plie11bles a ot.ros átomos 1upondrtmos, ~n embargo, que ti nllcleo contieoe Z 
protonc1 cnn una arga positiva i11u.al a+ Z• (f•ll· 3-1). A esta altura hare mo1 
do1 aproximaóones. LI primera es que considenremOI que ti núcleo eaU en 
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"'P""° en un ~tema ineTcial; esto es ruonab le, ya qu e te niendo e l n~cleo una 
masa mucho mayor que el elect.rón, coincide prácticamente con el centro de masa 
del étomQ, el cual está ciertamente en reposo en un sistema inercia l mientras 
no actúen luenaa externat90bre el étomo. La. segunda aproximación es que 
supondremos que el campo eléctrico del nlicleo esel de una carga puntual :est.o 
es también raionablc, ya que el núclw tiene un tamaflo muy pequeño (alrede­
dor de J0-1' m) resfH'CtO a la di stancia promedio dectrón -nUcleo (alrededor de 

!0-10 m). Sin embargo, el tamaño y la forma dd núcleo se tienen que tomar en 
con$ideraci6nen un anélisis més refinado. 

El mo\'imiento del electrón respecto al micleo está determinado por la inter­
acci6n electromagnélica entre ambos. &ta interacción se expresa mediante una 
fuena central. que actúa sobre ti electrón dependiente delin\'en.o del cuadrado 
de ladistancia,yque está dadapor 

La. energlapotencialdelsisternaelectrón-noicleoesentoncea 

Ep(r) - - 4: :_,. . 

(3.1) 

(3.2) 

Sin em bargo, como debemos anali%ar el movimiento del electrón por medio de 
la mednica cuántica, no podemos l"<lSOlver el problema aplicando Ja ecuacil.m 
de movimleoto de Newton F ~ dp /dl; sino que debemos estableter la ecuación de 
Scbródinger COl"1"t$pondienl.e al mo\'lmientocon unaenergl a potencialdadap<1r 
la ec. (3.2). Como el mo"imitnto electrónico•• tridimen1ional, debemos usar la 
ec. (2.9), que da una ecuación de Schródinger de la forma 

-~ (~+~+~) - 4::..- ~ - E .;,. (3.3) 

La solución de esta ecuac ion es un problema matem,tico complejo para el cual 
el estudiante ailn no está adecuadamente equipado. Por ahora, no1 limitan:mo1 
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1considen.r b.tntrgladel01ettadoar:staclonario1 Enla.eeclón3.4discuLlrem1>1 
IQ fondona de onda. 

lntrnduzamoe \IH eon1tan~ denominada constan/e de Rfdkly, dffinida por• 

R_ - 8~ .. 1,0974 X 10' m·•. (3.4) 

Lolniveleldeentrgla pociblt:ldt lo1ut.a do1ntacioouiot li¡¡ad~ dtltli:ctron, 

z- 1 z.2 z- ~ 

que obtentmoa de la ec.. (3.3), rsü.a 
d1do1porla upn:aión 

e. --~v -
o 11 ; 11 .. ;~: 

-- 2.l80:.I0-
11
zt J, (3.S) 

donde n - 1,2,3, ... (enterooi JH.1$i ti- ~ 
' '01). Ea 1 vtoea más convtnit nten­
pruo.rtl ru ultadowelec t.ro>'olta. lla-
ciendolosr.ambiot de unhladta1pro- )J 

p iad l>tobkntmo1 

t.·. - - 13,~ZO eV. (3.6) ,,. •u 

Oh.U..·.,.., que. loa valora dela tnergla 
totaloon nt111th·o..Eatocont utrdllcon 
d iuultadu clhico para el mov¡mit nto 
b1jola acci6n de una luuu inversa­
mente proporcional al cu1d111do de la 
diatanciac11aodola6rbita utllpUca, u 

decir ligada. El oero de la t nn-gla ae ll!I~' 
.,.;¡oa alostado enqud11dospartkul.u 
(electrón y ntldeo) eoU.n en repoao a 
uua dista ncia Infinita un a de otn. En 120 
conatcuencia,la ec. (3.6) uequlvalente 

--J===-z 
---¡¡¡;v-1 __ , __ , 

-¡z:¡¡;v-1 
a lll ener¡¡la que en la mectnica d'sica 
correspondeal movimientodepartlcu-

~=:.b~~~:i:~~ :°~~~ ~~· 1~-;¡ H~~ll;~ u~'.~·eles ~ ene~ 
cdntican0M hbladeórbit.a1 p~ 

Laexprnión (3.6)oseapLica • cualquier ,tomoquetiene un 11<1lo elccttón. Vale 
entone_,, para el hidrógeno (Z - 1) y aul lsótopot: el deuterio (A - 2, Z - 1) 
y d tritio (A - 3, Z - I); pan el helio monopoaitivo He~ ('tomo de hclio que 
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ba pe:rdidouoode1111d01 declrvnu.Z ~ 2) ; pandlitlobipocitivoU--(6tomo 

de lit.lo que h.a podido uno de IUI tns tkctront1, Z - 3), etc.. t.. fi¡¡. 3-2 muutn 
l0& corTe&p011d>ente1nivtle1teórico. deenergla. S. indicaademúlOlv1lona 
apropiadDS de n pan algunOI nlvdu de cada 11:rle. 

T.l.BLA. l· I C .. llaale •e Rt•M.rr 
(11 .. - 11111111 - - ·) 

R, m-• 

Hldróteno(ll) 109677SS 
~<tteño(D) 10970 742 
Tritio rn 10971735 
Helio (He ') 10972227 
LIUo(LI") 10912880 
Ru!Uo(lk") 10973070 

O~•n la flg. 3-2 que •14l:u1101 nivdea oolnddtn. Por ejemplo, IOI niveie. 
del b.idró¡¡<no coiacicltD. ?t$pectivame11te coa S.. ni•·OO del He+ que t.itoea 
n - 2,4,6, ... y~n coa lOl de LJl'tque ti~n - 3,&,9, ... t..nllln 
de esto u que u la tt.. (3.&) llf!canaelanal¡¡uno. factoru comunrs debidoa IOI 
ltiptttiv• valona de Z. En la naturaleza. aia an.bl.rgo, no ocumo eu.ctammte 
Ktl. coinddoncia. El nOdtO 110 uti en ttpotO en un i.iltena intrtial ; en ttalid&d 
el 11'1.cleo yd eleclttln 11:mueven alrededordd centro de mua del i.ilt.ema. Sin 
~ba.rgo, podemos analizar d movimiento ttlatlvo del electrón y d nOtleo ' " '" 
tituyendo en la ce. (.!.4) la mua del electrón por la niua reducida do! Alatema 
ele<:trón-11 '1.cleG.. Si M u la ma .. del nilcleo. la ma .. ttd udda del ' tomo u • 

"'-"' ~ 
I' - 111o+M - l + m.JM" 

Porlotanto,enlaec.(3.5)debt.Jn•reempluar lacollllantede Rydber¡R..poT 

R- s$; - R .. {- - R• ( l +~/M )• (3.7) 

de modo que los nivelu de. energla u táo dados por E - - RhcZ'/n'. En la la• 
bis 3-1 1e da el •·aJor de R pan difettnta nilcleOI. Evidenlemente R..COTT'Uponde 
alcuoenqueelniacleotienemua.inflnita(M - oo) y tat.ouplicaelpon¡ué 
del1Ubindiceenelaimbolo. 

Hutaahora hP.mooa)n1iden.do111lamentfl taladot dtenergll. ntg.ativaoalo­
dOJl/godm.Losrstadoadttnergla pocitiv•,que enu111d..c:ripci611 cüdca.co­
rretpondtn a órbitu biptrb61icu, 10D alaá.M no ligado#, t n lo& cuila un dectr61l 
con 1uficie11~energla c:inttlcate1proxima 1lnOclcodtadt un.1grandiltanciay 
despuéa de desviane dt'11movhnit11tonctill11t<:1dtbidoa1uinlenicei6ncoulom-
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hlana con el núcleo, vuelve nuevamente al infinito. Como H explicó en la aec­
ción 2.7, lo1 utad,01 deenergla positiv1 no estin cuant:izad M, yaq~ laf:nergia 
cinéticaini.cialpuedetenercualquiervalorarbitrario.por loqueconstituyenun 
continuodeestadoa. 

E.JKMPLQ a.1. Deducción .., ml~JUlca de la ezpruión para kHI niveles de energla 
dt lhldrógeRO. 

~ PodemosJullltlcar la ec. (3.5) para losutadotett•cionar!os de lo1 !tomos 
hldrogenolde1, Ulo::omoalflnaldelaaecdón 2.5Ju1Utlcamo1Lo1n lveludeenergta 
deunapartlcu laqm:se mueve en una caja de potencial usandoconceptosderha­
d01 de nuatro conodml<:nto de lu ondu estacio narias. Supongamo1 que el electrón 
ducriba una órbita clrculu como.., muutra en la flg. 3-3. Pan. que la 6rblta conu-

o 
' 

' 
' 
' 
, 

, 

ponda a un u tado enaclonario,pauoe lógicoquederuipcrmlUrond>UHlaelonariu 
delonglluddconda l - h/p. Podern os ver en laflg. 3-3qu8 eslorequlen:que la 
lonHllud de la órbita se• un m1Utlp loen!ero de l,e1to 1es: 2Kr .. ni .. nh/p o oea 

rp - nhf2><, (3.8) 

T•niendo en cDent• qDc rp u el momentum • ngular d•l elect.ron, vemoo qDe 101 es­
tadoa est•clonarloo son aquellos para los cualeo el momentum a ngular e1 Dn mollUplo 
entero de A .. hf2"· Como p .. m,a, lamblln podemo1 uc:ribk I• ec. (3.8) en l• forma 

,,,.,,, .. nhf2,.. (3.9) 

Por otro lado, la ecu•dóu de movimiento del electTiln noqulere que F - m,p'/r, 
donde F Q la fue ru. unlrlpeta. Pero en el calO de un electTiln movl~ndose aln!dedor 
;!: :.~~deo, la fuena untrlpeta u la fuerza de Coulomb dada por la ec. (3.1). Por 

(3.10) 

EUmlnandooconlaoec.. (3.\l)y(3.IO),tenerno1 

(3.11) 
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o. - :,;;. - 5,2917 x 10-"m (3.12) 

"' denomina radio d~ R"hr. La exprttión (3.11) do. el radio de lu órbl\H clr<:ulare• 
permitida. y d radio de Bohr º• u et "radio" de la órbita fundamental (n - t) 
del hidrógeno (7. - 1). 

U1ando la expre11ón (3.2) de la en&1gla potencial del •istema elflClr<ln-núcleo, 
podcmos exprco.ar la oncrg!a del electrón en una órbltadrcularcn la forma 

E - E. + E• - jm.v' - 4!:.. . 
En consecuencia, uundo la te. (3.10) po.ra eli minar m; obtenemos 

E - - ... ~r) ' (3.13) 

lntroduclendoelvalorde rdadoporlacc..(3. 11 ),tenemM 

E--::-;:.:: -- n-:Z'' 
queooncuerdaoonlas ecs.(3.4)y(3.6).Sinembargo,tsne""sarload•..:rlirlo slgulente 
"'"lle<'IO a nuestra dedu«lón: ade m6s de M:r aplicable sólo a órbita• drculares, 
depende en su tota lidad de la validez de la ce. (3.8) quemhadelantediscutln:mos 
oonmás deta lle(aección3.4). Porotraparte,debemo100111!derarque aqul el oon­
«ptodoórbitascaplicaalareglónenque e1 m:ilpN1bableque "'encuentreelelec· 
trón, s!endolaec.(3.ll)sólounalndlcaclónde lam:ign!\udde!a reglónenque e l 
electron "' nmeve la mayor parte MI !lempo, y por lo tanto del tama~o del "orno. 

ComblnandolH ec1.(J.9)y(3.ll)enoontramo1 quc la vclocldaddelelectrónenu na 
órbl lae•laclonaria u 

o - 2~'::'..,. - 2ft::..... - 21,9 : IO'Z m r •. 

O.:b<mo1con1iderar e1tere1ultadooólocomounalnd!cacióndelorden de mo¡¡nl tud 
de!a\'elocldadde l dectrón.Obsér\'e.., que l•~..:locidaddisminuye cuandolaenergla 
aumenta (mlyor valor de n). Tenemoo también que o/< - 7 x 10-1 Z/n, por lo 
que 11 <(e, uupto para valores gr• nde1 de 7. y valo.,,. pequetlo1 d e n. En conK­
cnenclo hu correcclone1 relaUvioteo no i on muy importantes exupto cuando"' 
duea unagra npreclolón.Slnemba rgo,esta1 corre«lone1 sonmuylmportante1 desde 
e!pun!ode vlotateórlco. 

E.JEMl'L0.1..t, Estimar la magnitud del t l rmlno correcU\'O en la ec. (3.7), debido 
al movimiento nuclear, para la energ!a de to1 estad<>1 tstaclonarlo1 de101 6to mos 
m b ll\'ianos, u decir, H , D, T, He• y Li ... 

Sohod.S..: Como m./M es una cantidad muy peque~a, podemos u .. r la aproximación 
(1 + z)- • - 1-z+ ... y escribi r !• ec. (3.7)en la lorma 

R- R-(1-T,) ó o1R - R- R- - - T,R-
La masa de un 6to mo de numero má1lco ti "' puede escribir con buena aproxima­
ción en la fonn 1 M - \,67 x 10-'1 A kg; adem61 m. - 9,ll x 10-'' kg. Po• lo 
tanto, m./M - 5,45 x 10- ' /A. Como la energla • • proporcional• R, podemot eSt::rl-
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~ - -T, -- 100..¡¡- % -- .us; 10-- %. 

donde l!.B uel aon>biodeenu¡b "'*P"teto•I valord•do en !a ec. (3.5). En la ta­
bl a 3-2 ae dan los "'1ultados pua lo1 •lem•n lM m~a l!vlanoo. 

E l httbo de que l!.B/E u diferente para H, O y T 1lgnlnc• que Lo• n!\"elel de e ntr­
¡la dc e1to1 t ..,s ls.6topo1 dcl hldrógcno c•Un llger1mcntcdnpluado1,rttultando 
lo que w. d•nomln1 •/•do /llOl6pl ... Adlog1mcntc, los nl>-eleo par-tt <k He· no coln­
elden euctJornrntc con lol d<: 11. Fueu\1pcq\lel>1dlle..,ndala queUcvó1 t " .. nk ­
~n~~~)~r a descubrir el Miio cuando utoban a natLundo el eo~tro aolar 

(m,JM)" \(}' 1,82 1,.36 

- (6.E/E), 'X, O,\Xl45 0,0182 0,0138 0,0078 

3.3 Es peelra del ltidr6geno 

Como vlmoa en la ng. 3-2. ta energl• de lo1""t.1.do.u1.t1cionariDB&umenta con 
tl nUmerocdnticon.La. difertociaencnugl1enln!d01 nivdncorrupondient.el 
an,y n. (conn.>nJea.P"n. unionttidrogenoide, 

E,-E, - (- "':4" )- (- ~Z' )- "'""(-!: - -!:) 
Aplicando la condjción de Bohr, • .. (E,-E,)/h (ec. 1.29), y desprieeiando los 
electOI de ret.TO«'IO, la frecuencia de la radiación tlectr<>magnética emit.ida o 
a b'IOrblda por el ' toino en una tn.nsición entu lOI est.lldo• corn1ponditnte1 

•- Ea -¡; E, - ncZ'(~ --k ) 

- 3,2.899 x J O'•zt (~ -·~}11. (3.M) 

Lot especlT<Ncopist.as prtfi~n 1 vecu ui.ar el ndimtt1 de ond11 ; ~ •/e - I /~ t n 
vu de; la frecuencia.• Su ruonamicnlo es que las mtdid11 e1pectru«6pitu deter-
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minan generalmente longitudes de onda y no frecuenciu. En el &.tema MKSC 
el nolmero de onda está dado en m-• aunque la unidad más comolnmente w.ada 
es cm-•. En "'!te cRoo la ecuación llnt.erior ""' escribe en ta fonna 

~ = RZ'( "k -+: )- t,0974 X JO'Z' (~ - -k) cnr1. 

E.ta expresión (o la anterior) ""' denomina fórmula de Bolmu y ""' aplica sólo 
a •tomos hidrogenoides. Como en un espectroscopio(de prisma o der«I) cada 

F.:nergla. eV 

Pl5. 8-4. Transklonea radiatlvu en el hidrógeno. 

translci(>n aparece como una Unea (que es la imagen de la nndija), el espectro 
""' llama Uptt/ro de llnM;""' uosa fncuentemente las palabras linea y tnnslción 
como sinónimos. 

El espedru del hidr6geno (Z - 1) (y anilogamente el espectro de otros Uo­
mos) ""' cluifica en ""'ria, formadas cada una pur las tnnsiciones que tienen 



ea comiul d nivd 4'" tnergll m61 bli!o. La fi.g. 3-4 ttpreteotl. Ju sigui.entes tefiel 
dd b.ldrógefto: 

(!) Suit dt Lym.,.: 11 1 - 1, 'Is - 2, 3, .f •... 

(2) Serie de Balmtr: 11, - 2. "s-3,.f, .. 

(3) Serie de J>asdieo : 11 1 - 3. "s - .f,5, .. 

(.f) Serie de Bnclr.ett: 111 - 4. tLs - 5,6, .. 

(5) SeriedePfu.nd: 111 - 5, "s - 6.7 •.. 

La serie de Salmer, que IC eoclM'otn. principahnt ole ea 11 rq¡ión viaible. 1t 

obterv•"cilmealeCOGun etp«troacopio((lmOo. L11tritdeLyma.ociiet11ll 
ttglóo 11ltn.violet1. y Lu otru en d infnL1T0jo. Lu tn.nlicione. indicadu ta 
la llg. 3-4 corttSpooden al u pectro de emisión: In tnoliciooet iovenu tieot n 
lugueneJespectrodeabaortiOn. 

Historit1meote. fue el problema de explicar Jos espectro& de linea del hidr~ 
geno y de otros eltmeal.ol lo que originó Ju primera11plit1cloot1 dt la teoría 
cuintia al •tomo. El m1mn•ti«o 1uizo J. Bdmer (1825-1898). mucho 1nte1 del 
advenimiento de 11 Uori1 euintie1. obluvo tmplrie1mtnte la !Ormulri (3.14) 
to 1885 sin llillglllll o.plicad6n teOrita rdacionada con la tllluctura atomica. 
En 1913, d flsic:o dan.él Nicb Bohr, entonces en il Univenidad de Cambridge. 
ded11joilec.(3.l.f)iotroducitndoporprim~vu. tl ((lnoeptodtt1tl.dost1tl.­

clon1rio»-Como l1 m«tnieacdntica noliabLlsido11lnfonnulada,elmttodo 
de Bohr conliotía en una 1trit de 111policiona ad hoc muy plrfeida1 a los úlculOI 
hechos en el ejemplo3.I. 

&Jll.WPl.Q ai. 0.lfl"mlnar la primera energla de ucltld6n y 1.1 energll de lonl· 
ucl6n d•I hidrógeno. 

-- Como se upllcé en la secd611 1.8 al dl1t11Ur t i n.pcr!meoto de Franck· 
Hfrl& la pri,...,.. energla de ucltad6n a la enugll necesaria pani lle•..,. un • toma 
ele '" titado lund.lmtntal al prl""' (o m" bajo) atado e11dtado. En lol ilomoc 
hldrogenoldet, atoe etladO• corraponden, rupectlv1mentc, a 11 - 1 y 11 - 2. 
Ponifndo n - 1 y n - 2 en la .c. (3.6) con Z - 1, ltnemos B, - - 13,6 eV y 
E1 .. -:- 3,4oV. Laenerglanec:uarlaparaexcitarel ,tomodtletl.ldo lundamental 
al prlmtro u:cltado a entonoet E, - E, .. 10.2eV. SI se lleva un 6\omo de h!drd­
seno • t u prlm•ral•docxcltadopormcdlodc un1coll1i6nlnclbtl .. •leclrtinlc•, 
como OCUIT& en una ducarga a lravU de un gaa, vuelw al Htado lundamenul •mi· 
tlendoradlad6n delrocuencla 

• - (E,-BJ/lt "" 2.47 x IO"H11 

1 ... 1,218 x 10-•m, 

q1Mene1Hc:uoe1eenl1 rtgl<ln ultr1vloleta.Laenfrgl•delonlr.acl6nt1laeoer¡la 
netturla para llevar el electrón dude el cal.ltdo fundamt ntat(n - t) alntado do 
eoer¡1anul1(n - oo)yapor lotantolguala-E, - 13,6eV.Lalonluc:lónputdo 
1trel rotult1dode un1 colltl6n ln•llitlca del ,tomo de hidrógeno con .un electrón 
u otrap1rtkulacargada,conotro ' tomo,oporaboorclOndeun lot6nde lrecuenda 
111111 o mayor queJ,29 x I0 11 Ht o sea con una longitud de onda Igual o menOT 
que 9,12 x 10 ... m. 
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H1tt1 1hora hemos vilto que 11 energl1 de un sistema 1l/:lmico está cuanti.1:1da. 
Debemoa explorar la poll.biLidad de que otn.1 eantldadn ffgica1 también eatén 
cuantiMOda1, es decir, rcstringidH • tólo ciertos valorts pan el sistema. Sefta­
lamo11l frnal dela sección 2.5 que el momentum de una partlcula en una eaja 
de potencial t.ambifn HUi cuantizado. En la mayorla de lul ejcmplo1 dd upl­
tulo 2 ti momentum y/o 11 energla trlll con1t.antea de mo•·imiento, ea d«ir, 
cantidades cuyo val« no cunbi1 d11111nte ti movimiento de la puUc11la. El 
entone... ruon1ble in•'tatigll r li otn1 con1tanlel de mo•·imitnto eatán c11111-
tiudu o no. 
S.~mo1 que par11 d movimiento bajo la aC(:i6n de f11erzu centralt1 el mo­

mcntum angular L - r • p respecto al centro de fueru ea una constante de 

TABLA t-t D•l1a..,l411 •• l<HI • 1 .. ot •• momeal.,• n1.J1r 
!.~"i!:i"::'"''• •n<lli 'ª'" 11 anlmlulo hJ1 J1 ue"• • • fHr111 

Momentum u1gular, 1 

O.generación, g .. 21+ l 

movimiento. E.slo también u cierto en la mecilniea cuin tiea. Un aniliail te()rico 
y upcrimenbl cWdadoao mue.tn que el momentum ugular esU cuantiudo, 
ea decir : li>lo puede tener valorea discrttos. Se puede demostnl r (ver ejem­
plo 3.4) que el módulo dd momtntllID angular eat.6 eanctffliado por b valo~ 

L1 - /(f + l)N', (3.15) 

donde l - O, l,2,3, ... "un entero none¡¡ati•·o. S!n embargo, en lo1itomoa 
hid.ro¡¡enoid.,.. loa valorn d~ 1 para cada nh·el de energl1 t1 tJln limitados por 
101 v1lo re&de11 correspondien\.h a dicho nivel, siendo 11 - I el valor m6ximo 
del. En consecuencia 

tn 1111 umpo o:oulombiano, para wda IHllor dt n f"~ apttifiu. 1111 

nil>á dt tmrgfa, ha!f n 1141/Dra diftruila dtl momuit11m ongu/1>1 
daá.• l - Ohtulal - n-1. 

El cootumbredaignar lot vi l"""' poo.ibi.i de / por medio de letras conforme 
aluquema de la tabl1 3-3. Tenemoaentonces; paran - 1.l - 06s; paran - 2, 
1 - 0y l Osyp:paran - 3, / - 0, l y261, pyd,ete. 

E11 un campo central diferente dd coulombiano l0$valore. de lall'ltiados con 
cada nh·d de energla tamb.itn son diferentes. Por ejem11lo, en el cuo de un oaci­
lador tridimenlion1l la energb potencial ea E, - !kr'. Lot nl•·t lea de energl1 
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poe.ibleswn E - (n + i).li.,.(verec. 2.22)y paraeadan losvaloresdelaon n, 
n - 2,n - 4, .. . , 1 60. Tenemos entonces: paran - O, 1 - 06 • ;paran - 1, 
I = 1 6 p; para n - 2, 1 - 0 y 2 6 s y d, y ul auees.ivamente. 

Hay evidencia experimental {que.wdisc utir.i. más adelante) de que el mornen­
tum angular, además de su limitación en módulo, esU. restringido ero cuanto a 
diroaión; esta situación .., denomina cuanli:ación u pada/. Esto ~nifiea que el 
6.ngulo que L forma con el eje Z (flg. J..-5) no es arbitrario; en otras palabra•: 
.., puede demoslrar (ver el ejem¡>lo 3.4) que los 
;:~º;;8 p!; la componente L, IO!lt.lt o cuantizados y i 

dooo.m, - o,L~~.:>± 3 , ± 1 ~..,~·: (~--~~--- ,\ 
:,~~c:':..~~r; p:11e~;º..,;';!';yo~ :ue~ ~~~e11~:;;:: Y'-~-:· ----~- 1, 
ee1 L, serla ffil)Dr que JLI lo cual es 1mpos1ble 
Concluimos entonces que 

paratada pa/orddmomtntum angular 
ho.y2t+lwlora dt m1 oua2J + l O 
oriuilacwn .. d1foruilt1 de L Y 

Lalig J...6ilu1tra eata111tuaciónpara/ ,.. J yl - 2 l'lguraSD 
La cantidadg = 2J + l se denomina dt~ncraci6n 
u tncialdelestadodemomentumangular. Se pu'deprobarqueestadegeneración 
ea consecuencia de la simttrla esférica del mo,·Unicnto bajo la acción de una 
fuena ""ntral. E n la tabla 3-3 se da el valor de g para algu noa valores del momen­
tum angular. 

En la meelln.ica cibica el momentum angular bajo la acción de una fue~ 

""otra] es constante en módulo y dirección. Por el contrario, en La mecánica 
cuhtir.a el módulo dd mornentum angular e11tá. dado por la ec. (J.i!i) y una de 
1u.sc<1mponentesp<1rlaee.(3.l6).Peroparaeape<:illr.arladirecclóndelrn<1mentum 
angular necesitamos couocerlas otras dos componentes.~ y L.,. Un análisis 
iktalladoquenoreproduclmo1 aqulp0r 1ucomplejidadmatemlltica,mue&traqut 

u imposiblt ronour uae/amtn/t mál dt una compontnlt dtl mo­
mU1/um angular. 

Por lo tanto, si conocemos L,. lo más que podemos saber de ~ y L., es que 
esU.n dentro de lu indetenninaciones /J.L~ y 6.L, que satisfacen La relación de 
indetenninación 

Esta rela.ción ea similar a las relaciones de indeterminación para la pmiciOn y 
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tl momentum (te. 1.48), y para Ja energla y el tiempo (ec. 1.49). En otn1 pa­
labras: 

..,, /11 mminico cudnli~ u impo•iblt dtluminor pr«i1omu1li lo 
dírtJOCi6n dtl momtnlum ong1dor. 

Como ll'>lo podtmOll conoa;r ILt y L,, lm.ginuemos rJ vtd.Or momeotum a.ngu.lar 
L de la fig. 3-6 como realllando un movlmltoto dt prects.ilm alrededor del eje Z, 
form ando con 11 un • ngulo constante e. 

Podemos co11d11ir de uta dii.culil>n que 101 niveles de energla de 101 Atomo1 
h.idrogenoidtt son algo mA1 complejOI que Lo. ttprttentaclón limpie impliclta en 
la e<:. (3.6) y 1R ng. 3-2. En un campo coulombiano cada oivd dt ener¡¡i.., que 
co~nde a un n dado, contienen utadOI diluentes de momeoturn an¡ulu, 
todos can la ntilma energla y con 1 entre uro y n - 1 (ttto Ita lido ilu&tn.do en 
bflg.3-7). Esio.niveit11t indicanconn1,np, nd,etc. (EsttruulUidoeoneuerda 
con 11 descri pción cü1le11 del movimiento b1joi.R accil>n de un1 fuer:z1 propor­
clonal al invt r&O del euldrado de 11 distancia. para la cu1l l1 energlan indepen­
diente del momentum angular, 111nq11e Ja ureotricldad de lu órbita1 eliptlas 
depende dtl momentum 1og11lar.) En un1 teoria mA1 refln1da de 101 6tomo1 con 

. un electrón que tome en cuenta otro1 d ecto1 {como con-ecciontt rd1tivill.u). 
los diferentes tltl.dos de momenlum 1a¡ulu con...pooditntes al mismo n tienen 
u 1erglu difen:ntts. 

Si la fuerza no es inversamente proporcional al cu1dndo de b distancia, los 
niveles que tienen el mi¡mo valor de n pero momenta 1ngul.o.ru diferenie. (es 
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decir, nivel"" n-, np, nd, rte.) no tienen necesariamente la misma enugla. Asl. 
en un campo de fuenas centrales, la energla depende en general de n y de /, pUO 

nopued.e dependerdem1 porque en un campo centra l de fuerzas la orientación 
de la órbita carece de importancia. 

Elhechodequeenunát.omohidrogenoide cadan.ivel est.ácompuest.odevario1 
estad~ de momentum angular, es sin embargo importante desde el punto de 
viata de las transiciunes.. En ele.aso de movimiento en un potencial central, las 
reglas de selección para transiciones dipolares eléctric.a$SOn 

'11 - ± 1, ~, - 0, ± 1. (3. 17) :~ 

Estureglasdeaelecciónest.ánimpuestas 
por la ley de conservación del momen­
tumangular,ya que el fotón emitido o 

~:~~~¡:~ ~::e:::":~~~la:n~~:a~~o~: ~~ _2L ~ 
debe cambiar para oompenur el mu­
mentumangularque Uevael fotónemi- 4 
tido o absorbido. La ley de conservación 
delmomentumangularylaregla cuán­
ticade sumade momenta angulares(ver 3 
secciónJ.8)permitirla M - 0,±1. Sin 
embargo,la paridaddelasfuncioncs de 
ondaenun potencialcontral(quesedis­
cntirienlaaección3.5)prohibelapo.li­
bilidad ti.1 - 0. 

Yig. 8-7. Transiciones entre dlvenos c•­
tadoa de momentum angular. 

l.asreglu de seleccilin(3.17)requierenquelutransicionesoeurran sólocntre 
catados de momentum angular ubicados en columnas adyacentes en la flg. 3-7. 
Se han indicado algunasdeesta1transicionesposibte1. Oba.érvese quede acuerdo 
con estas reglas, no se puede pal'!rdelestadu2'al Is que es el únicoMlado 
disponible de energla menor. Por esta razón el estado 2s se llama estada mtlas­
toblt. Lasregla• (J.17)wnv.lllida1para transicionesdipolarf;1eléctticas,queson 
las más probables. Para otras transiciones, como las dipolares magnéticas o las 
cuadrupolareselécttic&1,la1reglasde seleccilinsondifere11t.e1;esta1transiciones 
tienen una probabilidad mucho menor que la. dipolar"ll eléctricas.. E• por esta 
razlinquee11!01 espectrosatómicossóloset.omaenwnsideracióulastransicionl'I! 
<lipolalUeléctrica.s. 

Hagamos ahora algunos comentarios 10bre la ec. (3.8). Teniendo en cuenta 
queparaunalirbitacircularrpesel momentumangularL,,·emos que laec.(3.8) 
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equivale a L - nA. Pero este resultado esU en deucuerdo wn la tt.. (3.l:l), es 
decir, 1. - Jf'i(f+T)A. Porlo lantodmodelosimple eintuili\'OUsadoMr.ltj t m• 
plo 3. 1 para tltga r a la te. (3.8) es lncorruto (aunque 1t11 coructo el resulUdo 
obtenido).E5Uesolnladvert.enciaal estudiantttleque nonposihle, a no1er 
que 1t ltn¡¡.a mucho cuidado, utnpolar eonctpl.ol ondulatorios al campo de la 
mte6niea cu•ntiu. En este caso del momentu m angular, la disercpancia se debe 
a que u imp.oaible confinar las ondas electrónica& en una trayectoria estricta· 
mente clrc1,1lar. Sin embargo, poniudo 1 - n - 1 en la ce. (3. IS) obtencmo1 

V - (n - l )nA• - (n1 - n)A1• 

Cu1ndo n es grande podemos a¡>r"Ol<imu esta ex p1'Clión eacribiendo L' - n•11• 
o iCI 1. - ni\, que concuerda con Ja te.. (3.8).1..uq¡o 1 - n-l con n grande 
aproxima el cawclbicodeórbit.11.1 clrc1,1larc1. Esto es una iluatración del prin­
cipio de fOTrupondutefrl de Bohr, que dice q 1,1e cu.ando los números cdnl.ico1 son 
grandesladeacripcillncublicaseaproximaalaclbica. 

3 .. 'i 1"uncfon~ d e onda de 1u1 dectr6 .. en "'" campo de f uerza. 
eenl role• 

l..aluncióndeond1?{z,y,z)paralos'tom01 hidrogenoide1seobtienen:so lviendo 
la ecuaci6n de Schliklinger, ec. (3.3). La cncr¡¡la potencial que aparece en eu 
ecuacl6u , E~ - - Zr:'/4 ,.~.,r. corresponde a una fue~ central. Poderno• esperar 
que lu funclon es deondadetodo1lo1problemasconfuerzascentrales, es dccir, 
problemas en 101 que la encrgla poltneial e& lunclón .olamente de la distancia 
y tieoie por lo 1.11.nto la forma E,,(,r), ltngan cierta similitud. 
Acauaa delasimetrla esférica de ta enugla poltncial.es posible simplificar 
la discusión de problemas c:on focna1 cen trales 11tiliz.ando las coord.cnadas csf6-
ricH r, 9,.(fig.3-8). Podernosdernostrar q1,1clafunci6ndeondapanundectrón 
tn1,1n campoccntralx puedcescribircomotlproduetodedosfattores,unoq11e 
dcpcndede lad.istanciadel electrónalorigeayotroque dependedelaorien· 
lacióndel vectorpoaici6n r , espccilie1d1 por l01,n1fUlos oy,;. Podcm0&eacribir 
u toneesparala funcillndeonda 

o}(r, e •• ) ~ R(r)Y(&,.). 

La parte radial R(r) depe nde de la forma particular de la energla potencial E,,<.r) 
co~apondlenla a la fu erza central que aclúa sobre el electrón. En cambio, como 
laiart.e1n¡¡11lar Y(8,.)esconaecuenciadtla simctrla ealffica delafuerz1een· 
tral, no depende de la fonna particu lar de ta tncrgla potencial E,,<.r). En otra1 
palabras, /GJ funciona wigu/aru Y(B, •) .son /u mi1mu pwa lod0$ lt.n problrm.u 
confuerzasunfralu. 

No W.Cutiremoa la fonna de obltncr Ja1 f1,1nciones de onda. aunq1,1c es un 
prob~ma matcm,tico de solución directa (''et ejemplo 3.4). En vez: de cUo ~ 
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f'IJ. •·&. ~·undón•nsu1ardeond•plln0 
lo1atado11(1 - 0). 

cutirem<K lu propicd.tdrs in'- importante. de lu f11nciooe1 de ondL 

En 1111 pl"OWtn1<1 CM (runasOU1/r<t/ulaparhangulardclo(unci6n 
de Olida ald deluminado wltrMIU>le por d m6dulo f hl mmpo­
nml• Z dtl 111"mmlum angular dd di!dnln. 

El m{)dulo d•I momcntum angular .,.u_ detemtln.ado por el oUmi:ro cu.1.ntlco ( 
y la compon•nU Z u oritntacl6n "'~ detennlnada por m1. Por esa ruón, IH 
funciones angulara cornapondlentea 1 valoru especlflcos de L• y L, se desigiun 
por Y...,(&,+>· Lo. mllem•t1co1 ll aman arm6nieos ufbleof • e.tas fuocionts. 

l..alabl1 ~da\a1funcloneio111gularaY-.pan1 l - O,ly2.Estaul11.fonna 
que a aplica "" la mayorla de loo problrmu flsicos. La tabla 3-5 da \u funcione. 
111¡vlara en uM form.1 !No1 adecua~ pal'll dilcutll' d enlace mokc11lar. Lu 
funcionesdelat.bl13-511oput.toecen 1 un valor¡nrticular de~sino demf 
o ¡m¡¡, eonupon.mndo a L' y Lf en vez de L .. 

Vuno. en Lo. tabla 3"5 que ¡nn1 / - O {esl.tld"' 1) la ~niu función de onda el 

l.adepmdiente d<: la& '"""lol, e. decir: loa uladH a'°" uftricamutl• 1/milrko.1. 
Esto n hall111tnodatntl db¡n.ma polardt 111\g. 3-9 dondetlv11tordt la fun· 
d6n •para cada dirección (8,.) ea Igual a la longitud dt un sesmentn dradeel 
or!gcn. El lusar ll""m~trico de lot e1<1remot Q 11na IUJlf:rflcie nférica. Se com­
prende u te ruultado pon¡ue d t i momentum angular Q «'fO. no hay orienttd6n 
prdenncbl dt b órbita dtl tleet1"6n. 

Pan / - 1 (QtlodOI p) hay Uel funcione1 anguluea qut representan Lu Uel 
omntiodooea posibl .. dd momentum •DllUlu o I01 Uel valorea de "'l - O, ± l. 
En la U.bb ~ 11t dQÍfflall eon p., p. y p, y b ti¡. 3-10 muatn 1111 diagrama• 
poi~ Estas fu.ncionea eorn:tpooden • no movimiento prdt ttnt.bl del dtctrón 
w~n cada uno de lot tj u de coordenada1; tito ruultado u muy importanh 
pua describir el enbce qulmlco. 

PU• / - 2 (eatado1 d) hay cinco funcion e. •ngulllTtl d.iferentes.. La dlstrlbu· 
el6o de est ot u tados ea mh eompleJ• , como 11! d<!tprende di! loa dia¡n.ma1 



TABLA 1-4 FndH"' ........ _ ,_,_•.i.•&M 
• V1 t. 

Y., - 1,.,-¡;; 

Y., - f3/ ... e<»9 

Y., - 4 (5{.iji(3cos'9 - 1) 

Y.., - 'f' YU/bo.eofco19•"''° 

T.lBL.ll·i F11••l•• .. •aplaH1 ... rre1pon.UHlel 
• L'J i: 

¡..., ¡ Fllfldón angular 

• - ,¡y¡;¡ 

~- ~~/1&.(3.,.,.•9- 1 ) 

:: :~:: :::::: 

(.U 

polaru de la ng. 3-11, que repttRJJtan lat funciono d de la tabla 3-6. Para 
valoret mayores de l la aitu1d611 w hace aím mú compleja. 

Ua.11 propiedad importantedela1 ruocionet anguluet Y_, et que lttntn pari­
dad if¡u1 I 1 {- IY. Ello e&, pan 1 - O, 2, 4 •... , tlllao par, lu funcio11e1 Y ... 
Uemw el mismo valor y el m.iuno t.igno en punto. aitu1do& &im~tri<:lmtnle ra.­
peelo 11 orif¡co de coordcoadH, aiendo por lo taoto funciooetparet, ntientruque 
pan 1 - l, 3, 5, • .. , en ltro impar, las funciona Y,.., tienen el mismo valor 
J)tl'O llgnOI oputsl.cHI tn pun\OI &imttrlc..., aitndo entoncet func.ionet lmp1ru. 
Se pueda demMtnr que pan tnnaicionet dip<>lart. tMctricas 101 eat.11 do1 ln.lclal 
yOnlldeben tenuparidadetop11etta•,porloquee1to1ettado1nopuedentencr 
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P11. 1· 11. l'undonea •ngulare1 de onda pan loaeotado1d (1 - 2). 

el miamo valor de l. P<ir - rulln, d valor 61 - O a impMible pan n.a1 tn.n· 
lielona, c:omo se india'l anteriorm~t.e en rdación eon a. «. (3.17). 

La parU nid.ial R(r) de la fondón de onda .¡.(r, 1, .f) dtpt!nde de Ja enugla 
y del mbdu lo del momentum 1.ngular, Jlf!fl> no de "' orientuión . Podemoo en­
t ender eato porque dda la i.imetTla eolkica de un .. mp<l central, la di •tribud6n 
nd.ial del movimiento ele<:tronieo debe ser independiente de Lo orlent.&cil>n de 
111momentum 1.ngular,01e11q11edebeser independiente de 1111.üteeael an6logo 
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TAllLA 1·8 Pudo not de oad• rdl•IM do 101 ilo -
111 01 bldrO!UOld~I 

R.,{r)(P "' 2Zr/n"i) 

R..!.r) -·-tiff (f)"'(2-p)<-olt 

R11(r) - ~ (i)"'pe-o/O 

Jl..(rl - -fyr (f)"'(6 - 6p+p''¡<:-ol• 

R,.(r) -fvr(i-)"' ¡>{4 - p)<-ol• 

(J • .S 

cuántico dol l"<lsultado clásico deque ta energ!a y el m6dulo del momentum an­
gulnrdeterminanel'"tamado""de laórbita . Por lotanto,la funciónradialdepeode 
del nilmerocuánticonasociadocon laenergia,yde/pero nodem1. Luego, est.u 
funciones radia les se rcp""Cntan por Rn¡(r) y la función de onda tot.al es 

(3.18) 

La tabla 3-6 da las funciones radiales corresp•mdlentes a tos tres primeros ni­
'" elesdecnergiadclosátomoshidrogenoide~.La ng.:J...12muestra estasfunciones. 
La linea de trazos indica en cadac830el radiocl:bicodela órbita. confonnea 
laec. {3.ll). 

Podemos verque,aunque lomásprobableeaquecl dectrónoe cncucntredentro 
del radio clásico de la órbita, también se puede encontrara didancias mayores. 
La probabilidad de encontrar d electrón dentro de una capa esférica de radios 
ryr + drindependientemcntedesu po!l.iciónangularesproporcionalar'[R,.,(r)J' 
(•·erproblema3.2.5). Lafig.3-!3muestneslasprobabilidades. 

Una particularidad inte~untequese aprecia fácilmente en ta fig. 3-12esque 
las fuocion u radiale~ para electron .. s tienen valores rdati~amente grandes 
parar pequeno. Decimo1 que lo.i ele<:trones s describen órbitas p<ndranlu que 
llegan muy enea del núcleo. Los el ectrones p wn menos penetrantes, lot elec­
trones d aú n menos y asl •uce!l.ivamente para valures c~cientes del momentum 
angular. Esto ti fácil de entender i.i con!l.ideramM que (tanto en la mednica 
clésica comn en la cuéntica) el movimíento radia l bajo la acción de una fuerza 
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eentralcorresponde aunpotencialelectivo 

E,,..1 - E,,(r) + ~ - E,.(r) + /(/ i:n::~·, (3.19) 

dondeEp(r)esla energia potencial dela luerzacentral(etpoteneialcoulombiano 
en el tll.00 de un electron) y L1/2mr' se denomina poltncfolcenlrlfu~ (ver ejem­
plo 3.5). Para losest.adosstenemosl =O yno hay potencial centrifugo por lo 
que Ep,.t .. Ep. Luego, unelect.rón s ligadooconener¡¡la E negativa(fig. 3-14a) 
se puede mover dbicamente ent..., O y A teniendo en cnnseeuencia ac.:eao al 
origen de coordenadas. La forma de la parte radial de la función de onda debe 
'ICT entonce• como se muestra en la parte inferior de la figura. (El nUmcro de 
nscilacionesde lafunción denndadependedelaener¡¡la).Paraotros valoru del 
momentum an11ular, la forma del potencial electivo C$ como se mut$tn. en 
la fig. 3-l4(b). Clásicamente, el electrón se debe mover por lot.anto eotre By C. 
Traducimos esto al lenguaje cuántico diciendo que la función de onda debe de­
crecer nlpidamente fuera de los limites clásicos del movimiento, debiendo ser 
entonces muy pequ e~a cerea del origen. Cuanto mayor sea d momentum angular, 
tantomblejos delorigcn comienza la función de onda a serapreciableyt.ant.o 
menos "pe•iet.rante" es la órbita. 

Estacaracterísticadelmovimientoelectrónico se reOejaenmuchupropiedades 
importantes del átomo. Por ejemplo: los electrones 1 son muy sensibles a la lorma 
yala eatructurainkrna delnilcleo, mir:ntra5quelo1elect.ronu quetiencnmo­
mentum angular mayor son mucho menos senl.ibles a la forma y a la estructura 
nucleares. 

f:.JF.l<ll'l.0 3.4. Andlloie de 101 o¡>f:rado""' ~ momentum angular y I UJ lunclonu 
propias. 

Soltlel6•: Recordemos de la tabla 2-'2, 1ec<:l6n 2.1'2, que el operador momentum 
anguloreot,dodopor 

de donde condu!mos que ta componente 2 u 

(3.20) 

y npreslones parecidos para L. y i... E1 mú canven!ente exprnar l. en coordena­
du eof~rlcas. ObH rvando en la flg. 3-8 que 

tenemo1 que 



'·" Funtionu de orn!G de un d ectr6n 

' '\::n<;•l ..-ntrilUR0-(1+ 1)/ .. 

"~'' . 
. 

" ' 
' 

l'.k'<lrún o{l-0) 

' ...... ___ _ 

J>lg. 1-1'. l'o tenolol dech \"O y lundón d~ onda radial para 1 ,. O y 1 ~ O en el mo­
vimiento bajo I~ acción douna luen:aoentral. 

Peroi!:J;/a+ . - r sen8 .. ,. + - - u, OJ¡/a+ - r 1en ecos f. - z yiJt/af. - o. Luego, 

-J¡- - -11-k- +z-Ju-. 
con l<1que de>pu11dort..seescrlbeenla lorma 

t.. - -111 -J¡- . {3.21) 

Sf:pued8demoslrarque utareladón u abgolutamentegennal yqueeloperador 
cu6nUco correspondiente a la componente del momentum angular .. gúncualquler 
dlJ-<,cclón u t • dado por - IA<l/a+. donde+ es un ingu lo medido alrededor de 
"""dlrecd6n.Laccuaclónde valoru prop!o1c1,conlonnealacc.(2.48), l..A> - L~. 
donde ~f.) t1 la lund6nproplayL, clvalorproplo.Porlotanto,u.andolaup .. 
1ión(3.21) de L.(>btenemo1 

-11'* • 1.A 6 *-im,41, 
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donde hemo• punto m1 - L./11 o L. - m,11. La ooludón ~ a ta ecuación u <!I ""' 
- C•fmi* donda Cu la constante de normal!r.acllm. Como un mllmo punto d•I ttpa· 
clo HIA representado por •y por•+ z,., u necuarlo que ~·) - ~· + 2?r), lo 
cuallmpllcaquc,.. _ _ ..-,o:•+:i;.¡o<~ - l .Estou ige quem. .. aunnúmero•nlcro, 
es deci r : m, - O, :!: 1, ± 2, ... , oomo ya se lndlOO e n la .. cclón 3.4. Para dderml· 
narCapllcamoolacondl<iónde normall .. ción,qucennueollocasoeoJ:"<!l•~•- 10 

1: (C•.-lo!ql¡ ¡eei-¡ d; ... ICI• 1: d. - 2KjC~ - 1, 

o sea, suponiendo C rul, C - t/¡'2; Por lo tanto, lu tundoneo proplu normallu­
daa del• componcnte Z del momentum angu!ar aon 

~;) - -vi; ........ "" - o. :!: 1, ± 2, ...• (3.22) 

ylosvalorespropiooL. ... m,llaon m~lllplo•enteros de A. 
El cuadnl.do dtl m<ldulo del momcntum angular 4'1 ti dado por el operador L' ""' 

- ~ + l.! + l!, donde L. y L. '°" opendora 0011 n prulones •imllllHI 1 la 
de L. lbda en la ec. (3.20). Transform ando a coord•nadas alórlcu por medio de 
undtculoalgebraicoelabor1do, .. eneuentra quccl c11adradodelmomentumangu­
!aru!ArepreHntadoporeloperad1>1"cdntloo 

L' --"'[..,~e ¡f¡- (sene~)+ .. !•e -F¡.J. (3.23) 
Laccuadóndcvalore1proplo1eo l 'Y(9,•J - L'Y(6,;),dondelalunclónpropla,quc 
depende de los .i ngulos & y•· se ha deslgn~do oon Y(6, ;) siendo L'el valor propio. 
Eoto corresponde a la ecuació n dl !erenclal 

..,!e -Je (sen&~)+ ..,!•e ~+f. Y - o. 
Se puede dem ... trar que para obtener una solución que sa tlllaga tas condlclonu 
dccontornoycontlnuldadqucnquie rcla mednlcacu.i ntlca, eonccuat\oque L1/l ' ., 
- 1(1 + \), dondt 1 u un entoro no n•gaUvo, esto es : 1 - O, 1, 2, 3, ... ~uta 
forma hemos ob tenido los resultado• anlerlormont• u t11blecldo1 en la sección J.!>, 
esto es, l .' - 1(1 + l)l'. L.os solnciones de la ec uación re1u!tante, 

.. !e * (..,n e-1f) + .. ~• e -W-+1<1+ l)Y ... o, 

.. dctlgna n por Y.., y so n lufnnclon ... dadasen latablaJ·4. Lalllbla muestra que 
la.lundonct Y,.,., sonproductoa deunfactorque dependede Oyotroque depende 
de~. [Ellactorqucdependc de•uldéntlc:o alacc. (3.22) ]. E1toeo: y,.,. .., ~ 
(c:oaO)e'm/'I. Teniendo en cue nta q ue las Y¡,,,¡ 10n funciones propLu de l ' y l. 
podcmo1escrlbir 

l 'Y,.,., - 1(1 + l)A'YJoti, L,Yr.t¡ ""' m.liY1m¡. 

!::¿~"dLeOf~~'!;;a~;'.'~~·~le~~ la ecuación de SehrMlnger para movimien to bojo !a 

S<>11"C16'o.:- Recordemo• que .. g~n la ec. (2.9) La ecuación M SchrMlnger para el mo­
vlmlento oon una energta potcoclal !;'t(r) es 

-~(~ + ..¡¡. + -b)++E.(r)+- E+. 



U) 

Had•odoel cambio de coordenadH culHianos z, 11. • • coord•n•du u llrtca1 r, 
&, • · .. ta ocuadón a.o l ranolorm•, dnpub do un la rgo ctlculo .igebralco, en 

- .;;; {i;'. + ¿i- + * [ .. ~ f -le ( .. ne~) + 

+ ..,~.~ } + + 1;,.(r~ - B+. 

Recordando la oc. (3.32) P""' el o~ndor l'. podemos UCl'lblr 

- fnt (-f..- +¿{; - T.;.)++ E ,.(r)V - lío(¡. 

Ponkndo .¡. - R(t) I' ... (&, •l y tenkndo en cuenta que l ' Y ... - 1(1 + l)A' Y..,., 
laecu .. 16nanlerlMMCOnvlert1en 

- ..;;,¡-!,.- + ¿f,-~R + E.(r)R - EH. 

E1taecuad6ne<>ntlcnol<llo laparteradlal R(r)delafund6ndeonda.;,.E1coslum­
bre poner H(r) - u(r)/r, con lo que ruulta 

(3.U) 

!;Ita u:pral6n.., lluna • YeoH tt11001<1n h. Sdlr6"/nttrN1d/ol. Companndo uta 
ec11ad6n con la ecuación de Sclm~dlng<r unldlmulllonal (2.3) conduimo1 qu1 el 
movimiento ro.dial H equivalente a un movimiento unldlmenalonal en una entrgla 
pnte nclal efoctlva dada por la ec. (3.19), u dedr 

HMn • E.(.r)+~ -

1:!1 tkmlno J.:.- .. 1(1 + l }P/2ml" ea un p.otenci•I otntr1ful" porq"" I• "!.,.ru" 
<'Ol"tflpond;.nte, F .. - BE..-fik, h pool\lva '/ eal' por lo Unto dirigida •leJ~n­
doK <Id orl8"n. 

SI ponemos lí• • - Z<"fh'<I obtenemo1 una ecuación dllu.,n<ial que • dmlle 
como ooludoncs IH tundones radlalc1 dadas •n 1• tabla 3·8. Con olr .. lormll d• 
l•en0<glapotend•l re1ult an fu ncloneJradl1 leo d ilcrentu. 

l/.l ll.'4frl.0 3.4. Corrección rel1t1,·l•t• • l• enu¡I• ck ' tº""" hldrogcnold<:t. 

_ _,Como uplleoimos en 11 wool6n 2.12. 1• «t>•Cl6n ck Schrodin&<"• (3.3) w 
obtiene • partir da 11 exptulón no rel.11lvi1t1 E - p>pm.. + E,.. Esu p.- n 
COITIOCloolempre quel• veloelda<l cklelectr6n wa peque"• rl'lpeclo1 la ,.._loddld 
ck l11u•.Enel ejemplo3. l we1limóquerl v1lorde•/<p1r1unclectrónenun"t1do 
eo\aelonarioesd• l ol'dende7 x 10-1z¡n. El dc<:lorelatlv!1t1dcblduaesla•·•lodd1d, 
aunq uepequello,Hpuededotect•r"c\l noenteoon mttodo1ei11•<lro..,óplcoo. l.1 
encrg11re l1t!vlsta deunel...,1rón q,,.wmuevewn moment umpyll•neun1cncrgl1 
potencla l Eo••(vt.rec.A.11), 

R • <t'iñ!<i+P' + Eo - in..<". 

dondeKhlratadolaenergl.aenrepooop1r1q ... el Ol'rode l1energl1<:<>lneld1<:<>n 
d c .. o no relatlvlsl•. Suponiendo que el mo""'nt um p .,. mucho menor que m.,t;, 
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podtmot dtsarroltar La ralt hu t a el tttn>lno de Hg11ndo cw-den. ra11llando 

B "" ~P'- ~ p' + ... +B, 

"" {~ P' + E.)-~ P' +. 

(J . .S 

(S.l:i) 

Lo1 dot térmlnflt dtntro del parén tnlt dan la apro~lm •l'.Mn no "'l1Uvl•ta a ta n trgla. 
En con>ecutnda, d últlmo tfrmino n la corrudón "'latlvl1ta de prim• r orden • la 
Mtrgl a total dtle ltctrón; la du lgnal'fcmos porAE .. Lucio. 

t.E. • - 8~ P' •- 2~t<" h~)(k)· 
l.01 f1tCloru \déntko1 dtnlro de los parlnt .. 11 corruponMn a la rner¡¡la cintile. 
no rolativl1\ a dd electrón. Por !o t~nto (<X> n una a prulllmadón ra>.onabk) podemos 
ncrlblrparatlprl111ero,uHndo elr.-1ultadodtluect.{3.10) y(3.13), 

-Et; - !m.a" - - ""~') + 4::. "" 4 ~:-2r) - - E. 

e.E, -- ~ (-E)Onw"l - t~li. 
Luego, la correcdón l'fclatlvisla es del orden de (•/e.,. )( {energla del dtclrón). En 
t i ' tomodehldróg•no, porejemplo,(o/•Y'H dt l ordtn de IO•',porloqueei.E , - to-•E 
oHaall"tdtdorde 0,001 % dt E,e.nlldtdque, a unquepcquella,Hpuedede\tdar 
Ucllm•nte t n tl labor1to rlo oon lai tttnlu1 uptrlmtntalet qutH usan actualmente. 

Paro ubltntr un ru ultado mh preclro, notemos que d irllimn t érmino de la 
tc.(~.2.'l) , clcual ara buno1de vorqueu muy P"QUtllorupec1oalo1 dos prlmerot , 
~ puede contlderar cmnu una pcque~a pt r1urhadó n. Para calcu lar t u efecto ro b"' 
101 e1\ 1do1 t 1l.oionario1 podemos estimar 1u valor medio con rorme • l• te. (2.f>O). 
Enclttt1dodescritoporla lunclónd•ond•V-ltntmot 

ll.E. - -~iP'J -- a..1.. f.¡.:....p<4-1h. 

(3.26) 

••ff'/h.,,M."' 1/137 

~ denumln• conJ/onl• d• ~•lrw:luro fina y (E.I et tl \'tlor •broluto de la en•rgl• 
dada por la ec. (3.l'>). En nuest ra aproximación, 101 nl vtlH de en<rg:\• eiUn d•dot 
a nlon«I por E "" E. + e.E,. Como la corl'fccdón relativista (S.26) deptnde de 1 
y den, los nl\•dc1 que tit nt n el ml smn n pero dlrtl'fcnt a / no tlentn la ml tma tntrgla. 
En otus palabrH : la comedón relatlvl1t1 dtstruye la degen .. aclón accidental 
<[lit e noontram111 t n el cuo de un a un po coulombl ano. AdtmAI, la oorrecdón l"t)1-
tlvl1ta t11 lempr<! nega tiva para todo n y l. Para un n d1do, cuanto me11ur e1 t i valor 
delm1yorul1 corrudón rel1 tivlsta. P<>rlota nt o, lo1t1\ldotdelhldrógeno para 
los cualn la currecdón ti m~1 Importante ron el 11 y e l 2-. 

P. A. M. 011'11t desarrolló una l tor1a l'fcl1Uvlst1 dtl tl«lrón mú l"tftnad •. En la 
l•orl• de OlracM.e>labltce deode t i principio unttcUad6n corrupondltntea la 
tntrgla r<!Jltlvbta, obtenlfadose lk este modo los nlveltt de enttgta naclos. Sin 
embtrl!Q, uta ltoria tt demasiado romplluda plrl Hr presentada aqul. 
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E/tt.W Zeernan 

La cuanti:taelón espacial semaoiílest.a d e una mantra obvia cuando"" perturba 
el movimiento elec\.rl>nko aplicando un campo magnético. Cuando •I campo 
magn&ico es su ío cienkment.e fuerte cada linea espectral de los átomos con un 
electrúnsedesdoblaen uñtriplekqueconstadet~llneasmuypró~rnn.El 
espaciamiento es el mismo para todos loslitornos ytodulas lineas y es propor­
cional al mbdulo dd campo magnHico. El físico holaad'"5 Pieter Zoe1nan (1865-
19.t.1) observó por primera vez esu decto en 1896. Se le ha llamado •fttlfJ Zumon 
po.rahonrarutrabajo. 

Un cl""trón que deaeribe una órbita cir<:ular roo •·elocidad angular"' pa .. 
porcadapuntodclaórbita .. J2r.veccaporaegundo,lG cua lcorn•pondea una 
corriente 1 -<(. .. /2><). Como la corriente tiene un contorno muy pequeflo , equi­
vale1undipolomagnéticocuyomomcntomagnéticoe1iguala(corriente)x(érea). 
En consecuencia, el mommlo dipalar magnt!ico orbilul del •lectron es 

Recordando que f"lnl una Orbita cireular 1. - m.t'r - m,,..,.., tent mO• que 
ML - (</2mJI.. E•ta ••una relación entre los mo.dul0$ de l\11• y L. ,\ h.or. bieu, 
la d.irecciOn de L ect.á relacionada con la del movinúcnto del electrón como se 
muestra en la fog. 3-15. Por otra pan.., la carga del elcctrónes ntgativaypor 
lo tanto la corriente equi,·atente H opuc•ta a la del movimiento electrónico, 
reoultando una orientació" de ~h opuesta a la de L. P<>demoo entonas escribir 
lae<:uación\"e<:lorial 

(3.27) 

Aunque hemos obtenido esta relaciOn para unn órbita cittular y h.emoo U$lld(> 
la me<:linica dA•ica, la mi•ma es v~lidn aUn en la mednioa culhltica para un 

(-+:---: 
. 

' 
_,. 

l'Jr. 1-16. Preceo.ióndelmome11\uman­
~~::...pO• !• aeclón do un umpo mas-
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movimiento ubitnuio ton momentum angular L. La componente Z del momtnlo 
mlllln~t.ico orbital es 

Mu - - ~ J.,--~ m1 --111J111r. (3.28) 

¡o8 - ;:.. • 9,2732 x U:t .... JT-1 • S.6564x lo-'eVT-1 (3.29) 

llfl denomina magnd6nde&hr. 
Cuando ae coloc.a un dipolo magnético de momento !U en un campo ma¡¡nl!­

tico C)j, 8dquiere una energla ¡.;,. - - fH .')l. En conseeuend•, cuando ae toloc8 

-· -----irt -· -----m ;¡ 
_. ______ fil, -·------ +; 

- 1,!+1 ... y y .,.., - 1 
(a) - 1 .!. +1 "" 

'" 
llls. s. i: . DeM.loblamlenlo de los nlvcl• • ducner"la 1, p y d bajo la acción de un 
cam¡>O magnUko. La se¡utadón de nivelts 1uculvo1 es l'• l:J. 

!U mismo tiempo el elccl.rón experimenta un lon¡ue 

1 = ith M'H -- ~ L M'H, 
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qll6 hite que el momtnt11m 1n¡¡11lar L pr«ese 1l!Nedor de la dincción dd aimpo 
llll,(lnttico ')J, como H indica tn ll fig. 3-16. Tomando ti eje Z. ~ralelo a l c.m· 
po magnt lieo 'H. podtmot rttae:ribir la ee. (3.30) tn la rorrna E. -- M~1)j, 
dt donde, ""Pita ndo La e<:. (3.28), obtenemos 

(3.31) 

\'ein..,. entooca que E •• u va de ten.,. un inter.·1lu conlin ltO <k VlllorQ, putde 
tcner'JJ + 1 , .. 1orn difertnteaeorrupondientesa e•d• 11111<kLu21 + 1 oriero­
llldonf:ll de L n:spttto 1 1' tc11lendo todoi 1111 espuiamient.o co ngtantc igual a ~"<')j, 

La entrgla t.otal de un eled1'6n lipdo a un Al.orno q ue H encur:ntra en 1111 
CAnlp<'I magnttico tt E0 + E•• donde E0 es la ener¡¡la dd mo,·imiento lkl tl«>­
trón en ause ncÍ.11 de c.in Jw.> rn ag1u!tko. La tt. (3.31) indita enlonceo que cad1 
ni,·d de energla con nómeros eu~nticos n 1 H desdo bla e11 2J + l nive le. en 
prtttneia dt un campo mogn ~tico. ! .a ,..paración entre los ni veles •11tcsivo1 oa 
rtnfjl también en laa rrecuendu u odadu con lu transici11ne• entre ni,·e l•._ 
E11 la flg. l-17 H ilu1tno la 1lt11ación corruponditn le • Ion nh·tles s. p y d. l.ol 
a t1d01 con 1- O (alldot 1) no ton 1ftclld<>1 por ti campo magn~tico. Loo ll). 

nlft coa 1 - 1 (atados p) H dndobb.n en tres eilldOI ijlualmr:ate rspaciadoa 
c<M'l'Upoodi.entei 1 1u O<Vnllcionftl para Ju c111LQ m1 - + l. O y - l. LurfO, 
la tn. nliciónp--.1 se tn.nsfomi1u unalTaMicióntriplt,11n.1corruponditnle 
1 m1 - 0--+ m1 - O oon b. fr«ucnda original, y otras do1 correiponditnta a 
m1 - ± 1 --+ m1 - O con 1111 cambio de fre<:uenda dado por 

t .. - ± l' i~1J - \ ,40 X IO'"n ~h . (3.32) 

&lo oi¡¡nilica que cada un• de lu Unas p --+ 1 m0$lnda1 n la fig. ~ H ln,.. 
fonnatn ttt1Unea1muyj11nll._An'logam•nte,losnlld<>1conl - 2(rslldoad) 
Hdt$dobb.ntn cinconivtlnigulmt11ltrspari>idolCOtT<1pondit:ntaa luorien· 
tadonH de I, dada• por m1 - ± 2. ± 1, O. La lnll.5idó11 d--. p ti•nt ahon. 
nue»t poo.ibílid1dt1, conforme a b. regla de x leceión 4m1 - ± I, O. Sin •mbar¡o. 
111 tra noiciontl conupondicnte5 al mi1mo v~ lor de .!.m1 tienen lod u la milml 
c11ergl1 por lu que dan l 11 ml1mallnea~pectral. Concluimo1cntonc .. qucaunque 
hay nueve tranoicion~1 po.11i bles, el H Jlfl"tr<.> de la tran1idón d --+ p en un campo 
m1¡¡:ni!tlco con tiene tru lincu 10b.menlt. con t.• dado U mbiin por la ec. (3.32). 

La cuantiu.ción dd momentum angular expll<a d llnlmtnte los resullldoa 
.-ptrimentales del electo Zeeman. Si en vez de atar cuantiu.do apada lmcnte. 
t i momtnlum ngub.r pudieni lcner cualqu.ier orif.nllci6n. ~ d ttlo iltl campo 
m1¡¡:nCtlco seria enAndul r cada nin l Loo nuevh nlvelnocuparian entancu 
unl b1nda de t nergla d~ ancho 2~ 11<):JL y c•d• Hnu se lnn1formari1 en un 
bllnda. l:i:ill cs la ratón, como H mencionó anlerionncnte. de por quC•I efecto 
Zttmln ti una prueba de la cHntización e1padal. l)e hecho, el decto Zteman 
fu eunodc los fenOmeno1 •1uellevóa introducirla id~dt lacuanlinción del 
rnomentum aDgU lar. 
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3.7 F..sph• del electrón 

lltt(lrdt mos qut la tiernl, 1dtmá1 de su mcwimiento orbital alrtdedor del sol. 
tiene un nrn,·imicnto rotacional (8ir1) alrededor de 111 cje. Por lo tanto, d mo­
men tum angular total de la Uerni ea la suma vectorial de l ll momenlurn angular 
orbltnl y 111 momcntum angular de giro. Por analo¡¡11, podemos SO•ptchtr que 
un elf!ctrón li¡lldo en un ' tomo también gira sobre 11 mi1mo. Sin cmb.rgo. no 
podemos describir el elec trón corno una puticula rt.férica que gira sobre 11 misma 
porque no coo~mos 1u a tructuni interna. En co11J«11t nci1 DO podemos calcular 
ti momeotum angular de giro del elcctron en la mi1ma forma que calculamos el 
momcntu1n angular de giro de Ja tierra t 11 fu11cióo de 111 radio y de 111 vcloci­
d1d angular. La idea deque el dectróngira lue propucata tn 1926 porG. Uh­
lenbtck y S. Goudsmit.paracxplic., cicrtascaractcrittic-. de los espedrosde 
j tomo1 con un so lo cl..ctrón (en la sección 3.9 considcrucmos estos espectros). 
No se puede, sin embargo, mantener la analogla dtl clec:tron oo n una ptque~a 
esfera que gira. Esporclloque1e postulataex.i1tenci1 dc unmomentum angular 
lnlrl....,co del electrón Uamadoapfn [del inglh lo 1pin (girar)]. Si S es el upln 
del electrón y L es d momentum angular orbi/11/, d momentum angular tola] 
e1 J - L + S. Para L y S dado., ti valor de J depende de la oritnbción nl•­
Li"a de los mWooa y podemOI esperar q ue esto IC rtfteje en cicrta1 propied•de1 
atllmicu; esto eslo que ocurTenalmcnte. 

La nlstencia del eapln del electrón está oonfirm•d• por una gran cantid1d de 
datos experimentales. Por tj emplo. el t!rpln del electrón se manifitst.11 de form• 
muy directa en el experimento de Stem~Gerlac h, u1liz1do por primera vu 
en 1921. Como el electrón c1 una pa rUcula carg~ da, el Hp ln del electrón dtbt 
dulugara unmomcntom1gnéUco ftls intrlDsecoodet1p1n. Si el electrón pu· 
dieni scrdtseritocomouncucrporl¡¡idocargadoque rot1,l1rclaciónentre M;i 
y S 1trl1 Ja misma <1ue entre M~ y L , ec. (3.17). Sin embargo, como 110 t1 ul, 
debtmn1 t1eribir 

Ms - -fs i:,. S. 

donde gs te denomina ra:6n giromagnbiro dtl electrón. Et valor experimental 
de gs u 2,00ZI. Para la mayoria de los fines pnlctico1 p<Klcmos tornargs - 2. 
El momento dipolar magn~tico total de UD elcctron en 1u órbita el entonces 

M - iU~+ llls -- ,;,. (L +gsS). p.33) 

que por supue1to depende no sólo dd m6dulo de L y de S sino ta.mhl.;11 de t u 
orientac>611relativa. 

Supoqgamosabora que un hu de itom115hidrogeaoide1 llra•'iesa un campo 
magnitiro no homog~neo oomo se muestra en la flg. 3-18. E l r:fecto de""' campo 
tObrt un dipolo ma¡¡n~tico ti ejercer una fuerza cuyo módulo y dirección dependen 
de Ja orientación relativa del campo magnético y el dlpolo mago~tioo. Por ejem· 
plo, al el dipolo magn~tico ti paralelo al campo magn~tico, tieode a movenc en 
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ladirtcción enqueelcampomagnéticoaumenta, mientra• que &ieldipolomag­
nétito es antiparalelo al campo magnético se mo\"enl en la dirtceión en que el 
campo magnético disminuye. 

En el experimtnlo de Stern-Gerlach "" produce el campo magnético no homo­
g~neo dando a La1 piczaspolan1la formaquese muestraen laflg.3-18. La inten­
sidad del campo magnetico aumenta en la dirección S-'.11. Si los átomos hidro­
genoidc• están en su estado fundamental. el momentum angular orbital del elec­
trón es nulo (estado• ol - O)y t.o<loel momento magnético se debcalespln. 

Espln 

oii~}= 
~ ~'!,,'" E•,,.rim'"""'"mG" 

El campo magnCtico des\"iar:\ entonces el hn>. atómico .egún """ la orientación 
de 1'fso. 1o que es equh·al cntc. la orientación S. El r~s ultado del experimento 
es que d campo magnético no homogéneo desdobla rl haz at.6mito en dos. Esto 
muestra que 

el t•pln d•I rltclr6n sólo put dt lrnt r doi oritnlacionu ruptc1o al 
campomagntlico: poraltloo anliporolelo. 

Como seglln la di$cusión hecha en la sección 3.4 el número de orientacione• 
de un \"ecWr momentum angula r respecto a un eje Z fijo e• g - 2l + !, t enemos 
para el caso del esp!n el valor g - 2 o ..ca 1 - l Del.ignando el número cuántico 
deesplnconsen vez de/y • lnúmerocuánticocorrespondicnte a la componente 
S, con m,, tenemos que 1 = t y m, - ± }. Luego: 

S"=l{l+l)fi" - ffi'. r - t. s, - m,li. m. -± t. 
(3.34) 

En la fig. 3-!9semue.tn losllnleo1 ,·alorcr;dem, pennitidos(estoes, + fy - f), 
que co!TI.'lpondeo a las dos orientaciones posihles de S . Para abreviu, se loe 
llama comilnmente e.pin para arriba (t) y upln para abajo (,j.) aunque l"l':al­
menteel espln nunca e.1' dirigido segiloel ejeZ u opuesto a t l. 
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Degigna"'mo• con i..,, lu foncione1 de onda asociadas con la componente S, 
del e1pln. No nos inttraa la forma de :i:..,: •ua principa les propiedades son 

A veces oe usa !a notación x. y x- en vez de x..,. las cuales tornsponden a m, - +~ 
y - ~ respeclh·amentt. J..a función de onda completa de un electrón que se mueve 
en un campo centra l es entonces 

(3.35) 

Ob$érvcse que según la ec. (3.35). para deotribir oom plet.ameott el estado de 
un electrón t n un campo « nlral se ne« sitaneualro nú-

'~· ___ m'::::~~:;~~~~c:·!·c~1;,1~'del eleclrón deotnlas por las 

~. - 1 ~ ----~:> ~:~ ~e~:~nno~'~u:~e;a~~h~~~o':':~~~::1~:lol~~:n 
, mente combinando lu 1dcu de ht mecolniea cuán tica 

' ,,, -) ~=:·~~;¡~·:~¡:¿~:;~~=~·.~~:.~:."~·~";:;:;; 

____ , 
Fl r S 19 Orientaciones poolblet del eop!n aspecto al 
c]eZ 

Cuando el Alomo e11t:I en un estado con 1,. O, el deMl.oblamiento producido 
por el campo magnético depende del momento magnético total o, lo que es lo 
mismo, del mornenturn angular total J - L + S. Por ello i.e puede usar el expe­
rimento de Sttrn-Gcrlach para determinar el momentum angular total de un ;:.tomo. 

3.8 Adici6n d t! mome11ta ongtdorea 

Vimos en la i.ección pre«dente que e! mumenturn angular resultante J de un 
electrón en un átomo hidrogenoíde es la suma del rnomentum angular orbital L 
y el momcntum •ngulac de espln S. tato u ; J - L +S. Es de importancia 
examinar loa valores posibles de J conforme a la mecánica cu~nticl. Para que 
nuestroan~lioís i.ea deaplica ción general.supongarnosquetcncmosdoa momenta 
angu lares, J, y ,J., que pueden conespondtr, por ejemplo. al momentum angular 
orbital de un elect.rón ya 1u e1p!n(oomoacabamoedcconsiderat en la sección 
pre~dentt), o al momenlum angular de dos electrones en un oltomo (caso que 
cons.ideraremoa en el próximo capitulo). Se tiene que; .P, - j 1(j1 + l)li', J .. - m,~. 
y .1f - j,(j, + l)li', '• - m/t. Se puede demostrar que eo el caso mb general 



J.~ Aidfri6n de momtn/a angulans 

}, yj1 pueden ser tnte!'OI o semienta'OI, esto ea, 0,!. l, f.2, .. Como Y" fe 
u pllc6, los momentl. 1ngularQ orbit.a.lrs 161o pueden itt entttos. 

SiJ - J , + J ,eselmomtnt11m1ngular ruult1.nle,demodoq11eJ, ~ J,, + J.,, 
.e tiene 

.J1 - jLJ + l)h1, J, - mJJ, m-±J, ± LJ- 1), .. (3.36) 

1iendo m - m1 + ,,... Pero C<lmo J, y J 1 pueden tenu divusu o~ntaciones 
relati>'H, hay •·1rio1 valol'6 posible& de J . Se encuentra qued número edn-

~ •. MO. Orl<"<odo~•OoUou,....'r7' 'f¡, º"""' '''~'"""' " ' V V 
j-l+l ( .. pin hllda J•l - l ( .. pi" ~...i. •bajo) 

(&) .,.,.¡.,., (I>) 

lito}varlaen paS01 deauno J e111lej, ¡- j,hasla[i1- j.), fM)f lu<¡ueWln1•11e1le 
IA:ner lo1valores 

1 - 1. + 1 .. 1, +.1.- 1. 1,+¡. - z .... u.-,;.¡. 
El primer •·al01" corresponde a J 1 y J 1 "¡nnldos" y el íiltimo a los dos momentl. 
angulatta "antipamleloo". l.ol Vllott& 1ucesivos dej dillettn en uRI unidad y 
alj1 ,S:. j 1, el o(imero tob l de posibilidades es 2j1 + 1. 

Por ejttnplo, si j 1 - .¡ 101 valorea posibles de j Mm j 1 + ! y j, - .¡, que conu­
poodeo a lu orientac.ionu paralela y anliparalela. En el cato del electrón, al 
.11 - L y J 1 - S, tenemos enton cee que los valoru potib le• dd mumentum angu­
l.llr lOt.al J son j - 1 ± i· Estas dos altuacionu uU.n ilustTadu en la 11¡¡. 3-20 
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para/ • 2. Tenemosporlo tantoque 

ti <&pin dd tlodr6n só/u puedo luior dos orientociono& poiiblo& r..­
peclo al momuilum angular orbital. 

Cuando 1 .., O (estado s) sólo es posible j • l Indicando el valor de j como sob­
lndice, los estados posibles de un electrlm cn un campo centra l se des.ignan como 
se muestra en la tabla 3-7. 

Otro ejemplo es j,~ l yj, ;;., I; entonces j - j1 + 1,j1 ój, - 1. Se puede 
demoMrar que en una transición dipolar eléctrica el fotón tiene un momentum 
angular correspondi,nte a un valor dej igual a l. Luego, sij, se ,..,r.ett almo­
mentum angularorbitalldelelectrónyj1- 1 aldelfotón,losvalorespermitidos 
del momentum angular urhital de un electr/Jn depuk de emitir o absorber el 
fotón son 1 + 1, 1y1 - 1, cortespondienta a M = ± 1, O. Como ya explicamo:>s 
en Ja sección 3.4, 61 - 0<¡uedaeliminadoporrazones de¡ni ridad. 

3.9 Interacción espb1-6rbita 

La doble orientadón dd espín del d ectron tt11¡>Uto al rnomentum angu lar orbita l 
dalugaraunelect.oimportante:laduplicacióndelosnivelcs decnergia(excepto 
los niveles s) de los átomo:>s hidrogenoides. A su vez, esta duplicación da lugar 
a una duplicación de las lineas espectrales. Elt3S lineas aparecen en pare• que 
tienen rrecuencias olongitudesdeonda muy¡nirecidasporloquese denontinan 
dob/dc. El doblete mejor eoRocido es d formado pw las dos Uneas amarillas O 
del sodio, que corresponden 1 longiludesdeonda de.5890 Á y589ti A. Fue pre. 
cisamente el problema de explicar estos dobletes el que dio origen a la idea del 
esplndelelectrónc0Rdo1 orientaciones posibles. 

La duplicación de 101 nivele• de encrgla es eonsccueneia de la llamada in/~,._ 
lm'ÍÓn cpln-órbila. El origen de esta interacción es el siguiente: en un 1isterna 
de referencia XYZ fijo al nUcleo de un 6tomo, el electrón rota alrededor del 
nUcleo (fig. 3-2\a) con mornentum angular L. Pero en un sistema de referencia 
X'Y'Z' fijo al electrón es el nUeleo el que rota a lrededor del electrón. Como el 
nUclco tiene carga positiva. produce en el 'listerna X'Y'Z' un campo magRé-

FI(. B-U. Origen de la lnteracci6n upln-órblta. 
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tlco <}j para.Ido al momtnl11m 1n511lu L. Como t i o!«ln'>o n.U n. ni-o ru­
peeto a X'Y'Z', b Unica ln teniccl6n dtl campo magnftlco nuc~r n con mo­
mento magnético M s debidu 11 u pln dd cltttr6n. E1ta ln teracd6n ts proporcional 
a M s-<n. Pero <}ju paralelo a L y M s e. paraltlo a S. Por lo ta nto la intor11cción 
ea proporcional a L ·S. E. por u to que el efeclo H ll ama intcruetilm espln-
6rbita. Podemos escribir entonen para laenergta ddelectrón debida a la inter­
acción tsp!n..(lrbita: 

EsL - as . 1,. (3.37) 

donde o et una cantidad q11c dt!"llde de 1u diterwla va!U bles que .!tetan ti 
1novinU.nto del electri>n yeuy1formap"'cisA11o~tam<>1conocerporahora. 

Si E" H la energla del movimiento electrónico bajo la acción de u na fu ena ccn· 
tra! 90\amenk,latntrglatoUl ~cuando ..,agrega la intencdón .. plo-órbita , 

E - E. + E.<u. - " · +as. 1.,. (3.S8) 

AJ tllCl"Íbl.r esb u presi6n u.tamo1 suponiendo que la inten1<:d6n r.sph1 -<lrbita no 
afecta la contrib11 ci6n • U. ener¡la dcbid• • lu ÍUtRaO cenln.la. 111p<>Aici6n q11t 
ea v•li.:Uo inicntru Esi. 1u muy pcq11cl\a respecto 1 E,.. 1'1n1 v1lorcs dldo. de 
1, y de S, 11 iotcnicd6n eapln-6rbila ESJ.dependc de 11 orienlaci6n rdatlv• de 
lol do1 vedous. Pero como S tólo puede tener do1 orientaciones respecto• (,, 
cond ulmo1 q"" 

la inlernctilln up/n.()rhila dwlfJb/a cada ,,;.,.¡ d• m<rgla dd eltdr6n 
con un valor dodo de / rn d<n niw/~1 mu!J pr6.r:imOJ. 

Un nh'cl con-uponde a L y S panilel"" o f:Spl n haci.11 arriba U - 1 + U y el 
otro 1 l . y S antiparaleloi o n pln hacia abajo U - 1- i). E,·idcnkmtlltt, lo. 
nlvele11(/ - 0)i.iguensiendosimpla. 

En 1>rescnci1 de la inte111cd6Ji f:S¡) in-6rbita. lo. niimeros cu4nticos necttariOil 
para ea1.ecitlear el eal.ado de momcntum 11.ngular de 11n clectn'ln soñ l. j y m, 

n r. 1-H. Dtsdoblami.nto d•l""nlve­
ludeenug!a por la lntuuclón etpln · 
6rblta ytr1nsiclo ne1poslbles.Lalln•:t 
de t rno1 lndlo1 una t ran1ldó n co n pro­
l>abllld1d mu y baja. 

·-·y"· - "" : // ·~ 
· - i •• ,. ,,, 

•-1 • .,. 
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dondem11:nfiereal valorpropiodeJ,. Lli1rtglude11:1e<:ción paratnni.iciona 
dipolaru cltctricu impun tu por la conservación dd momentum angular aon 

~ -± 1 , tJ.j - 0,±l. tJ.m - 0. ± 1. {3.39) 

LH tnni.icione. con tJ.j - O etin muy débiles pon111e requittto la invttl!.i.6n ~ 
Ja dirección del espin mpecto al momen t um angular dtl cll~drón. Pero la fueru 
que prodlltt es.a iovcni6n de apln es la intencci6n espln-6rbita que a 1111.1 

lucna relativamente débil. 
Lli llg. 3-22 muestra {no en eo.e1la) cómo la int.u,.cci(ln esp!n-6rhltaafccta los 

nivela motlndos en la flg. 3-7, y algunu de lu t,..nliciona posibles. U tnn­
lici6n~,_,.h/.,queesrdativamentedébil.cs1Alndicadaporunalinudelluot. 
Vcmna que las Unen u.pectni lca corr..1poodientu • tran ticiona entre nivelea p 
y 1et111 doblete• mitntra1queu¡u~lla1entn nivele. d y p etin tripletet, aunque 
1111 1 de lu lineu cs tan débil que en la pniclica podemo1 hoblar de un doblete. 

H.lltMPLQ ~7. Cálculo de 11 M:parad6n de do1 nlv~lu <k cner¡la debida 1 I• lnterac­
dl>n upln..(,rbita. 

_,,.e.,.mMquee11lcularclvalordeBup.,..aplnllleiallrrib1yespln 
h1cl11b&jo.yh-11*r111dlle..,nc1*. f!.lt1difu.nclad1lacncr¡tadeM:~nd6 
loo nh·ela.. Para ha«rcato debimos hallu S• r. en ambos e.atol. Como .1 - L +s, 
tencmM -'' - r.• + fl' + 2:<•l., de donde 

S· t. - i(.1' - V - fl'). 

!~:~~!:;'!~ndo los va lo..,1 de V , liP y J"1 dado1 por !Hect. (3.15), (3.3-1) y (3.36) , 

li· L - 1{/U + 1)-1(1+ 1)-i}A' 

Utlllzando lacc.(3.38)M>tlenepara1M nl•-..la deener¡¡:I• 

F.(f) - B. + E•<(tJ - E. + fa/A', ¡ .. 1 + f, 
E( l) - E. + H•<(l) "" E• - !o{l+ l )A'. / - 1- J, 

l.n•8D, ll a u J)01ltlva, 101 nlvctu con / - 1 + i coU n un poco m~s arriba rupecto 
a l nivel de en•r¡:l1 B. de 11 futn• Dl!nlral, y aquellos con / - 1- l: ut6n un poco 
mú 1bajo. Para completar nuutro dlculo deben101 evaluar "· ¡ltr(I como coto e1U 
por endma del nivel de este libro, 1105 Umltattmos a dar el rt1Ull•do nnal : 

o .. A'nl(l[!.1~7, + t)' 

dondese1laconstantcdeatructurall.nalntroduddaenelcjcmplo3.6y [E.Ju 
~~b~~~~r ab1111l uto de la encrlJla del electrón en aUM.ncl• dt L• interacción espln-

l.a 11eparacl6n cntre lo1 do1 nl"cle1 de cncrgla co 

l!.Hn - taA'(21 + 1) ,. ~~~I:~;) * 5,32 X 10_. nk~ft) • 
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Luego,laseparaclóncnl,..,lo1nlvelesdebidaaJa lnteracdón e•p1n-órb1\a« muy 
p<queñ• "''Pf'CIO a IE.I y dlsrninuye a medida quo n y 1 aument""· Por ejemplo, 
para el •• lado 2.p del hidrtlgeno, IJ.E•~ ts aproximadamente 4,6 x 10-• eV. por lo 
que la tran•ldóndelestado2pal 1s con•lstlr'•nd<11UneH separada1porunlnler­
valo de frttuencla d• l,ll X !O'" Hz ooonunad!re,...nclade longitudMondadc 
!>,3 x 10-» m. Se debe <>0mparar ts\M u lorcs con la lr<'cucncia 2,H x 10" H• 
yla lungitud de onda 1,21 x 10-• mqu• «>n"t•pon(lj:na la\r.>nslción en au1encia 
dolainteracción espln-órbita . 

Cuandooeagregiolacorrecclónrelali,·istadadaporlaec.(3.25)alainteracción 
Hpln-órblla, los nlvelu de enorgla .. un dados, hasta el primer orden de aprox!ma­
ción, p0r la u:pre1lón 

por lo que lo• niveles con los mlomos n y ¡ coinciden. El nivel n - 1 tleu j - t 
yno oe dcodoblM.Enl•Hg.3·23 oe muc•lra los nh·eleo deenorg1adolhldr6genopara 
n - 2 '/ 11 - 3. Medido rn~s cuidadosa• y cákulQ• más precisos niuestran que 101 
t•l~dn1 con 1 dif~re nte pero con ~¡ mismo j no <:<>inciden sino que u tán llg~ramente 

¡{ 

l: __ , 
. ! o ~.';. 

.. pandoo. Por ejemplo, en la ng. 3·24 .. muestra la dl1p0•ldón real delos nlveles 
::~:~~~.s:;,;i;,:';.~,: d. 2~b.Hparadón entre los nlvele1 .,,, y los niveles p,¡, 1e 

IUllMPLO .t.8. Cálculo del momento magn~Uco de un el..,trón en prueucla de la 
lnteracclóneopin-órbitl. 
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Sal...,16"' La Interacción esp1n-órblta En - a.S•L dePfnM de la orlentaclOn rela­
tiva de S y L, .. decir, del Angulo formado por los dos moment.a an¡¡ul...,.... Pero 
euandolaenet11lapote ncla ldePfndedeunt.ngulo,apareceuntorqueendlrecclón 
Pfrpendicular al tngulo. E:.I Jte enloncu untorqueperpendlcular a sy a Lquehaoe 
quelot do1 vectore1 precesen.S!nembargo, 1Lnohay torquu utemo1 apllcado1, 
el momtntum angular total J - L + S dd>e ser constante. Podem1>1 entonces repre· 
..,nt amos el electo de la interaccl6n u p!n-órt>lta c:omo una p...,culón de l!I y de L 
atrcdcdorde1u l"t0u lta ntec:omo se lndlcaenlallg.3-21>. 

El n•omenlo d!polar magnético del electrón dado en la te. (3.33) u, con I• "' 2, 

M -- (rf2m,,)(L + 28) - - (•~)(J+S) 

y no u dlr«t•m•n\e opuu to a .l. En consecuencia M también P"'Cesa alrededor 
~o:·e~~';:1~or medio de~• .. Igual a la c:omponen le de 1U' paralela • J. Luego, pode· 

~~1:d1~ ~i0el ve.....,r en La dlreccl6n de .1 que "" puede e1criblr en la forma..., - .1/J. 

M - -{e/2111.)(J + S)•U/.l' - - (tf2m.)(1 + S•J/J").I. 

Como J - L + s, podemos u crlb!r S ·.I - t(.J' + S' - L'). Luego , reemp!uando 
~:al~::::::doo de los momenta angularM por 1u• upreslon"5 cut.ntlcu, tenemo1 

M - - (•{'bni-,g.1. 

, - 1 + s;...1 - 1 +IV + ll +g~ ""'.;. ~l)- ICI+ ll (3.41)) 

se Mnomln l foolard• Laltd<.Su1 valore1 corre1pondlentes ae1p!nparaarrlbayespln 
para abajo ion 

v- •±Tih· 1-1±+- (J.41¡ 

En presencia de un campo magnHlca débil que no pertu rba apr«lablcmcntc las 
relaclon .. dlnimlcudc taflH.3-21>1aenerg!adc inte raccl6n u 

Ea - - M·'ll .. (ep.mi)g''"6.J. - f'ag'"8rn. (3.42) 

Esto da lugar a diagramas da Zeeman mb complicados que lo• oooslderado• e n la 
oecclón3.6.ElelectoZeomanexpres.odopor laee.(3.42) t1 muylmportante porque 
permltc hallargexperimentalmente yde abl\'erlnearlo1 va\ore1 dc /y da/parael 
estado delelectron. Lo1 re•ultadoo de laoecclón3.6 1lguen 1lcndo vAUdo1 cuando el 
campo magn6tlco ti tan !ntenoo que la 1nteracclón magn~tlca es mucho mayor 
quela t1pin-órblt.aporloquetstasc puedelgnorar. 
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3.1 Calcularlanll>cidad a ngularylu 
enuglu potencial y cln~t!ca del elll>Ctrón 
de un t tomo de hidrógeno en función del 
n~mero cut ntloo n, suponiendo que d 
eloetron .. mue\'e en <lrbltas circular<!• 
(verel ejcmplo3.1).Evaluarlo1 coellcien· 
tu numéricos. Repre .. nu.r lo& valores 
calcula doo en lunclóndenparadeterml­
nar 1u tendencia genual a mcdldaque 
la energlatntal del electrón aumenta. 

3.2 Hall•rlaenergl a ylavelocldadde 
retroceso de un átomo de hldstigeno 
cuando111lr<!unatr•n•lci6ndele1tado 
n • 4 al n - 1 emltlendo un fotón. A 
parllrdee•te ret ullado)ustlftcarla va­
lidexdela1up01iclón heehaal escrlblr 
la oc. (3.14) 

3.3 SI la vida medi a promedio de un 
u ta do excit ado del hldr1lgeno es dol 
orden de 10-01, estimar cuántas revolu­
donc1 da unelecil'<!in cu.ondoe1U(a)en 
ele1tadon - 2y(b)enel u tadon - 15, 
antea dc nperlmentarunatran11clón al 
estadon - 1. (c)ComplltarcstosoOme· 
rosconelder<!voluclonet que ba d.ado 

~~n~li:':'ª en 1u• 2 x 10' ail.os de ex!s-

3.4 Cinco l!neu de ta serle de Balmer 
delhldrógenotlenenlas longllude1 de 
onda3669,42Á,3770,06A,~,40A, 
3970,07Ay4340,47A. ReprtJentar:: en 
función de n para la 1Crle de Balmer, 
H allar por lnSJ>f'CClón e l valor den del 
nl\'ellllperiorpara cadaunade!as lon­
glludesdcondadadao. 

3.5 Cakularladileronciade lon gítudde 
ondaentre lao UneasH.(estocs,n - 3 
a n - 2) del hidrógeno, el deuterio y el 

~~l~:io':';:!:!: de tas m asas dlfmntes 

3.6 ¡,Qu~ Uneas del MJIOClro del hidró­
gcnacaen t nlareglónvl1!ble del .. pectro 
¡entre 4000 A y 7000Á)? ¿Qu~ linea.o del 
H e·uenenla mi1ma región?¿Cón101e 
podrla dl ot!ngulr slhayhldrógeno mn­
cladooon una muesb"ade hello1 

3.7 Mostrarqueparaunlotónpoden>o• 
uHrluequlvalenclas l eV ... 8065,8cm-• 
y 1 cm-1 - t,2398 x 10-o ev . 



3.15 S11ponga.q11eUd.nl6 r•pltk.ndoel 
uperlmento de Frandr.- tlert• 11»ndo 
como vapor hidrógeno atómico. ¡Q114' 
llnu•d•l .. ¡>0<:trod•lhldróg•noobser­
"•r1••ll• energl• mhlma de losellll<>­
trontt fil••• 12,.~ eV? 
3.9 (a)Emplundoel mt todod•l ejem-

~f.,:i! .f~~~~~· d~a u~~~~: .~·~lm~~j 
COITI!JPOndlen le al nolmtro euhtlco n. 

~~.~~ .. ~:·1~· ,~:c"t..· :.~ 1:.r::!~16~ 
n - l .(e) Moatrarquelo1ra111tadosdo 
(•)y (b) cone11erdan cun.don ea muy 
grande. 

3.10 Pod•mo1 compu tar IH fundan .. 
deondadtlmom•ntum angular Y,,.(8,•) 
u•ando laupreslón y,,. - N,,. l 'r(cot&) 
.-. donde 

N, .. - v214:1~ 
n la cooutante de normalludón y ~(0 
u Ja/unddn olO<fodo de Ltgt.ndrf ddl­
nlda por 

~{0 - (- 1)'"(1-t')'"''~ 

1•,m--ft¡-f.ct'- 1'/ 
i.on lol pOl/ntJmfM de Llg<.n4t"t-. Compu­
t•r y,,. para 1 .. 0. 1 y 2, y comparar 
conluuprulonesdadlioenlatabla3-4. 
3.11 Otmoatnirque de acuerdo con 111 
dtnnltlón e~··· d probkma 3.10), lo. 
pollnomlo1 de Ltgendr10 ton de ¡rado / 
y contienen oó!o poUnda1 pares o lm­
p•re• de {1eg6n que l 1ea pa ro lmpar 
3. 12 Det•nnlnar por c6kulo dlr~to 11 
lu lunctonHdeondaqueapattttncnla 
t abla3-510n funciont1proplHdelol 
operldo,..(•)L.,(b)l.J, 

3.13 ll ace rundiagramapolar de i Y...,¡• 

r.~r~n';¡:.J. ":n;.~~ 1;t¡o~r ~ 
comparar resultado.. 

3.t• Renrttndose a ta dt nnldón de Ju 
funclonnasocladH de Ll:gondtttdadH 
en el problema 3.10, mostrar que111 pa­
rldad eo Igual a (- 1'/•'". [Su,.nnc/a, 

Verlo q11eoc11mteua.ndosereempL,,...t 
por -(en ludellnlclonudeP,{()yda 
P,"'(().J 

3.1!> En coord•n•du uf~rlea1, la ope­
racl<ln d• parld•d ,. .... - ,.(o z, 11, •­
- z, - 11, - •)..,U'prtumcdlantel• 
trani lonnaclónr,9,. -> r,>< -f,,. + ._ 
Anallurd <amportamlento <le las fun­
don" de onda angulares dadas en la 
tabl13-4yconnrmarlaregla d•d• enel 
toJrtodtqutlaparldaddeJ.ufUnetonu 
Y..,u(- 1)'. HopcUrpara laifUndonH 
que aparecen en la Ubla 3~-

3.16 (•) Dtmo1trarquesepuedeoble­
ner lufunclont1dcondaangula rndela 
tabla3-5pormedlo dcunacombinaclón 
llnealaproplada de lHfundoneo deond a 
de la tabla 3-4. (b) EKpresar las fundo­
nu de onda de la t abla 3-5 cn fundón 
de:r:,¡¡,•yr,y/u1t1nearlanotacl6n 
uU1!.u.daparala•ml11D1aa. 

3.17 EKpr..., los opendore1 L. y L. 
en coord•n•dlit eil tr!UL Empkando n­
t aa upreslonea y l• ee.. (3.21) pua l., 
obtcnui.upretJ6n(3.23)para L'. 

3.18 Escribir la ocuacl<ln ,.dial (3.:U) 
para una partltula libre (E~ - O). Mos­
trar por su1tltud6n directa en la ecua­
clónque lHooluclonupara l - Oyl - 1 
que satllfaun lu condlcloneo u - O para 
r - 0, son u - Hnkr y u - (oenkr)/ 
/kr -co1 kr,dondeJc& - 2mE/l'. Eltri­
blr la i.otuclón complota 4"-( .. ) para 11na 
parllculallbrelnduymdolaparteangu-

:::r:.~' ::~~! ;"~-~~J~~E~I::; 
y una u lknU. [Nota 1 Se puod•d•mo1-
trar que la lunci6n de onda gencral de 
unapartleulallbrede momcntump - A/t 
y momcntum angular orbital L -
-~ ....... - f,(/t r)i',,.(e.•),don­
de/o(/tr) H denomlnafuncMn afirlco do 
BUM/ de orden /, El ntudla nt e debe 
con111ltarunmanua ldcmatcmit leap••• 
lnve.tlgar IH fundonu de Beutl, obte­
ner f,lkr) y f,(kr) y comparar &tu con 
Jos result•dos en la primera parte de 
c1te probltm•yobtencr,ul,unamayor 
compren•lón del ml1mo.1 

3.19 Sepucdedemo1trlllquela fundón 
de onda dt una parUcula libre qu e te 
mueve se!ll'l n el eje Z con momentum Ak 



npuedenpruarenla rorma .. .... 
- ~i'V4..(21 + 1)/<(kr)Yo.(&). 

¡,Por qut sólo lu funciones c:on m, "' () 

:~1~:::·:::~~~:: 71~::i:n~~td~~ ~~~~~~ 
tum a ngular1E.cribir endetal!e losdo1 
primero• tt rmlnoo de la sum a. (Ver la 
deflnldónde j,onclproblemo ant erior). 
3.20 Las fundonu deondaradiales dcl 
Uomode hldr<lgeno uUndad .. por 

donde p .., 2Zr/no., los L; sonlos poll­
"ºm l<11 º ' °"/ad<IS de Loguerre doftnidos 

'" 

1 .. (p) - t!' -!; (p'• --1. 

y N ., u la const ante de normall:u.dón 
dada por 

N., ... - [(~)' ~~¡; ';1)11F ]"' 
Escrlblrtodas \as lunclones radlales ¡>an 
n "' 1,2 y3, y compararcon!asexpre-
11ones da<1asen la \a bla3-6. 
3.21 Dcmos1rarque lo1 polinomlos a ... -
d • dos de Laguer"' doflnldo•en ol pro 
bl ema 3.20, son de grado 1-•. Esto 
mueura que • :S: l. Verlftcar entonces 1~ 

~~~~n:': d~u: .~ª~"...._º~. n dado e l va l"r 

3.22 A partir de la información dada 
en el problema 3.21), demostrar que las 
lundonCJ deondarad!aln dclhldrógeno 
"' ""mportan comop'parap.equcl\os va­
lorH de r y que "' comportan corno 
p"•-." paragrondcs valor.,. de r.Con­
clu lr do esto que cua nto mayor c1 el 
valorde lmcnoo penctra ntecs laórbita 
3.23 Mostrar por 1us\ltudón dlrect.a 
que R,. es soludón de la ecuación de 
Schródlngerradla l. 
3.24 Vtriflc.arque laslunclonu de onda 
ddmomentum angular l 'i..,-(8,.;) dadas 
e n la tabla 3--t i on ortogonales y • •ltn 

normalludas. (La condiclóndeortogo­
nalldod y normallución e1 que 

donde dl1 • K n6dfl1/ .; y~ c1 1 1l 
« -· bYC•""' '""'ª"" CYn!mdo1¡. 

~.25 El d <•nen\<o de volumen on coot­
deuad~1 n fblca1 (flg. 3-26) u 

~:n~~b~ll~~~i~:~c1:"~:• '~º~:,~;~~~ 
~l'~nd:o~;.~·:7~~:;,~:~ ~·.~;;'..b~~\11::S~ 
carón n lérico de rodlo1 r y r + drinde-

~1~dl~:~:m;:~• ii: ,~~ ~~~ic~~~;~~:;; 
R~mplaur ~ por su upru ión (3.1 8) e 
intogr11rsubrt todoslos 6nguloo.utl!\­
undo !a condiclónde norm ollzaclónde 
lo. Y1~1 dada en t l prnblema 3.24.] 

' 

o 

,. 
X t "l gun 3-~6 

3.26 Uo.ando e! r< sultado del problema 
preeodenl e, ha llar (•l la distancia m's 
probable y(b) la distancia promedio del 
eloctr<ln alprolóncnel utado l s del 
hidróge no. Comparar con el radio de 
lrohrdela órblta para n - l . 

3.27 (• ) Utlllundo el elemento de vo­
lumen dado en el problema 3.2S, d<mos­
trar que la condición de normallzaclón 
de lu !unciones de onda .¡..,..,lmpllca 
que r." IR.o l' t'dr - 1.(b) Reftrl t ndo .. a 
la ns. 3-13, demonrarquecl 6rta que 
estipordeh• Jode cadacurva es lgual 
auno,comolo cxlge la cond!eiónde nor-



162 Alama1 con un Uttlr6n 

mallHcl611.[S.,,..,..11do:C.onlldenr catl1 
ple<>e<>maun trUngulo.1 
J.:28 En lo1 'lomo• hldrogcnoldu el 
v~lor medio de r ellJ d• do fl(lr 

Calculu r p~•~ todos lo1 utado1 ron 
n - 1,'..tyJ.C<>mparare1to1\"•lore•e<>n 
lo1111dl01 de Bohrcorr<:fl)Ondientu. 
UIHIHndo ¡; como medid• del tamaM 
dola6rblla,dl1ponu lo1e111d.,.nlcn 
:~~~d~~cl< n! c d• <ll•!an c!~ prom•dlo 

:1.19 l.as fun dnnc1 de nnda r.1dlol<"1 
ticMn uno o mM nodos, e1 d...:ir, ,... 
gionu*nLHcualu la prob1bllldod de 
cnconl ra r el •1•ctt6n ••cero. ll oLlar d 
nlordorpar1eleu1locurre<1toenla 
tunclóndeond12•del1tabla3-6. 
3.30 Uoando I• ec. {3.24) demoolnor 
que.lndc~ndlentemen\edelmomcnlum 
angular, la fun cld n de<>ndu radial de un o 

::~u~~l1 :~l:~:~ !''~ª~"~; .. d~0~~~ 
lt' - 'lmB/111'. O. 1qul que se pll<'d• tJ­
criblr JI funcl<ln de onda e<>mplc\1 en 
la form 1 /(&~ ~ 11•1r. donde /(8) de~ndo 
del momentum angular. lnt<rpreur • m­
bos 1lgno1. 
3.31 Elaibirl11lntcgraleoudl1luy 
angulare• n...:u.arlH pan compul3r IM 
clcmcnto1dematrlide < - r e<>19rnt ra 
lns •fiados nlm, y n'l'm;. U.n>o1trar 
que 101 ele.,..nto1 de matri1 IOM nulo1 
1 no ser que"" - ,,.;. 
3.32 !::•timar I• roon«i6n nl•th·i1la 
Hlatlva t.B,/Ho para 101 nl\•e!-. n - 2 
del"omo dehldró¡ieno. 
3.33 Anallurtl dttd<>bl•mlentodelo• 
nl•••lffp,dyl<kunJtomooonon 
elecltón como ruul\o do del efecto rd•­
tl\•l1t1, f.Sugun1c/o: ver 01 eJ•mplo3.6.) 
3.3-1 Oetermlnar la e<>l"Tltnle el~ctrico 
del tl<:<:trón •n l11 tn1 primer110rbll11 
de Uollr{n - 1,2,3). C.kul1r l•mblfo 
puacad1casoelmomen\odlpol•rm•1-
ntUro del el...:tr<ln. 
3.3~ Olbujarundla¡¡ramo denlvele•d• 
energl.lparalo1-.t•do14fy3dde1Mdt6-
pnoen Pf"OK"nd1 deuncompomagnb­
Ue<>. M01t r1rque en latnnokt6n41-+3d 
el nllmero de Unu1 H~nlH u IHI. 
Sl el c.amfl(I m•¡n~Uco c1 0,5 T, ¿ser~n 

obocno1blul1111ne .. 1enlendoeneuont1 
::e1 J~ .. ~lucl6n de un upectr<lmelrO 

J.36 Sepu~eobtenerelvalordc•/m. 
uperimtnl•lmenteub..,rv.ndoelefe<:to 
Zeem-... Hallar el valor de •/m. 11 11 
1tpand6nenln dnsllnca1en un e.a mpo 
de0,4~Tu0.629 x IO' ' Hz.¡C11'1u 
lasepa.rM:lónenlonglloddeond1para 
la llnu dd hldr6¡eno <:Ol"nlpondlente 
•la lru11d6n n - 2 • n - l t¡Es l• 
separ•ddnenlon11tud de onda pan l1 
lln •a H ..(n - 3 a n - 2) mayor, menor 
o lgual1 
:1.37 l.1 fuer.u. q ueunc.ampomagi>lU­
"' '"' homogtnN '» de gradiente dll/dz 
•Jerce1obnun dlpolom1gn~tlcodemo­
mcnlo .\f u F - :t .\f(dl1/d:). Sl en 
cierta reglón el gradiente e1 I,~ X 10' T 
m· •, calcu lar l• fuer.u. que se •J<tte 
10brs11nele<:tr6n debido •111 momento 
dlpolarnu.gnttleodeHpln. SI unilomo 
deliidt6¡ieno.., mue\"o \ m•n dlr«ción 
perpt11dlcul~r a ese campo, ukulor el 
dHpl•••mlento •·ert lcal ll l• ntocid•d 
delUornodellldr<lf¡enoH10'm r •yel 
«plndelelectt6nt1paulcloo111Upa· 
Hleloal umpo magn~tlro 
3.38 Un J>u de Uomo1 d• plata e<>n 
una vel<>cid1d medl• de 7 >C 10' mr• 
•travlul un c1n1po magntUco no ho­
""'I~""" de 0,1 m <k lo"l!llud y que 
Ueneun19r1dientede 3 x LO'Tm-1 en 
dlrecclón pcrpondlcul1r •la do.I movi­
miento d• I01 '1omns. Hallu la separ1-
cl6n m1blmadelnsdos l>aoesqueemcr-
1•ndel eampo.Suponorq11•d momento 

:~~~~~~~,";:~~-de udl 1itomo « 1 m11· 

3.39 ¡Qu~ oeilal de radlofrec ... ncla ln­
dueiri tnon11donu electr6nlu1 en lal 
que d tlpln Cimbla de p1ral<lo 1 • nll-

~:;:::'~!º 1~~~;ru) en un camfl(I mag-

3.40 H1clcndousodel•ec.{3.39)vo­
Tiftcar que son 0>rr«to1 101 nümtTOI 
dado1 pano •I dctdobt1mlenlo H pln-
6rblta de 101 nin1H de 1:n•r1la dd llL­
dt6gcno n101trado1c111•08.3.23.Calcu­
lar lu mifmH e11.,glH de desdobll­
mlenlo p1r1el H e•, 

3.41 En oleJemplo3.81elndlc6quel• 
inlcra<:clóne1pln·6rblhori1in1un1pre­
"""lóndt L ydeSalrtdedorde1ure1ul-



tante .s, que u conltante. O.mostrar 
que en e1tecuot..yS.nopuedentener 
valore• bien definidos aunque 1u 1uma 
J, seacorutante.Enco~uencla,m. 
y m, no so n bueno• nümero1 cuántkos 
mlcntra1quemsl lou. 
3.42 Analizar el deodoblamlento del 
nlvel 3d del hidrógeno debido a un 
campo magnético (a) cuando el campo 
ma g11éllco n Mbil y(b)cuandoes!n­
~~~~- respecto a la Interacción esp!n-

3.43 OlJCutlr el du doblaml en\o de la1 
Un•U enlatran1idón3d -+ 2penp..,­
K llCl a de u11 cam po magniHico, cuando 
éate es débil respecto a la lnteracdón 
espln-órbi ta . 

3A4 Laexpreslónrelatlvlsta delaener­
glade unapartleulallbren B' - m:<'-+ 
+P'c". Escrlblr la correspondlenleerua­
dón••lallvlsta de SchrOdlnger ..,empla­
zandopporsuoperador-iliV(con.forme 
alatabla2-4).E1taecuaclón« denoml­
na uw1~/dn de Kl•ln·Gordon. (•) Halla r 
l• solución correspondiente aunaputl­
cu l• Ub re que se mue\"esegQnel eje X. 
(b) Oemostrar que para una partlcula 
llbrede momentum a ngularnulo la fun­
clón de onda n .¡. - Ce....,/r, dond e 
¡; - m,e/lies 2"porlalnversade l• lon­
gitud de ondaComptonde la parUcula 
3.(5 En elcasode unapartkula..,lati­
vlstaque1e mu eve con unaenergl1 po-

'" 
de hidrógeno reempl1undo p por au 
operador - iAV(Vt:r elproblema3.0). 
1NM~ : Eda ecuación no da correct•­
me nte lo• nl\"ele1 deenergia rclatlvbtas 
delltidrógeno.¡ 
3.46 Sepuededemostrarque lalnler­
acción es pln-órbita eo 

:01~dfn~:.::C/:n•~;¡ft~¿:'!:~c~I ~~~l~o~ 
Empleando el rcau!tado 

H - <>'.n•1c1+~i<1+ 1J' 
obtenerla expresión del de1doblamlento 
eopln-órb!UóE, Ld&da en eleJemplo3.7. 

3.47 Oeacuerdocon el ejemplo3.6, !a 
correcclónrelallvl1t•• lo1 nl\"elesde 
enorglade un átomoeon un e lectrón se 
~::.•~e0 obten er computando el valor me-

P' "'4m'{E, - E, )' 

donde E, esti dado por la lórmol• de 
Sa!n>eryl'>", -- Zl:'/b•.r •s la energla 
~~~~~:l del electrón. Uu ndo 101 re-

~n~:l ~ !:.,.l~ ~e~~.'.ot~•=bi:~crl~ y 
puede escribi r esto en la forma(E-E,)' ­
.. m:c'+P'<:'. Escribirla correspondiente 
ecuación de SchródlngH para el itomo obtener la ce. (3.26). 



4 
ATOMOS CON MUCHOS 

ELECTRONES 

4.1 lntroduccWn 

4.2 Atomo de helio 
4.3 Principio de exclusi6n 

4.4 Estructura atómica 

4.5 Acoplamiento L-S 

4.6 Alomos con uno o dos electrones de wlencio. 
4.7 Espectros de rayos X 



..• 
ln trodlled6n 

Todos los Uomos - excepto tl de hiditigeno y ciut.o. iones de elementos li¡¡e­
ro1 - contit nen vario1elect.rones. Por consiguiente, ti problema del átomo con 
un 110 lotlectrónestudiado en cl c1p!tulo anterior pareceria de poco'·alorpr:lictico. 
Sinembar110,comprenderl11 propiedade1 del 6l.omoconunaoloeleclr6n es muy 
Ulilpara 1MlizarAtomos coo mucho1eled:ronea. 

La primtr.t dificu ll.ad con d 6tomo de muchos dectronH u la impollbilidad 
de de9Q\bir el mo•imlentodecadll elttll'Ón individualmente porque, 1demll1 de 
conl.idtn r la lntttacci6n e~rica de ad.a ekctn'!n con t i niideo, deti..mos Cl)n· 
s.lderar las intua«iona muWu entre~ ~ ate modo la energia pote11cW 
de todo el 6tomo es 

E,. - .;,.,.!: - 4:~, + ~ 1oo 4~~r11. (4..1) 

El ítlllmo turnando cornsponde 1 110 1coplarniento dtl movimiento de los tlto­
b'One., ytnconsecutncb noeapoaibleconsidtt11.r elmovintienl.odecadatlectr611 
independientemente del de lol otroa. Cualqirier mod.itiµci6n t n el mo>irrút;nto de 
un electrón debe, n-n.mente, afl!Clar t i movimienl.o d~ lo1 otrw. Por lo 
tanl.o, no podemos hablar de I• enagi• de cait. electrón lino l6lo dela ener¡b 
de todoel ,tomo(oion). Porl•mism•razón,nopodem111hblardtla funci6nde 
ondapa.racada elcctron,linol61o de la funcióndcond•pa.rael6tomoeompleto. 

El problcm.a de mucho1 electrones no puede reaolvena exactamente; por lo 
tanto te requiettn dertu 1prox.imationu. ll u1t.ranimo1 tltu aprox.imadonu 
estudiando el 6t.omo dt helio. 

4.2 Atomo de hdio 

De lod OI \01 í.t.om111 eon muchos electrones, 10$ m,1 limplu llOll aqut llo. con 
dos clcctron"" talu como el Ion negativo del hidrof¡tno H- (Z - l ), el átomo 
de helio He (Z - 2), el ' tomo de litio limpltmcnte ioniu.do Li• (Z ~ S), y all 



(4.t 

1ucuiv11ntnte. En este cuo, la tnergla potencial de los dectrones (lig. f-1) et 

(4.2) 

Loa dOt primeros Unninos corruponden a la atracclOn entre el nllclen y cada 
uno de lo• dectro nes y el último a 11 rcpubi6n entre los dos electrones. Alln para 
ett.e problema relativamente t.imple de tólo dot electrones es imposible resolver 
nactamentelaecuaci6ndt5dtrildinger yes ntul&rioha:rvari.uaproJ<im1. 
ciontt.Comol1diacusiónm1temlltiudelo1lltomoscomoelhelioesUi fuU1 del 
prop63itodef'5telibro, noslimitarvnos1 un.a~ripci6nfisiea,sr.gu.idaporun1 

bl'l!veupliuciOnenel ejemplo•.2 dec6motec1lcula laenergla. 
En primera aprnximaci611, podemos ignorar el Ultimo únnino (o sea la in ter· 

accl6n elecll'6n-elect r6n)enlaec.. (4.2).Eatoequivalea1uponerquecadaelec­
tron i.e mueve independientemente del otro. Por ello, esta aproxi.mación "" llama 
moddo de parllculat indtptnditnlu. Por consiguiente, t i movimiento de uda 
electr6n puede serdeacrito por funciones de onda hidrogenoides deltipo 
"'-i - n .i(r)Y111o,(& • • ). espedfttadH por los oil.meros cuintico& orbitales n, /, 
m,. La energla del Uomo te obtiene u\adiendo ttrminos que tengan la forma 
dela ec.(3.5), estoes. E - -Rhc.Z'/n'.11nténnlnoporcadadectr6n. Luqro,en 
ele11111delHelaenergladtlmo•·imienlode loselectrnnesenelestadofundamental, 
n - 1 (iihaoemosZ - 2en la ec.3.5)Rn1 En. - 2 X (-54,4 eV}-- 108,8tV. 
S!n embargo, el valor experimental es E 1¡,, - - 78,98 eV. De este modo nuestra 
aproximaci6n de primer orden da un valordemniado hijo para la energla •. Esl.O 
"" debe a que hemos dupndado la n pulsión entre 101 dOf electrnnti, que l.itnde 
a elevarla energla del ' tomo. Podemos mejorvnueatra aproximaci6ncon1ide­
rando l1pcrturbaci6ndt lmovimientoelectnlnico e11u .. doporlainteracci6nmutu1 
delo1doaelectronea. Se obtiene un i.enlible mejoramiento t n losdlculos cont.i­
derando que cada tlectr6n te niueve no 1610 ~ el aimpo central del nlldeo lino 
tam bit n tn un campo eentnl promedio producido por el otro cltctrOn. De este 
modo el elecl.O ntl.O 1pannle deuda electron 111breel movimiento del otro es 
redudr la ur¡¡a del nil.cleo en una cierta cantidad. La. energla del •tomo en el 
~tado fundamental i.e puede eacribirentonceaen la forma 

E - 2(Z -d)'J;,, , 

donde E11 - - 13,6 eV (la ener¡¡la para el movimiento de 101 hidrogeno.ldes) 
y d es la constante de pantalla que pan el estado fundamental del helio debe 
tener el Vll lor0,32 para estar de acuerdo con el v1lorobtervado de E1¡,,. Est.o 
ea,elefectopantalladtt1daelectron111breelotroesetrc11deunterciodtla 
C1J1adel electrón. 

Para ay udar nuestra discuiiOn, Rftalemo1 los electrones con t y 2. Como en 
nutttn. primera aproxi.m1d(ln 1upu Pmos que lo• dectrones lt movi.a.a indepen­
dientemente t i uno del otro, 11 probabilidad de encontra r ti electrón l en una 
poPción dada y al mismo tiempo hallar el elect.ron 2 en otra posición tambit n 
d1d1 eselproductodeladistribuci6ndeprob1bilidadparacada elecb'6n.de­
bido 1 que 101 doa evento. no eaUn nlacionadOf. eal.O ea, p.,_ - P(l)P(2). 
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Coneluimoa entonces que en el modelo de parlkulu independientes la funcilm 
de onda del itumo deberá ser el producto de las funcion es de onda para cada 
etectron.* SidcsignamoslosnUmeroscu6nticosorbitale1nlm1del electrón 1 por a 
y los del electr6n2por/J, debemos escribir entonces 

(4.3) 

conloeual ttaultauna distribucióndeprobabilidad 

(4.4) 

Debido al movimiento de 101 elt ctronea, el campo central prornedin que un 
electrón produce sobre el otro se aparta del campo coulombiano 1/r producido 
por el núcleo. Obviament.e. eston:quien> una ligera modificación de Ju fun ciones 
de onda.¡..(!) y ~.{2) que ya no son idfatiau a \u funciones de onda de los hi­
drogenoldes. El cambio afecta la parte radia l R..s pero no la angular Y..., de la 
función de onda, debido a que la fuerza n:sultante !lllhre cada electrón es aún 
una fuen.a central. Usando técnicas matem~ticH apropiadas podemos optimizar 
la runción de onda del electrlm y obtentrasl los niveles deenergla del lltomo 
con una precisión relativamente buena. 

Empero, aún cuando lu funcione$ que apancen en la ec. (4.3) sean optimi­
zada$ de este modo, la expresión para la función de onda del átomo no puede 
sercorTecta. La fu nción de onda (4.3) dice que el electrón l est.11. en el estado a 
y el 2 en el estado b. Pero la función de onda 

(4.S) 

conespondienU al electrl>n 2 en el estado a y al electrón 1 en el estado b, debe 
representarunestadodelamismaenerglaque lafuncl6n deondade la ec.(4.3) 
y describir el estado del átomo tan bien como la ec. (4.3). Se denomina d~w~ 
raciónde inltrcombioalhed1odequela$funcionesdeondadadasporlasecs.(4.3) 
y (4.S) corre&ponden a la misma energla. 

Ahora bien,/,,,; elt:elron.,; &an idWtioos e indistinguibles y todo lo que J)(ldemo1 
decir ~:cnelátomounelectr6nest.ll.enelestadonyel otro en el estado b.Esto 
r~quierequclafunción de onda .¡..,_,, seatal que\.¡.,,10 mol'(que daladis1.J"ibuci6n 
deprobabilidaddeamb<>s electrones)oca simétricaconrespecl.oalos doselec­
trones, de tal manera que amb<>s desempeñen el mismo pnpd. Ni la función de 
ondadelátomo dadaporlaee.(4.3)niladadaporlaec. (4.5) llenan e5tosrequi­
gitos. Sepuedeobtenerunaadecuada lunci6n de onda paraelll.tomo(incorpo­
randoelhechodeque loseledronesaonindin.inguibles)hciendowmbinaciones 
linealesapropiadas delas ecs. (4.3)y(4.5),tales wmo 

Wtomo - .¡._{1)+.('2) ± .¡._{2).¡..(I). (4.6) 

F.l estudiantepuedeobservarque enamboacasosla expresión {.¡.,110 .,.¡•essimt':­
trica con resp<:cto a am bos electrones. La Wormaci6n contenida en las funciones 
dadaspor!asccs. (4.3),(4.S) y(4.6)e!!tá e5quemáticamcnteexpre$9datnlatlg.4.2. 

• EaUI «oncl,..16n \a n>blfo 1& <l<du«o do un modo sencUlo • partir de la eeuadón do ~b~qer 
,.....unlbt<m.odeportlculu lndo1><n.ticnt ... 
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F.1\ado b-----0-- ----O-- ----O--

~ ~ )u:;'..,~.Z!ro 
l 'Atodo o-----0-- -----0- -----O-

,¡. - ; .{ l)+o(2) +• +.m+.iu ,,. . ,,..nl+.t2l J: +.(2lfo( ll 

En consecuencia llamaremos a las funeicmes de onda dadas por la ec. (4.6) 
funeion .. dt ondoorbilo/,.,yaquedescribenelcomportamient.oespacialuorbital 
de los electrones en un átomo, sin hacer referencia al espln. Las doa funciones 
orbitalesdelaec.(4.6) sonmuydiferente1encuantoalafuocióudeondaorbital 
conelsi¡:¡nopoaitivo 

Ys(l,2) - .¡..(l).¡..(2)+{1.(2).¡..(i), (4.7) 

esrim'1ricoconre1p«toa losdo1dectronesyno,·aria1iéstosseintercambian: 
e¡toes, .¡.s(t ,2) - h(2, 1). Por otra parte, la función de onda orbital consigno 

(4.8) 

es (1111isimtlricocon respecto a los dos electrones y cambia designo sibto• se 
intercambian, esto es, <lo.t(l,2) - -;,.(2, 1). 

Esta caract.eristica de simet.rb se reReja en otra propiedad importante : la 
energladel:ltomoasociadacon <losno puedeserla misma que la energiacorn:&­
pondiente a .¡. ... Observemos que si los electrones 1 y2 están muy cerca uno del 
otro ]QS dos Unninos que componen ambas funciones son casi idéntic<:rS, y por 
consiguien te .¡, .. es muypequedooeero. Luego la función deoodaantisimétrica .¡. .. 
deseribeun est.adoeodcualloselectronesnuncaesUnmuycercayencon,.,.. 
cucncia tienen en promedio una energla de repuh.ión Nlativamente pequeda. 
Porotraparte,lafunciónde ondasimétrica <los no excluye la posibilidad de que 
los e!ectl'One1 puedan esta r muy junl.o$ eo cierto• Íngtantes, y en consecuencia 
elpromediodeenerglade repulsi6neneleatadodescritopor .¡,ses mayor que el 
de.¡.,..Concluimosenton&eS quc: 

Lo8álo11Wrcomotlholiopuedtnularen dw <SJ.ado1diferurlu.con 
(unciont:J de onda orbila/t:J Ys !J .¡.A del átomo, corrupondiur/u al 
mismo conjunto de nilmeror cuánticos orbila/u o y b arignadw o lw 
do1 eleclronu en el modelo de parffcu/01 independiurlt:J. 

En otras palabra., un átomo de dos electrones tiene dos coojuotos de eatadoa 
estacio1111riosy nivelesdeeaergla,unodescrito porfuncioneadeoodas orbitale1 
sllm\tricas y d otro por fondones de onda orbit.aleii ant.isimétricaa. Este efeo::to 
puramente cuántico es una consecuencia del hecho de que los electrones sou 
iodistingu.iblea. 

La sola excepción a la proposición anterior u el caso en el cual los dos con­
junt01o de números cuánticos orbitales son idénticos; e.to es, a - b. Entonces 
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oloA - +.(i)"-<2) - +.(2).:..(1) - 0. Por lo taot.o, e111odo losd01electrono:t tienen 
elmi1moconj11nt.odenilmerosc11."1Ucosorbit.alea,a6loelestadoorbitalsimétrico 
es pot.l.ble. 

Huta 1q11I hemos considerado '61o funcionu de onda que delcrlbon la dia­
tribuci(ln upacilli de iOI ekctrona. Una deteripción completa del esbido dd 
Atnmo re11ulen1 que tomemos en cuenta el espln de lot electrones. Cada elecm\n 
tiene 11n u plndet.EL taplndeuntlect.rónp11WserparolciooonliparaltJ01l 
uplndeotro,dando un esplnt.otalde uno(S - l )ó ten>(S - 0).• L1>1e1tado1 
deesp!ncon s - ose uaman1inglele•porq11esep11edenobtenerdeunamanen1. 
Onlca (lingular), como ae il111tra en la flJI. 4-3. Sin embargo, cuando s - 1, el 
vector u pln resultan te puede tener tn1 orientacionu en el espacio, que corTU­
ponden 1 M :r - + l. O y- L E1t.o1 utado11e muestran por medio de diagnunu 
en la fl¡¡. 4-3. Por consiguiente. los estados de ttpln con S - 1 tienen tres lun­
cicmes de onda dc l!lpin y se dtnorninan lrip/du. 

Se pu~e probar qu e la función de onda d t l tapln total del utadosinglel.t 
(S - O) u witiJl"'8riN con nsp«to a los dos dec:trones, mientru que lu lNil 
fu nciones de onda dtl u pln total del estado t.riplde (S - 1) oon i imtfri«U oon 
rup«tn a los dos electrones.. Elta1 funcione. cla onda de u pln .e upruan me­
cliant.e la1 funtioota de ond.11 de to.pin de un ekcll'ón 4 introducid.asen la aeo­
ciOo 3.7de1.cuerdo a 

:u - V;. [i.{lh-(2)-1+('2)1-(I)], M.s - O, 

(

11 (1)l,(2), M.s - + I, 

xs - * b +{l)J;.(2) + x+(2)1-{l)), Af.s - O, 

l-( l )x- (2), M.s-- 1. 

(4.9) 

Pa .. cada función de onda ae ha dado el •·a lOI' de M.s - m,, + m.. conapon­
dieot.t a la c:omponente S, dtl espin total; l / J'2 ta un faclor de normalización. 
OIMU'Yess que lu !unciones de ond.11 conuponden a la1 situaciones descritQ to 

la flg. 4-3. En re&<1men, tenemos 

Eatadolinglet.e(S - O): fu nción deondaantisimétricadeesplnu, 
Eltado triplet.e (S - 1): funciones de onda simétri<:u de espln u-

La luncl6n de ooda total del •tomo se obtleH combinando la fund.6n de onda 
orbi ta~ dad1poroj¡.só t Aylnfunci6odeondadeespln, dadaporuóu; estoes, 

ot. 0 1a1 - (lunción de onda orbita l) x (función de onda de e1pln). 

Et evidente que 11 simetrla de >t..ta1 depe11de de la 1Unetrla de cada uou de 101 
factoru,ycomohay~clasesde!uncionesdeondaorbitalaydoscluade 
fun ciona de o nda de tapio, ruullan cual.ro posible. combinaciones entre ellat. 

• Loo.,...._ de loo atmcrw cu._,Ucoo para ol -Me<llUI ..,.,.,i.. otbllfLl lolfLI, aplft tot.ol 
••LU--laMduipLULD01LlelnsL1LOy6oc. .... LuunlldU...~tapan 
detlroftn lndMduleo • -,,..D DINL Jelns MlnllK\olM. 
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', . ,'., *'., . ~' .. s. ... - +t '"· - +i ... - +1 .<;, 

t ... - -+ ... --¡ ... - - ¡ 
s. S. • 

$ --..., .!i", s., s, 

Af&-0 ,11, . + 1 M &·O Ms• - 1 

S• lTrlpl.to 

Plr. 4-3. E•tado1 de esp!n para un 11.ierna de doo electrone1 

Ahora bien, un examen de los niveles de enugla del Uomo de helio n:vela que 
los estado• de11;rito• por funciones de onda oj.s orbitalea &irnétricu oon Mernpre 
&ingletes (S - 0) y por lo tanto corn:IJHlnden a funciones de onda L< deespln 
antisimétrica1, mientrasquelo1 e1tado1deacritos por funcione1 de onda.¡. .. orbi­
ta les antillirnétricu son siempre tripletes (S - 1), y de eate modo torn:sponden 
a funciones de ondaudeesplo,limétricaa. Pareeeentoocesquelosúnicos .,.tados 
Jl"nnitido1 eolaoatural.,.a&0n 

('"""'"" ""'') ('"""'"do'""') .¡.,.,., - orbital x de espin -"'su. 
limMrica anti.airnétrica 

lingletes. (·UO) 

·- _ (:~::1n de onda ) X (~:n~::n de onda) - .¡. .. u . 
antisimétrica sirnétrica 

tripletea. (4.11) 

Enuncaoooeoe\otro.¡.,.,.1es an1Wmétrlca,ya que eselproductode un factor 
sim~trico y uno antWm~trico. E.ta es una eonclus.i6n de mucha importancia 
que se puede establecer en forma general para eualqu.iu número de electrones 
eomo aigue : 

Lo funci6n de onda lo/o/ de un sislemo de tltt:lrones ddie ser anli-
1imllrico. 

Loque implica estaproposici6n eon resJl"Ctoa lo1:itomo.eonmucho1 electrooes 
senleuidadosamenteanaliudoenlapl"6xima i.ecei6n.Ahoradi11;u~mos bre­

vemente cómo afecta a los niveles de energ!a de :itomos como d helio. 
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1·1,. 4-f. Niveles de cncrgla del hcll<>, m<>1l rando alguna. lr11naklonca. 

t.. fig. 4-4 mul!$tn los nivtte. de energia del helio cuando uno de 1u1 tleo­
lrones esU en el estado fundamental la (lulmeros cuAnt.ico1 orbitales n - 1, 
1 - O, m1 ~ O) y d otro esU en el mismo utado o en un titado excitadt1. Lo1 
nO.mcroscuintleotorbitalt1 dd electron excitado aparecen en la parteauperior 
de la figura designados 111, np. mi, etc. Loa valoru de la eners!a se dan con ru­
p«to al estado íunduru:nt.al. Tarnbi~n se muealra algunu de la. posibles lran­
licionea. Lol 61.omos con S - O constituyen t i parahdio y aqu<!Hos con S - I, 
tl orloltdio.Oblervarquetnll'e l<>1e1t.ado.singlet.e1ylo.triplet.anoseind~n 
U.nsiciones. Talu lran!icionu son muy improbablu, porque involucran un 
reordenamientodcl tspln, lo cual serla posible tólo si hubiera íutnaiinl.eou1 
dependicnt.el del esp!n. Oc tite modo. en clert.o sentido. podemos considerar el 
ort.ohelio y el panhelio como d<>1 gases diluente.. La proporcl6n de étomo1 de 
eada clase ti tru a 11110. Observar que ti t1U.do n - 1 existe '61o cuando S - O, 
porque en eate estado ambos electronu tienen aeccaariamente l<>1 millno. n6-
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mero1cuánticosorb italcsyencon.e<:uencia laluncióndeoodaorbital debeser 
simétrica. 

Cada cst.ado del oltomo del helio"' designa por u na letra mayiuw:u la S, P, D, 
F, cte., correspondiente a un momentum angula r orbital total del átomo (qu e e. 
lasumadelmomentumangu larorbitalde losdoselectrone.) iguala0, 1,2,3, etc. 
En cadaunodelu• caaos ilustradosenla lig.4-1 , clmomentumangul.ar orbital 
total es igual al mornentum an¡¡ularorbi tal del electrón excitado, ya que el otro 
electrón tiene un n1omenturn angular orbital Igual a cero. E l nilmero eierito en 
la parte superior de tMda letra S, P, D .... da el valor 25 + \ ó mul!iplicidad, 
el cua l es igual a 1 para IO$e1tad0$ &inglet.es y a 3 pata losestadostripleteL 

Debido a ta lntcraccilm espln-órbita, los estados tripletes com.islen en tres 
niveles muycercanoscorrespondicntos al.as trcsposiblesoricntacionesdelespln 
total con respecto a l mome ntum angu lar orbital total. Eoto "" lla ma oslrurluro 
fino y no aparece ind icada en Ja ílgura. Lo1 estados S no tie ne n evidentemente 
ninguna estructura ílna. Además de las estados q ue"" muestran en 1a ílg. 4-1, 
puedebaberotrosmuchosestadosestaci.onarins. en los cu ale1ambn1electronc1 
están cxdtados. Sin embargo, no los estudiaremos aqu[. 

BJBMPl.O 4. 1. Norm3llta.r las funcione• de onda .¡.~ y .¡.A dadao por lu ec1. (4.7) 
y(4.8) 
S..!""'6R' D<:oigncmo1 bien.¡.~ o bien .¡.A por.¡.. Entoncc1, conolderando que la lnl.,_ 
gral c1 .sobn: las coordenada• de am boo electrones. tenemoo 

f .¡.' <}dr - í.f, [<t-!(l).¡.:(2) ±.¡.:{2).¡.:(J)J l .... (1)0(2) ±.¡..(2j.¡.>(l) ldr1<1T, 

- f
1

.;.:(l¡.¡..(l)dr,f
1

.+-:<2).;...(2)dr, 

+ f
1

.¡.:(IJYo(l)dr1 f,.+-:(2).¡..(2)dr1 

±f, .¡.:(1J.j.>(l)dr,f,•!-:(2).¡..(2)dr, 

± f
1

4':0).¡.>(l)dr,f,Y:(2)4'o(2)dr, 

Slnembargo,cnmo las lundoneo proplao.._ y .¡.,ion ortogona l"* (recordarlaec 
(2. 41 )),tenemo•que 

Í .;.: (l).¡.>(I) dr, • Í .;.:<;¡ .... (/) dri - O, 1 - 1, 2. 

Ademál, las lunclone1 proplao t\t~ n normalizada•, est o es, 

f ... :<1J.:r.<l)dri - f ,.¡.:cil.¡.o<i)d., ... 1, r - 1. 2. 

Por con•lgulento cn~ontramo• que N ' 4' dr ... 2. E•to prueba que las lunclonca 

:;;ufu~:ic:~1,:1~r n~r~~=:~z;~;¡,~{~:;0ormali•ar las funcione• do onda u ouficicnt e 

.¡..(1,2> - W(.¡..(1¡.¡.o(2¡+.¡..12).¡.o(tJI, 

.¡.,(!, 2) - * 1.;..(lj.¡.>(2)- .¡..(2).¡.>(1)] . 
(~ . 12) 
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E1\o explica tamblt n d factor 1/1'2 que apance en l• función de onda de ellp!n, 
tt.(4.9). 

llJ llMPl.04.2. Cálculo de la enorgla del átomo de helio u .. ndo las funci ones do 
ondQ normalludas (4.12). 

Sol...,f6'o, El Operador ham!ltonlano t<>tal para el átomo de hello puede ""' c..,rl\o 
en la'°""ª 1-1 - ll , + H, + H.,, donde 

H , ---i,;~- 4.:., y H,- -fn,-V:- 4::,., 
oon !os hamiltQTÚanM para cada electrón • n el campo ooulomblano del núdeo y 

corrtspondealalntcraeción ent,..,l<>1do••lectrones.Ob1ervarque 

H1.;..(i) - E • .¡..(1) y H,.jio(I) - Eo.:..CI), 1 - 1, 2, 

donde li. yE,..,rian laenusla decadaeledrdn 1l se despreclara 1u interacción 
oon d otro. Por lo t anto {H1 + H,¡.;. - (E. + E ,).¡.. donde i¡. se ul\e,.., a cualquiera 
de las fondon.,. de onda normall•ada1 .:.~ 6 <li• dennlda1 por la ce. (4.12). De c$\e 
modo podemo< obtenu la encrgla del átomo de heUo UJando la ce. (2.50), U IO U , 

E - f .¡.•H.¡.,h - E.+ E.+ f .¡.•H ,..¡.d~. 

Un d!culo directo, t"«<lr<lando las lormas norma.Iludas de .;.. y .¡., dadas en la 
ec.(f.12),da 

f .¡.•H .,o;,d~ "' C ± K, 

e - J,J, 4,,,-:,.,, l <Mt)]•.t~,1.¡.o<2i:•.t~, 

Por consiguienl• 

Obl•Mmos ul do1valoresposlble1 para laenerglaquecorresp-0ndon, resp<:ct!va. 
mente. a ta función de onda limHrlca .¡.. (1lgno po,slllvo) y a la !unción de onda anti· 
llmUrlca V• (1igno negativo). Como oepuede probar que Kes positiva, el esta.do 
ducrl\op-0r .¡., Uene energla menorque la eorresp-0ndlnitea .¡..(slendo2K1a dlfe­
""ncla), de acuerdo con nue1tu discu1lón Intuitiva previa. La cantidad Cff llarna 
/nkgral d• Coulomb: da la energl a d• lnteracdón M los do• elutrones, r.uponlondo 
que está n dlstribuldo,s con dcm;lda de• eléctricas p1 ... -•l~(l)Í' y p, ... - ei.;..(2)1', 
re•i-tlvamente. La cantidad K, te llama lnt~ro/ dt lnl•ll<>lllblo, da la energla de 
lnteracclón decar¡¡u eon densidades 

,,; -- e.¡.:( t}.;.o(l) y h - - 1.¡.;¡2)i¡..(2). 
Este término no llene explicación cl b lca; es un efecto cu~nt!eo puro que resull• 
de la Identidad de los cle<:trone1. Et cólculo de C y K n un prottlO por demb tedioso 
porque las varlablCI no C111in ""paradas debido a la pre .. ndadd factorr11. 



(4.3 

4.3 Principio de ~Jusí6n 

La disc.m6n del átomo de htlio y sUnilaru hecha en la sección pr«edente ilu•tra 
la clase de razonamiento que se debe aplicaren el estudio de lo• átomOA con 
mucho• electrones. Como punto de partida razonable, usemos de nuevo el mo­
delo de parUculn indeJ>"ndientQ y eonlideremo• que cada eleetron se mueve en 
el campo eléctrico atractivo producido por el núcleo más el promedio del campo 
elktrieo de npuW6n debido a IDA ot.rw electrones. Por consiguiente podemo9 
deocribirel estado dinAmico de eada electrón por los cuatro nú.mero•cuAnticos: 
n,l,m1 ym,. • Lmtresprimerosn(lmeroscdnticos dan elmovimiento orbital 
y el cuarto la orientación del espln. La energta del movimiento orbital depende 
16lodenyl,ydecste modocadacstadoelectronicoseidentilicacon elslmbolonl. 

Hg Rti 

... · -

"• . . 
NOmero ot6mleo, Z 

Flr .4-5. Energlade lonizadón de los elemento• en runclón del número atórnloo. 
7 

Todo• loi electrones que tienen los mismos mlmeiw. cuánticos ni se Uarnan "'llli• 
w/m/es. Elutadocomplel.odel ál.omoi¡e espeeillcaindicando el nú.rnerodeelec­
trones equ.ivalenta en cada estado ni, lo que se denomina una configurtxidn. 
Si hay :i:eleetrones en el estado ni, esto se indiea por n/<. Por ejemplo, la confi­
guración del eiitado fundamental dd htlio es ts• y la primera configuración 
excitadaeiils2a. 

El modelo de partlculas lndependienta suministra una aproximación excelente 
cuando "" combina con otro prinéipio qu e expliearemo• ahora. Se sabe que los 
elemenlos qulmieos presentan ciertas regul.aridadeaen suspropiedades fl1icas y 
qu!micas. Est.ao propiedades se repiten eo elementos düe"'ntes en forma más o 

• En ... lf"nM•tomos olo!oclo .. pl<l-ótbllo .. •undeotomeolefU...U.comopantequerlrolwo 
delmoOmoroocuhtleosn,l, Jym. füta1ltuacl6oot!lomo_,p/....,¡<nloH. 



4.3) Principiode~usi6n 

menM dclica, y ciclos 1u~siv011 n perlodo1 se completan en loa fu1mnos atóm.icoe 
z - 2. 10, 18,36, 54y86, conupondient.es a l<nllamadosgut:11 noblu: heliG, 
neón, argón, criptón, xenón y radón. Los gases nnbles se caracteriuin qulmica­
mente por Ja débil o casi ioelilitent.e capacidad de entzar en combinaci6n con 
otros elemenl.os.. La periodicidad en Las propiedadei de los elementos we ejem­
plifica de un modo dincto por l.u energb.s de lonizacióo, cnmo se ilustra en 
la fig. 4-5, donde vemos una tendencia que más o menos se repite deo!puh de 
cada gas noble. 

Lo1 quhnicot del siglo x1x ya notaron est.a periodicidad; el cientifieo ruM) 
Dmitri Mendelffv propuso en 1870 111 célebn: cla$illcaci6o peri6dica de los ele­
mento1 en ciclo10 periodo1 C<lmpuestos deocho elemento1cada uno. Estaclasi­
flcaci6n, sin embargo, no es funcional y algunos elemento&, tales cnmo los ele­
mentos de transición y las tierras raras.. no entran fécilmenU denUo de ute 
esquema llimpliflcado. 

E1tas regularidades en las propiedades atómius 111giettn cierta periodicidad 
enelmcwimientodeloselectronesenellitomo.Paraexplicar estasregul.aridades 
d!lsieo 1u4oWol!gangPauli(i900-\95S)propuso,alrededordel925,unanueva 
ll!gla que se ha llamado desde entonces principia de uclulión. Este principio no 
aólouplicaelcomportamieoto flsico y qulmico delosclementoade una manera 
simpleye\egant.elinoquetambifocorttlacionaot.rosmuchos hechosexperimen­
tales e importantes de la estructura atómica. Usando el modelo de partlculas 
independientes el principio de exclll&ión de Pauli 'l$tablece que 

dos tl.tc/ronu en un átomo no putdm lmu tJ. mismo ronjun/Q de 
númuo.< cudn/ÍOll$. 

Eata regla importante es equivalente al principio mm general que $1: introdujo 
enla!ICCción!2que establecla que 

·la función de onda /ola/de un sisJ.emo detl.ulrones de~Mr anli­
simt/rico. 

se puede considerar esta forma como una alternativa m.b general del principio 
de uclm.íón. Una consideración matemática simple revela que la antis.imetrla de 
la función de onda implica la validez del principio de eitclusión corno se exprua 
end11rirnerenunciado.Sinembargo, la aolisimetriade lafuocióndeondatotal 
es un enunciado ro.As general que se aplica aún cuando d modelo de particulu 
independientes no i.ea una aprox.imación adecuada.• 

Ilustraremos a continuación un modo simple de es<:ribir una función antisi­
métric& u.ando d modelo de particula1 independientel. Supongamos un átomo 
con N d ect?ones. Designemos por una letra minúacula (digamos a) todos los 
nilmeros c11Antico1 orbitales y de espln n, /, m¡, m,,, de un estado dado depar­
tlculu independientel del átomo. Entonce&, una conflguracibn en la cual una 

•ll:lprlndpiodoan\lolmetrlo dot..ful>Cl6Ddo0Pda tota! M opliea1>0>Ólo a los ol<Ctron .. dll0 
tamblónootrupartkulu lundamonlaks.lala<0mop..,ton<1fn<U\TOna.. Tod.ast..•p..,. 
Utulu deocrltas por fuudones do onda \ot.lles ILllll>lmUrku K d<l>OB'.lilw> fuml<>nU. por 
.....,,...<[U<KHpUcarintnol"*pllulo l 3. 



partlcula se encuentra en el estadoa,otraenelestadob, yaal su<:Q.ivamcnte, 
i;e puede expresar por una función de onda en forma de determinante: 

.;.k .. , - ~1~~:: ~~: ~~; .. ·¡ (4.13) VNi .;.<(!) •.•• .••.• 

E1t.a función de onda es ant isimétrica, porque intercambiar doa electrones (diga­
mos 1 y2), equivaleainterc.ambiardo1colurnnuytntoncts eldeterrninante 
cambia de signo. Por otra parte, si dos clectronea tienen el rn>11mo conjunl.o de 
nOrneroscu:lnticos (digamosa - b),eldet.ennioante resulta con doacolurnnu 
id~ntkn•yporlotanl.oesidénticamenteiguala ctro. E&l.opruebalaequivalencia 
dt losdos enunciados delprincipio de exdusi6ncuando se uu.el modelodepar­
tlcula1 independientes. El factor 1/VNí es solamente para normalizar la función. 

Corno ejemplo concreto, con&ide!'1'mos la función .¡.Al'.S· donde <loA está dada 
por Ja ce. (4.12) y xs por la ec. (4.9) con Ms - l. Enumces 

.¡. - <lo.ns - -V,. [.¡,,,(l).,...(2) - t.(2)G>.( l)J:i:.(l)x+(2) 

' 14'.o{ l)x. (IJ v.C2h+<2ll 
.., Ji'2 •h(l)x+{I) h (2)u(2) . 

Este e. un detenninante del tipo de La ec. (4.13) con N - 2. excepto que las 
partes orbitalydeespindc lasfuncionC$ deondadepartlculasindependienles 
se indican scparacbmente. <J 

4.4 Esll'uclura atómica 

Considcraremoaahora c6mopode1no5 uiarelprincipiodee.xclu&ión de Paulipara 
determinar ta conll¡¡uraci6n eled.-6niea de lo• átomos. Calculemos primero Las 
po•ible• comhinacione11 de loa números cuántico. m1 y m, para cada valor del 
momcntumangularl.Estodaniel núrncromá><Írnodetlectrone11que se puedui 
acomodaren el est.ado ni. Sabemos que para cada \'alordel hay21 + 1 valores 
de m1, y para cada par I, m1 deberno. tener t l electrón con el ei;pin hacia arriba 
o hacia abajo (m, ~ ± !l- Luego, el rná><irno nUmeto de electrones que se puede 
acomodaren el c•tad1>nlsin ,·iolar el principio de e:<clusi6n es 2(21 + 1). Esto 
seindiea expllcitamcnteen latablasi¡¡uiente. 

Momentum angular,/: 2 3 4 

• p d f 11 
Número de ocupación, 2(21 + 1): 2 6 10 14 18 



Entonces. al pasar de :ltom<.>s C<ID Z - l hut.a Z - 92 ly mayor), los elcctrones 
vanocupaudolosesta.dos de energlambbajosdisponibles,llcnandpcada uno 
hasta el mhimo número permitido por el principio de exclusión. Una vez que 
un esta.do ni ha recibido 1u cuota completa de electrones, comienza a llenarse 
el proximo. 

El orden en el cual se llenan lo• estados 1!/ sucesivos se indica en la fig. 4-6. 
EnalgunosMomo1pue<le11presentarseligero1cambio1, peroeng.eneralelordcn 
quese sigueeselindicadn. Ob&er.·amo11cnprirner luguciertas"brechasdeener­
gla", esto es, TI.'gfones donde la diferencia deenergia entre do• estado•o ni,·dcs 
es mayor que la que eriste entre nivclet por debajo del más bajo o por encima 
del •uperior. Las brechasdeenergla apa- N~n><ro lolol .i. 
re<:enentn:lsy2s,cntre2¡1y3.s,3p 

y 4s, 4p y f>s, y así MC•ivamente. Los °:;\~~~" :';,1•1~"'::;: •I ,~•dr;:P:~~."' niveles deentrglaagru11adns ontredns 
~?dªa~~~·::0~1c::~1::~:;:0~:ad:0i:~: ~ íi}32 --- - --!18(!) 

capase llama 1ubcop11. El número mA-
:ithno deelectrone1cneapu 5ucesivas ~•< JS,•}32 ------M (KnJ 
completasocurreprecUamenteenZ - 2, _ 
!O,l8 .. "\6,54y86,que$0nlo1 ga.es 

::~~m~~~~~:i~ ;:"º!:n::~d~:~: a__¿nis ------ ~ (X•) 

~et:t~~~8:::;:::~~i:~~~~e07 ~-2g}s ------36 (K•) 

m~~ 1:~:~~04..1 .., da lCconfiguración ~====~}s ------ IS (Ar) 

~~~!::: !:I ~:::,f~~e~:':i~:~~~i~ :==:~} - - ----!O (No) 

Ea instrncth·o ver mb detal lada- 1•-- 2 2 - - ----2 (Ho) mente cómo están constituidos Jos 10 l'I J. 4-6. Eotructura en capa. de loo 
primero• elemento!.. Esto se muestra nh-e~t de energla atóm!oot. 
en el diagrama en bloqut"lldelafig.4-7. 
Lassubeapas 1 tienenunbloqueparaatomodardoselectronestonespinesopuestos, 
y las subcapas p tres blo<ju ts (m1 - +!,O, - 1) parn acomodar seis electrones. 
Se debeob:servarquepara llenar una 1ubcapap, 1icmpre hemo1colocadotanto1 
electroneo con espines paralelos como es poill>le. Esto se debe al hecho experi­
mentalmente conocido de que 

el upln ruu//an/e dd ulado fondomenlol d• /os 6/omos li•n• d 
máximo 11<2/or poaible compalib/e (00 ti principio de e:rclusi<:ln, 

• l.ot "'ptt<row:opi>IH u .. n tomblón<l tórmino<ap<i pon <1a!gno.todoolooatado1u loo 
i tom<» con muoh"' <l«lronn 00<t,.pondltnt<1 ol mlomo n. En ..... nudo, .,tadoo rnn 
n - t, 2, 3,4, ... «>n"ltuy•n lu oopu K. L, M. N • ... Eoto .. 1. mll mo totmlnologlo que M 
u>óen e!capltulo3 para!"' itomosron un ooloole<trón. 
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r1r. 4•7. Connguradones cledr<l11icas del estado fundamental de 101 diez primeros 
elemento•,n>Mlrandocómoselorman. 

resultado conocido como rtglade Hund. Esta propiedadsepuede eicp!ica.r como 
1lgue. Sabemoa por nuei1tra discusión del !tomo de helio, que el estado funda­
mentaldebe seraque.l enelcuallarepubi6nde lo!eleclrone18ell lom.hpeque~n 
po!ible y estorequiereunaantis.imetrlamáximaenlaparteorbitaldelafunci6n 
de onda. Como la función de onda total debe 1er antis.imétrica~ concluimos que 
al estado fundamental corresponde la simetria m.é.xima de la funci6n de onda 
del eapln. Jo cual ocurn cuando los espines de los electrones aon lo mh para­
lclo1 pooible. 

Hay otros asp«tos int.ereuntes que merecen mencionarse en nlaci6n con 
Jang. 4-7. Por ejemplo, elhidróge no tie~un solo eltttron lsyellitioun solo 
electr6112s,peroenelátomode litfoeleledrón2stieneasudisposicilln losni­
veles 2p que estlln relativamente ~rea. ademb de tener una energla de ionización 
menor (5,5 eV comparada con 13,6 eV para el hidróge.no). Ettas diferencias eic­
plican el Mmport&micnto deflnidamente metáJiM del litio, que no presenta el 
hldrógem). Arullogamente, el helio y el berilio tienen Mmpletos los nivelee h 
y 2s, respectivamente. Sin embargo, el helio ee un gu noble, mientras que el 
berilio 11oloes.. Esto se debeaque unodeloselectrones 2senelátomodeberilio 
puedesereiccitadoalnivel2p vecino,C<1n loeual resultael estadoeiccitadoque 
se muestra enlafig. 4-8, el cual corresponde a la valencia2observada en los 
compuestos de berilio. • E51.a excitación neceaita uoaenergla de cerca de 2,7eV. 
mienkuqueen elcasodelheliolaenergla mlnimadeexcitación es de20eV apm­
llimadamente. Antlogamente en el caso del boro, el primer estado eltcitado se 
puedeobte nermoviendo un eleclrón2sal estado2p,oomosei!ust.-aenlaílg.4-8, 
lo cual requiere u11a energla de 3,6 eV. Este estado eicplica la trivalencia del 
boro. Lasituaciónenlosátomos de carbono,oxlgenoynitrógeno es mbcom­
plicadaporque 11t puedeproducirnuevo1 estadoseltcitadosreorientando el espln 

• El con«p\O do nl<Dcla y<!< onlaoo qulml<o ><rt .. tudlodo en <l .. prtulo ~ 
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Y los momenta angula~ de los e leetronea p. En la ll¡un 4-8 1e m11tstra 1111 -
tadoexcib.do~ulanneateimport.antedelcarbono,el cual explicai.1.tdni­
valencla del 111"bollo en muchos<k 1us compu..tot. 

Podemos resumir nuestn;i llllilillill diciendo que /u propiedades qulm.ic111 y 
ttslcudeuneleme11toqulmieodependendelaconfigur1ció11eledrónie11deltstado 
fundamenta~ asl como Ja de los nivdef ucitado1 vecinos. POI' ejemplo, lo q11e 
caracteriza un gas noble ea que está compuesto de capu completas y que. para 
excitar uno de 1111 dectrona, .e req uiere una energla comparativamente grande 
debido al gran espaciamiento de energl• que tepara los 6llim<.>1 nh·ela complcl.ot 
del primer nivel drsocupadn. Por otra para. ' t.lmOI como el litio, sodio, pota• 
i.io, etc. - con Z - 3. 11, 19, ,,, -esUn com puHlol Mupu ettn1du m•1 un 
declmnen elprimer nivelpor encim.adeunabr«h1dernergla.A$1el litiotime 
una upa K completa y un electron 21; d oodio tiene Ju aipq K y L complet..1 
y un electron Js. y ul 1ucalvamente. El último elecl1'6n no nú íutrtm"lente 
tlgado y determina d comportfunlento metilieo de titot tlementol. Cuando 
aumenta el numero de elect.ronu que quedan m!1 all' de la Ultima cap.a. com­
pleta, la lituaci6n se hace m•• y m•s compleja. 

4.S llooplamienlo L.S 

El momentum angular total de un Uomo a una propiedad muy importante 
p0rque dttttmin.a (nin oll'11 Cota•) Las prop~adét'magnéticu del 6tomo y 
la1probabilldade1detn.nlici6n enl<>1 pn>ea01radiath"os. Siel.ttomoesúab­
lado, 1u moment um lllll!Ular total es C011$1.ante. Ul dtt.l¡n1remos por d número 
cuhtico J tal qu• 

.r - J(J + 1)1". (4.14) 

U. componente Z de J lll det.ennina por d n6mero cuántico M tal que 

J, - Mlt (4.1!>) 

M -±J, ± (J- 1), .. (4.16) 

A cada confoguraci6n electrónica pueden corTnponder nrios vak>tts pos.iblea 
de J, ada uno u.ociado con una energla d.U~nte del •tomo. Un problema im­
portante de estructura 1tilmlca es la delerm.inacio)n de 101 valoro pcnnitidOl 
deJy Lucorrespondiente1 luncione1 de ondapara cada configuración. 
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y los momeuta angulara de los eltttrones p. En la llg11t11 4-8 K muestra un ~ 
U.do ucitado particlllannente importante del eubono, d cual a plica la tetn­
va.lcncia del carbono en muchos de""" compuestaa. 

Podemos iumnir nuesb"o adlilill diciendo que las propitdade. qulmica1 y 
nlie111 de un elemento qulmko d~nden de la conllguración elect.ronica del estada 
fundamenta~ as! como la de los niveles excitado• \"tcinos. Por ejemplo, lo que 
caracteriu un gasnoblees quetttá compueatodecapatcompletaoyquc,para 
excitarunode1u1electronea, serequiereunaenergla comparatinmentegrande 
debido al gran espaciamiento de enagla que separa lot ~JtimM niveles completos 
del primtr nivel dtt0eupado. Por otra parte, ~tomos como d Litio, llO<iio, pota­
llo. etc. -con z - 3, 11 , 19, ... - están compuesto.decapa e<emi.du mil un 
eleelrl!n tll el primer nivd por encima de una b=h• de tnergla.. Asl d litio tiene 
una capa K completa y un electrón 21; ti IOdio Uent b1 ca.pu K y L completas 
y un electron 35, y ad auc:uivamtPte. El último electrón no esU fuertemente 
ligado y dd.crm.inl t i comportamiento mrtilico de titos elementos. Cuando 
aumenta el número de eleci.J'one1que quedan m'• allj. de ta última cap¡t com­
pleta, la situación.., hace m'• y m~s compleja. 

4.ó Acoplamien to W 

El momentum angular tolal de un i tomo ti una pro~d muy importante 
porque dttmnina (tnln: otn1 cou.s) las propiedades magniticH dcl 'tomo y 
IQ probabilid.dts de tnni.ici6n t11 IO$pfOCQOl l'lldiAtiv01. Sitl itomo f:SU ah­
lado, 1u momentum an11ular tolal ti conslantt. Lo dt1ignarem<>1 por el nli.mero 
cullnticoJtalqut 

.r - J(J + 1)frl. (4. 14) 

La componente Z de J .., determina por el nli.muo cu,ntico M tal que 

J,~MA (4.13) 

M - ±J, ± (J - 1), .. (4.16) 

A cada configuración electrónica pueden corrupondcr \'lrio• v1lores ptniblf:S 
deJ,c1da unouociadoconun1tneTgla dif~nl.6del'tomo. Unproblern.aim­
portante de estructura atómica e1 la detcrm.inación de lo. valores pc.nnitidoa 
deJ y W w rrcspoodit nut funciones de onda para cada conr.11uración. 
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Un mEtodo de hacer estll dttermin1ci611 es d U.mado w:opl111niur/JI VS o 
RuUfl/-Saunden. Uaaodo d modelo di! particu lH indeptndieotn con funciooeii 
deo11dud1duporlatc.(4.13),tnlacualcadae1tadotltctr<Jnico1eca!"lcteriza 
por lo1 n(lmero& cuántic01 n, /, m1, y m,. podem01 primero enconb"ar d momenhun 
angular orbital total dd • tomo t..l que L - 1:1 L 1 y L.. - 1:1 L,, . Si L y ML 
son 101 númcroo cuánticOI Hociados con V y L,. entonces 

U - 1.(.L + l )A', L, - Mi.lt. Mi. - ± L. ± (L- 1), ... , 
(4. 17) 

co11 M1. - 1:1 m.,. A una connguraci6n dada pueden eonupoodu ,..no. valo­
tt1 de L. deJ)"nd~ndo de l1 orit ntacitm n:lativa de lo1 ' ·ectott1 L,. An:i loguntnte, 
ti e.pin total del átomo ti~ dado por S - l:1 S1 y S, - I 1 S., . Si S y M.s son 
los números cu~ntlc0$ a&oei1do1 eon S' y S,, entonces 

S' =S(5 + 1)ft1. s, - Msfi, Ms -± 5. ± (S - 1), .. 
(4.18) 

con M.s - :t1 "'•· De nut•'O, a una configuración dada pueden conuponder 
vari01 •·alm-e de S, dependiendo del.a orientaci(in n:lativa de loswrloru 8 1. 

Una •·u hallados L y S. d momrntum 111gulu total para lll configuración 
nl.i o:lad.I por J ~ L + S . Los •·alora po1.iblet. del numero cubtico J (que 
dependt ndelllorientaci611rtl1t.iv1 de L y S). f0 11 

J ~ L +S, l + s - 1, .. , ¡L-s¡. (4.1 9) 

l::do1 procedirnientosseilu1tranp.aratresel«:tl"(lne1 enla fig.4-9. Se 1upont 
quelos•·«:to..,. L, yS,ptt«Sanalttdtdorde 1u1 resultantes L y S,res~ 
tj\·amente. A .., •'ti, L y S Uenen mo\'imiento de p._;ón alrededor dt .J. 

El e1tadode u11 itomo se e1r1cteri:La por un conjunto 
de n~mUOll cui nticos L. S, J. Los u tados deuna con· 
llgu'*d6n con el mismo L y S con1tituyen no /¡rmino. 
C1datérm.inodeunaconllgu'*'cióntie ne unatnt rgladi­
íennte. L.. energla de los difenntet términos de una 
configuración se obtiene por medio demétodo1 por de­
mAt elllborados que no u.plicaremos aquí. Pero ei rAciJ 
dant cuenta que lll ener¡¡la de una conllguración d~be 
dependndel •·alorde l.- Cada valor de L conesponde 
a una orientación nllltiva dift rtnte de los mome.nta 
angularaorbitaJesdektlelectroneaypor oonliguitnl.t 
a una orientació11 relativa difen:11l.tdt5111 movimttn­
toe.Eaiadebeorigin.1r un valor diferentepa111tuinl.tr· 
acciOn coulombia111 o eléctricaypocrlotanto un valor 
direrenteparala energ!adel6tomo. Los estadotdt un 
término que tengan lOI mlsmot valoresL yS, pero di&-

, \ 1\ :Vd( \ 
,, 

~ 

'·• 
:.~ ~:~::,: J~ 11ti~:~~~;!~~~;:~b:=: ::~~ ::!'~s~· Awplamlen-
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thmioo LrS de acuerdo a los valores de J es un efecto espln-órbita. Normal­
mente S .S: L; eo consecueocia el oümero total de valores diatintos de J ato­
ciados con on ténnino l,,-S (llamado la multiplicidad del ténnino) es 2S + l. 

Un ténnino M! designa por los ¡¡!mbolos S, P, O, F .. .. (dependiendo d,e si 
L - 0, 1,2,3, . . . )con un r;uperindicea la lzquierdaqueiodica la multiplicidad 
2S + I ; esto es, un ténnino "" escrlb<l.s"L Algunu vttts se allad11 un sub­
lndice aladerechapara indlcarelvalordeJ. Enlatabla4-tseindic6elslmbolo 
correspomliente al estado fundamental de cada uno de 101 elementos. 

CoMideremos alguoos ejemplos que ilu1t.ran cómo hallar los términos de una 
configuraci6n.Eolaconfiguracilm(n1)(n's),queer.tácompuestade doselectrones1 
no "'JUivalentQ, debemo1 tener L - O, ya que 1, - 1, - O. Lo1 espines de dos 
electrones son paralelo• o antiparale!oa, segUn .e11, s - 1 6 s - o, respectiva­
mente. En cada caso J - S. Luego, los posibles ténnioo• de la conliguraci6o 
(nsXn'•) son el triplete •s, y el llinglete 'S.. Como segundo ejemplo, considen:mos 
la conliguraci6o (npXn'p) de dos electrones p no eq uivalentes. Como /1 = 1 y 
1,, - 1, 101 valores posibles para el momentum angular orbital resultante son 
L - O. 1, 2, dando lugar a estados S, P y O. En oda estado los espines pueden 
..,... paralclo1 o antipara.lelos, lo cual da s - 1 ó O. De este modo 10& poaibles 
ténnin<n de la configuración (np)(n'p) 111.1n'S, •s, 1P, •p, 'D, 10. 

.. 
'·' p•,p• 

-
" ,, ., 

d,d' •o 
d',d' •s, 10,•G, 'P,'F 
<l',d' •P,'D,'F,'G,'H, •P,•F 
d', d' •s.'º· •F, 'G, 11, •P, •D, •F, 'G, ' H, •o 

d' 1S, 1P, 10, 'F, 'G, 1H, 11, 'P, 'F, •O, •G 

Cuando 10& electrones soo equivalen tes, no todos \ns témúnns son poaibleos 
debido & Ju limitacioo"" impueata• por el principio de exclusión. Por ejemplo, 
laconfiguraciónns'ad.mit.e$61oeltérmino 1$,comovimo1eoelca110delhelio. 
O~ando "'!te ejemplo desd e un punto de vi1ta ligeramente difenmte, notamos 
que en la coofiguraci6nns•,siiosoúmeroscu•nticosn,/,m1, ym,deun electrón 
son (n, O, O, + ;), los del otro deben ser (n. O, O, - io). dando M.s - O, lo cual 
u.ige que S - O 6 un ténnioo tinglete. Aoilogarneote para la configuración np", 
]0& Uoico1 término1 p0$ibl.,.so11 '$,•o, y•P. Elto M!explica en el ejemplo 4.3. 
La tabla4-2dalos ténniooscorrespondieotesa variuconliguracioo= de eltc­
tronea"'luivaleotca. 

El orden de los ténnlnos d.e una coofiguraci6o .., puede hallar fAcllmente 
usando dD1 regi.e.1 ernpiricas d.ebida&a Huod: (1) de tod0&lo1 ténnioo• posiblea, 
aqutllo1 con multiplicidad máxima (máximo S) tienen I• mloima energla; de 
todos lo1térrninoscon lal!WmBmultiplicidad,lo1demlnimaenerglasonaquéllos 
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C<ln el m•ximo valor de L. (2) Et orden de loa nivele& del mulliplete de cada 
ttnnino sel'llo mmnal (ea decir, el mlnimo J tiene mlnima energta) cuando la 
s11bcapa está llena hasta menoa de la mitad. El orden se inuiufrsi la aubGD.pa 
ealil llena huta más dela mitad. Por ejemplo.en la conllgurad6nnp1 1oanivelea 
deenerglacrecienteea t.inenelordeo 1P,'Dy 1Syeltriplete•P es normal,siendo 
J - Oelmil.1bajo. Estasreglas nnsonrigurosas yalguna. ve<:.,.. nosc cumplcn. 

l'lr.4-IO. 
clónnp'. 

lnt.....,.ldn 
lnt<n.cciOO lnlcncclón """•l<• mpo 
culomblo"" n pln-M'bl\a "'• Plf ll«I --,,------;¡;---------

""' ,' _, __ \, __ •o _ ___ ~---

\ •r, ---

Niveles de e norgia de la co~guca:p -~ :~: ~~~ 
El promedio det momento magnético resultante de un 6tomo es proporcinnal 

a J, lo cual significa que u.na sustancia compuesta de 6tomo1 ind.ividualet. ~ni. 
panmagnética si J ~ O y diamagnética ai J - O. En pruencia de un campo 
magnético externo los nive.Jes de energía de un r:stado LSJ se deadoblao en 
ZJ + 1 subniveles, co=• pondlent.es a diferentes orientaciones poa.ibles del mo­
mento magnético del A tomo ~pecto al e11mpo 1n11gnético, dando lugar al efecto 
Zeeman. La fig. 4-10 muestra el dead.oblamientode loaniveles de energia en la 
configuración np• debido a l<n varios efect <n mencionados. 

La lig. 4-11 indica algunos de los niveles de energla del átomo de carbono, 
afinde il1111Tarlacomplejidaddelos niveles deenergiae><citadMen looAtom<n 
de muchos electrones. La configuración fundamental del carbono es Is' 2s' 2p' ; 
el ténnino del estado fun damental es 1P, con los ténninos vecino• excitadog•O 
y 1S.l..ostérminos que siguencorre5pondtnalaexcitacióndeunode logelee­
trones 2p(dantlo lugaralas configuracioncsh12s12pns, h ' 2s" 2pnpyls'2s" 
2p nd, cnmo .e ve en las tres primeru columna.s. En las dos últimas se muesti"a 
los términos provenientes de La excitación de uno d" los electrones 2s dando 
lugar a l.aa cnofiguracionea 111 2s 2p' y l s1 2s 2p' 3s. Los slmholog que apareoon 
al tope de cada columna cOrre!lponden al estado del ion que queda cuando sale 
elelectrónucitado. Elestado ' Sd" laconl\guración ls' 2s2p' cnrresponde a 
la situación moñrada en la fig. 4-8. 

En La lig. ~-12 aparecen algunos niveles de energla del átomo de oxigeno. La 
configuración fundamental del oxigeno es ls'2s'2p"; el términndel estado fun­
damental es •p, con los términos vecinos e><cilados 'D y •s de la misma configura­
ci6n. Los niveles que .e muesti"an corresponden snlamente a la excitación de uno 
de los~ne1 2p,resultandnlasconfiguraciooes l 1"2s"2p'ns. l 1'2s" 2p'np, etc. 
El gran n(imero de niveles de encrgla posible. muestra claramente que lo• espec-
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U'OI de los 6tomoo de mucho1 electrones aon m,1 complejo• que loo de 'tomo1 
c:o11 un tolo tleetn.n. Variu ttglU de$tka:i6n limltan [Q tnn&icionesposiblGI. 
Pin l11tnn&icionesdipolart1dktrieuluttflllldtlltlc<xibnaonluaiguitnUa: 

o.L -± 1, o.s - o. 
4..1 - 0. ± l(uo - 0), 

.»t - o, ± 1. 
(4.20) 

LI po.ibilidad J - O _,. J' - O taU prohi bida por 11 ley de I• con.,.....,aciOn del 
momtntum angular, ya que 1e puf.de probar que un totOn tiene un momentum 1n­
gu lar lntrlnaeco o t1pln de un1 unidad (ver aeccl011 9.2). l'or lo ta nto t1 impo-­
lible que hay-. una tnnalciOn J - O -+ )' - O con tmWOn (o absorci6n) de Ull 
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ng. 4· l t. Niveles de encrgla del átomo de oxigeno. 

fotón que transporta la unidad de momentum angular sin violar la eoMervación 
del momentum angular. Ademb no es posible 6.M - O con /J..J ~ O, porque en 
este ca.o la conservación del momentum angular requiere, de n.uevo, un camhlo 
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en la dincci6n de J , lo cual impli.,. un cambio en J , o»n la wnapondieote 
variai:Wn de M. 

TABL A ••• Ptti.1 .. ···~·- .... 1 .... •••• I• en nrur••l4 • "P' 

+' 

+t (1, - )(0, - ) 

(l ,+)(1, -) 

(1 , + J<O, - ) 
(1, - )(0,+) 

(1, + )(- 1, - ) 

(1, + )(0, +) 

O (1, - )(- l, -) (O, + )(0, - ) (l, + J(- 1, +) 
(1,-)(- 1, + ) 

{- l, + ) (- 1, - ) 

U11MPl..Q 4.3. An~ll1l1 de la conftguraclón np'. 

Sol""""'' En e'1• eonllguraclón, eonup0ndlente a 1 - 1, 101 nllmero1 cui ntlco• de 
lo1 electrone1 son (n,l,m,,m,) y (n, l,m!,m.'). P ara cumplir con el principio de 
~OJ.lón,lo1 do1eonJunto1 de nllmuoscu 'nUco1 ~ben 1<rdlferonl .. yporeon­
slgulente debendilcrlr enm,, enm.o enambo1. 1.Mpoolblel valo"'1 de m,y m; 
ion + 1, O, - 1, y 101 de m, y m: so n + + 6 - f. Para 1!mplll!ear la notacl<ln, tos 
valorea del u pln .., de1lgnarin como m ú {+) o menot(-) y 11e omlt!ri n \ot núm• 
ros cul.ntlcoscomuu .. n y 1( - t ). La tabla 4-3pr ... nta las 15 eomblnaclones de 
nllmcros cufotlco1 compa Ubln conelprlndplode exclu1l<ln. Cada entrada da una 
eomblnaclón po1lble (m,, m,) y(mf,m.:). E 1ta1 e1U.n ordenadas de acuudo a los 
valo"'1 comunH de M. - m, + m,' y M~ - m, + m.:. Cada conjunlo de nómCffll 
cu ~nUcos oorrespond c a una función de onda del tipo dado por la ce. (4.1 3). 

tbJ 1..-i,s~o 

Plg. 4·11. MHodo de Slater para obtener los ltrmlno• de la eonflguniclón np>. 
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Plr. 4·14. Encrgla de 11nlón de 101 clectronu Interno. en función dol nolmcro a tómico. 

La ng. 4·13(&), en la cual H us6 un mttodo deurTOlldo por J . C. SJatcr pna ana­
l!UT conn¡u raciones, muestra d nómcro da !unciones de onda dlfcrentH corn1-
pondi..nte1 a ct1da valor de ML y M • . En la tabla o en la llgura .., p~ ver que el 
mixlmo val"'r de ML eo 2, y al• debe COf'ftoponder a L - ll ó al "nnlno D. El 
valor ML • 2 se asocia 6nlcamente con M,, y debe corruponder a S - O, co,,.. 
Utuyendo un tlnnlno 10. Este est ado requiere drico luttdonu de onda con ML -
- :i, 1, 0, - 1, - 2, y M. - o. Estas funciona de onda Hlndkan en lallg.<1- l S( b). 
Lu diez lunclor>et r..$l&nt n. cst'1l agrupadu con•·enknttmente en las Ogs.. .f- l J(c) 
y (d). El ordena miento (e) contiene IH nue"e comblnaclonu de ML - + 1, (1, - 1, 
con M • - + !, O, - t, y en consec~ncla corruponde a un ttcrnlno con L - t 
y S - 1 ó •p, Finalmen te, en (d) tc nuno1 la ólUma lund6n de onda, con ML • O 
y Ma - O, que debe COrTaponder a un t~rmlno con L - O y S - O ó 15. De u te 
modo 101 dnlco1 lhmlno1 p1nlbleo de la configuración np' oo n •s, •D y 'P. 

4.6 Atomos eon uno o do8 e lflCh"ones de tHihmefa 

Lateortagenera l de la e.tructura atómica d~lladaenlls....,.,ionesanteriorM 
pued1111erilus~dadeunmodomuysimpleenel casode losAtornoscompuestoti 

de capa1 complet.a1 mb u11.o o dos declronea. l.ol electrones que ocupan Lu 
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capas completas constituyen el carozo del étomo; los restantes s.e llaman elec­
trones de ool~ci1J. La energla de unión de los electrones de las capas oompletu 
es mayor que la de los electronu de valencia y aumenta rápidamente con el 
número atómico, oomo s.eilustraenlallg.4-14. La.llguradalae.nergladeun.ión 
delo1electronesh,2s,2p,etc.,enfunci6ndelnUmeroatómlco. Enconse<:uencia, 
looelectronesdelaacapaacompleta1estánligado1fuerteme11teynoexperimenta11 
prácticamenteperturbaci611enlam.ayorladelo1 proceso1 e11 loacuales~pa 
el átomo. Los electrones de valencia !IO n. principalmente. tos raponaables de las 
propíedadesqulmicasdelosátomos;!IOnelloslosqueparticipanenlasreaccionea 
yenlaceaqu.!rn.icoa. 

Sepuedeprobarfécilmentequeunacapaconoucuotacompletade electrones, 
tiene necesariamente ~- - O y S - O. En otro palabns, una capa completa no 
contribuye ni al momentum angular orbital ni al eapln del átomo. Luego el mo­
mentum a ngular orbital y el espln del 'tomo s.e deben enteramente a los elec­
trones de valencia. Porejemplo.enelcasodelo1étomos co11 unelectrondeva­
lencia, el espln del átomo es S - -i y todoe. los niveles de energla en los cuales 
sólo el electrón de valencia está excitado son doble\.ea \.!S + 1 - 2). Para estos 
átomo• L - 1, donde 1 ea el momentum angular orbítaJ del elect.rón de va lencia. 

EL litomo más simple con un solo electrón de valencia ea el Litio (Z - 3), que 
tiene un electrón en su capa mb externa (electrón de valencia) y Z - 1 - 2 
electrones en las capBS internas. Los do1 electrones ocupan el nivel n - 1, te­
niendo una configuración 11•. Síel electrón de valencia lle moviera de tal modo 
quenopene!.raralascapaiinlernas.elcampoefectivoaquequedarlasometido 
es eldebidoalacarga + 3edelnúcleoyla-2tde lo1electrones internos.co11 
lo cual resu lta unaca.rgaefectivade + t. Porconsiguienle,elmovimientoylos 
nivelesdeenergladel electrOndevalenciasertansimilaus alos que sehaUaron 
parael,tomodehidrógeno.ScgUndestudiodelas.ección3. ~sobulasfunciones 
de onda esto ocurre sólo apro:<.imad.amente cuando el momentum angular es 
grande. Pero para valores bajos del momentum angular, y especia lmente para los 
estado11(/ - 0)laórbitadelelectrOndevaleociapenetrayseextiendeat:ravés 
delucapa1 inlernas,llegandohaatamuyCttCadelnúcleo. 

l'lr. -t-16. Dlstrtbuclón radial de carga del caro~ y del ~l•clr<ln de valencia en 
101 estado• 2t y 2p M ~l ttomo de litio. 
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Plg • .f·lt. Niveles de encrgla del hidrógeno, ol litio y el sodio. 

La fig. 4-1(; muestra la distribución radial de carga de lu capas internas del 
'tomodelitio,juntocnnladirtribuciónradialdccargadeJelectrondevalencia 
paraloseatados2sy2p.(Ladistribuci6nradialdecarga es proporcionala 
rl!R(r)r; verlafig.3-13.) Vem.osaslqueensumovimicntoeJclectróndevalencia 
demora algún tiempo dentro de las capiu internu., siendo la profundidad de 
pendraci6n mayor para una órbitas que para un.a órbita p. La carga efecti­
v& que actUa sobreel clectrón devalcncia durantesumovimieotoenun.aokbita 
que penetra W capas internas varia desde + e cuando el electron 111! encuentra 
muy afuen, basta + 3t cuando ha penetrado profundamente en las e.a.pu inter­
nu. Su energ!a, por tanto, eatá eomp~ndida entn: la del hidrógeno (Z = l) y\a 
del Li..,_ (Z - 3). Como la profundidad de penetración depende del momentum 
angular, la energia. del electrón de valencia también depende del miamo. A menor 
momentum angular, IIlllyOr proíundida.d de penetración; esto ea, menor (mb 
negativa) energla. De modo que eolugardelesquema de nivele.. queoe ilus\.nl. 
en la flg. 3-2, en el cual todos los estado• con el miamo n tienen la miama ene?'­

· ¡¡la, independientemente de •u momenturnao¡¡ular,tenl"IllO& lasituaciOnquese 
indicaeolang. 4-16pan los oltornos delitioywdiooonun el&:Wn de valencia. 
Para que se oornparen, oe indica también los niveles de eoer¡¡la del hldrogeno. 
Observamos que a mayor valor de n y del momentum angular l. mb cueanos 
estllnlosnivelesde energla dellitioydelllOdioalot delhldrogeno,debidoa 
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f'ls. 4•17. Eltnlcturall.n• de kll 
Qlvdn deenargl• dditomodelOdlo 
debida• l• lntenu:d6n ttpln-4rblt .. 

Plr. f·l S. Ntvelca de energla dtl calcio, mostu ndo .i¡un.u tnnaldonea. 
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l'lf, ~ · 1 9. Ninko de energla del átumo de berilio. 

q11e la1órbitasoon menospenetrantea yo l campoooulombianoefcctivoco~ 
ponde a Z - \. Sin embargo, Ju Mbitas mb penttrantn tio:nen niveles dt t nergla 
queoeapartanbastante de lo1 del hidrógeno. 

Lastranskioneoposiblea delelectrOn de vaknciaestAnreguladaspor lasreglas 
de oelección(3. 17),reaultando lusiguientuseriesespectra lu: 

~princi~l: 

Serie difm1a: 

111 -+n'p, 

np--.,.n'., 

nd--o.n'p , 

SeriedeBergmann: n l -..n'd, 

y u l sucQivamente. Debido a laa interacciones «pln-<irbita, todos los nivelu 
deeoerglamostradoaen la flg. 4-16(excepto 101 nivelC11) son dobletet, con una 
separación proporcional a S.L. A$l, por ejemplo, loa niveles de energía ttai.e. 
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del Mldio,en loscuales 6n.icament.elo1 electrooes devalenciaesUn excitados, 
Mlncomosc iluatra enlalig.4-17. 

En el caso de Atomos con dos electrones de valencia, la 1ituacilH1 es muy similar 
a la del dtomo de helio. El espln resultante de dos ele<:Wnee puede 1.er O 6 1, 
ylosniveles de energla estJ.nendosgrupo1,sínglete1(S - O)ytriplet.es(S .., J). 
Loslinglet.escorTespondenalosdoselectronee devalenciaconsusespinesanti­
paralelos,ylostrlplet .,.11 lo1 dos electrone1 devalrociacon 1usespinesparalelo1. 
Este es el caso de átomos tales como el berilio, el magnesio, el calcio, et.e. La fig. 4-18 
muestra los niveles do: energla del U.omu de calcio, los cuales corresponden al 
ca!<l enelcual ünicamenteun electrondevalenciaestJ.excitado.Comoeoel 
estado fundamental del calcio Jos electrones de valencia tienen la conligura­
ci6n 4s•, los estadoa excitadoacorTespondcn a 4snl, con n - 4,5,6, ... Los 
valoresnldel elecb"ónexcitadoe.IJ.oindicadoaenlaparte superiorde laflgura. 
También se indica slgunasde las trans.iciones pos.iblea. E1tas deben ajustarse a 
lasl'tglasdeaelecci6n(3. 17).Las Uneasdetnu:osrepruentantTanlicionesde 
un estado triplete a -uno linglete; Utas violan las reglas de selución t:.S - 0, 
y Mln porlotantomuydébiles. 

Oc&de luego. ex.iste la poaibilidad de excitar ambos electrones de valencia y 
esto da lugar a nuevos niveles de eneTgla, como IC ilnstra en la fi.g. 4-19 para 
el berilio, que l.ienela configuración l1'2s'para el estado fundamental. Lastres 
primerascolumnascorn3pllnden a La eir.citaci6ndeunMJloelectrondevalencia, 
como en Laflg. 4-!8 para el calcio, y las configuraciones son h'21n/. Lasb"Q 
columnas restante$ corresponden al caso en el cual un electrón de valencia se 
haeir.citadohastael"'!tado2py elotrohastaeln/, demodoque luconfigura­
cionesson h'2pnl. Desde luego, exUten muchosmi.s .. tado1excitados. 

Este análliis de átomos cou uno y dos electrones de valencia será suficiente 
para demostrar !u muchiu complejidadet1 involucradas en el et1tudio de La estruc­
tura atómica. 

4.7 Espectros de rayos X 

Hasta ahora hemMconsiderado eir.citaciones de loselectronQ de valencia Unica ­
mente. las cual"'! dan por resultado lo que comUnmente se denomina ap«lro 
dplíro. Pero también es pos.ible eir.citar a los electrones de Ju capas completas.. 
E.tas excitaciones aon responsables de los rayos X caracterlsticoa emil.idoa o 
absorbidos por los átomos. 

La flg. 1-14 da la distribución de intensidad en función de la longitud de onda 
de la radiación de frenado (Bremutrahlung) proveniente de un anticltodo de 
molibdeno en un tubo de rayo• X, para varios voltajes aplicados. Cuando el 
voltaje crece ae observan ciertos picos muy agudos de intensidad de rayos X, 
que co1Tet1pondenalongitudesdeondabicndefinidas..E.nlafig.l-l-1 lospri­
meTos pkosaparecen cuando el voltaje aplicado es de25kV. (El voltaje de exci­
tación real es de 20,I kV). E1to1 pko1 se llaman rayoi X eiuacttrUlicos. Laa 
Jongitudesdeondadelospico1son independientes delo1voltajes aplicado1, 
pero dependen deJ material del cátodo. 



Lo1 rayo1 X taraderi1ticos lt explican de un modo simple. La ener¡¡la de los 
electro11e1 que llegan al bla1100 e11 el tubo de r1yo1 X puede aer sufic.ienlepara 
111car u110 de loadectroncsde las e11pa1 lnttt111._ Supon111.mo. que el tlectró11 
n1:2do 11ta dela upa K. Cuando un electrlm de la upa K u.Je deja un estado 
vado o hueco en ella. Otro electrón de las capa1internasen un nivel de tnergla 
superior(o quizb un dcctr6n de valencia, o un electron libre) puede Clltreu el 
eatadovaanledtlacapa K.Comola energlainvolucrad.a es uoaantld.adbas­
tantegrande, 11 radiación emitida pord electrón en su aldl al estado vaante 
yace en la regió11 del espectro de rayos X. El electr6n que ocupa la •·acante de 
la capa K puede provenir de 111.1 capas L, M, N, etc., y por lo tanto tenemos 
una ltrie de lineas de rayos X designada& por K,., K1, K., et.e. Si ci eat.ado vacante 
r:sU en la capa L. 101 electro11ea pueden tllr:I" detdt las upa. M, N, et.e. dando 
lugar a llsUneasJ..., J,..etc.,derayos Xy .sl111cesiv1mente.La1tranaiciones 
de los rayo1 X en un • tomo 0011 Z - 36 esún Uustn.du esquemUkamtnte en 
la fig. 4-20. Obtérvt1t que la emisión de rayo1 X es po1ible sólo si se prlliiuce 
una vacante en una capa interna, ya que el principio deucluMlm prohibe una 
transición desde un 11ivel demayorenergla a uno de menortnergla oomplet:a­
mente ocupado. El espacio vaca11te to una caP" inkm.11 se potde producir tam­
bién por 1bsorció11 de radiación, con lo cual ruulta uo d ecto lot.oel~trico pan 
los electrones de las capas K, L, M, etc. 

Las lranloicionea de rayos X Mm realmente m'• «>mplej11 de lo que lt pudiera 
imaginaralobservarlallg.4-20,dchidoaquelaencrgbli~radadeJ"'ndedtlO!i 

:~J· u!-!:iom~n>.~!lc!~",;,!;!e ~~~~'i! 
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J'IJ. 4-~ 1 . Estructura llna de tra111lcio­
neo de rayos X. 



~----'''" ·~ 
El« \tón 

qu< MOO<• 

' ' ' ' ' 
' 
' 

L Umbral de 
•b..,,.,~~ 

K Umbrol do ·-
' ' 

(4.7 

~!f;n~~nde v:,t:oc::i~11de\ 1~ 
para\Q1 rayo•Xyyenfun· 
dónde la energla del fc>tón. 

l'IJ'. 4·U. TNnsldonu re1uL­
tante1 de la abson:lón de ra­
yos X; esta absorción esli 
:::f~!~adapor emisión elee-

estados inicial y final. Por ejemplo, cuandn se saca un electrón 11 de la capa K, 
1a energ!a del ion que se produce es ún ica. Pero si el electrón proviene de una 
capa completa L, puede ser un electTón 2a ó 2p. En el primer caso la oonflgura­
ciónde loselectronesque quedan en lacapa es 2a2p' , que corresponde al estadu 
•s11., peroenelaegundo<:aw,Iaconfiguraci(mdeloselectronesquec¡uedanen 
lacapa es 2s12p•,c¡ueC<lrtesponde alos estados 1P111 6 1Pa1 .. Por co~ente, 
haytresposible5 estados de la capa Lcon un electrón menos, cada unnoon una 
energladilerente. Para ta capa Mcon undectron menoshaycincoeatadosp(l­
sibles,yasisucesivamente. l.a fig. 4-21 muestra estos estadosyalgunasdelu 
t:i-ansiciones de rayos X resultantes. De este modo las lineas K~ y K• ton doble­
tes, la llJ>ea. L esté compuesta de ocho linl!IUI muy juntas. y ul sucesivamente. 

Esta estructura fi na de los niveles de energla tambi~n se refleja en el coefi­
ciente de ahaorción liDea.l para el electo fotoeléctrico. En la flg. 4-22 podema. 
ver que se necesita una cantidad precisa de energ!a mhtima Ex para ionizar un 
•tomo por extracción de un electrón K, Pero.;. se quita un electrón L. puede 
habertre.valorespo&ihlesparalaenergladeioni;;aciOnE1.i.1'.'1.u.E1.111.depen­
diendodelestadoenque1edej6lacapa. Análogamente,hycincovalorespara 
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la eoergla de loniucilln ei ti electrl.on procede de la capa M, y &el aucaivamtnte.. 
E.to 1ignillca que cwindo una. rad.i&dlln electromagnttlca Incide oobn un ma· 
terial, el COl'!licitnte de absottilln linea l o seccilm eflcu macrooc6pica l: para d 
d ectofotoeléctrico (teedlln 1.9)varl&enfuncillnde l&entrgladcla radiui0n, 
como 1t muQtra en la fi¡¡. 4--23. En general, l: tiende 1 dWninllÍI" cuando la tner­
¡¡I• del Jotlln aumenta o la longitud de onda dism.inuye. C11ando la tllerg\& dd 
folbncaepor tllcimadelvalormhúmon~paraextraerundtctróftL. 

oc:umi un rlipido 111mentocn d valOT de E, ya que ahora h&y múelectronca 
con loa cualt1 lol fotonca pu~tn interactuar; sólo u tlk ca.., luiy in. piCOI 
muy junt.n11 un01 de otros, que COrrt$pondt n a EL1, Ei. 11 y Ei. 111, ""peetivamcnt.c. 
Cua11dolae11ergb do.lfotón c.ac por cncim& d"1valor E1taparcceotroaumtnto 
viol"1tocnclvalordcl:porquc l°'fotoncatientn1uRcil'nteuergi&par1ucar 
un clcctron K. Elto. cambios rlipidos u I: 1t llaman umbTalu dt ahwci6n. U 
aritta K de •btol'cilln para el plomo t&mlm11. esU reprtK11.t.da en la flg. 1-19. 
Oblérve&e qu.t , en general, lu tner¡lu (o Jongitudca de onda) involucndu en la 
emisión y absorción de rayos X no llOD txaet&mtnl.e bu mltmu porquelOl ..­
pectiv°' nivt lt1 detnttgla MIR difcrenleo. Tanto la tmltión como la 1baorción 
de rayo1 X llOn ln1trumentos muy 6tilc1 pan recabu información acerao de lu 
c.apuint.crnndcun'tomo. 
Enal¡uno1 ~ dlot6ntnútido tnuna tranliclllndenyosXt1 &b1Drbido 

por otro eleclltln dd mismo 'tomo; nte tltctrlln ca emitido como consteucncia 
deunefectofotodéctricointenHJ.Elteprocesodecon•·tn.16nlnternadcnyoaX 
tn fotodectrone1 lt denomina ef<do Augu. 
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upa. 7yl 

4.1 Cuandounodelo1electrontsdelo1 
6tomo. l"nKJlnltl al • tomo de bello 
eol6 en tL eotado fundamental (n - 1) 
yeJotroe11unt1l•doncllldo(n>t), 
Mpodri.lnpreoarlo.nlvelesdeenergla 
porn>edlode 

B --RhtZ'-~. 

Ellla cu.alse1upom:quedeltttr6ne'nel 
eot•do IU1'damental bllnda compld•· 
mente unl car11 nuclear. Dlocutlr I• 
,·ero1l mll!t11d de e1t1 nprulón. Calc11-
lar lo1 nlnlea de energ:l1 p,.,.. el hello 
cuando n - 2, 3, 4 y compllrtr con el 
re1ult1donperlment1l.¿Porqu!aume11-
l1 Ja pl"ed•lón de I• expre1lón anterior 
de E cuando 11 aumenUt 
4.2 Elcrlblrtnformadedelermin1nte 
111 tt'el funciono de onda .;..;e.o de la 
fJC. (4.10). Obtervar que la fu nción de 

:i~:1t:'.' lit• - o ..:m1u de do1 dele,... 

4.3 El atado fundamental del Htlo 
tk1>Clllconngutac16nelectr6nlul .. 2I.. 
l!!ICrlblrenlormadedetenn.lnantela 
fund6ndeonda de ese estado cuando 
M• - 1· 
4.4 Escrlblrenfonnadedeterminante 
tufundont1deond• p..,.. la configura· 
cl6npl(verl1tabL14·2)com:1pondlente1 
a Mo-2. M• - o y ,lh - 1, M• - l. 
4.5 Con1lder1run1l1tem1detu1elec­
lront1 en !a conflguracl6n 1p' en t1 
aproxlmacl611deeLtctronealndependlen­
tts. Elcrlhlr Ja funcl6n de ond• tot1l 
en lorml d1determln1nt1de modo que 
l&lu11d611deond.IDD1TC1ponda•lth - I 
y lit• - ¡. 
4.6 Dad• I• conftg11rad6n elutrónlca 
d• uo itomo: 4• 4p 3d. esaibir todas 

lupo1lblt11Pnclone1deondaquecom:1· 
pond•n a M~ - 1 y M. - 1. Uaar I• 
form1dedel•rml11ante. 

4.7 Encontrar la conngurad6n del ti· 
lado fundamental de lolllgulenteo 'to­
mo1: (a) SI: (b) Mn ; (e) Rb ; (d) NL 
Exr!blr tamblfn 11.1$ ..,.pectivo. ttr­
ml- del "lado lun~nUL 
4.8 Detennln&r la eonllgurad6n del 
.. l•dofundamenlal'feln6m.-rodeeleo­
lronea no 1p•r.-•dn. de lol 1lplent .. 
Uom°": (•) S, (b) C., (e) Fe, (d) Br. 

4.9 (•) Sobu un dillgl'8.m• 1lm!Ju al 
de la ng. 4-7, mo1trar 101 estado. Of'U• 
pado1 en •l cuo de 101 • tomos de SI, 
CL y Al cuando eoUn •n la u1pecttva 
conngur1cldn de utado lundamenl al. 
(b) Eluiblr la conflguracl6n etectr<lnlca 
rln.tfrmlno1del u tadofund1mentalde 
cada uno. 
4.10 Cllcul1r el '-l\111110 enlno •l mo­
mentum angulu totalyelorbltal p..,.. 
el 1:1tado •o,,,. 
4.11 H11larl01\trmlD01 delal1lgulen· 
tes COftfl111radone11 e Indicar en cada 
uoocdltfnn.lnotkDelaminlm•en«­
IJl• (•) n1, (b) 11p', (c) (nP')(n'1), (d} 
np',(t)(nd')(n'p),(f)(nd)(n'd). 

4.12 llacerunall1ladelasposlblH 
tranllclonear1dlat1vupuaeloxlgeno 
(ver 111. 4-12) cuando la conn1u,.d6n 
ntltadau21'2P'{'D)3d('G). 

4.13 Mirar lll niuru 4· 11 y 4-12. Dl­
buju llgu nu de lu 1 .. n•klone1 p01l­
blucompaUble1 con lalr.-gla1de1elec­
cl6n. Determinar lo. n6mel"OI <k onda 
<ke1\asU11111lclone1ycomp...,.conloo 
•·alOfelnperlment&les, queoe pueden 
encontrar en el Jlandbook oJ Clw:miW, 
anti P/t¡/llu. 



4.14 Calcularlosttrmlno1paralacon­
Hguraclón np>. 
4.15 Dar 101 valo,..,1 de S, L y J para 
lostfrmlnoo•S., 'S,11, 'P,, •P,.'l' .,'D,, 
'D, y 'F, ,,. 
4.16 Hallar los 1~rmlno1 corrt:opon­
dl•ntes a la configuración nd'. Utilizar 
•l,..,1ulladoparadeterminarelt1lado 
:~t::~:ental y •l primero excitado d•I 

:~·i:e t~~ª~.~":..~~~~r: 11 =~~·~ 
4.18 Do1 •l•ctronu p equlvalente1 
tl<nen acoplamlentoespln-<lrbltafu .. ta. 
Hallar loo poolblu valoreo del momen­
tumangular ..,,ultante J 1l•l problema 
oe considera como un acopla.miento¡.¡. 
R•Jl"tlr el problema conolderando un 
acoplamiento L-S. ,Apar•« Igua l valor 
~,'lml1mon1lm.,ode vecc1 encada 

4.19 End acop lamLe ntoL-S,&epuede 
obtener el momento magnttlco de un 
6to mo en la forma M - - (</2m.)gJ, 
donde J oer<tle,..,al momentum angular 
total del Alomo y g esli dado por la 
ec.(3.40),conl,•yj,..,.,mplaudo1 por 
L, S y J. Hallar g para el calcio y el 
aluminio. Discuti r • I desdoblamiento 
de un ttrmino 3p bajo la acción de un 
campo magn~tico Mbll. Hallar el d<J­
:."~~:~~ento cuando el campo magnt tlco 

4.20 Estudiar el electo Zttman bajo 
la acción decampoomagnótlcosdfbll" 
y fuertn para las tranoldonM'F -+ 'D 
y't'..-.•Den el caldo. 

:~~~lo ~:O!~~~·~~~n 1!1~~in-:a 4.'~;: Á~ 
¿Qutlongltudde <>nda<e<>b•ervar, 1lse 
<>0loca caldo cn un campo magnético 
de 1,40 T' 
4.22 La oeparadón rc!at!va entrc lo. 
diferenlesnlvcle1 deunmultip!eteLSJ 
debldoala!nl eracc!ó n eopln·órbllaoe 
puede considerar como proporcional a 
S•L. Aplicar la rtlae!ón a !01 multiple­
tes•F y•D. D!bujarJot nivclesdeencr­

· g1a de cada multlple\e e Indicar con 
~~~?:: .. la1 tr•n•ldone• 1F ~ ' D per· 

4.23 Repetir el problema pr<.,.denle 
para el e.aso de las transiciones •D-+ 
-+'Py •p...,. •s. 
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4.'U Usando los valorea dado• en lo 
ngura4-17,calcularlaoeparadóndela1 
l!nns D dd sodio. A partir de ••te re-
1ultado, .. umar la c:on.uante o en 
R • • - c>S• L para 101 e1tado1 S'P. 
4.2.5 Analiur la tran1idón 3 'D-+ 3 •p 
en el 1odlo. Det .. mlnar la oeparaclón 

::ial<>t~~~~~~~ <>nda, oí ta bay, para 

4.26 Calcularlaenerglaenelectron­
voltt, de !01 folonu .. rojo" (6500 A¡ 
y"agul" (4000 Á). Usando laeocala de 
ene rl!)a de la Hg. 4-18, delermlnarcu'­
lesdelas tran1klont1 1inglete1 y !ripie-­
tes para el caldo están en la rcglón 
vl1lbledele1pectro.Compararntosvalo­
,..,, burdamentee•Umad01con una tabla 
de longitudc1 deonda. 
4.27 Una cxp,..,slón adecuada pua 

~~:i! ~~·~:~.~:·:~~~~~.d~:l~~ 
E. - - Rh<(Z - ó'J"/(n - 3)'. 

donde d es la consta nte de pantalla 
y 3 ••e! derecto co~ntico (qne deptnde 
de lo1 \'alo,.. de n y 1 del electrón de 
\'alencladequeoetr11te).1.osvalo,..,1 
de3paraellitloyel10dio10n: 

U (Z - 3) 
Na (Z - 11) 

0,40 .,, ' O.O• 

º·" 
0,00 
0,01 

Para doe tomaunvalor!gual a!mlmero 
de el• ctroneo en las capas ln ternu. 
Hallar laenergladel u tado fun da.men-

~~d~ ::1 1:1~~;~/~m:~:n:1~~~0~1 ·1~1°t~ 
yelwdio.[Sugertnd<"verla flg.4-161. 
4.28 Latran1lclóode¡.de elnivel3pal 
31delaod!oda.por res111Udouna llnca 
con una l<>ng!l ud de onda de 5390 A. 
(lgnoramo1la estn1cturadc>bletc.)Uoan­
do los \"a!ore1 de lo1 nh-elu de encrgla 
dado1 porlaexprt$lóndelproblema4.27, 
calcular la longltudde ondade dlclla 
llneaycomparareonelvalorexperlm•n­
!~·.r~i\7:.l• para la tran1kión 2p-+2• 

4.29 A partir de la lnfonnaclónconte­
nlda en la ftg. 4-14, e11!mar laene rgl• 
de Los umbralc1 de absorción K y L 
para el alumlnlc>yelol<igeno. Ha~rel 
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gn\floodel• cllnl• de • bi.ordón de los 
rayo• X P""' « t u dos t ustanclu en 
aquella n:gión. 

!~9,:!K~ han medldo lu tlguient ... U-
magne•k>: 9,&7 A a1.11lre: 5,36 Á 
calcio: 3,35 A cromo: 2,29 A 
cobalto: t ,'19 A «1bre.: l ,M A 
rubidio: 0,93 Á t unpteno:0,21 Á 

Harer elgrállcodela rai!cuadradade la 
ln:cuenda K~ •n !unción del m\mero 
atómico del elemento. H. G. Mooe ley, 
Joven alumno grad uado de Emest Hu­
therlord, en«1ntr6, • n 1912, un a rela­
dón emplrica de la lonna f. - A(Z - t ), 
(Ella relaclón permitió aclarar el con­
eepto den!im.,o a tómlco.) Vu'incar,uU­
Hundo $11 gr.6.llco, esta relación y es· 
timar los valore• de A y t . Desarrollar 
unaupllcaclónpar•larelaclóndeMo .... 
ley. 
4.31 C..lcu1ar lu longitudes de onda 
yenerglup""'luUnuaK.,d'>,...yo•X 
del aluminio, potu lo, hierTO, nlquel, 
dnc, molibdeno y plata. Comp .. ar 101 
valont delaenerglacon101 mos\1"11.d01 

enlaflg.4-14. u...-1arelael6ndeMose­
ley delpN1ble maant erlor. 
4 .32 La li nea K ., del cobalto es de 
l ,7&5Á. ¿Cn"es ladlferencla deener­
gla ent..., los orbitales 11 y 2p e n el 
cobalto? Comparar con I• dlferencl• 
deenerglapara1Morbllales lsy2p 
del hidrógeno (estoes,la primera llnn 
Lyman), ¡, Por qut la diferencia es 
mayor para el co ba lto que para e l hi­
drógeno ? 
4.33 (• ) El umbral de abtorclón K 
para el tungsteno u 0,178 Áylu lon­
gltude1 de onda medl u de IH l!neao 
de la oerle K i.on K,. - 0,210 A, K~ -
- 0 ,1 &4 Á y Ky - O,l79 A. Construir 
el diagrama de nh•e!e1 de 'nergla de 
rayo1 X para el tu ns1ttno , tlml!ar al 
que apanoce ut la flg. 4-20. (b) ¿Q ut 
energta mln lma oe neceal t • p.,. titdtar 
la oerle L del t uns1teno! Delermlnarla 

~~:f1":1 :em::• d~e ~::"~' en el 
tungsteno es 1,02 A. Sup0ner que un 
fotón K,. u abi.orbldo por uno de los 
eleetroneo 2• en un pro«i.o Au~r. Oe­
;e.:;ful~:r la velocidad dd lototlectrón 
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'·' 
La estruetura de las moléculas es un problema importante relacionado con la 
estructura de la materia. ¿Por qu' lO!I !tomos de carbono se combinan ton cuatro 
ttomo1 de hidrógeno para formar el metano, pero nunca ton tres o cinto ttomO!I 
de hidróg•mo? ¿Por qué la molécula de C01 e& lineal núentras que la de H10 ea 
en fogulo y la de NH, es una piri.mide? ¿Por qué el benceno (C,11.) tiene la 
forma de un hcxtgono con todos losttomos de hidrógeno en su plano? ¿C6mo 
puedeto los Hornos de hidrógeno unirse para formar la molécula ~ pero nunca 
forman H1? ¿Por qué aon tan complejos lot espectros moleculares en compa.raci6n 
con los at6mioos, yendo deidela• núcroondas huta el ultravioleta? Hasta que 
"" desarro\16 la t.eorfa cuántica no se podla contestar u.t.Wactoriamente éstas y 
muchas otras preguntas.. Uno deJ05éxitosmásespectac11laresdelateorta cuin­
tica e&111 respuesta a muchu del.as preguntu que los llsicos y los qulmicos se 
han estadohaciendoacercadelaestructuramolecular. Sinembargo.nopodemO!I 
decirque nue•U"Qdescripci6nde laesttueturamolecularaeauneap!tulocerrado 
delafl.!.ica. 

ComencemO!I nuestro estudio de las mol4!culas preguntándonos: ¿Qué ea una 
molécula? El primer impulso es decir que una molécula es un grupo de átomo 
ligadO!I mediante alg(m tipo de interacción. Pero esto da origen inmediatamente 
a nuevas preguntas: ¿Conservanlosátomossn individualidad?¿Cómoseafecta 
el movimiento elect.rónico al formarse una molécula? ¿Qué tipo de interacción 
da lugar a una molécula? Poden•os adoptar también un punto de vista npue11to 
diciendo que una molécula es un grupo de núcleos rodeados de electrones en 
forma tal que se produce una dispos.ición estable. Esto"' la extensión natural 
del ooncepto de 6tomo, que es un núcl"" rodeado de ele<:trone11. Luego, en vez 
de considerar la molécula de H1 como dos 6tomO!I de hidrógeno, la podemos oon­
siderar como dO:Sprotoncsy dO:S electronell dispuestosconformea las leyes dela 
mecánica cu,ntica y mantenidos juntos por fuerzas electromagnéticas. Desde un 
punto de Yista estructural, esta segunda hip6tesis es nuls fundamental que la 
primera. 

Sinembargo.comoocurre enmucho1C&M>s,lom.bconvenientee..unaposici60 
intermedia. Cuando dos lltom05 se combinan para formar una moltcula, lot elec­
trooe. másfuertementeligadosde cadattomo,oint.el"iores(quellenaocomple­
tamente las capas de sus rer;pectivos caroios), pnicticamente no son afectadoi.. 
permanecieodounidO!la sus núcleo•originales. Sólo son afectadosloselec\.ronQ 
cxterioresodevalenciaqueseencuentranen laocapasslnllenar,loscualesse 
muevenbajolaacci6ndelasfuerza1resuttantesdebidasalosiones, compuesto1 
delO!I núcle05 ycarozo1., ya susrepubionesmutuas.. Losdectronesdevatencia 
son los responu.bles de ta unión qulmica y de la mayorla de tas propiedades 
fi•icas de las mnlécutas.. Esta po1ición Intermedia e. el modelo qne adoptaremos 
en el prnente capitulo, ya que constituye una aproximaci6n excelente pam 
analiu.rl.a estructura molecular. 
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La IM1 lirnplt de todu la1 molk 11lu es el ion 11; , o molb; ul.o. dt hidrógeno 
lonL'lada, d cual está form ado por do1 protones y un electrón. Los qulmico1 
escribc:n la constitud6n de uta molécula en La fonna H + H•-+ H.'", donde H• 
q limplcmenk un protón. En otr.u palabru: la mol«ula H.'" K forma cu1..11do 
un ,tomo dchidrógtno eaplllra1111 protón.Ptto11navuform.1.da b.molo!culaH;­
y. noetposibliodecir cu!lesel iklmode hid~11oycllilel prot6a.. N11ostn 
imagen dt diclla molo!cula es la ll\Ollnda e.n la fig. 5-1: un tlectron moviaadote 
en d campo elktrico de dol protones que esti.a a uu dista.acia r. 

Podrlamos decir que el ckclron 110 T'l'CUtrd.a a qu¿ protón J>l'rknccla inicial­
mente. L11 a>lisionu con inlutnmbio de CIUf<' revelan clanmenk ~ falta de 
memo.U. Supongamos que ~I eledrón est.il asociado inicia lmente "<ID el protón p, 
y que el protón p,9e aproxima por la derecha al étomo de hidrógeno viniendo 
de una gran dU.tancia (flg. 5-2). En la rtgilm de mbima aprorimación la mo­
h~cula 11; durca oóln untit mpocortn y lucgoaerompe. Cuando estooturtt hay 
una cie rta probabilidad d" que d protón incidenU: ae lleve consigo d rlect:rón. 
PodtmOI eol.Qott5 n<:ribir t i procno ei1 la fonna 

,. H • + 11 {colisión tü1Uca) 

H+ + H -. Ht" 

11 + 11• (colisión con intel'(l.mbio de carga). 

Eapo1ibltc. lcularla probabiLidadrelath·a d"est os dosproce&<11enfunci6nde 
Ja cntrgla del protón incidenU:. El rt1ultado tsU de acuerdo con la evidtnci1 
upnimen!.111. 

Pan d~utir los eslldos es1.11cio111rios de 1a mol«ul1 n :. 1upongamos primero 
que lot dot prol.l.lnes ttUn en rtp0t0 relati"o y ~bleuamoa la ecuación de 
$chr(ldio~roonlaenctgl1potencial 

(5.l) 

Lo1 do1 primeros t.énnlno1 dd puénlais dan la energl1 potencia l de a tracción 
entred tlcctr6n ylos doo prol.l.lncs, y dterteroeslaentr¡¡I• potencial de rcpul-
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Flg. 6·1. Colisión de un 6tornod"Mdrógeno(H)cen unprotón(ll•)vl1ta en•I 
o.111ema de relm:ncla CM. (e) Colisión el.Utlca. (d) Collllón con Intercambio d• 
= ... 

slón entn los d!>S protones.. En la flg. f>.-3 1e muestra la variación de la en<l'gla 
poteocialelectrónicaalolargodelaline11queunel!>Sdosproto.nes..Separe<x 
alpozodobledepotencialcollllideradoen la seccióa2.8encontx.1ónconla mo­
lécula de NH .. 

En el ejemplo 5.2 1e bosquejari la solución, butante compleja, de Ja ecuación 
de SehJtldinger para Ht . Por el momento seguiremos un razonamie~to mh 
intuitivo.Consideraremos primcrolasituaciónenqueelelectronesUinic111\mente 
dAndo vueltas alrededor del protón Pi• formando un átomo dehidJ"ógcno en su 
estado fundamental l.t, yclprotón Po (o H') esta muy lejos a la derecha. Prácti· 
ca.mente,elprotónp.nopi:rturba la función de onda del electrón, qu•coincide 
entonces con la función h del hidrógeno dibujada.en la fig. 3-9. Por lo tanto, 
d.ibujandolafunciónd• Ondadelclectrona lolargode!alineaque une losdo1 
protones en función dela d.i•tancia a p1• obtenemo1la curva dela lig. 5-4(a). 
que muestra que el electrón 1e encuomtra predominantemente alrededor del 
protónp1. Supongam!>Sahoraque inicia lmenteel electrónesU.rot.andoalrededor 
del protón p.formandounétomodehidr6genoen eleat:lodo llyqueelprotónJ>t 
esU. muy lejos a la izquierda. Entonces la fonciOn de onda del electrón ...., como 
1emuestraenlafig.5-4(b). 

A medida que disminuye ta 1eparaciOn entn l!>S dos protones, se perturba Ja 
lunciOadeondadelelectronporque e.lprotónque seaproll.ima(p.enlaflg.5-ia 
y Pi en la fig. 5-4b)trata de arrancar el electron del otro protón. La simetria 
delaenergta.potencialdelelectrllo,mostradaenlaflg.5-3,&ugiereque lad.istri­
buciOn de probabilidad del electrón debe tenu la mioma simetria. Asi, una vez 
formada la mGlttula lft, la luocióo de onda del tketrón debe tener méidmo• 
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pronuncia.dos alrededor de cada protón, donde ta encrgla potencial es menor 
segun lafig.5-3. En laflg.fl-4(e)y{d) se mueatra tasdos funcionea deonda posi­
bleaparaHrquttit oenlasimetrta neeuari.a. en su IDrtribuci6n de probabilidad. 
La funci6ndeonda ea paren(c) e lmparen(d)rnpectoalcentro0delamo­
lécula.Estasfunciones de ondageri11dul¡¡nadu•,,,..,y.¡. .. 00,,regpectivamente. 

Flr.1-l.Energlapott ncialalo\ i i( 
~::::.~ .. ~·~;~J.'.'""' ... ,.. \ ! (\ i 

Podemos expresar cualquiera de eUas en forma aproximada combinando lineal­
mente lu funcionea de onda del hidrogeno (u orbi/11/es olámfras) .;., y?-. cornspon­
dientes aunelectron¡prandoalrededordelprotóolyalrW.edordelprotón2: 

(~.2) 

Estü funciones de onda se denominan orbitales moluuiara y se abrevian 0~1 . 
La t eoría que eatamos de5aTTOllando para escribir lot orbita les molecula= se 
denomina oom6in11ción lin tal de orbitales alómiun, y se abrevia CLOA. 

Los estado1 cmTesponIDente• a loo orbitales moleculares .¡;,..,y .¡,,,, .. , de 
la fig. 5--1 se d"'ligna11 a,h y a.Is por razones que daremOIJ m:U addante. Esto• 

(•)A 

Flr. 6-4. Orbital<:• moleculares par e Impar en el H;. 
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utadosdebentenerenergiru;düerentes.cnmo se duprende delaacon&deracion<::S 
que siguen. Ambu funcion es de onda dan probabílidad mU ma de encontrar el 
electron cuca de cualquiora de los dos protones. pero ""'° ' tiene un valor apre­
ci.Rble entn! los dos protone. mientras que~, ea muypeque ña (onula)en 

esaregiOn,como oc veenlafig.&-5.Le.fig.~a)ilustralavari.D.ciOode laden­

&idaddeprobabiJidaddelelect:rónalolargodelallnee.queunelo1 dos protone. ; 
la llg. !\-[>(b} muestra las !lnee.s de igual probabilidad M>bre un plann que pau. 
por l'-"' d0$prot.onea., y enlaflg.S-5{c)el sombreadoindicala probabilidadrela­
tiva de encontrarel elect:ron en di.lerentes lugaret. 

C11aodoel electrónest.ientrelosdo1 protone1,tiende njuntarlo• COmpenu.ndo 
surepul&On eléctrica. Cuandoelelectrónut.i aunode los lado1 ayudaa separar 
los dos protones. En otrnpalabras: cuando elelectrlm eat.i entre los dos pro­
t.onea., actOa como un "cemento" que IO$une dando lugar auna configuraciOn 
estable. Entérmino1 deenerglapodemo1 decirq11eel eatado a, llcone:ipondiente 

~ (aj i ! ./s:-''A 

~~ 
Plr.6-S. ~n•ldad de probabi!ldad corrupondlente a losorbltales moleculllJ"01 
par elmparenelHi.(• )Dl1tribuclónalolugode la linea queunelosprotonu ; 
(b) y (e) distribución en un plano que eontlene 101 do1 protones. 

a.¡.,.,tiene una energlambbajaqueo. llcorrespondientea+bn .... Ob~ese 
la similitud entre nuestra di.scu&On de las funciones de <>nda de Ht y la del 
doblepoio de poto.oda] hecha en el ejemplo 2.7. 

Udi.lerenciade energl11 entnlo1 estadosd0 l t yd.hdepende dela se!"'J"llción 
de los dos prol.lm.._ Supongamo1 que se eomieni• con un Atomo de hidrógeno 
y un protón H~ muy lejos uno de otro. A medida que disminuye la distancia 
entre ellos, obtenemos dos energlu diferentes para cada distancia: una eon-e1-
pondienteal eabi.do a1heonfuoci0n de onda oj.p.,yotra11l estadoa.hconfun­
ciónde<>nda ~_..Como la o.nerglap<>tencialnegativade atraccióndel electrón 
dom.ina laenerglapoteocialpo1itivaderepuls.iOndelo1 protones enel eatado 
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.,,1,l.ltnergtatotald.i:.ininuytaldi$mia.uirr.Lo contn.riaocurrepan"• ' 'Y 
la tnergl• aumenta al ümin11ir r. Sin em.bu¡o, pan ütanciu mtnorea qut 
cima valor r, 101 protona e.Un tan cerca qgg a~n en d eatado .. ,11 1u t ner¡I• 
potencial de n:puls.ilm comltnn 1 predominar .obre \ 1 t nergla potencial dd 
electron. Lue¡o, para W.tanciat menores que r, la energla cornspondiente 1 .¡.,,,., 
aumenta 11 ~nuir r. La 11¡¡. ~muestra !u dot curvaa de energla resultantt1. 

Vtmoainmediatament.e que la curva de energla para .,,110.¡.,..,t.ieoe un mi. 
11.imo en ' • que corraponde a la al'paración de equilibrio de 101 doa protones y 

PllJ. 6·1. Energ1a potencial elee­
trónlo:.t1 en función de la dlllancla 
lnttrnucltlll"para losettadoio,lt 
y ali• de l Ji¡. 

11 IO 11 14 1• 18 20 r/ .. 

Plr. 6·7. E nergta1 pottnclllta electronlC101 parad estado fundamental y alguno• 
at1do1ncltado1deJ H;. 
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que haCI'! posible una configuración estable para Ht. En cambio, La CUTVIL para 
"~h o %..""' no tiene un mlnimo por !o que no da lugar a una conflguraci6n 
estable (o molécula). Podemo• decir enton= que <1>;.. es una función de ondu 
ligan/e mientra• que Yin.""' el una función de onda anli/iganl~ Las estados y 
funcionesdeondaantiligantessedesignanconun a.teriscoporloqueescribi­
r<:mos a:ls. La oseparación de equilibrio de los protones del Ht en el e:stado 
ligantea11ses l,06 x 10-'ºmy laeoergiadeesteestadoenelmlnimoes - 2,648eV 
re1pecto al sistema 11 (e1tado fundamental) + H~ a distancia infinita. Para la 
misma separaciOn, la energia del estado antiligan te a:ls eJ 10,2 eV rupecto al 
mismo estado de referencia. 

Los estados de la molécula H; que hemos discutido correapondcn al caso"" 
que el dtomo de hidrógeno estaba in.icialmcnte en •n estado fundamental. Hay 
empero otras CUJ"\"as&imilares n lu de la fig. 5-6 que COITe$ponden a estados 
elcctronicos excitados de la molécula y que están asociadas con un •tomo de 
hidrógenoinkialmentecnunest.adooxdt.ado. Lafig.5-7mucstni.aJgunudelas 
curvu d~ energía potencial po&ibles que corresponden a nlados electrónico• 
exdtadCHI de Hj. M>\1 adelante explkaremos la designación de los estados. 

E.JE/11/'LO ~. I . Diicuslón de la colisión con Intercambio de cuga H + H• -+H' + 
+11. 
Soh•<fdM:Supougamos que unhudeprotones,oionc• H•,r:ipldoo,•lno \'\esahldró­
¡¡eno g•se<>soenntaduatómlco(para lncua!la tcmperaturadebe~r pnrlo meno• 
UOO K y la pruión 10 micrones de mercurio o meno1). Se observa a un Angulo !ljn 
loo protone. dispersados. En cl proceso de dlSper$lónalgunosdelo1 proLones lnci· 
dentes capturan el electrón de lo• Atamos de hidrógeno. Se ha encont.-.do que la 
probab!!idaddecapluradclelectrónporlos protoneslnddentesvarlaconla encrgla 
de Htru , piuenlando mhimos pronunciados a clcrtu encrglas. La ng. 5-8 muestra 
1<>< datos ohlen ldus por Locltwood y Evcrhart: se ha representado la probabilidad 
de captura del electrón en lundón de la lnnrsa de la velocidad del protón. LO$ 

Flr. 6·8. Probabllldad de captura eltttrónlca en colisiunM con Intercambio de 
C1.11[a,enlunclón dc la!nvcrSS1dc lavclocidaddctprotón lnclden\e. 
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mhlmo1 de probabllid•d (KUrttn • lH enttglH lndlcadH. l.o lntua.11nte c1 que 
lol mhlrno1 ••"n Igualmente t1p•clados ol M tom• l /o como •bJCi ... 

L• n.pllcaclón cu6ntk• c1 muy olmple. lnld•lmen\c, cu•ndo d prot6n U l' 
muy leja1 del Uomo 11<! llldr611c..o, 1• fond<ln de onda del electrón et muy pa!'<lclda 
a lo lunclón Y, de la Hg. ~-4,cs decir 

w - o> .. .:., .. t<{o,. + i;-..¡. 
A med ld a quedprot6nM•proxlm••l6tomodehldr<lgeno,La funcl6ndeond1co­
mlenH • dependu del ! lempo. De acuudo con l• ec. (2.29), .,. put<k K<:rlblr i. 
!unción d.. onda dtP'ndlenle del tiempo en la forma 

-Kl) - l(y,....~1• + .¡....,--;.f"•:~ 

- t<4'-+4<-_ ..... ~J~ ...... ! •• 

donde AP. .. E' - B fl lo dllcrcncla de eMrgl• Mt.., 101 a lados 0:11 y o,11 del 
1l1len11 protón mh ' toma de hldr(igcno. Al tiempo 1 • d /fl li. oblenemo1 

yel d •ctnln hasaltadoelprotónlncldente.ya q ucel1btcma cortt•pondeal1 fun­
ción de onda Y.· Al tiempo 1 • 2,,a¡t>E utt de •·11elta Junto a "" protón orlglnal. 
Podemos decir enlonca que mlentru el protón p,, que hace de proyectil, uU ~­
.. ndo .,.n:a deL protón p,, quc haoe de blanoo, el ol«.tr6n 1aJta de un prolón • olto 
oonperiodo 

p - 2,,l/t>A' - h/ !J.E!.. 

Paraquehaya,,.,ptu .. del e lectrón u nece..,.loqueeuandoelprotónlnddente p, 
deje •t•'••lprotón<ru•h•ndeblan~o,ele.lcclrón ut6cucadcp,. Pa,..luenerl(lu 
most1adas en la lig. 5-3. el protón ptoy«hl p, deN paur mu y cerca (Bprox.irnadn-
111cnte 10-11 m) del protón blanco p,. P<>dcmos•upon<rquo hay perturbación dtll• 
fu ru:lóndeondadelelectrclnacllomlen trup,est6den1ro deun .. gmentodelatra­
yectorta, de long!ludo. 

SJ•ulaveloclda ddolprotón,eltien>podu .. ntcelcu• ltieMlugarla tnteracclOn 
u r • o/•. Supongan1os que hay un máorlmo de prubabllldad de capturt ~·· la 
vdoddad ... El tl<mpo de lntertttlón es r, - • /a,. El mhlmfl st¡ulen\e de probabt­
lldad de,,.,ptu,..,, deboaparettral tiempo 

., - •, + P, 

de modoqueelelcctr6ntengatlempo 1uftdentepararnlluruna01Cilacl6noomplet1 
"''' y ••16 de nuevo ttrc.& del prot6n proyectil. l.ue10, P - •• - r, o ao• 

Por lo tanto, la dile..,nda ( l fa, - 1/a,) en tu mjorlmos 1un1l\'oa deW tener un \'&lor 
wnt1an1e. Se ba enoontr1do uperhnantahntnle que tiene un .-alor promedio de 
tl,6 x 10-• m - 11.. Oblenemot enloo>ces 

a!lE!. .. 10-o•m J •tl.l x 10-•meV. 

l.• ,,.,nlld1d ll.E (o 1e• 11 dlftund• de enerl(la entre IN curvat plr1l .. : 11 y ••11) 
noe1 ftj1, yo que depende de 11 .. p•rad6n de los proton .. (ver n1. 1:>-tl). Anjloga­
mente, la cantidad o no aU bltn deftnlda. Tomando p11'11 !..E un promedio de 10 e V, 
locuate1 ruonabletcnltnd oen cuenta lucurvu de la ng. ~-ti , tene mo1que a­
;;;~~ ~1 1 ~~,. v':.t~ro ,:.: .. ~~iededor de .. 1. \le<'.f:I el dl6me1ro niol<cu!ar, el cua l tam-
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U11 an,11111 mú delflll•do ttquk:re ti eilculo t eOrico de l• canUd• d dB en vu: 
de losvalo,..utln>•d01 q1Mhem01dado. El1c1Urdoconlotrault•d0$e:<perlmen· 
Wear:1 blllflnte .. ti1f•Cl0rio. 

11JSMl'l.Q u . Cilculo de Lt energll del estado lund1ment.i de tt; uUllHndo Ju 
!unclonudeondadadalportatc. (5.l). 

s.i-u.., El operador b1mUtonl1no del electrón en movJ rnknto mU los dos protoneo 
111puutoscn repoao a 

H - -~ V" +.= .. (--!,--+,-++)• (S.3) 

donde ti prhner t~nnlno os ti open.dor encrgla dnüi .. dtl el«lrón., conforme 1 11 
t1bl1 2-1, y Jos tru U1Umo1 Urmlnos dan la emr¡la potenclr.I del ion como.., India 
e11l1ec.(S.l). Ll1111a ndo + 1cul.lqulen.delasdo» f11ndone1deond1 ti--.;..++, 
'J 4-o,.. - .¡., - .¡.., el valor medio da 11 energla del elutrón t n ti tt; n, segím La 
ee.(2.51), 

(5.4) 

Supon¡lm0$ para 1Lmplllk:u que 111 dot fundones da ondl 1t6mlcu V. 'J +,corra· 
ponden al mismo a tado 1t6mlco <k energl1 E.. Por ejemplo: en el .st1do lund•· 
mental de n: lu dos '°" fundona de onda 11 bldrogenolclu. SI +. 'J +. '°" reales 
(como en el t&M U lQ fundo.,.,. de onda 11), 11n d leulo &Imple unndo Lt ee. (5-1) 
(el cual omltimoa) n.oa permite billar Lt 1lguk:nt. uprulón pan. ti valor medio 
del&energl.IMlek:cltón 

(S.S) 

dondeel1lgnoposlt!vocorrapondea.¡.,...1elnegat1 ,·0 1~.En esta e<:uaclón 
S - ¡,¡...¡.,d.• te denomina lllltgrol do •u~rpta/<1611 'J ' " valor dep< nde de 11 mt dldt 
en que looorbltala1t 6m1cot.¡.,.,.;.,.,od1do1conprotone1dllerentuse111puponen 
en el a p•clo, esto u, de 1a medid• en que +. y ~ u .. nen valora aprecLtblu "n I• 
mlsm• regl6n del n pulo. Evidentemente, S es lundcln de l• ... paruí6n r entre lol 
clo• pn>tones y aumenta • I disminuir r. Tamb>fn: 

A - : .. f ftt• .. . : .. f f,-11~ 

B - .: .. f ~du• .~, f ~d.<. 
Lu !ntegn.k:I A y B 10n funcione• de Li Hparadón n""k:ar r . Representando E d-.1• 
por l• ec.. ().5) en lunción de r ru11ltan c11,.,.at 1Jmll•ra • 111 de l& ng. ~. Obte,.... 
mOI entonen doo esUdoo de tnt rgl• polibla, tal como oe habla predlcbo lnh•ltln­
mente, corrapondleodo .¡.,...a ta encrg!.1111'1 b lJ•. 

En 11 ec. (5.5), el prim .. Urmlno di ta energLt del 6tomo lonn•do por un pn>tcln 
1d•lectrón,yel .,.gundo \fnnlnoda l•energladertpulslc\nutrelolclos pn>lona.. 
Aden•U, A es La energla deatr1ccl6n entre el electrón 1eJ otro protón, 'J 8 'J S 
w n lhmln.oa puramente cu6nllcos que no tienen an61ogo clhlco. ObUr,...., que 8 
e1 aprtd•ble 1olamente 11 .¡., 'J .¡., H t up<rponcn fuertemente. Si l• 1uperposklcln 
de.¡.,.,.¡.,,ndepre<:lable, lantolltomoStonmn1peq uecftu1 l1 encrgl•uE .. E, + 
+ .. /h..,- - A, que npnsen\ada en fondón de r no presenta mlnlmo a lguno. Por 
lo tanto, H la 1nperpollción, combina d• con la tlmelrl• de la fundón de onda, ta 
quadal11gar1u..-molkul1t1t1ble. 
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5.3 Orbitales molecw;lare. d e molb:1tlm dtof6micas 

Dupub de la moltt11la H; que tiene un AOlo electrón, la rnolkula mb limpie 
es la que tiene aólo do1 electrones, tal como H., El anéli!ia de esta molk ula es 
muy ai mllar al de H: pero con algunu dilerenci11 importantes. Cuando ten­
¡¡amaa !Ms de un el~n. dc~mns us.ar el prindpio de e1tclusi6n que, como se 
r«0rdari del caso atómico {se«i6n 4.3), requiere que t.engam05 en eueou el 
espln del electrim ademJi1 de1u movimiento orbital. 

"Co11W1cemo1 por diaculir d movimiento orbital de ]OI electroM:I. En una 
molkula d.Ult6miQ (como en c11alquier moléeu la lineal) J.o1 electrones no te 

mueven en un campo de fu=u centniles por lo que d momem.tum angu lar 
orbiUl L dd d ectr<>n no permane« constante dunot.e el mo>'imiento. TomemOI 
como eje Z (lig. 5-9) la línea que paa.a por los do1 núcleo1: la fuma rHUltan te 
queact1ia 10b...,eldectffJn tiú dirigida1iemprehacUi el ejeZ;enotra1pa labni1: 
la luena a u;rial. En ute euo, el torque respecto• O que actúa sobre el elect«in 
u perpendicular 11 ejt Z por In que la eomponente Z del momentum angular 
del tlect rón, L.,, es ronstante. Como ubtmna. esta oompont nl.e del mom e11 lum 
1ngulu puede tener loa valores L.. - m~. 
donde m, - 0,±1, ± 2, ... El .;gno 
de m1 deurmina el .entido de rotaci6n 
dtl tlectronatredtdor ddtjeZ; tinern­
bargo, la energia.del t lec:lT6n es indept'n­
dien te del sentido de rotación. Por 111 
tant.o, pua especificare\ estado de un 
elect..vn sóloesneau.riodar elvalor 
atw>luto de m1 (o lea ~ - lm~ ). Se desig­
na loa dilerentes estadoadt momentum 
aogulu eoofonne1l siguknte esquema: 

""'º ± 1 

1!mbolo : a 

± 2 ± 3 
3 

; 

JUl . exeept.olos estadosa, todos los otros 
ulados de momentum angular tienen 

' ' 1 
1 

: . 
' 

No 

o-t ,:' 
" N•f 
1 

<•I 
r1 ,. i •ll. Mmm:ntum ""¡¡111:ir urbllal 
e!eetrónleo enuna molkulo•llaldmlc• . 

de¡eneraeión de segundo orden 1 c:.uu. del signo doble de m1. AdemAs. en r.a•fa 
unodeestos estadoatltl«trónputdetener1uesplohaci11rTibaoluici1abaju 
telpeeto al eje molecul• r (corttspond.ient.es a m, - + 1 y - 1 respeeti,·amente); 
loa eabdns de momentum angular pueden entonces acomodar dos eleetronea: 
uno con espln haeia arriba y ol.ro con espln hacia 1bajo, y loa estados ruunt.et 
"· ' ·"- ·· · pueden 1eomodar hasta cuatro electronm cada uno, dos eon tsp!o 
haeia arriba. y dos con espln hacia abajo. Uu.nmo1 para lnse5tadns orbitales 
moleculares la notllciOn l.nl (esto ea, anl. 1111/, an/, ele.), donde ni sirve para 
lndlearl01orbitaluat.ómlCD*COnlo1cuales1tC:Ooitruyóe1daorbitalmolec:ular 



~~· --.....,, 

"'~---~--~··" ~~ 
'"·'·"·º' ~· r IUl<1 moleculares ~n molttu las dlatóml:~: :monudoaru. 



U) Orbflalu molewlaru de lflOlttulm diatómiClll 11:01 

medi•nte rombinaci6n lineal. C.d.a uno de eslol ulados orbitaks molecul.aru 
con esponde a una energia difuenl.t. 

En d caso de moléculu compuesta• de dos nüd- idéntiCM, tales como u ; 
y M1, ll•rn1.d1U rnoléculiu homonudearu. hay que considerar una simtt.ría lmpor­
lanle. Estas moléculas tienen un centTo de simctrta 0; l• distribución de proba· 
bllidad de un elect rón debe icr la misma en puntos situados o.imétricamcnte 
respecto 1 O. Por lo tanto la función de onda del electrón debe ser la misma en 
punto1simétrícosodebe lenerel miunnvalor P'r(lsignotopuestot. Por ejemplo. 
estasituaci6nsedio p1.ra tl;,rone.pondiendoalasfuncionesdeond1.4tp., 
y +in. ... ilustnldas en la flg. 5-4. Los estados de momenlum aagular descritOI 
por foncionesdeondadel tipo <-,..sedenominanutad01fy losdescrilolpor 
luncionudeonda deltipo +...-se denominanest.1.dosu(del alemhvr:rade, 
pu, y un~r/,ldt, impar). Para tu mo!eculu homonucleares tenemos entonces tsla• 
dos ºr· º"' "r "••etc. Esto upllca la notación introducida en la ose<:ción 5.2. 

Alomoo 0<porod"' 

P1r. comprender dimo los Atomos se unen para !~mar una molecula es nett­
u.rio conocer la "ariaci6n espacUI de la distribución de probabilidad del electrón 
co1TC1pondienteacadau node1ust1lados demomentum1ngultr. En laflg.!l-5(b) 
se ha represen tado distribuciOn para los estados o1h y o ~ ll de H; . Comem:a· 
rtmos considerando lo• atomos a una gran di stancia u110 de otr(I y tratare.mas 
de im1ginar cómo las runc.ionu .¡., y 4'l1 se combinan linealmente para formar 
unafunci6ndeondou01b/f11ltJl()/ft:u/or .¡,,amedid•quelos'1omosi.eacercu. 

l.atlfl.5-IOilustra unupocasrunc.ionesdeondauorbitalesque resultande 
combinu linealmente 1lgun11 fondones de onda 1.tOmicu (u orbitales atómicos). 
En e$Ui ligur. sólo se muestra la distribución angu lar de lai funciono:s de onda. 
La Rg. 5-\0(1) muestra el tuo en que a.e comhin1n dM funciones de onda atOmi­
CtlJ s. que poottn ..;mdrl1 esf~ica. La1 dos funclonet de onda moleculatta obte­
nidas combinando.¡., y .¡..en las formas.¡., ± .¡.. ut.án a la derecha; conespondeu 
a lo1e1tadoso, y o,, yadiac utid05 parael caso de l!:. En la flg. !l-IO(b)tene n101 
Ln don func.ione• deonda molecularaqueraul1.1.ndecombinardo5 luncionn 
de onda p, atómicas, y en 11 tlfl. !l-lO(c) las que ruu lt.1.n de C(lmbinar funciones de 
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onda P~ o p1 atómica .. Todas estas funciones están modulada• por la parU radial 
de la función de onda. A$1, las fun ciones o0 que11eobtieneu de los orbitalesat.6-
micos h, 2$, et.o:::., tienen la mismadist.ribución angular, pero difieren en la varia­
ción radial. Los orbitales moleculares que tienen un plano nodal(indicado me­
dlanteuna línea detra.zos)perpendlcltlarala lineaqueune losdosnilcleosson 
antiligantes y fos olros son li¡¡ant.es. La fig. 5-11 !OUO!$lra eM¡Uenulticamenl<: la 
secuencia de niveles de una molécula. La separación y el orden de los nivdes 
de energla pueden variar de molécula a molécula y dependen además de la dis­
tancia inl<:muclear. 

5.4 Config uración eledrónica de algunas moléculas dfotóniicas 

Analicemos ahora algunas moléculas di.atómicas homonuclea..,s simples. En la 
.<ección f>.2 hemos estudiado la mb simple : H;; ubemos que su estado funda­
mental consiste en un electrón en el estado o01 ._ Consideraremos a continuación 
la molécula H., compuesta de dos eledrones y dos prot-Ones (fig. 5-12). Esta 
moléculae.sailn lo suficientementesimplecomop.araqne $C&pos.ibleana\izarla 
en detalle s.inusolverualmentela ecuación de Schrlldinger. La energiapotendal 
eléctricat-Otaldelsist.emaes 

Ep ,. 4 ~•• (-+.--?.--+.- - +.- + ~+ -;-). (á.6) 

Los dos primeros termino• corresponden a la interacción del deetrón e, con los 
protones p1 y~elterrcroyelcuartoa lainteraccióndee,conp,yp.,,elquinto 

rir. ~- l t. Mo!Ccu lu 11,. 

alarepulsi6n entrelosdos clectronesyelúlti­
mo alarepuls.iónentre los dos protones. Obsér­
vesequedebidoalaidentidaddelosdoselutro­
nesyanopodemosdecirqueelelutrón e, perte­
nece al protónp1 y el eleetróne, al protón p.. 
Enciertotentido los litomoshanperdidosuindi­
\'idualidad para dar lugar a un nuevo ente: la 
molécula. 

El pasos.i¡¡uiente serla establuer la ecuación 
de Schrtidingercorrespondientealaeaergiapo­
tencial dada anteriormente, procediendo como lo 
hidmos para la molécula H; en la .<ección 5.2. 
No seguiremos, sin embargo, este método p.ino 

que aprovecharemos Ja dl'll:usión hecha en la .<ección precedente. Podemos en­
tonces cons.iderar que conforme al principio de exclusión""'- puede acomodar 
los dos dectroaes en el nivel ligante º• Is con espines opuestos, resultando Ja 
configW"aclón (o, ls)1. Ambos electrones estlin en un estado ligantey dan lugar 
• unamnlécula estable. t::n la ílg. S-IJ se da la energlamolecularde es la confi­
guración en fu nción de la distancia internuclear. La separación de equilibrio de 
losnúcleos es 0,74 X IO-'ºmylae11ergladedisociaciónendoslitomosdehldró-
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~naenms estadosíundamentaleses 4,476 eV. Silas dos electrones t.lenen el 
mi'lllloespln,unodeellosdebeestarenelestadaligantec, l syelotroenel ~ 

tado antiligante o:h, resultando la configuración (c1h) (c~h). El decto anti­
ligant.e domina al efecto ligante por lo que no resulta una conliguración estable, 
comosemuestraenlacurvacorrespond.ieotedelafig.5-13quenotienemlnimo. 

Conlideremos ahora ne;- que t.i eue tres eted.rones. Dos electrones están aco­
modados en el estado ligante c 1 hy el tercero en el estado antiligante c~h, por 
lo que la configuración es (c1h)"(a~h). E l resu ltado es una molécula estable 
con energla de disociación igual a 2,5 eV. La molécula H; también llene tres 
electrones pero como la carga nuclear es relativamente pequeda, "° energla de 
d00claci6n t.a.mbién es muy pequeda y su vida media es muy corta. Sin embargo, 
ha$idooboervadaespeclro!IC6picamente. 

Lamoléculal-le., tienecuatroelectrones,dosenel estadoligant.ea,ll ydos 
en et estado antHigante c~ls, es decir que es (c0 l a)"(c~h)". El resultado es que 
no se produce una configuración estable. E$to explica porqu~ el helio es ungu 
monoatómico. Sin embargo. se puede formar una molécula He., excitada si se 
excita. uno delos "1ectronei a:i. al estado ligante a02s,dando(<r1 h)"a:lsa12s. 

[:J'~¡:~l!"u ~~~~fn" J'.°\:n~~ta~~~ . ,1 ... :10 1! 
!ntemuclearparalo1 .. tadooligante 
y anlillgantedel H,. 

La tabla 5-1 mueslnl la eonfiguraci6n electrónica de las moltculas diat6micu 
homonucleareoi hasta Ne.. La tabla indica también la energla de enlace yla lon­
gitud del enlace del estado fundamental de esW moléculas.. En esta tabla se 
pueden ver algunas caracteristicaslnlel't$11ntei. En general hay unión molecular 
cuando entre loa dos !tomos que ae combinan se concentran do• electrones con 
espines opuesto•, osea, que ocupan orbitales moleculares ligantes. Siu embargo, 
esto no es una regla estricta, ya que Me.,'tienesólotreselect.rones; yen S. yO, 
elúlt.lmopardeelectronesesU.enunorbitaJ ,.ysusespinesM1nparalelosco 
vezde opueitos. Est.acaractertstieadeS.yO,, ae debealhechode quelosorbi­
talespuedenacomodarhastacuatroelectrones, dos cone1plnhaciaarribay 
dos con tsp! n hacia abajo. mientras que estas molécutu llenen sólo dos elec­
trones en ese niveldeeoergla. Recordemos del caso atómico(sec<:ión4.3) que la 
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C•allru .. lh ell!d rhle• •• ... 16calu 4l • " mlou lio•••• ~<l•erflt 

M ... Connsurao lón 
~.n";I~ t~~n~~ Ettado 

lku la d•:tó n, 
lund• -

enlace, A mental 

.. ,1$ .. : 11 ... 2 ... : ~ .... 2p .. ,2p ":2p .. : 2p 

Hj [] "" "" 
.,. 

H, lill .,. 
He¡ lill [] '" "" 
l'l o, lill lill .,. 
u, lill lill lill 2,67 '2:, 

... lill lill IITJ IITJ '" 
"· lill lill lill lill [lIJ '·' "" 
e, lill lill lill lill ([!] '" 1,31 

N, lill lill llll lill §!] [iil 7,37 "" 
o, lill lill llll lill II!illlill [lIJ 1,:u 

... lill [ill llll llll @IT)[ii] ¡¡¡¡¡¡ 
"' 

.,. 
Ne, lill lill llll llll @D[ill [llijJ ¡¡¡] "" 

repu l!IOn ont"' 101 elect ro nu tavo"'u las funciona de o nd• espaciales mh anti­
llim~e1.1. Eoto exige, conforme 1l principio de e>cclu!ión, La1 fun ciones de onda 
deesplnn.,,111imttricu, locu.11li.ignifteaenesteea10que la.do1eloctront1tienen 
susespinespar.oleiol. Comod espln resllllante deO,es uno, la molttula deod­
ll•no tiene un momtnto dipolar ma¡¡nético~ntnte,locu'ltxplicaporqué 
el od¡¡eno u un ga• panmagllWco, ntivitns que la mayorta de los gases dia­
t6micos llo monuclHores llOO diamagnaic<M. Podemos eipenr también q ue Ja 
eata biLidad de Ja moléc ul a dt~nda del numero relativo do pmiu de electrones 
ligantea y aotiligante1. Por ejemplo, hcmon indicado que He. tiene el mi1mo 
número de pa"'• de electrones ligantes y de antilig~ n tes, no siendo estable. Lo 
mismo ocurre con Be,; en <:a nsecueri cia las do1 moléculas 'IOn inestables. Por 
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otra parte. la ertabilidad de N., 0 1, F1 y Ne,, (medida por La energla de disociadón) 
decrece p<>l'quo la difuencia enlre pares ligantu y aut.iligant.es es en esta• mo­
lécu las: J , 2, l y O. respecti~amente. 

La componente de! momentum angula r orbital total de los electrones según 
el eje molecular está dada por Mr.li, donde ML - l:1m11 . La energía de un estado 
dado depeode deA - IM¡_j. Sedet.igna el estado crm los simb-0105 l:, n. t., •S>, el<:., 
segUn que¡\ - o. 1,2, J, , .. Si Su el espín resultante de 105 electrones de la 
molécula, el slmb-Olo lle un estado u término"" tS••A. En !a última columna de 
la tabla 5- l se indica el t.énninu ddestado fundamental de cada molécula. 

Cuando los dos núcleos que componen una molécula son diferenks, tal como 
en el caso de HCI, CO y KaCl. l~ molécula se llama h<l<ronucl<ar. E n est as rno­
léculas la interaccilm coulombiana de cada núcleo con los e lectrones u difen:ntc 
y la molécula no tiene un centro deslmetrla. Luego , aunque los estados electró­
nicos se continúan ll amando o. ~-'· ... , etc., no se clasifican en 9 y u. En ge­
oeral, como se indicó a l principio dcl capitulo, euando se estu.Jia estas moléculas 
sólo se considera lo•electroncsqueestán cnla últlmacapa sin llenar. 

Tomemos como ejemplo el caso del NaCl. El proLlemn consiste en describir 
el movimiento de los 11 dectroncs del átomo de sodio )' de los t 7 del de cloro 
en el campo dóctrico p rotl ucido 1oor lo• nUcleos de S a y de CI a la distancia de 
oquilibrio (en la fase gaseosa) de alrededor de 2,51 x 10-•• m. Supongamos, 
para simpliflcar el problema, que co111olos electrones delas capas curadas están 
firmemente li¡¡admasusrespecti vos oücleus nosonafcctadosporlapresencia 
deuu segundonúcleo. Además, conform e a la disc u&iónprecedcnte.csdeesperar 
que los electrones que est~ n en cap.as sin llenar, pero que tienen sus espines aco-

l'lg-. 6-14, Curvas de energ1a potencial para el NaCl y el Na•CJ-. 
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piado•. no participen fuer\eme nte t n la unión de la molécula. Nos qu edan en· 
tonces solamente dos electrones no apareado1: el electron 3s del Na y un elee­
tron 3p del CI, 

Aplicando el mi•mO razonamiento usado para las molécu las homonucleares, 
podrfamOllde<:irque"' produ~ una estructuraestablecuandolosdo•electrontf 
están concentca.do• entre los dos álamos. Sin embargo, como In cargu nucleares 
son diferen te!, la d i5t ribuci6n no es Mmét.rica. E n el caso de la molécula da NaCJ 
la carga electrónica está desplazada hacia el nUcleo de Cl , ya que ~te produ~ 
un campo atractivo más inten.w. Esto da lu¡¡ara una molécula que tiene una 
distribución de carga no uniforme y que en con .. cuencia está pola.Uada. El 
momento dipolar eléctricode l NaClen lafa"'lilª """saes 3,0 x l()· • mCapro­
ximadam~nte. Si el electrón J.. del Na .., transfiriera completamente al CI, la 
moléculaseriaundipolo decarga e - l,6 x l0-'°Cylon¡¡itudi,gual alasepalll­
ciOn de equilibrio 2,5 x 10-1 • m o "'ª de momento dipolar igual a 4,0 x 10-P mC. 
Concluimosentonc.,. quea lrededordel 75 % de ladistribuci6nelectrónica del 
ele<:tron de valencia del Na está desplll1.Kda hacia el Jtamo de CI y podemOI 
con•idenor qu~ la molécula está compueslól de dos iones mantenidOI juntos por 
medio de 1u interacción roulomhiana. Podemos indicar esta MtuaciOn escribiendo 
Na+CJ-. Este tipo de unión mo le<:ular .. denomina ml<ICt i6niro, rnienttas qu e 
la situadón descritaantes para elcaso de l.as moléculu homonuclea res, con una 
dl5t.l';buciOnelectrónicasimHrica, ~ denomina en/acecwalmle. 

TA.BL A ó·2 EH<rl•• d& •tooel acl~ n fl , loa(ltu&•1 •el u l&ff ' • y mo mcalOI 
•r,olo rM cl ~•lrl coa p • o alg10H1 mol,ulH • 111¿mlcHº 

Covalente Ión leo 

Molkula D, cV '•·" ,, o Mol ~c:u!a D, eV '•A , , o 
H , 4,48 º·" ' NaCI 3,!'>8 2,51 '" "" 1,03 2,67 ' "" 4,43 1,27 1,07 
O, 5,08 1,21 ' l.111 '" "" "'" N, 7,37 ""' ' K8' '·" 2,94 '"' '" 2,47 "" ' .. "' 2,55 '·"' "' '·" 1,61 0,38 "" 3,76 "" 9,97 
w 11,11 1,13 0,12 " ' 4,92 2,79 '·' NO ,, 1,15 0,15 ., 

"' "" 9,24 

'Las mulb: ulas e$1á n agrupadasconforme al car:l.ctcr domi nante de la unión. U» 
momentos dlpolare1 c l~trlcooeotán expru ados en deb¡¡u (O). Un o n 3..3 x 10-" m C. 

La f\g. 'i-14 muestn la energla potencia! del sistema .,.<tjo-c\oro (en la ra .. 
gaseosa) en fu nción de !a distancia inlerouclcar. A srand"5 distancias, lo• do• 
sistemas interactuantes son lOI álamo• de Na y de CI, siendo su interacción muy 
pequei\a por lo que la eocrgíapotencialespr.lcticamenteconstante. A una u pa­
r:ación de alrededor de 12,5 x I0-10 m comienu a entrar en acción la transfe­
r..n.tiade cargadel Na alCl. Reduciendo aún más la stparaciónla energíapolen· 
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cial de lnuncci6n se uemeJ• • l potencial coulombi•no da • tracci6n en~ lol 
Iones N1,. y a -. A disU.nciH intemucle.ru muy pequen .. se h.au a~iabk 
la repulsl6nent~ losnilcleosy lascap.a•cerradll1 de los do1iones, Uc¡ando 1 

10brepasar la atncción iónica ent~ Na• y Cl-. El m!nlmo de la encrglapotencial 
o sea la pollici(ln de equilibrio oornsponde a uu a so:panicllm de 2.5 x 10-•• m. 

El nrbiU.L o función de onda molecu lar de u1,. moltcula diati>mica hetuo­
nuclear no puede ser del tipo da do en la""· (5.2). quetnl.a a los do. nUcl­
de un modo lim~trico. Luego (ol A y B de..i¡¡nan los dOI nlicleOI). en vez de es­
cribir la ec. (5.2)paraun orbital molecular l.ipnte. dcbemoaescribir 

+- + .. + •b. 
dondet .. yt8 sonla1funcioneo deoodaati>micu dclelec:U'ónrupecto1ce.da 
nOcleo. El par.lmetro l. M elige d11 modo q ue Ja energla cakulada concuerde cun 
elva l orcxperlmental.~Un sea tl va l ordt l., la distribucióne leclrónicasein ten· 

1itlc1 en lattgión entre los doJnúcltOIO h.acia un o de t ilos. Enel primer cuo 
el enlace es pttdomin.anlt mt nle co•·altntt y en t i 1oegundo H principalmente 
iónico. Para la ma.yoril de lu moltcula.s diat6micas hdt nmuclu res el enlace ti 
inttrmediotnlTtel«1..a lentepuroyelKinico puro. EnjleneraI.cuantom,1i6nic<i 
es el enlace mayof es d momento dipobr elktrico de I• moltcula. Por ejem plo, 
en la molkula de CO, en la cual ambos n ítcleos tienen cargas parecidas, el ce.ricter 
iónleo d• l enlau es menos not.1.ble que el oovalenU.. Esto uti evidenciado por 
ti momen to dlpolar el~ctrico n!lltivamente pequet'lo. 0,40 x 10- m C. de ia 1no­
lécula. l,.a tabla5-2da la1ent rgl11 de diw<:i1ci6n, lu lon¡¡itudes del enlacey 
101 momentm dlpolares tlé<:trl«>s d o alguno moléc: ulH dla ti>micu e Indica t am­
bién el earlctu dominaote dcl t nlace. 

&11'!.ffrLO<I".& Discu tir t i potenolal de Morse. 

-- El poj<nelal d< Monc n UIUI up,...l<ln emp1rlu que reprod"°" con bu­
t•nte pnc1116n la enuglo potencW de un estado ll¡¡ado de un• molfcula dlatclmlttl 
~:'~a~:.~ :nt\gurad<ln dectr<lnlca dad•. 

(S.7)Elcr, E.(r) . D[1 -...-~r. 

dondelu«11111an1e1 D,a yr,JOn p.vli· 
rnetrooaJu•tablosc.ar11.o\e r(1tlco1 decada 
moll:cul1. Enla ng.5-15M mueotuel gr'­
nco de H.(r). E l mlnimo de E, oe obtiene 
~:;::ndo dE,/<Y e lguallndol• a C<l'ro. Se 

-2Dor"'l'-J[l - e.-.J I - o. 
que n:qultn: que ...-~ - 1 o"'ª r - r., 
J.oeu.llndletl que r+n l111tj1.,od<ln de 
equlllbr1o. El valorde E,enel mtnlmoOI 
ttrn. Para •·•lores muy grondn de r l• 

:f~:~~c1:i.,n~.~~P·~·~~e.ix.:;:. u~;~ 
0 

,. • 
entonoe1 que D • • la enug1 a necesaria 
p1r1oepor1r odisociul1moll:cul11int ' 
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lnida!mente e n el estado de enecgla po tencial minima. Sin e mbargo, hay que con­
slderar esto co n m:h cuidado debido a la llamada tnuglo oibrocfrmol en el punto 
ctro(,·er secclón 5.8) . 

Parar pequeño, E~tiendea! valor D( l - t:"'"fen \"U dclnnnllo, lo que co ns­
tllnye unQllmitad6n del potencial deMor$C. Para ob!encr el slgnincado de la co ns· 
ta nte o debe mos esperar hana que estudie mos las vibraciones nrnlecularu(ejem­
plo !>.7). 

l!.JEl>ll'LO 6.4. Octermlnac!6n de los t érminos posibles del es tad o fundamental de 
alguniudelas m o!écu!asdc latabla S- 1. 

S<>l'"'1ó1<: Cuando un orbita l molecula r >.n lha cnmple1ado1u cuot a de clcct roMS 
permitldaporelprlnclplodecxclusl6n,eliinicoe1tado posibleC5 M< "" O y S • O 
ó estad o 'l:. Las molécula$ H., H~,. LI., Be,, C, y F, de la t abla 5- l lle ne n <:Omple tM 
todM sus orbll alt1 moleculare1 y rn estadu fundamen tal o '1:. SI h ay un so lo elec­
tr6n en el orbital mo lecu lar de 111 ás energ!a >.ni, es evlde1>te que A - A y S - +. 
E•to es lo que ocurre t 11 H, • y He, ', que tienen~ - O y e l U rmin o del estado lun ­
damcntat e1 •&.Cuando un orbit al molecular no ulá eornpletament e llc nn p1"ro l\ene 
más de un e lfl<; tr6n, como en B, y O, que tienen la co nfiguración (7r2p)', hay dlwr>o• 
términos posibles. E! orbital molec ular ><"lp se forma con funciones de onda at6-­
m!ea1 con m, - ± \. Ade más m, .. ± f. Lo• 1t0•lblff arre~los de números cuán ­
tico• (o de orbl t alu atómlros) compatibles ron el principio de exclusi6n esUn dados 
enlatablaqueslgue, enlacuallosslmbolos cnrrusponde n a lu lunelone•deonda 
(m.,m..),(111.t,m.),. 

o (1, - )(- l, - ) 
( l, + )(- l. - ) 
(1, -)(- 1, + ) 

(- 1, +)(- 1, -) 

( l , + )(- 1, +) 

Vem os que en esta tabla tene mos funciones de nnda su!lc!entc s co mo para form ar 
los 1!guiente1e11ado1 rnolecul<l.re" 

Ah - ± 2, 
M" - º· ,\fa - ::1: 1, O: estado>¡: 
!lf" - 0, M ,,.- 0: 

Ento1>u1 la con!lsuración (7r2p)' !le ne tres términos poslb!es, de !ot cuales el enado 
fundamental u el de mulllpll cldad rn ~s alta:'!:. E>teeo el estado fundamental de 
B,ydeO,. 
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- LI el<praión que 1lgue d• una dei<rlpdón bastante pttdu del• encrgl• 
po\endalenl•11niónlónlai: 

E,,(r) --
4

:._.. +-!--· (U) 

i,:1 prtm1rto!rmlno t1 la atncclón coulomblan a pura entre lo1lor>e1yel1egundoda 
cutnlade lanpulslóndelo1nOclt<:11ydelascapu«rr•dat.Seellgeeluponente9 
porque u el que produce el me)or aju1t1 de loo datos uperlmentalel mediante una 
fundcln ,....._ Como el .. gundo llrmlno dt!"'nde de ,...., dl1mlnuy1 muy rápidamente 
cu.ndoladl1tandalnternucltar a u1nf.ntoy..Sloulmport.nteopequefiasdlslanclu. 
La .. p....,dón de equilibrio r H obti.ne hallando el mln!mo <k E .. Se ~ne 

(~L .. -6.--~· 
que da ~ .. .. r:¡36.<-.. ~1!gnando oon n, la CO•"=lpond¡.,nte energl• E , en el mL­
n!mo,.., tiene O. .. - (8/9)c"/~~..-.. E1i. u la encrgla df. dloodaclón de la molk ula, 
~ Igual a la enngla nece .. rl a para dlrociu la mo!kuta lnlcl • lmente en'" u tado 
rundan1Cnta l,tn doo lonu cn l"l!po10• distancla!nlln\\ a unodeotro. Enclca1o dtl 
N1Cl, O. da la energla nooua rla para H parar la mol~oula en 101 lonu Na• y C\-. 
Lllonorg11del ollle ma foro11doporNa• yCl· • dlo\1ncl1 lnllnltacorresponde a la 
l!n .. de trnoo en la rtg. !1-14. Poniendo r, - 2,51 x 10-"m, oncontramo1paracl 
NaCI un• encrgla dt d i$0ci•d6n da 5,12 e V. Sln emb.,..., Qtamoo lnlert11dos en la 
energl• nece .. ari. para dl1<>Cl•r el NaCI en dos ilomo• Mulros, Na y CI. Se necait• 
una energla da 5,14 e V par• lonlrar un jtomo de Na, mientras que cuando .. lorm• 
el Ion Cl- H libtn1 una energla ck 3,72 eV. Por lo tan to, el &lllema formado P"" Na• 
yCl-adl1tanda lnllni\a\leneunaenerglaenuouoi.ob,.lad..l1l11emaNayCl 
a dbtanda lnftnlla igual• 5,14 eV-3,72eV - l,O t V. E110 1lgnlncaque 11 .,ner­
gl1 ll. de d!M>daclón del i'\1Cl cuando H lo d!v!de en "omo1 neutr<>1 « 

D, - 5,12 eV - 1,42 t V - 3,70eV, 

queeoalgoma)·orqueeLvalorex¡>trlmentalde3,58eV.$epuedeobtenerunmeJor 
aju1te de 101 dolos uperlmenlll« 11 1<1 reemplau el t~rmlno l"l!p11l1lvo que depende 
dt la lnnrsa de r por un t' rmlno uponendal de la lorma • up (- r/rJ. 

5.S lllo lttwl4B polial6micaii 

Un nuevo elemento importante tntn. en el análi1i1 del movimiento t l..:Wnico 
en moLéculu con m b dt do• ' tomos: la dispos.itil>n gcom~trica M 101 electrones 
y 101 nilcleos {en otra• pala bra•, la simetrla molec ular). Debemos n:'cordar del 
c3'odlat6micoque1<1favoncc la11nlóncuando lo1electronesdeenlactpueden 
acomodarst en la región qu e c1t.4. cntn los dos 'lomos. Esto nquicn que las 
funciona de ondas atómicas pertenecientes a los dos 'tomos y que fonn1n el 
orbital moltc:ular .. extiendan o ''t111slapcn" lo mbimo posib~ • lo 11.rgo de la 
lint1queuntlosdosn(lcleo1, flvoreckndoelqut:11npardeelectrones(unodt 
cadll 6tomo) esU conccntndo entre los dos i tomot. Podemos ..stablea:r como 
li¡¡uceatc~uisltodc"rnJ.ltimotfll$]apc'"dtlasfuncioneadeondaatóm.ica1: 

Ha!J unión tnlrt dw d/om<n tn la dirttti611 tn q11t /Q1 ruptciiuo1 
funciona dt ooda aJ6micas que f<>rn>an d orhilal moleeular titán 
conct11lrad1uolra1/apadiu; lainlui1idaddt/aun ióndtptndt dtl 
grado dt lrOJ/OfH dt /111 f1111eionu dtonda a/órniClll. 
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)., 
PI¡. ¡;.J6. Di$1rlbuclón electrónica en Pl¡. li•l7. Di•lribuclón eleclr<\nlca en 
la mol~ula d~ H,O. 1• mol~ula de NH,. 

El principio de m:l.x..imo traslape es muy (ltil cuando quenmos detuminar la 
forma o geometria de una mol~cula. Tomemos el caso de la moltcula de agua H10. 
por ejemplo: contiene 10 dectrooes y tN:5 nUeleos. En el Atomo de oxigeno p<>­
demos como antes olvidu (en primera aprox..ímaci6n) tod.01 loa electrones exu pto 
los dos electron"" p no apareados que están en Ja capa L (fig. 4-7). Como estos 
doselectrones tienen,como .., m11estra. enlafig.4-7, 1u1esplne1panleloos, de™"o 
diferir en su movimiento orbital. Recordando la fig. 3-10, que muestra la dia­
trib11ci6n aogulardeloselectrones p, podemos suponer que uno de los electrones 
estáC<Jnuntrado enladittcci6ndel ejeXyelotroenladeleje Y,oseac¡ue loa 
electrones2pnoal"'reados ocupan estadOSPzYPr (El resto de loselectrones2p 
del O están en la direccióo del eje Z, o sea en un estado p,, con susespinesap.a· 
reados). Lo1 dos iltomos de H. cada uno con un electrón \ os, están ubicados de 
modoquesusrespectiv05electronesse acoplendelamejormanenposible(esto 
es, con máximo t.ra slape de sus fun ciooes de onda) con 101 dos electrooes no 

' 

• 4w•·' ~•· _ 
y IOll,5 ' ~ 

. 

(• ) Funclor•n de or>do • , p,. p. y p, (b) ~·unclon .. de ondo hlbridu •P' 

Plr. ¡;.(8. F om donc• de onda rc•ul t a11lcs de la hi~rldacl<ln •p'. 
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apareados del O. Concluimos entonces que pani que haya traslape máximo ! 0 1 

dm Momos de H deben estar ubicados en lo.. ejes X e Y. respectivamente, a igual 
distancia del átomo de O. Esto da lugar a una molécula en fogulo recto como 
se muestraenlafig. 5-16. 

Oboérvcse que en la Hg. 5-16 la distribud6n de los electrones p del O no es 
exactamente igual a la mnstnda en la fig. 3-10. La nizón es que la presencia 
de lns átomosdeHdeforma,opolariu, algoelmnvim.ientodelos elcctronesp 
del O. Ademh el •ngulo entn lot dos enlaces 0-H es ligeramen te mayor que 90' 
(en realidad es 104,$") a cau ... de Ja reput,;(ln entre los dos átomos de H. Un 
d.kulo detall ado muestra que l05electrones Is del hidrógeno oon a t:raldo• hacia 
elátomode Oporloque los centros de ma ... del.a1 e11rgu 11egativa1 ypos.itiv11• 
no coinciden, produciendo una molécula polarll.ada con un momentn dipolar 
elédricoresultante de 6,2. x 10 ... º mC. según labi3eclrizdel iingulndel enlace. 
Es evidente que si la molécula H,O ruera· lineal, el momento dipolar !!nia cero. 

r1 , . 5 -1~. E11I """" de orbilalu mokcula..,. •I" localizados en (a ) me tano, (b) et ano, 

Consideremos ahora la molécula de amonlaco, NH,. Los tres electrnnes 2p del 
átomo de Nqueno estánapareadot (verflg. 4-7) n tán concent.radossegún lot 
ojes X. Y y Z, ocupando • •tad"-' p~ p. y p .. de modo que la molécula NH1 tiene 
una estructura piramidal, estando el lltomo do N on un vértic• y 105 'tom05 
de H en Jos otros vértice• que forman la bue (fig. 5-17). En el vértice N lo• án­
gulos de la pir~ rrúde son 107.3' en,.,.. de 90° debido a la npulsión entn: los 
t tomo• de H. La estructura piramidal da lugar a un momento dipol.ar eléctrico 
de 5,0 x lo-" m C según el ej e de la pirimide. El momento dipolar seria U1'0 

si la molécula fuera plana. 
El Alomo de carbono es muy interesante. Eri •u estado fundamental tiene 

sólo dot electrones 2pno apanados y esto11opuede u.plie&rmucho• comp11esto1 
del carbono. UJIO delos primeroscstados excitados dclcarbono consiste, como 
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semuestraen lasfi~ 4-8 y 4-\l,enune.l ectrón 2s y trucleetron .. 2pnoapana­
dos,con susorbitalesdispuestos comoenlafis.5-18(a). Loseleetrones2pactua­
riananlilosamentealosdelamonlaco,perod eleclrón 2s(por 1uratL11de ~ 

cionalidadJ no producirla una unión do la misma intensidad, haciendo dificil 
explicar mol~culu tales como el motano. CH4 • Sin emba.rso. es po!.ible eoostruir 
mediante la tb; nica llamada hibridi:aci6n de furtdonu de onda, nuevu funciones 
de onda 11.lbmlcasorientadasenlas dineeionesdeS01.0das.Lafunci6ndeonda2s 
y lüttts 2p del carbononotlenen exactamente la misma energla, pero la dife­
rencia es muy peque~a. Haciendo combinaciones lineales apropi•da• de las cualro 
lunciones. podemosobt.:nernuevas fonciones de ondahíbridas queco...,,.ponden 
todu • la misma ener¡¡la y que tienen un mi>timo pronunciado en la dirección 
deseada. Un posible juego de combinaciones lineales de las funciones s. p.., p. 
y p, da cuatro nuevas funciones de onda hlbridas con mhimo• que apuntan 
hacia l<n v~rticel de un tetraedro, como"" muestra en la fis. 5- \8(b). Las dino­
ciones ""ll~D lu cuales!as ouevu funciones de onda tlenen sus molximosfonnan 
Angulos de!09'28'.Seobtienenapart.ir dcla1 fundones de onda 1 ypenlafonna 

V, - t<•+ P~ + p, + pJ, 

V. - H• + p.-p.- pJ, 
;., - t<•- p. + p. - p,), 
y, - t(s - p. - p, + pJ. 

(á.9) 

Este tipo d e hibridización ae designa •P'- Obohvese que como las funciones de 
ondasy p correspondeo avalores diJ:ettnW delmomentumangular,las fun­
ciones de onda hlbridat no describen eat.ados de momentum angular definido. 

Con!.ideremo• ahora la mol~cu la de metano: CH,. Concluimos que ae obtiene 
mhima int.:n•idad de las uniones cuando 101 electTones Is de ca.U Uomo de 
hídrógeno alca nzan mdximo tra•lape con cada una d~ las cuatrofundones hi­
bridas sp> del carbono. !':•toda lugar a la molé<:ula tetraMric:amostradaenla 

' %'' "' . 

- . ' . . 
' X X -

rir . ú-!O. Fomclonc:o de ondo que rcoult~n de la hlbrldiuclón op'. 
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l'IJ. ¡.~ 1 . Ulst<il>uci6n ~l•dt6nlca ~n d dlkno uoando hlbridluci6n op': (•) onl1-
c. o, (b) tnJatt ,.. 

l'lr- ' ·H. Yunclones dennda l'<lsultante1de la hlbrldlu.ol6n1p. 
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llg. 5-19(11.). AnálogamenU:. la molécula de etano (H0C--CHJ tiene la Mtrnctufll 
indicada en la fig. 5-19(b). En esta molécnla. lo• do•átorno• de carbono están 
unido1poreltraslapede dos funcionesdeondah.ibridas1p".Esto:se<knomina 
enloce a debido a •u analogla con los orbitales a de las mol~culu diat6micu. 

Es importante reconocer que !a h.ibrid.izaciónseaplica no M'lloal carbono oino 
tarnbiénacualquicrátomoo ion que tenga la misma configuración electrónica. 
Por ejemplo. el ion N+ tiene la m;sma distribución electrónica que el carbono 
ylaestrncturadelflld.icalN•ll,esoirnilaralade Ctl,,conelionN+en vez del 
iltmnodecarbono. 

Hay, ademés de la h.ibridización •J>'. otras posibilidades de hlbrid.ización que 
incluyen funciones de onda cuyM rnornenta angulattf tienen valores mayottf 
que uno. Dio.cutiremoi"61o Las hibrid.izaciones sp•y sp por la importancia que 
tienen. En la h.ibridización sp" las funciones de onda., Pi Y Po"" combinan para 
producil"tresfoncionesde onda en el plano XY con susrn~ximoien direcciones 
que forman il ngulo1 de 120". como se indica en la fig. 5-20. E•tas funciones de 
ondooestándadasentérmino•delasfuncionesdaondasypporlasexpresionu 

<}, - Wc·+ l'2PJ-
4', ~ W(·- *Pi + Viv.). 

+. -* (•-W Pi - vtP.)· 

(5.10) 

~~ !~2:1.!1~~~:11u~:~d:~~r::: 
dlgacJón sp.(• ) Funciones de 
ond• de los iltomo• ""parado•. 
(b) t::n1aea.,y11. 
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FJ cuarlo clectron ocupa un estadnp,. E.ate ttel tipo de hibridincilm necesa rio 
para explicar molb:ul.u tales como La de etileno H1C - Cll., mosll"ada en la 
fic. ~21. El doble eolacc entro 1111 itomos de ca.rbooo pro'icne del ll"ulape de 
u af11ncióndeo11d•hibrida1p'deca.daitomodeca.rbonoa lolargo dela U11u 
C-C (o Mll un cnlaee •) y ti ll"ulape de funciones de ood• p,. lo cual con1tlt11ye 
11n U1/11~ "• atl llamadopor 1u ana loglacon tl ca.so de orbitales 1t enmo~c11Ja1 
diatbmicas. Loalltomo• de hidrtlgeno estJn 1i¡¡ad111 a Las rcstant.<:s funcioncs de 
onda hlbridu 1¡>1. Por ello, la molécula deetilcno es plana. El enlace doble .,. 
lit.ne cierta rlgidu que hace dificil torcer la molkula alttdedor del eje C-C. 
Esta rigidez no uistc cuando hay 1111 enlaoe li.mple como en el etano. y tiene 
citrto efecto sobtt las propiedades molccutans.. Obsttvue que el ¡¡ndo de tnl,... 
lapecn uncolacc"cs muchomenorquecn un enlacc",porloque losenlaces" 

P11, ¡ .u . l)l1trlbudón clect..Onlca. en el bu t• dlcno. (•) l':nluu loeallr.adot •; 
(b)c"1aces no l~ll..,.d111,.. 
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conl.rib11ye11menos11.laenugl11.de 11ni<!ln quelo1enl11.ees "· PorejempJ.o,-en~ 
eesil.11 6,33 eV para rompu 11n enlue i.im ple "· mienl.ras que sólo 3.98 tV pan 
romper un t nlaeedoble .... en un enlace". 

El ter«r tipo de hibridizacibn con orbitales 11.tbmlco11 y p se denomina 1p 
y corn•pondt 11. funciones de onda • ± p,, qut tienen m'ximos pronunciados en 
las direccione11 ±Z. E•ta• funciones de onda hlbtidas están represen tadas 
en la ílg. 5-22. Lu funciones de onda hlbridas sp son neceoari.u para uplicar 
moléculu tales como la1 de acdileno , HCmCH (fi11. 5-23). E l enlace triple cntrt 
losdos•tomosdeearOOnott1ulU1dtltrns.la~deun.11.funcibndeondahlbrida1p 
decadaAlomudecarbono(ntoes, 1111enl11.ce•)ytltnsl11.~defuncionesde 
11nda p, yp •• d11.ndolugaradostnl11.ces "· LosAtomosdehldrógenoestánlig11.dof 
a la1 restantes funciones de onda ap. Por caus. de esto t i acetileno es un.amo>­
lk11la linul. 

Contideremos ahon un• da-e de compuestos. que 101 qulmicos orgtnicoa llaman 
ct1njurad01, de kH cuales el butadieoa (C.HJ ti un ejemplo. La estructura tlec­
ln)niea del butadlr.no e1tá indiu d11.en la fi11.5-2". L.i1•tomosdccarOOnot1tán 
unidos a lo Lltrgo de la ct1den11. por medio de enlaces" utilizando fondones de 
onda hlbridaa sp•. Los'tcnno1de hidróGeno t1tán ligad05a lo1•tom05dtC11.r• 
OOnouS1ndolasl"t$lantesfuncionesdeondasp•. Pero hayadembcuatrocl~ 

tn>nts p, fonnan do enlaces ,.. a lo largo de la c1den1 de étomM de carbono. Lo1 
enlace.a "secornportandeunamancra particular en la1 moléculaseonju11adas. 
Lo1 clectrones del enlace .. - unoporcadaálornodecarbono - envczdeestar 
locaUiados en regiones detemlin•du de la molécula como los electrones de los 
enlaca "• son más o men05 libl'tl de moverse a lo lafllO de la molécula, comu 
se l11dica en la fig. 5-U(b) mtdi111te Mis distribuciones de probabilidad. De acuerdo 
con tslo. l05electrones wactUande11n modo muy especial. Por ejemplo, la poli· 
riubllidadde lumolttuluconjugadaocnla dire(:ci<!ln dela cadenaddcarbooo 
esmuchomayorque la polarizabilidaddeloshldrocarburo11oatundos.,l.o1cu1lt1 
t lenen sóloenlacesalocalizadosy funeH:ioesdeonda1p".Adcmb, loseleclront1" 
lntroducenciutarigidezenla estructuramolecularporloque todos loa•tomos 
d~ carbono yacen en un plano. 

Oilleutamosahora IH funciones deonda u orbitalet rnolecularesde los cuatro 
electrones"· En la parte inferior de la lifl. 5-2áhcmo1rcpresentadotsquem•ti· 
cament.e l1luncióndeondaradi1ldecadaunodel05elcctront1delo• • nlaet1" 
cuando lo1ál<lmo1dccarbonoes1Jn muylejosunodeotro. Cuando los•tomos 
uUin muy juntos, como tn una molh:ula. Ju funciones de onda posiblt1 Ae 01>­
t.ienen h11.ciendo combin1ciont1 lineali:s11.propi1du de l11 funciont1 de onda 
individuales o atómicas.. La Wcnica es la. misma que se usó para l-li y H1 pero 
ahora t.enemos cualro •tomo1 en vez dc dos.. Los orbitales moleculal'tl dcbtcn ser 
o timttricos o antisimttrico1 respeeto al centro de la rnol~cula debido a Ja i.im~ 
tria de ta misma. Lascuatn>luncloncsdeonda mole.:ular<Jspo1ibleo de lo1elec­
trone1 "estlio designadas eou .¡.,, *-· .¡.,y+. en la fig. 5-25, cornspoodlendo 
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PIJ . ~ •. ~~- O rl¡ilnl••• moloculores para 101 dcct ro 11c1 " d e l buladleno . 

cado un• de elln • un• energia diluente que •umenta con el nOmem de nodos 
de 11 fu ndó n de ond•. En conseeuend1, • medid.o que lo. .lltomos de carbono 
11e1oen:111, l1energi1 del siMe..ase desdobi.en cu1trooivelr:1 muy urcanos 



(U 

en >'ti de dos como en H; y H., En la fig. 5-26 le mlltrtl'U las CW1.tn> e1,1rvu 
de entrgla en funci6n de la dlstanda iJlttmuck:ar. C.d1 ni>'d de eou¡b p11tde 
aceptar do1 electronn con uplnes opuul.ol.. AJI, en el utado fundamental del 
b11\adleno,lo1c11atrotlec:tronu"ocupanl0t.utad0t.corftlpond.iontesa.¡., y.¡... 
Lo1do1 ... tados &iguientes, quecorrespondena+,y .¡.,,esún>'ac!w.Eolaflg.5-27 
1e mue11.nl la<futribudOn de probabilidadtlectrónicaft111ltanlt.Elorbitalmo­
i.,cular+,osdetipolig-nltpancadaparde"omosdecarbono,PtientrlHq11e+. 
u li¡¡anlt pan los para 1·2 y 3-& de átomOI de carbono y anliligaate pan t i 
par 2-3. Por cllo, la di$tribucióa total de probabilidad preaenU una depttlOOn 
e11 el uolro de la molb:ula. Esto significa que la lntenlldad del enlace nin tl 
pu 2-3 de 6tom.._ de carbono debe ser meoor que entre los pares 1·2 y M. El 
nlor uperimental de la longitud del enlace 2-3 es l,4(l x to-•• m rnit.ntn1 que 
lo1enlaces l-2y3-4 tieoen 11111longitudde 1,35 X 10-••m. 

Dt.tribud6n tutal <lo probabilidad para IOI electrones ~del 1>11t1dlen.o. 

Nuutnl~111ión 1e puedegenen.liul'Hcilmenttparalncluir1111poi1'uroo 
tea un compuesto conjugado que consiste en una eldcn1 de 2n •tomos; en d 
modelo clbicodela >'alenela1eescrlbirlaenla forma: .•• ---e- e-.c- e-c- .. 
Adcmb de l0t.enlaces • enll'e parei de 'tomo1 ady1centtl de carbono, hay 2n 
el«trones " esparcidos por toda la 1nolb:11la como ya 1e mostró pan tl. cuo del 
butad.ieno •n la flg. 5-24. l lay entonces2n nlveles deenergladi!.pooiblu muy 
Cttean06, con aipacidad pan. 4n electrones y que debf-n set' llenados por los 2n 
elt<:troon "· Por ello, cuando esta¡ molb:ulu utlin en 111 estado fllJlda~ata\ 
161o uú ocup11da la mitad i11lerior de los Jti,·eles de energia. Ea posible excitar 
•I movimiento d ectr6nico u ntu molkulu con una c•ntld.ad relativamente 
pequelll dttnerg!a porque 101 niveles vaclo1t1Un muy cerai. Cu•ndo hay 4n 
electrones .. todn1 los niveles detn•rglaesún ocup•dosypara excitar el movl­
mientoeltclróllico la mol~cula dtbedectuar un• tr• ni.itiOn a otra configuración 
electrónica, necesjUndoH much• mi• tnergla para ello. L• di..'spo11ibilidad de 
nl>'eltl de energla vaclo1 y pr6:Umo1 es responMble de que mncha1 de estu 
molb:ulasconjugaduabsorban fotonesenlaftgión>'it.ibleytenganporJotanto 
colorescarac:ttrlsticos.. 

Como 6ltimo ejemplo «1nsidtnortmo1 la molb:ula conjug•da dcliai dt ben· 
ct!IO, C.H., Los 'lomos de carbono están en los >'~11kef de un h~no rqular 
unidos por enlaces o 11111ndo funciones dtond• hlbridas 1p"a lolargo deaid• 
Un .. e-.c, como le muestra en la fl¡¡. 5-28(1). Loa •tomo1 de hldr(l~no uún 
ligados al nstante orbital 1pl de cada 'tomo de carbono. 1!1y Umhién Jeis ele.t­
trone:11 ,., uno para cada jtomo de carbono, que lt encuentran en nrbitates p, 
(el eje Z H toma perpendicular 11 plano de l• mok!cul1). Estos dectrooei ~ lt 
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f'lt. ¡.!8. Orbltale1 moltcul1..,1 del bt! neeno. (a) En!1cu ltXaliza dM n; (b) enlacn 
no loe.Iludo•"· 

pueden mo:wer libremente por d hedgono, constituyendo algo asl como Wll 
corriente «rn1da, tal como 1e indica en la fig. 5-28(b). Esto upliao el fuerte 
di1magnet.ismo del bt!nctno y de otras molKul11 conjug1d11 dclicu. El an61isit 
de l11 lunciones deonday de lo1 nivdi:i deenergla de lo.dtttrone. 1<e&simUar 
al de los del butadieno, pero d que la cadena de carbono sea a rnda introduce 
nuev11caracter!sticas reapectoa lascadenasabiert.a1 deurbono, C11raeterbtic11 
que no discutiremos (ver el problema 6.20). 
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No proseguiremo• con d l!St11dio de laestrnct11ra molec11Jar. Esta breve dis­
cusión del enlace qulmico e• •uficiente para ilustrar las idea. mh fundamentales 
yparaant.iciparal estudiante lasdilicultadesquesurgencuandose tratadeusar 
de un modo demasiado rigido el concepto clbico de valencia. La formación de 
una molécula es un problema de mucho• cuerpos con interaccio nl!S electromagné­
ticu que se debe r<:$<'.>lver con.forme a las reglas de la mecln.iea cuht.ica. 

EJE.lf l 'l.Q 5.6. Estimar la primera energ1a de excitación de un electr<>n " en una 
n•o!k11lacon/11gada. 

Soh•c:f6,,,SepuedeestlmarlaMerg1ade excltaclóndeunelectr<>n"cons!derando 
que dichos el«lroneo se mueven lndependlcnten~nle uno de otro y que 111 movi­
miento en la mol~cula se partte al mo'>'lmlento en una caja de p0tenclal (sección 2.5) 
cuya<.limenJlóneJ delordendelalo11gU11ddelaeadenadecarbo110. Lasfonclon"' 
deM1daeorresp0nMrlanentonoeo alul!neao detruo1 delaflg.5-25.Sllaeadena 
decarbonollene2nátomM, hay 2nclectJ>one1"yel~ltlmonlvelel«tr<tnleoocupado 
com:sp0nde al n-~oimo nh·el en la ec. (2.14). La diferencia de energ1a ontro d n-é•imo 
nh•el y ol (n + l)·~llmo eJ la primera energta de excitación. Lu~o, 

t>E - "'111::,~ !)' - -=;: - ;:. (2n + 1), (5.11) 

donde aeslalongltuddela regió n enqueoe mueven loselectrone•n, que oetoma 
como la longitud de la mot~cula mú modla longitud de enlace • cada extremo. 
Por ejemplo, en el caso del butadlcno, eon a de ap roximadamente 5,6 >< \0- '" m 
y n a. 2, obtenemM t>E - 5,86 oV, que correJpOnde a rotones de 2,12 x 10-• m 
delongituddoonda.Sehaobser\'adoque elbutad!enoabsorl>eluertomente radla­
ción d1> longltud de onda 2,17 x 10- • m, por lo que nuestro modelo 1lmpl!llcado 
proporclonaunacutrdora,wnableconelexperimento. 

5.'1 Rotaciones mafeculares 

Ahornquehcmostonsideradoelmovlmientoeleetrónicoen molécula..conn6cleos 
fijo5, ol P"-"' •lguicnteen nuestroan:Ui!is delautructura molecular e. estudiar 
el movimiento nuclear. El mo\'imiento nuclea r mh simple es el de rotación de 

cb 

--- -o--- --l--------o---~ 
la molécu la alrededor de s u eentrodemasacomosifur:ra un cuerporigido. E.1-
tudiarcmos primero la rotación de molécu1asdiat6núcas. 

La manera mb f'cil de estudiar el movimiento de un cuerpo rlgido es utilizar 
un sistema de referencia fijo al cuel'J>(> ycompul!Sto por los ejes principales de 



inercia.. En ti caso de IH molkulll1 diatómku (fi¡¡. >29) los eju principales icm: 
la llnu que une los dos nUcleo1 N , 'J N., o eje z., y dot lineas cualesquiera pu­
pend.ic11l•ra a él en el centro de mua. Como la mua de los electrones es muy 
pc<¡ueAa, podemos despreciar el momento de inercia de 101 mismns. por lo que 
el momento de inercia de la moléGula respecto al eje 7-. es nulo. Luego, el mo­
mentum angu lar de rotadl>n de Ja molkula alttdedor del eje z. es U.mbiin «ro 
y el momentum angular tota l L de la molécu la es vttlM'ndicular al eje de lt 
misma. Sir.eslllwparadlln de equilibrio de los nUcleosy I' la masa redueidA 
dela molécult,elmnmentodelntrciarespec.toa un ejtperpendiculara z . que 
pua pnr el centro de masa de la molétulll es I - ~ l.a energla cinét.ica de 
rotacM n de la mo!kulll es entonces E, - L'f21. En ••irtud de la cuanW:acilln dtl 
momentum angular, pndemos escribir. s.gUn la«. (3.1!1). 1,1 - lt'I(/ + 1), donde 
1 - 0, 1,2,3, ,,, (o s.a un entero nn negativo). En consecuencia, la encrgi a de 
rotadll n de la molécula u 

E, - ;,. 1(1 + 1) - B/ld(I + 1), (3.12) 

putstoquetscostumbr1>.ha11ttlr"f2/ - Bhc. l.a Labla5-3clt losuln11!$delt'/21 
y B para •·ariu moléculas, u.pres.Idos en eV y u cm-1 rtspectivamentc. DaPdo 
valores sucesh-ns 1 lpodem(ll obtenv- los nh·eles rotadoules dcenugl• de la 
molkula(fig.~).l.aseparadl>ndedosnivelesdeenerglasuecsi ve>s,corTU­
pondienl.esa / y r - 1 + I, u 

tJ.E, - UJ/lc(/ + \). (5.13) 

8 - A/4•<i<cm-• -.. .. ev ;;..cm_. 

H , "'·"" º"'' e,, 0,244 0,0698 
N, 2,010 º·"' L', 8,J >< IQ-< 0,673 

~~ 
1,78>< 10-' 1L80 

1,931 0,268 2170 
2,48 x JO-• 20,94 0,510 "" l ,31 x l 0 .. º·"' ""' HBr l,1» )( 10 .. 8,47 0,326 '"" ~·· 
l .84x l 0_. 1,4118 0,1!.I 

Como t i va\ordeli'/2/ es muy p1!queo\o (-1<>-'eV}comparadn con ta energl• 
dn~tic• de traslación (que 1!11 del orden de kT - ~ tV - 2,5 X 10-1 e V a tem­
peratu ra ambiente), hay a t emperatura. ambiente muchas uiol~culBS en est.ado1 
rotaclo naleseKcitados. Aunque la pob laci6 n relativa de equilibrio de los divtl"501 
niveles dewergla rotacionales es un problema muy lmport.a ntc, su análi&i• tt:-
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quien'! el U50 de métodos estadlstico• por lo que lo diluiremos hasta la Mceh'm 12.::>. 
Las funeionesde ondaeorn!lpondientes almovim.ient.orotacional&0n lo• Y...,(&,+) 
introducidos en la "'-'Ccl6n J.::>; lo• ángulo• (6,+) definen la d.irecciO n dtl eje mo­
lecular Z 0 l'eSJ>fldO a lo• eje• de coordenada• X, Y, Z fijos en el laboratorio. Por 
lotanto, laparidaddeeadanivel es (- 1)1 y losnivelesdeenergl a sueesivos 

'.~~·~· 
' -

' + 
' . -

' + 

f lJ.6·10. Estadosrotaclonales do 
energlade una molkula dlatómlca. 

t.icnenparidadopuesta, yaquewnsimilan:salosorbitalcsat.óm.ieu•s,p,d,. 
Paraeleawde radiaci6ndipolareléctriea.lastransieionesJ>llnnitidas&0naqueUas 
para lueual ... 

ti.1 - ± 1, (5.14) 

que es una re¡¡la de selección similar a la encontrada en el caso atómico. Luego, 
1610 son posibles las transieione~ entre niveles adyacentes. En la fig. 5-30 están 
indicadas algunas transieioues ootTespondientes a absorción. Uundo la ttgla de 
Bohr E1 - E, - h•. se encuentra para la frecuencia de la radiación emitida o 
absorbidaenunatransiciónrotacional: 

., .. {lE/h - 2Bc(l + l ) 6 ;; - W(l + l ), (á.15) 

donde 1 se refiere a! momentum angular del nivel más bajo involucrado en la 
transición y~ es el nUmero de onda expttndo en cm~•. Et espectro rotational 
de moléculasdiatómicas consiste entonces en una serie de linea• equidistantes 
separadas 

ti.V - 2Dem-'. 

Midiendo .i.;;. podemos calcular D y por lo tanto el momento de inercia; a partir 
deé!tepodemos e&timarla 11eparación nuelear r0. 

Los espectro• rotadonales puros caen en la. microondas o en el infrarrojo 
lejano. AdemA•, para que una molécula presente un espectro rotacional puro, 
debe tener un momento dipolar eléctrico permanente. En el procew de absor­
ción de rad iación por parte de la molécula, el mome nto dipolar eléctrico perma­
nente interactúa con el camp<1 eléctrico de Za onda incidente. En el proceso de 
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Flr . 5.SI. Espectro rotacional de a~rorclón del JICI cn fa se g....,ou. 

emi!.ión de .-.diación, la rotación del diJHllo es rcspo nuble de la radiación. E n 
consecuencia, lumaléculasdiatónúcas homonudearllS(que no tie nen un dipolo 
eléctrico Jl"rmancnte) na presentan elJl"Clros rotacionales puros. La fig. !">-3 1 
ilustraelupcctrurotacionalde abso"'ión corTesJHlHdienteal HClenfase gaseol'l . 
Cadadepmlóncorrespondeaabsorción m:ix.imaoresonante. l'odernosverque 
Jas frccucnciassonequidi•tantesdeacuerdocon laopresiónteórica,ec.(5.15). 

Laec.(5.12) cs válidaparaunamolécula rigida.Sinembargo,cuandala energla 
rotacional aumenta, hayunestiranúentode lamulkuladcbidoaunefectoeen. 
t.nfugo;estoda Jugara un aumento del mome11tadeinucia )'es necesario eo­
rreglrlacc.(5.12). Nucstradiscusión se aplicatambiéna losnpeclro• rotacia11ales 
de moléculas Lin eales. como CO. y MCN. Estu moléculas - que tienen en ge­
..en1l mayo~ momentos de inercia - tienen niveles rotacional es de e nergia 
mncho más juntos que La mayoria de La. moléculas diatómicas y co.....,.JHlndien­
temente frecuencias menores en el espectro rotacional. 

6 .8 Víl.INJciOnU moleeulares 

Huta ahon1 hemos considerado que los núcle<1s están en pa1icion ts relat.iv11.1 
flj11.1; si n embargo la forma de la curva d e energla polcnclal para una molécula 
diatómica (tal como las mostradas en Ju figs.. 5-0, 5-13 y 5-1 4) sugiere qu e los 
nitcle<1s de una molécula están en movimH:nto oscilatorio relativo. 

Consideremos una molécu la diatómica que tiene una energía potencial para 
una configuración electrónica dada, como se muestra en la fig. !">-32, donder• 
es La separaciónde equilibrio. Sielmovimiento nuclearcorTtspondc a una cncr­
gla E, lo• dos núcleos oscilan de modo q ue clásicamente su separación varia 
entn: Oa y O~. Sin embargo. se debe desCTibir el movimiento de los nitcleas con­
forme a la meclnica cuánlica. Si la cnergla potencial fuera la de un oscilador 
armónico simple, representada JHl' la par:!.bola :lk(r - rJ", el movimiento oscila­
torio relativo de los dos nitcleos seria armónico simple y los msultadoo de Ja 
secci6n2.6serianaplicables.La frecuenci.aangularde laoscilación ts .,. - Yk/I'. 
donde l' es la mua reducida de la molécula. En la sección 2.6 se mo1tr6que la 
energ!a del movimiento oscilatorio está cuanmada y dada por laec. (2.21). 
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Por lo tanto, los n.i\'eles vibracionales de energia de una moMeula diatómica. 
esténexpresadosaproMadamentepor 

E. - (.,+ ! )li"'oo (5.16) 

dondeu - 0, 1.2,3, . .. (enterononegati \'o). E n conseeuencia losnivelesvibra­
cionales de energía de la molécula son equidistantes. están a¡¡.._ uno de otro, 
y la molécula tiene una en•rgfa uibr~ciona/ en el pmtlo cero igua l a !li...,. Debido 

e, 

a la energía en el punto cero, la energiadedisociación de una mol~cula diatómica 
C• D, - D - !.4..., como se pue<Je deducir de la fig. 5-32. La reglll de selección 
paratrans.iciones di po lareseléctricasenlreni,•eles"ibracionaleseslamllrna 
queladadaporlaec.(2.34), estoes,• 

tw - ± 1. (5.17) 

Como el llnico cambio de" pcrmit.ido es a un nivel \'CCino, la ún ica frecuencia 
absorbida o emitida en una tnmsicióu vibracionales igual a la frecuencia natural 
clásica •o - w.f'J.:<. La tabla 5-3 da los '"alores de li"'o y "• - -.le para varias 
moléculas diatómicas. Lu frecuencias vibracionalcs <l e la mayoria de las m<>­
léculas diatómicas est.An en la región infrarroja del espectro. Para que ocurra 
una transición vibracional, tanto cmW&n cerno absorción, la molécula diatórnfoa 

•Ella r<glo do .. l<ttlón f\O n rigurosa porquo la on<rglo potor><lal, oomo .. muo"'" ~l• 
"g, ~·32, no os lo do un o.cilodor armónl«>, porloquo oon pooib!u , aunque,...,,... probable>. 
nloreomayorudo/).o. 
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debe tentt un momtnto dipolar tl&:t.rieo permanente. Pi:>r tUo, tn lu molk1,1lu 
homonueleare1 tales e<1mo H, 'J N., no h1y tnn!.io;lone. vibracionaln puru, y1 
que no tienen momento dipolu tl~ctrico perrn.11nente; estas mol~c1,1la.t no pre­
ttn l an entonces un esl"'etro infrarrojo. Empero, en las molkulu polares, taleo 
como MCI. hay fu&tes transiciones vibracionales. 

Nlvei.,, 
m~" .. 

K, • u l(l+JJI 

! 

--~----.i 
----- -~~---- -

1111¡'~1111 
l<•-1' "•moR 
;;lJ• - 1 iO.l•+I 

Fllr. i·la. Nlvei.s de ..nergla rotaclo- l'lg. 6·&4. THR1klona de vlbrKl6n· 
nalH y vlbraclona!Q de una rnolku la rol.ación en una molkula dlat6mlct1. 
dlalómlca. 

Se put deüpresartaencrglamolttulardebidaa la rotaclón yalavibl'llclón 
combinando tuecs. (5.12)y(9. 16);Wmnos 

E = E. + E, - (• + !>A ... +frl{l + I). (5.18) 

En ge nera l, la cantidtid lt'('U fl mucho menor (- 11)-' eV) que ,i; .._ (- 10-' eV), 
ypodemo1du irqueacda nivcl vi bracinnalcorrttpo ndenvarios 11ivtleo rota­
clo11.1.lu, comooe muest raen laRg.5-33. Elespectrode rotación-vibraciónrMulta 
cuando K tiene en cuenta LH reglu de aeleeclón f:,.u - ± \ y Al - ± \ para 
tninsleionesentre dosnlvelts rotaeio naltS]>"rtenttiente•a dos nfrelesvibrad~ 
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N~"'"" de Oftdo, rm- 1 

l'I~. ~·11>. Espectro de • boordón rotacional-vibradnnal del HCL Los mlnimo• 
m6spronuncladOIHdebenal H"ClylosmcnM prnnuncladoaal H"Cl. 

nales adyacentes. Dicho espectro está formado por lineas cuyas r .... cuencias son 

•.,. ~ .. ± Wc(,1+1) 

; •.• - •. ± 2B(l + l), 1- 0.1,2, .. {5.19) 

donde Is. refiere al nivel rotacional inferior y Blue definido en la sección $.7. 
Las fr<:euencias estén distribuidas tquid.illt.antemente a ambos lados de la fre­
cuencia centn.l 'o separados una d.Utancia 2.lk. La linea de írecuencia "'o fal ta 
del espectro porque lmplicaria una trans.ici6n con 41 - 0, que está. prohibida. 
Lafig.5-34ilustralastransicionesrotacionales posiblespar1.Latnrn s.ici6nvibm· 
cional u - 1 --+u - O. Las lineas con 41 - + 1 constituyen lo que s. llama 
rama R del espectro; la rama P del espectro está. formada por las Uneas con 
41 - - 1.La• intensidadesde ln diversas trans.iciones porabM>rciónyemisión 
dependendelapoblacióndelni\•eldeenergiainicial,lacualdepende asuvez 
de La temperatura de la sustancia. Considera...,mos este tema en la sección 12.5. 

En la fig. ~ se muestra el espectro de rotación-vibración del HCl. Como 'te 1 
dependcndelamasaMlamolécula,l01 espectro1de mo\écula1 qu e tienendile­
rentes isótopos, como H"'Cl y H"'Cl, están \iger3mente desplaz.ad0$. Esto s. 
aprecia claramente en la figura. 
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P11.•·H.Modosnormal.cl davlbr11dó n ~O o" 
de las1t>Olkulupollatómlu1.(a)CO.:w, ... 
- 1337 cm· •, .., ... &&7 e"'"', .., ... 2349 
en.-•; (b) H,O : .. , - ~7 cm· •, ... -
- l ff~ enr', .., ... 37~ cm·•. 

~puede refinarn11est.n.teorladela&i¡¡uientemanera. Lacurvadecncr¡la 
potencial de la fig. 5-32 no conupondc 1 la de un 01Cilador annónico simple 
por lo que l.u .,..,ilaciones IOll anannónicas. Esto rtqu~ thminos adicio111Je1 
c11 la te. (5.18) pan describir la cnergla 'ibracional u forma apropiada. Adcmb, 
la ~ción. de equilibrio de los D.ücleos cambia al variar 111. eotrgia vibracional, 
1ca111a de lafomu.dclacurvadelacnerglapotenciaL Esto da lugar a 110 u.m­
hiodel momcntodeincrc:ilo ypor lotantodcla eaergl1 rotaciooal, loc111lcoiu.­
tituyc 111 efecto de inter.cción vibnci6o-rotaci6n. Todos estos térmín01deco­
ITtcd6n K obtienen generalmente en forma cmp!rica aoalillndo el espectto de 
b molécula. 

Los espectros vibracionales de mol,culu po\iat6rnic11 son m•s comple]oa. 
El modo de ao.alinrloa es mediante los modOI mmm1/u de vibraci6n de 11 mo­
\kula, que ton vibraciones tn Ju cuales todo• lo. nilcleM vibran cnn relaciones 
de f1te constantes.. En gcnenil, 1 udl modo nonn1l corTesponde una frecuencia de 
vibración difennte. SU. embargo, la l.imdrla puede h1cer que algunas rrecuencia1 
1e11l¡U1les ockgenerad111.Llllg.~muestnla1vibraeion .. normal. .. dtdol 
molo!culH limpies: el dióxido de cubono, CO., es una molkula lineal y 1-110 es 
un1molkubpla111. Paraqueuna frecuencia estt1clivaentl ea.pectrovibr1cional 
oinfraJTOjo,lacorrespondicnt.evibraciónoonn.1ldebelnducir undipoLoclktrieo 
oscilante en la molkula. Conl.ideremos por ejemplo la molkula l.imttric1 CO,, 
que no tiene momento dipolu el~clrico permanente. LI otcilación .., pnserv• 
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Plg. &-S7. Niveles vlbraclonalu del H,O <>n fase gaseosa. l.11.1 cncrghas están ex­
J>ruadas en cm-•. Lo1 números cnt~ paróntc&ls co rrHJ>O nden al modo vibradonal 
(n,n.n,). 

la si rndr1a de iB moMcula por Jo que no induCf: un momento dipolar eléctrico; 
en consecuencia. el modo vibl"8ciona l es espectroscópieamente inactivo. Por el 
contl"llrio, ..,.induce un momentodipolarparalelo alejedeiB molécu la y ..,nn 
momento dipolarperpendicular a dicho eje; en consecuencia ambos son espec­
tro!IOOpicamente aclivo!l. El modo .., u doblemente degenerado porque consiste 
en el ilustrado más uno en que los 6tomos o!!Cilan perp• ndicularmente a la página. 

Unamolécul.apoliatómieatieneentoncesvariosgrupos de nivclesvibracionalu 
de energla. Algunos están ilustrados en la fig. 5-37 para el caso de H10. Cada 
unodeestos nivelesutáasociadoconsusnivelesrotacionalescorrespondientes, 
lo cual haceque losespectrnsseanbastantecomplejos. Elanáli!4delosupec-
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l%'OI de rotaci6n-,·ibtaclb11 de 1111• molkula suministra una información valiOSI 
1ce:reade .. 1s dimcnolonci, l1~metrla,la cnergtadedilociaci611, ttc.. 

Un prouso inkl'f:Sa.nk llamado tf«lo Ruman, en honor del fbico hindü C. V. 
n am1 n (1888- ), eiú. relacionado con las vibnclonea y rotaciones moleeu­
laru, au nque u eseocWmcnt.e; un proceso de di•pcnión. Supongamo1 QH ilu­
minamos una muestra de gu con radiación monocromitica de frecuencia •• Sl 
observ.mMlarad.laci601llipe,...dlcndincci6nperpendic11Laraladeincldencla, 
tneontnmoo qne la misma contiene, adcrnQ de la frecuencia • igual a la de la 
,..diación pri,,...Uoincidcnt.e,qucealadi1pu1i6ncohutn/todtRnyltigh,ndia­
dónde frecuencias•±.._ (donde.._ COfT'UJl<>nde a una frecuencia del rsptttni 
vib"'donal de la molécula). F.sto es In que se denomina dispersión dt Raman. 

Plr. •·18. IJl.,,e .. lón de Raylcl¡¡h y de lhman. 

Podemos inl.upretar la d.lspeni6n de Raman do la liglllent.e; mani:nt.: snpon¡am0$ 
quo una mo16cula est.6 inicialmcnlAI to el otado vibraclonat • (íig. á-38). Cuandn 
la moltcula U-rbe nd.iaciOn de frecuencia• pag • 11n etbldo e•u:it.do. Si d 
UbldO udt.dn no n UblciOo•rio. b encrgla •bsnrbida. se .._mite inmediata­
mente. LI molMul• puede volvtr • I atado inicial emitiendo rad.iacil>n de la 
mi1m1 frecuencia que la de 11 lui incidente ; f:!lta u l• disptf'3i0n de R•yleigh. 
La molécula puetle t.mbi~n volver• otro nivel vibracional <¡ue, por la ngla de 
seleccU!n .i.u - ± 1, debe ser ti nivel inmediato t U¡Mlrioco inlerioral nivtl ini­
cial: ubl u la dispeniOn de RlllUn. La radiación emitldli tiene e ni.onces frecucnc.la 
• + .. O • - .._. La Unea oon frecuencia • - .. se dtnominn llmn Sloku y la 
dt fncuencia • + .. /fnea cmli-Slokn. Tambi~n se ha obsuv1do d decl.o R.am111 
enel espectro rot.cional. En ni.ecuo 11 ngla deselecdOn u 4' - 0. ±2. 

•.s#MPW •.7. Reh1clón entre IH <:0n1t1n ln del potencial de ~lo- (•j•mplo li.S) 
y la frecuenct. vlbrao!onal da una molkula d.latómlea.. 

Sa,_.., Odo 5 0 - D[t - ~.......,Jr, podemos usar el dttan0llu 

.-• - t - :o:+t-"" - 1-""+ ... , 
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y rdentr &ólo l<>a lrff prlm•ro1 tbmlnM, • proxlmaclón qu• .. vlllda ol >:u pe· 
qu• fto. Haciendo >: - d(r - r,) tenemo• que 

E, - D(l>(r-r,)- ta'(r - r.:J + ... r 
- Da'(_r - r,;/- Da'(.r-r,;t + . . 

a' - ....:J2D, 

(S.20) 

que da laconotante n enlunclóndecon•tantios molecular .. con.,.,idu. Et .. sundo 
Urnilno ea la enetgla pot•nclal anarmdnlca y conlr1buye t~rmlnM adlclonalu a i. 
energlavlbraclon.a ldada en la«:.(5.16). Por •Jrmplo, .. pued<.demollrarqueeo 
po1lbleucrlb!rla •norgla vlbracionalhastael p<lmerordenen la forma 

B, - (o + U""" -("+ I)•~ 

5.9 Trall8foiones electr6n.iC1S11 en molo'.culas 

Una molécula puede tener varias configuraciones electrónicas o eotados eota­
cionarios. Para limpliftcar. consideremos una molécula diat.ómiea; a cada estado 
electrónico corresponde una energla potencial 5.imi!ar a las de J05 estados elu­
trón.icot de H; mod nodu en la fig. 5-7. En el estado electrónico ncitado, los 
dos núdeoi tienen en general disbnciude e<¡uilibrio que san diferontes dela 



,';,9) Tr<1t1sicionts d t:dr6n icas ~n molku/M 231 

correspondiente al estadn fundamental. E11 la fig. 5-39 están rcprcsentada. do! 
deest.ucurvasdeenergiapotencial.La""l""raciónde estas curvases delordende 
\a \O eV. Luego.cuando una moléculaup<:rimenta una transición electrónica 
l""!-alldo de una configuración electrónica a otra, La radiación in,·olucrada cae 
en la región vislbleoenlaultra,·io\etadelespectro. 

A un estado electrónico dado corresponden muchos estadM vibradonales y a 
cada estado vibracional corresponden varios esta do~ rotacionales. En primera 
aproximación podemos ucribir la energla de la molécula en la forma 

E- E.+ E, + E, - E, + (11+ ~¡1r,,,_ +.;,. l{I + 1). (5.21) 

dondeE,se refierea la energla electrónica en el mlnimo de la energía potencial 
(ver fig. ~39). I...u tres ener¡¡las pueden ,·ariar en una transición ele<:tr<iniea. 
En general, b frf:cuencia .,.yelmomentode inercia J sondiferf:ntesparaarnbos 
estados electrónicos. Por lo tanto debernos escribir "1 eambiode ener¡¡la en la 
transición electrónica en la forma 

donde l!.E, - E," - E( es el cambio de energia electrónica dada por la dife­
rencia de energia entrf: los dos minirnos de los estados electrónicos, 

l!.E, - E';- E; - (o"+ J)A .. ~ - (p' + ~)~"'Ó 

l!.E, ~ E'; - E; - .;..1"(1" + 1) -~ l'(I' + 1) 

es el cambio de energía rotacional. La doble prirn:a corresponde al estado de 
energla electrónica mayor y la prima al estado de e11ergia electrónica menor. 
La frecueocia de la radiación emitida o absorbida en una transición electrónica 
es por lo tanto la r.uma de tres términos: 

., - ~ - "•+ •,.(,o'', u') + •.(/", I'), 

donde•,= l!.6,/h se de!Kalcarnbiodeenerglaelectrónica,y .. ,.(,o", u')y•,(l",I') 
corresponden Tf:Spectivamentea los cambios de energla vibracional y rotacional. 
La frecuencia •, es la mayor. Para una transición electrónica dada, los espectros 
consis~nenunaM:Tie debandos;cadabanda correspondea un\'alordadode 
o" y de u' y todos los valores pMibles de/" y/' . 

Necesitarnos regla s de selección para del.crrninarlOJ;valoresposibles de(11",11') 
y(I"./?. Sícon&iden.mos transicionesdipolares eléctricas, la regla de selección 
rotacional es 

l!.l - 0. ± 1, no l" ~ 0-1' ~ 0. 
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Obsérvese que ahora e.1 - 0 está permitido porque hay uo cambio en la confi­
guración de la molé<:uta durante la traus.ición y las consideraciones de paridad 
no entran en la misma lonna que en Jos CJtSOS a~teriores. Sin embargo, la tran­
slción 1· - 0 ..... 1" - 0""t.á prohlbidaporquesl no lo estuviera seriaimpo5.ib le 
satisfacerelpriucipiodeconservacióndelmomentumangular,yaque laradiación 
emitida o absorbida pos.u una unidadde momentum angul.a.r. 

Otra regladeselecciónesqueelespindetamoléculadebeserelmismoenlos 
dos estados electrónicos involucrados en la transición; esto ea, os - o. Esta 
reglascdebeaquelasfuerzasdependientesdelesph1 actuantesenlatranslción 
no sonsuficientement.eíuertesparaalterarclacoplamicntodetespindeloselec­
trones; s.i n embargo,_esta regla de selección no se&iguerigurosamente. 

La regla de selección vlbracional es algo más complicada. Nótese que una 
transición eleet.rónicaocuneen untiempo ·del orden de 10-.. s mieotrasqueel 
movimientooscilatorionucleartieneunperiododealrededorde lO-Us.oseamiJ 
v~ces mayor. En con..,cucncia, durante la transición electrónica la separación 
nuclear permanece esencialmente oonstant.e. Esto significa que la linea que une 
lasposiciones initial yfina l delnúcleoenl.a.fig.!'hl9alinstante de latransición, 
debeservert.ical. Porotraparte,lastransicionesmás favorablesdebenseraque!lu 
para Las cuales es más fáci l ajustar rápidamente el movimiento nuclear a lu 
nuevas condiciones electrilnica"- En términos clásicos, las transiciones vibracio­
nates más favorables deOCn ocurrir cuando la velocidad relativa nuclear es la 
misma en ambos estados al instante de la transición. Como la velocidades cero 
en lo5 extremos de la oscilación cibica, la& lramicfonu más probablu ocurnn 
cuando al inslonle de la /romidón los núclws Wán w un al.runo de su IJS(i/odón 
110/omismadi&lanciainlt rnucltarenel"Wadoinicial¡¡tntlfinal.Enellenguaje 
cuánticopodriamosdecirq11elastranslcionesmhprobables50n aquéllaspara 
las cuales la función de onda vibradonal •ufre la menor distorsión al instant.e 
de la transición. Comolasfuncione•deondas osci\atoriasi;on muy parecidas en 
l<.>1ex tremos dco~ilación cláslcos (recordarlaflg.2- l9),llegamoaconelmodelo 
cuántico a la misma conclusión que con el clbico. 

Refirámonos a la flg. 5-40, por ejemplo, y supongamos que una molécula que 
está inicialmente en el estado vibracional o' - 5 del estado electrónico C' ex pe­
rimenta una trans.ición porabsorciónyendoalestadoeleetróniooC". Los estada• 
finales vibracionales más probables~ obtienen dibujando lineas verticales o y b 
en los extremos de la oscilación cll>slci1 y ute.ndiéndolas hasta interceptar la 
curva C". La linea o cacccrca deo" - 1, resultando una transición o' - 5-+ 
-o"- 1. Lainterseccil>ndelaUneabcaeporencimadelaenergladedi.sociación 
porloque darialugaratadisociaci6nde tamolécul.a..Cuandolatrans.icióninvo­
lucrael nivel de vibración más bajn(U6u" - O) se debe dibujarla Une.a vertical 
por el centro de lasoseilaciones, tal como e yd, resultando (en nuestro ejemplo) 
J.a,_,translciones 
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Larazóndeestoesqueelrn!ximode la funcióndeiJnda delestadn fundamental 
de unoscilador est.á enelcentro (verlafig.2-19). Hem(>Sconsideradotransiciones 
por absorción; el mismo nu.onamiento se aplica a lu transiciones por emisión. 
En consecuencia lu transicione11 vibracionales asGc:iada.1 con las traruiciones 
electrónicu no saW!acen la regla de selección tw - ± 1 por lo que u puede 
•ufrir un cambio de varias unidad"". 

La regla qu e aeabamo» de explicar para detennin.ar la transición vibracional 
en una tnrnsición electrónica se conoce como principio de Fro.ncl<-Omdon. James 
Franck la formuló en t<!rminos clllsicos y Edward U. Condon la refonnuló con­
forme a la meciniea culloliea a lrededor de 1926. 

:;:,~d:~~O. Trm••iclonc• clectrónlcu t>ertni tldas cunlornoe al principio do Franck-

5.10 Conclusi6n 

Ennuestroestudiode laestructura mokculusólohemos consideradolos aspectos 
m.b importantes. Hay much(>S d~taUes qu e no hemos mencionado. Por ejemplo, 
losespiou nuclearestienen influencia en losniveJ.,,, deenergla moleculare$. En 
lu molécula! mlls simples, H; y H .. los dos protones pueden tener 1us espines 
paraleloso antíparalel<>s.dandoluga r alorlohidrógenoyalparohidrógmo. 



La s.imetria molecular juq¡a u n rol muy importante e n la detennlnllción de 
laavibntciones nonnales po&ibles y en Ja d e laatrarmiciones perm.itidaa: empero, 
un estudio dela &imetrlamoleculareaU por encima del niveldeestelibro. 

En el eHO de mol~ulas poliat6micas los espectros pueden ser tan complejos 
que ruulte impo;Sible cla&ificarlo• e<1mo lo hemos hecho con loa de las mo~ulas 

diat6micasen la aecciO n ft.9. Sin embargo, estacomplejidadesUtil e n el 5"ntido 
que pennite ldent..iflcar un compuesto dado observando "" espectro. Por otn 
parte , cierto• grupos atómicos pre5"ntan esped:ro electronicos y vibntcionales 
biendefinidos,por loquelaob5"rvaci6nde lasfreeuenclasco,,.espondient«l es 
una Indicación de la pre5"ncia de tales grupos en una mol~cula . 

Podemos concluir diciendo que nna de las herramientas nula poderou.s para 
detenninar la estructnnt mo lecular es el amllisla de los espectros molecn lares. 
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5.1 La enorl!la del estado lundamentaJ 
d•l H; rc1pecto 11.I sistema compuesto 
de hidrógeno en ou u t ado lundam<nt al 
y H • adist a nci• inflni\aeo- 2,65eV. 
~~~~~:.:.'. (•) la energla del H j respecto 

a dlnancia lnftnlta; (b) la energla d<!l 
slnema H; +•a S<paraclón lnftnlta 
re•pecto al •l•t ema H + H tamblln a 
diatancia inílnila y con ambo• étomot 
enouestado lunda mental;(c)l11.energl• 

~i,C:::;~~:~ló~c d~1st~' ~~l~~uiane~~· d!: 
átomo1 de hldrógenoen ouestadolun­
damental ••4,48eV. Comparar elresul­
t ado de (c)con la energla de lonixaclón 
del hidrógeno atómico. 
5.2 CaJcularla contribucióndelare­
pulslón coutomblana entre lo• dos nll­
c!eo1 a la energla del Hj en su estado 

~u~:ª7:,~~~=~c.fa~1c~:i' ~~e~~:;~· c!~b~!: 
nllcleot. [Sug<rtnda : Utill>ar 101 datos 
delproblem11.precedenteyrecordarque 
ladi>tanciade equllibrloentr<lo1 do1 
núclcosenelHj es l,06Á.] 

:">.3 Lu e nerglas de disociación y de 
ioniución.., exprc1an rrcc uentemont e 
<nkcalmolr'.Pn>barqueunkcalmole"' 
equ l ~a le a 4,338 x 10-•ev. Expre1ar la 
;;;:l~~.~ de diooclaclón de H, en kcal 

5.4 Explicar por qu' la longitud del 
enlace del H; ea 1.00 A, mientras que 
H, tiene una longitud do enlace m's 
corta igual a 0,74 A. Exp!lcar t11.mblfo 
por qu, laenergla dedlsocladón del H, 
(103,2 kcal mole -1) c1 rnenoo del doble 
de la cnecgla de dls<>elación del Hj 
(61,00 kcal mole-•). 
5.5 E~plkar por qut el Ion u; es 
menol e5\able que d Ion He; 11 ami><>• 
tienen la ml1m11. con llsuradón elttt.0. 
nlca.¡;Cu,lde los do•deberia tenerla 
dlllancla lntemuclear rnayor ? 
5.6 Hallar la cnergla del u, rupecto 
al •istema 2Li• +2e, con la. cuatro 
partlculas a dista ncia lnnnlta. La ener­
gla ~ loniución dol 11\lo es 5,39 eV. 
Calcularlaencrgla dereputslóncoulom-

blanadelo1!ones Ll • aladl¡tanclade 
equilibrio, 2,67 A. Calcular luego la 
onergladelo1 do1el«tn>n .. dcvalenda. 
5.7 Dlcutlrlaconílguraclónelcctrónlca 
y !a estructura de l enlace en(•) Al,, 

~~~:~/~c)d~\é;~l~:d~ei°:~~:~~~~ 
5.8 D!ocutir la conllgur11.ción dectrO­
ni~a y ta estructura del e nl ace de 111. 
mol,cu la NO. Comparar con la mol~cula 
~~. Decs~~~~e~uál de las dos moltcu!as •• 

5.9 Escribir las conllguraclones elec­
trónicas de l11.11igulentu molt culu dla­
tómlcas hcteronudearn:{a)LIH,(b)CN, 
(e) SO, (d) CJF y (e) HL Determinar o.I 

~~t~~~~!~~1:~V:~~ .;t~~m°:sod; n[~ 
molÑul.a espo<ltlvo y cuál ncgatlvo. 
5.10 Calcularlaenergta que""ll~ra 
cuando el AlC! yel A!Br ff disocia n en 
átomo• neutro1. LH Jeparacio ne1 de 
equ!llbrlodeest as moléculu1on2,13A 
y 2,30 A re•pectlvamc nte. Los valores 
upcr!mcn lalucorrespondlentctson 71,5 
kcal mole-~ y 55,3 kcal mole-•. [Sug.,. 
rtno/a: Ver en el eje mplo 5.5 un dlculo 
•lmllar para el Nacq 
5.11 Cuando un 6tomo de hidrógeno 
captura un electrón para lrandorm11.,... 
enH-,1ell~raunaenerglade0,749eV. 
Laenergladclonl••dóndclLle15,39cV. 
CaJcularla cnergladedlooclaclónde 
LIHtcnlcndo encuenta queladi>tancla 
lnt ernuclur de equlllbrlo es 1,60 A. 
5. 12 Unaupre1lónemplrlcaaoeptable 
fo1ª:i~o¡~:ncrgla potencia! en el enlace 

B• - - -/(4"<"') +~-U•,,,...,, 

dond• •es lacargadoloslonesybes 
una constanteque ff deleronlnaapartlr 
de lo1valore1expcrlmentalesdclaeuor­
S!• de dis<>elaclón. Hallar& para el KCl 
teniendoencuen\aque ladlstanclade 
equilibrio en cota mol~cula •• 2,79 X 
x l0·1•m. Repruentarllonerglapoten­
dal. H allar laenergla de disodación del 
KCl en K• y Cl-. Calcula r ta e nergla 
=~~rl~e!iª,:. la disociación en pro-



donde•eo la carg•delos lonet y11, 
b y d. •On contl• ntes que se oblle nen 
u¡>er!ment• lmen te. Pata d UF lat 
con1ta11t<1 ron:a - 3.25!+.-1,b - 895eV 
y d. - 2,68 eV A'. Determinar la enor­
lll•necenrl•para di sodarunl mol~cula 
deLll' en1u1do1ioneo. (La longitud de 
uniónenel LiF n l,54!+..)Caknlarlam­
biénla cnerg!anecuarla paraladi$0cla­
clón endo1~lumoo neutros.Ll.enugl•de 
lonluclóndelLles5,39eVylaallnldad 
electrónica del núor es 3,~5 eV. 

5.14 Ocmo•trar que lalunclóndeonda 

4' - N(•+o:p.+~i.. + TP•) 

tiene ou mhlmo e n la d irección del 
vector " - "'"' + ... ~ + ..,T y su ml-

~~:n:~ .. 1:0:\~~~:~.:::":~~·a ~~~:; 
corr .. pondientua tos v ocloru •y•' 
t ienen su mhlmo en dirwcionu que 
lorman el ml•mo ~ ngulo que " y•'. 
Escrlbirelvector.,paracadaunadelao 

~~~~:~~~da~" .~n~: ~~ó~ª' 5.;~• ~o;~ 
::~i: nro~1 ~::~le~~:• ~:!~~;:.~~~ngr~ 
mandohgulo•del09" 28',yque en el 
caso•P'l<>1,·ectore1esUnenol planaXY 
lorma nd0Angulo1 d e 120". jSuguencla: 
Notar que el ve<:tor ~.p, + .. ,,,.. +"•P• 
e• proporcfanal a~.] 

5.15 Oen101trar que la. cuatro fun­
clonos de onda hlbrld., sp1 son or\ogo­
na lu. H acerlomlomoparal ,.. funclonol 
Monda1P'. 

5.16 Discutlrla u tructurade(a)C,H., 
(b)C.Hoy(c)C.H,. 

5.17 Analizar la cstrnctura de las si­
guientes mol~culas: (a) co,, (b) es,, 
(e) CSTe, (d) C., (e) CdCI,, (l) 0CL1, 

(g) ONCI, (h) SnCl,, (l) s:- y Ul cr.1~. 
In dicar cuoiles molfculas so n llneales 
ycuélu formanhgulo. 

5.1 11 Anallur la est ructura de las 
slgulen tes moléculu:(•) A•H,.(b)SbF., 
(c)DO:-,(d)OH;,(e)PCl.,(l)SeOl- ,(g) 

Br0;,(h)SlF, e(i) PF,. lndicarcu'1es mo­
léculu ron planuy cuálesplro.mldaJes. 
5.19 Analizar la estruct ura de Bll, 
y BH¡", Indicando 11 lu moléculas so n 
planas o plramldaJes. 
5,20 Discutir las moléculas de H,O 
y NH, utlllundolunclones deondacon 
hlbr!dl>.aclón•P'parae!oxlgenoyel 
nltrógenores~tlvamenle. ¡,Cru ust ed 
qoel!sta es un a descrlpclón deesta1 
;:::~!c,ulas mejor que la presentada e n el 

5.21 Ana lliar Ja estruc\u!'11 de unió n 
de CH¡ y H,O•. 
5.22 Discutir la eUructu ra de unión 
:~olt:ui::'?oll:cula H ,CO. ¿El plana la 

5.23 El momento dlpolar déctrlco de 
H ,O es 6,2 1< JO-M m C. lla llar el momen­
lo dlpolar corre1pondienle a cad• un!ón 
0-H. Teniendo en cuenta que la lo n­
gltnd de unión de 0 - H es 0,9511 !+., 
¡qué fracclóndcl olectrón"delhld rógcno 
se ha lranoferldo a l dlomo de oalgeno? 
5.2~ La longitud efectiva total de la 

~~~é<:e~1 ª9~'tg:ida"ce~~-:.;~.;cd~J~: 
nlveles de energía ocupados p0r 101 
electrone•"· H allar la energl a y la lon-

~::•~:~~~ªn!"d~º;o!º!~.:~~':.~~b~:: 
5.25 La moléculadecarotenope1 
u na mol~cula conjugada que llene 22 
clectrones ... Se ha encontradoque e•t• 
molécu la absorbe fu et1.cemente radiación 
fa ~~~~é~.1.~Umar la Longitud totaJ de 

5.26 Demostrar que el momento de 
Inercia de una mol~cula dia tómica res­
pttlo a un eJe perpe.ndlcu lar a la linea 
de losnilcleosyque pa1a por eloentro 
de masa es / - l'l"l .donde¡1.es lo. 1118$a 

~~~~~d~t~~~cl~a':-1.écul a y r, es la dis-

5.27 Laa llneuady•centuen el espec­
trorotaclona! puro de'"Cl"F est'n 
oepanodao por una rr«~enda de 1,12 x 

1~~r:.. ~=· .;fa"~o~:C~18~iotancia lnter•-

5.28 (• )Calcu!arlaenorg1ayla!o11-
glluddeondadel to\ón a bsorbldocuando 
una mol~cul a de - H g"'(;I {'0 - 2,23 !+.) 



h1cel11 lrsn1lclonurotadon1lel l -O­
-+l .. 1 y 1 - 1 -+ 1 -2. (b) ¡En q u' 
..,gión dd espectro el«t rom1gn,tlco H 
encue1>tran a t as llnu.•' 
5.29 Suponie nd o que I• sepu'f.clón de 
equlllbrltl e n lu molkulao H"O y H"Cl 
u 11 ml1n•• e lgu1I 1 1,27 A, calcu lar 
paraud111n1deellu:(a) lac:on&t1nte 
H pan loo nlV<Olel rotadonaleo, (b) la 
eMl'glade losdooprir .... roonh'ek1Ud· 
tadoa rotadonalu, (c) IH lrecuendu 
y longltuda de ond• conupondlentu 
1 lutnn1klonul - 0-1 - 1 yl ­
- 1 - 1 - 2,y(d) ladl fc..,nd• def..­
cuencla e ntre l!neH su<'ellva1. Comp•· 
rulo1 rttu llldo1 con l1n11.5-31. 
5.30 C.lculu laenorg1ade lot l "'I 
primeros e11ados uclt1d01 rot aclon1 k 1 
en CO y co .. Detennlnar I• longit ud 
dcondodelosloloM••bsorbldoaenllOl 
tr1miclone1cn t ..,uotnh·eludeener¡¡!1. 
5.31 !.os n!V<Oks rollclon•la de cner­
IJI• de un• molkula que 11ene do• mo­
mentosprlnclp1ludc Lnercl1 l¡ualuo­
l 6nd1d1>1por 

E~ - f,;L• +·H+,- +,)rJ, 
do nde t ,correoponde1 looeje1 Xe Y , 
l,corre1pondeal ejeZ,y 

L' - 1{1 + l)A', L.- mA. 

Empicando ut1 ecuación, n 1lm1r l• 
p0tk~n ..,11tlv1 de los nl•·eles rot1clo­
n1lu de energla de un1 molfcu\1 qui 
tiene(•) 1, - 0,81,. {b) r, - 1,21,. 1\1· 
prflCn\1rgriftcamen telo1nlvelucomo 
m ólllJ>loo de ~ .. 2 1, . 
!o.32 Una molk ula dlo tómlca no u 
rlguroHme nterlgiday la dl1t1ncialn ter­
nuc1tar 1umenta , debi do 1 un olcct o 
ttntrllu¡o, 1 med ida que 1umtnl1 el 
moonon t um an¡ul1r de la molkula. 
(•)¿Cómo lfcctlrl& t•I• cotltsmltnlo 
aL01 nlV<Oludeenerglatncompar1d6n 
conlosvllore5dado1porlaec. (!o. l 2)' 
(b) Una upreslón emplrka pan I• 
ener¡¡:l1rotaclonaleo 

E,.. .. (~'/2f){I(! + 1) - 111(1 + IJP'}. 

dondeleJ laeonst ant e dtnUra mlento. 
Obtenerun•exprnlón pan las frecu•n· 
cl11 correspondlentu1la1tr1n1lclonu 

en._.., lot nlvttc1 ro tadonalu. Comparar 
con \1ee.(5.15)yV<OrlllH PU•dereco­
nOC"'r t i e fecto de eotlramltnto en 11 
11~ .. ~-:11. 

5.33 no. cutrpos de mua• m, y m, 
"''pecth<amente ut6n unldot con un 
..,1ontdeeon11ant1el .. tlc1Jr(flg.5-41). 
Mosl rar que 111 seutlra t i resorte y~ 
lo • ue1t1 , 111 mH ll oscilan con un a 

f:~::.c1~;.,cld~'!:?~·m:~nde 11 
u 

5.34 C.lcularlaenergladt los l"'t nl· 
\'tics mU bl)OI de vlr.nctón en el HF, 
d~do que la con1t1nt• de fuer .. u 

E~~EnL~ ~j~;~~.:1~~·;! ~ 
5.35 El etpcctro Infrarrojo dtl CO 
a bal• ..,t oluclón, P"'Hn ta un• b•nd• 
de llb1<1rcl6n cent rada en '2170 cm·•. 
Ha llar la con•tanle do fuenatn e l CO. 
Reprucnt arae11C11lal1cu1"V1 detntrgt1 
potencia!. 
5.36 C.lcularetcodenteen\.., la1 lte­
cutnclu n>taclon1tc1 de las molkulu 
dt •H"CI y ' H''CI suponiendo que I• 
constante de luuu u 11 ml1ma P""' 
ambas moltcul1s. 
5.37 ¡Cu61u lacon•t•nltde f­
de la molkula dt H CI ol la lrccuend• 
de \'lbradón es 9 x 10" HeT Mallar 
tambltn 1• entr¡¡:la t n el punto ttro. 
5.38 Ha lla r las l'tecuenclHvlbr1clon1· 
les de H D y D, ten ie ndo en cue nta q ue 
la molkula de H, ab10rbe rad l1d6n 
lnfrarrol•delon¡ltuddeonda2,3x 
x10-•mcorrttpondlcnle a un1\nn1l­
clónvlbraclona l con a.. - 1, 1ln amblo 
del11entr¡¡la1rotaclonllyelcctrónla. 
Suponer que l1con111ntc defueruu 
la mlm>• para lu 1..,1 molkulu. Com· 
pa .. r con loov•lore.1txperlmenlllt1. 
5.39 Lu t re1frtcuenclasvlbr1clonalu 
de CO, fOn 667,3 cm· •, 1388,4 cm· • y 
'2349,4 cm·•. 111cer un eoquuna de Lot 
prlm~ro• n l•~lu vlbraclonalco de ener­
gla deeot• molffu l•. 



5.40 La molécul• CO tiene una tran- Unu.1 rotaclonalu adyaeentu en u da 
slclón electrónica que produce varias band•. ~El de e1perar que la banda 
bandas en el vi•lble {alrededor de apa1"1e1.oo nllnua en un npe<:troscoplo 
6000 Á). Estimar la separación en\1" de baja resolución? 
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6 .1 J,.troducdó,. 

La materia en 111 conjuntCI, ta l e(lm(l afecta a nuestro. •entidnt., es 110 agregado 
de un gran númern de 'tomos. Vulgarmente hablando, estos agre¡¡adCI• se pre­
'lf:ntan en tTeaestados flsicos Ofalf:I: gases, llquidos y sólidos. En los gases la 
distancia m«lia entre moléculas es mayor que el tamafio de éstas y las fuerzas 
intermoleculares gon má1 débiles que las fu erzas que mantienen unidos a los 
'tomostn la mo\écula. Luego, en los gases las muléculascon'lf:.-·an su individua­
lidad. Eneontrapos.ici6n, enun slllido,los'tomos(omoléculas)están iuer1emente 
unid.os y mantenidos en posiciones más o menos fijas porfue17.11s de origen elec­
tromagnético, que $!ID del mismo orden de magni tud que las involucradas en las 
unlones moleculares. En con11:cueneia, la fonna y vo lumen de un sólido penna­
necen e$endalmente constantes ha1ta tanto las condicione1 flsicas, tales como la 
presión yla temperatura. no experimenten cambio apttciable. Los ltquidosestán 
enttt los gases y loa sólidos. Sin embargo, la teorla de liquido• está t.odavla in­
completa y no seré considerada en este texto. 

En la mayorla de los sólidos los Uomos (o moléculas) no ex.ideo corno enti­
dades aisladu; antes bien sus propied.ades son modificadas por los átomos ve<:inos. 
El ordenamiento regular de los él.omos o grupos de átomo• es una de la. carac­
terlsticll.'l mb importanles de JQf. sólldos ; esto es, la estructura de los sólidos 
presenta una regularidad o periodicidad constituyendo lo que se denomina una 
r«I. crisl.a/ina; porcons.iguiente, para comprender la eotructura de un sólido, es 
necesario estudiar !llllamente la unidad básica o celda de la red. ya que todas 
Las propiedades se repiten de una celda a la 6tra. Uno delos método• más dec­
ti\"OS para analizar una estructura cristalina es por medio de la difracción de 
rayos Xo de neutrones. 

Oe$deelpuntodevist.a dela mec:inica cu:intica, ladeterminaci6n de la estruc­
tura de un sólido no difienfundarnentalmentede la de una molécula. Consiste 
enha!lar una confoguraciónestablede !osnúcleosyelectrones loscualesestán 
sujetosasusinteraccione•tlectrónicuysemueven de acuerdo a la!leyesde 
lameclnicacuhtica. Las dos diferenciasprindpalesentnlaestructuradeun 
sólido y la de una molécula !llln el gran número de 'tomos involucrados y la 
regularidad en sus arTeglos. Para estudiar la estructura de un sólido se usan 
varios tipos de aproximaciones, depend iendo de los factores dominantes involu­
crados en cada sólido. En este capitulo analizaremos algunos de estos métodos 
y !osaplicaremosparaexplicarciertas propi«ladesdelossólidos.dejandoalgunas 
consideraciones de naturaleia estadist ica para el capitu ln 13. 

6.2 Tipos d e sólidos 

Se puede clasificar a los sólidos segiin el tipo predominante de enlace. En esta 
sección estudian mos los tipos más ttptt'!Cntativos de slllidos. 

(1) Sólidos Wtltl letde.. E n un sólido covalente los átomos están ligados 
entre d por enlaces direccionales localiza.dos, similares a los que encontrarnos 
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en ti eatudio el"- la molécula H., La red erif.talin.11 esUi del.enninada por la orieu­
tacl6n y 11&tunlet1 dt lotenlacu dittccionaLea. Un CHO tlpieo es el di.amante, 
en el cual 101 cuatro clectronea l41ante& de cada • tomo de carbono esUn orien­
tados. c11rno"" ilustró pnoviamente en la lig. 5-18. por medio de funcion es de 
ondahlbridaa op",eonlocualruultalacstructuracrista linaquegeindicaenla 
&g.6-l.CadaesfuottpttM:nlaunnilclcodccarbonoycadabamtunpardc 
dect.ronea de enlace loCllLiudoa. La Kparación entre do1 •tomos de earbono 
es \ ,54 X JO-lfm. 

Loaa61idonoovaleota,dcbidoa1uesb'ucturaclectrbn.ie1111gida,tiencn•·ari.11 
can.cterbtkalllllU:rosd>pieatcomuna. Sonu.ttemadamcntedurosydificilesdc 

dcfonnar. Todos son malus conductores del u tor y la electricidad porque no hay 
electront1 libres que lnln•porten la cnergla o carga de un lugar a otro. Adt mis, 
un oólido cova lcnle rc<1uiett º"ª caoilidad d~ ener¡¡la rt:lati\'amente gr.inde para 
producir vibraciones e11 tollo ti crbtal, debido• la rigidez de los e11lacu. Por 
lo tanto. titas vibn1cionestfoncn u11a frecuencia alta . Andlog•mente Las t nerglu 
de u.dtacilm eledr6nlc. de tólidos eo,·a lent.:s son del orden de unos pocos elcc­
tron ~oll.! (por ejemplo, la primera tnergl~ de udtaci6n dtctr6nic. del di1m1nte 
es de l~Or de 6 eY). Esta tnttgll de u.citaci6n deelr6nica es n:LativRm<mle 
grande si.., compara wn la tnergi1 térmica medi1 (del orden de kT), la eulll 
1 lem!"'ralura 1mbiente (298 K) es aprorimadamente de 2,4 X lo-" eV; en tan· 
s«uenda lo1 561idO!I wvRltnlel están norm1lmente en ou estado eleetr6nico 
runcbmenta l. Mucbos 56lido1 cova lentt!I son lranspartnleo, el diamante t!lpe­
cialmente, debido a que la diferencia entre su primer cslldo elcctr<inico y el 
fund1mentalesm1yor11ue lasenerglaslot6nicasenel espectro visible,queylce 
entre 1,8 y 3.1 eV. 
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PIJ. 1-!. (•) l\ed cri1talln• dd N.cl; {b) red del CICI. 

(2) Criatalu i6ni0011. En contrapollclón esU.11 \01 cri11.&les lóllicol, que con­
&iltenenunll11qlore¡ulardeio11upol.ltiva.ynegativa.l'tlult.lot.adel1tnns­
fttHcia de u11 Hedrón {o ini1) de un• clue de •tomo • otro. Eate e el cHo. 
por ejemplo, del N•O y del C.CI, cuya estructlll'll CTULllin.a K muestn en la llg. G-2. 
Lll Kpuación entn 1o1 'tomos de IOdio y cloro es 2.81 x 1o->• m 1prollimada­
rne.nte, rnie11tru qne la dist.locia ml.o.im.a t11tre 'tomo1 idfotico1 es 3,97 x 10-••m. 
Ln1ionestedispo11en de tal modoque K produceur111eonHguraei6n t1tl blebajo 
111• interaceiones electronlcu mutu1a. 

Erto1'6lida.son1dembrnaloscooductore1delcalorylaelectrieidaddebido 
• que care«n de dec:tronu libres. Empero, a tempentul'll.I altu los iont1 plltde4 
1dquiriral¡¡un1rnovilidadconloeualresult.1 u111me/orconductividadd6ctrica. 
U1ualme11te 101 cristalo i6nico1 soo duros, frigile1 y tienen un alto punto de 
fu•i6ndebldoa lufnel'lUclectrosUitlca1relativ1mentefucrteseotre lo1io11es. 

PIJ. •·•· Tr111rn!116n de radl•· 
clón lnf...,.,.o)• • 1 ... vn de un• 
ptllcul1 de N•CI. IAdap1acl6n 
de: R. a.,,..., z . Pt.¡µflt, 7¡, 
723(19112),J 
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P1r.f.4.. Con111ur1dontttloctr6- L~ 
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Al¡¡uno• critblts iónicOll a baorben fucrtemrnto: r .. diación eledromagnHica en la 
rqiónlnlr1.rroJ1. dcl espectro. Eriib propiedad e1t..6 1.tOCi•dacoo la energb nece­
i.aria. p.,,. e1gur IQ vibnlcione1 de la red. Dicha nergia es IJ<ntl'lllmen t.e menor 
,_r1loscristl.ltsi6nieotque parala.covaltnles,debido a quc•usfutQ111de 
unión IOD rtl1.tiv1.mcou mis dn.iles. La. llg. 6-3 ilustn cOmo se tnn1mi1.c la 
r1d.iaci6n infn.rroja • trav& de una pelicul1. delgada (1,7 x 10-' m) de cloruro 
de sodio; La mbima ablorción ocurre a la longitud de onda de 6,11 x 10-• m o 
•una frecuencia de •.91 X ]()11 Hg, corretp0nd.icnte l. fotonr:a con una encr­
gta de2.03 x 1o-acv. 

La. mayorl1 de~ eristalr:a i6.UCO. son diamagntticos, porqne los ioor:a "° 
tienen momento magnttico, ya que su r:atructun. es de Clpu complctu con todO:I 
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........ (•)A'"""""'º®m'•ctoo>>l®(-J~ ~ 
r:alens;(b) vlsu ddaocsep.,,.do;(c)1.pU.mknlO w 
compacto balll.¡Ona.I de tsltru {.cb); (d) v1'1.1. del 
acbsepando. 
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lo1 electrones apan:adM. Por ejemplo, en el UF, loo lone1 Ll• y P- tienen la 
conflguracil>n que11e muealrltn la fig. 6-4. que e111emejantea la1oonflgura­
cione1 de lOI gues noblet He y Ne, resJl"ctivamente. (Hteordar la lig. <t-7). E1ta 
9imilitud lle refleja t.ambl~n en otra propiedad importante. t.o. Iones tienen 11-
mdrla esfb'ica, y de esta modo1111 enlaee1 no tienendireccionespreferencia la. 
como IH de'°"sO lid01cova~nt.a. Por consiguiente, lo1ion1:111eordenan cn el 
crlit.aL como U fueran eoforu apiladas en forma compacta. Hay wi intl.it.o nU­
mno de modos de apilu eoftt111. Dos de loo m61 comunes esún repusentado. 
t n la flg. 6-6; la pU. coibiCll compacta (pee) y la pila hexagonal compacta (phc). 

(3) S6lid08 ct>n enlaoea de ltidr6geno. ~tnclwnente ttlacioaadol con los 
crilta le1i6nieo1esU.nlo1"61id01oonenlaceadchidNlgtno,que11ee11ncteriun 
por tencr rno léculasfoert.trntnl.tpolariuduconunoornh6tomo1de hidrógeno, 
tales como el agua, 1·110, y el Addo fluorh!drico, U F. Los iones de hidróge110 
positivos, debido asque 0011 rela ti vamente Jl"quet\111, pueden atncr et utttmo 
negativo de otras mo!Kulas. formando cr.denas u.IM como 

&t.oe1part.icularmtnteinle,,_.,l.tcncl casodel llielo,enetc11aL1almolb:ulH 
de;a¡uatitncn daJTC8loletraidricoqut11e muestnenlaflg.6-6. Laestructun 
rtbtivamenle abierta del hltlo uplica ti mayOT volumen que el hielo titne en 
oompanci6u eon d del agua en la fue llquio:t.. 

(4) SólidOll molecu lar~. ~:st<n sOlidoo estén htchos de sust.anciu cuyas mo­
lb:ulas no son polaru. En esla.l mo lécu las todOf. los eltotrones esU.n npart11do1, 

del.al modo que no ""puede for­
mar enlaces cov1lcntes tntl'e6to­
mo& de dos mol6eulal~ntes. 
En este tipodeJlilidoslumoUc:11-
1al «1111oCN•n 111 ind.ividualidld.. 
Ellue1ténligadupor\11milm.a1 
rueru1 intermoltcularesqueeltilltcn 
ent.ra lu mo l~culas de un gu o un 
llquido:lu futrza• deoo11dtr Won/1, 
lasou.o.lessonmuydébilesycorres­
pondt n aproitlmadamenle a lu 
fuerusent.rados dipoloselktricos. 

Flf. t-1. Ordtnamlentode lHmo­
lkulH de •l!U• en el hielo. IDe: 
L. J> ... llllfl. TM Nature Q/ tM Cheml­
col IJoM. Co md l Unlvenlty Pre N. 
llhaca, N. Y., 1960; oon permloo 
dd tdllcr. I 
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Eato puede 11er explicado eomo i.igue: aunque en promedio ed.u molkulu 
no litnen un momento dipoJar db:trico permanentt, 1111 coofiguracinnes 
etect.ro!lnicH• cada instante pueden dar lugar a un dipolo el~etrico instanU.neo. 
L.u futn.u de van der Waals provienen de la lnleracdllo de est05 dipolo• el6c­
trlco1 lnstanU.neos. Lu ruoncs a nteriores explican por qu~ Ion sólido1 mok!cu· 
l.a~• no IOD oo nductoru del calor y 11 electricidad, tienen un punto de fusión 
muy blljo y""º m1,1y compruibles y defonnables. E/em plo1 de l<'llidos molttub.ra 
son CH., a,. 1., C~ c._1-1 ., etc. en 1111 respectivos estados 16lido1. Los gasa nobles, 
cuyu upas ul.trnu uUo completu, Je solidifican como 116lido1 moleculara. 
t..ll1.6-7 il ustralucurva1deenuglapote11dalq 11e d~nlaiolenccil>n 
entre doa :fitomos de un gat noble en d estado oólido. 

(5) Meloles. Finalmente ut.A n los metales. que son aólldo1 de gran impo.,_ 
Und1 préctica y teórica. Los metales son elementos que tienen ener¡¡lu de 
lcutlzacllm n:Jativamtnte pequeftasy cuyos 6tomos só lo tienen unos poc:ostlec-
1.ronta d~bilmen le ligados ea 1111 capu incompltt.u mh txleruai.. Esto• elecl.l'onu 
utemo1débibnentelig1dos10nf6cilruente pueatosenlibertad11sa11dola energla 
que le liben en el momento de fonnuv el cristal Dt tale modo, los metalea 
tie11en 11nattd~Jarcomputatade l0$io11t111'(Kitivo.tsféricamentet.imétricos 
q11t le lonna11 euando lol electrones mis externo• quedlin tn libertad. Dentro 
de tatat1truct11r1.llay1111 .. gu··ele<:trVnico formadopor l01electro11eslibu11d01 
yque10n losresponsablesdelauniOn. EAto.ielectrontase muevenmásomenos 
librtmente por !.& red cri'1ali111 y por lo tanto no nU.n locall.ndoi. 

l..01 sólidos metáli cos Ueoen u.celente eonducUvldad ténnlca y eléctrica, de 
lo cu.al IOll responN ble11 lo1 electrones libra; la ruón ta que &to1 ab110rben 
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Flg. &-8. Red del gr-a!l\o. 

fá.cilmenteenergta de la radiación electromagnétiea o de Ju vibraciones de la 
rt d - por más pequeflas que ~n- u mentando asl sus respectivas energl.u 
cinéticnsy 111 movilidad. Poresl.l. lni$m.a razón los metales son también opaco•, 
yaq11e lo..electrones libres puedenabsorberloto11esen laregi611visilileyser 
excitados hasta uno de los muchos estados cuánticos cereanos disponibles. Los 
electmnes llb.-.,s son también ll:Sponsables en gran medida de otras cnracterh­
ticas de lrn1 metal"I bles eomo su alto coeficiente de reflexión para las onda• 
electromagnéticas, especialmente en las regiones de radi<lfrecut ncia t infrarroj a. 
l..asfuenasquemantienen unida la red del metal sonde simetl'ia esf&ica;por 
lotanto estas redesse parecen a losapilamientos compactosdeesferas disc11tidos 
enloscrisl.ai les i6nicos. 
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La clasificación precedente de tiposdesólido1 no debe ser tomada muy estrie­
t.amente; algunos sólidos son una muela de mb de un lipo. Un ejemplo ínter. 
santeeselgraflto (en la flg. 6-8 se muestra la"'d delgraflto),que eonsist.een 
capas de Uomos de carbono dispuestas en forma de hexágono. Los átomos de 
una capa estlln ligados por enlaces " covalentes localizados los mala usan fun­
dones de onda hlbridassp"y enl.aces 1<no loealizados, como en el bencenn(sec­
cilm 5.6). Los electrones de en lace " no localil:ados esUn en libertad de moverse 
paralelamente a las capas, lo que explica Ja conductividad eléctrica paralela a 
Luca)»l• delgrafltoylanoconductividadenla clin.cción~ncliculara eUu. 
Capas su()e$jvu de 11.tomos actúan como macromolé<:ulas. Estas capas están 
unidas entre sl por ruenaa débiles de van der Waals. exactamente como lo esUn 
loscrista lesmoleculares, loquee><plicala naturaleza"camosayresbaladizadel 
gnifitu. Elporest.aeslTucturaqueelgnifitoseusacumulubricante. La longitud 
delosenLaces sp1 enclgnifito es \,42 X 1()--••myla separacil>n entre lucapas 
es3,$x io-••m. 

La estructura de cada tipo de sólido que hemos descrito está determinada 
por Ja estructura electrónica de los •tomos componentes. la cua l indica el nl\­
mero de electrones disponible IN' ' ª los enlaces. a!J como la energta necesaria 
para aju•br el movimiento de los electrones a las condiciones que prevalecen 
en la "'d(cond.icionesque M1ndilerentesde ludelos•tomo•aístados). En ge­
neral, para formar un sólido, i.e ...,quiclt una cantidad dada de energla con el 
flnd e modilicar el movimiento de los electrones; sin embargo, en .tproccsode 
formación dela ...,dselilH:ramuchamllsenerg!aquela requeridaparamodificar 
dichumo,·ímiento. 

LasrodescristaLinas no son perfectasysus imperfeccionesse pueden deber a 
varillll causu. La fig. 6-9 ilustn. algunllll de las imperfecciones llpicas. En (a) 
tenemosunaMcanledejadaporun•tomoquelalta,mientrasqueen(b)tenemos 
una impurua suslilucional reemplazando un dtomo de la red En (e) y (d) se 
muestran imperfecciones debidas a un tilomo inler11icial, ya del mi>mo tipo o 
de una impureia. F'inalmente(e) muestra la di1/0<:aci<Jndeari•la, que se podrla 
ver como $i desde rl tope de la red se hubiese empujado una capa utra de Uomos 
huta medio camino. La• imperfecdoneo de la red tienen un dectG muy impor­
tante en las propiedades eléctricas, elbticas y ópticas de 101 sólidos. 

E J E M P LO tl.1 . Cilculo de la eners!a potencial Interna de un erlstal !ónioo. 

Soh•el6ru Como en primera aproximación podemM considerar un ori•tal Jónico como 
unarroslorosulardecarsaspuntualespositivuynegatlvu,esdecopeurquela 
enersJa potenclallnterna deuncristallónioosedeba eKnclalmentea lainttracclón 
eléclrlca entre lo• Iones. Conolderem<>1 como ejemplo, el ca"" MI NoCI y ciilculemoo 
la Interacción eléctrica de un lun Na• ron todos los otros Iones del cristal. Como 
podemos ,·eren la ftg. 6-2, cada Ion Na· tiene 6 loncs CJ- como veclM• más cercanos, 
todo• a la misma distancia. De este modo, como el Na• y el CL- tienen cargas iguales 
~ ~o~:;~f.." !,~',"';,~~~~".,:n.,";¡¡la potencial e!ktrlca de atracción del Na• debido a los 

EP! - s(- b~ ) -- b~ (6), 
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do11de R u I• d i$U111d• enln! IOI vednos m6s pr<lxlmot. Lu oerleo de lonu que slg ... n 
son 12 lonu Na·• una distancia flR, ruu ltando un• e ... r&I• potendal de n!pul•lón 

E .. - 12(,,..~·211) - - ... ~R (- W)· 
~/:i"~:n.~~::ió~• 8 loneo Cl - • una distancia 1'3fl, que produce n una energla pott n· 

E,,, - s(-~) - - , .. ~n ( ª3 )· 
La pr<lxlma capa contiene 6 lonn Na• • una di•Und• 2R, que da una energla pote n· 
dal d• n!f>Ul>lón 

"•• - e(,,.~R) - - ,,.:R ( - 3). 

;.•::fu":::':::.nlln6a basta Incluir todo e l crl1tal. La t nergl• pottnel•l n!1 ultan te 

E~ -- ,,.:R (s- -M- + -f; - 3 + ... ) - - ,::R, (6.1) 

donde•u t l vak>rdel•1umacnotrHdaenelparlntnls, que ... nama<0....rMf< h 
Madelullf. En d caso de una ttld• c6blea de carn centHda" t a l como el NaCl , l• 
c:onH• nt e de Madelun¡ u • • l ,7'76. l::n genera l,• depcnde ..Slo de la goomttrl• 
del c:rl1t•I; para una oolda diblea de cuerpo oonlHdo, ta l como ende.a, 1u valor 
H 1,7627. 

Como • e• po1itlva la energla potencial H negativa y la fuero• lntedónlo c 1 de 
a lHccló11atodaslaodl1tu1cl u , u lleelr,quenotl•m• nh1gUn m!nlmo, Por con1l­
gulenle,elcrlsta ldel>erl a j11nt.,Menunaestructurade a1>il• mlt n\ocomp• oto oln 
connguracLó n establo. Empero, H hen101 que ute no es el cuo. La concluolón pro· 
vlenedeconoldeHrlotlont1comoo•r11.a puntualn.Cuandodo1'tomo111eacecrc•n 
mucho la "'puloMn nuclur (Parclalmente n!dud da por lu capas do ele<:U<>na) 
y la n!pullióll enln IH capa electrónlc&o complel•• cnt .. n en •cd6n. En conoe­
cuenda debemoo abdlr un t"1nlno • I• enugl • potcnelal que produzca repul1lón 
a corto •leancc. Eato 11e hl~•nte1,en lasectMn $,4 • ldllcutlrlotcnl.eeslónlcoa. 
v ..... ob\cner fftelfrmlnodcn!pulslón ouponemo., baaindono1enbttbot c mplrkoa, 
unau¡><'tJlónruonablepa,..l•tnCTgl•potenclal.Se h.,,propueslov•rlunpre· 
1lono, pero co nsldc••n!mol solament" la m61 ll mple de \odH, la su¡erlda por el 
n.1co •l•m'n ~,.,. Dorn (1 882· ) : 

s.~ --& · 
donde 11 y n oon do1 conotanlff a dotennlnar. Cuando u1amo1 R" con n > 1, Ja 
lucru de repulsión co de oorto a lcance y es dolpudablc • di1\anda1 llJ'•ndes en 
c:omparadón con la •lracddn coulomblana do loo tones. Cuando n ta energta potcn­
dal M agrega a la ee. (6.1), la e nergta potnda l decllva a 

l!o - - ~: .. (i-,f.}- (6.2) 

El &r6nco d~ cota ene'1!1• po\cndlll ea 1imllar lll llu1trado en la ng. $- 1~. Llun•ndo 
Ro • l• 1eparadón de cqulllbtlo, t enemos que a uta dl1ta ncla dE0/dR - O. l.utgo 

(!!°),._.., ... - i;;- (- T: + -fiJ.r) - o 
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6 ~ - • RO'/n . EntonotS podemos eocrlblr la ec. (6.2) e n la form• 

La energla potencial d• l Ion Na• en equilibrio, obtenld • haciendo R - R., •• 

Eneontramo• un resultado s imilar •i eomen~amos con u n Io n CI-. Para obtener La 
energlaln ternatotaldel crl•tal,debemo1•umarelrn ultadoa nterior sobre todo» I<» 
lones delcrlstal.Alhacerutodebem0!uegurarno1 denoeontard°"vece• lalnlt rae­
c!<ln ent"' cada par de !onH. O.. ute modo, dado que N •• el niimero de paru de 
tones e n e l cristal (que e n nuutro caso u el mismo que el nWnero de moléculas), 
laenerglapotencla!lnternadelcrl1ta l .. 

(6.S) 

El ,·alorexperimental de U pa ra el NaCL H - 7,7i X IO ' J mole-• <1 - 1115,7 kcal 
mole-1. Este reoultado lle ha ob tenido midiendo el calor de fonn acl<ln del cristal 
Sustituyendo este valor de U en la oc. (6.3), eon N Igual a l num ero <k Avogadro 
(6,02 x 10" mole-1) y J4 - 2,81 x 10-10 m, ob tenemo» n - 9,4. r ara otro• cris­
taln cLibleos el valor de n ea del mltino orden de magnitud. Estevalordeneacom· 
patlble conotr<»cálculos. 

~~:~:-o--o--ox-
1'1 ,. ll•IU. l\cd li nc•I d" óJ omos idCnHco• . 

B.J~Ml'I.O 6~. Olscu•ión de Ju vibrado nH de la red . 

.s,;,...,,.h.,EI aná li•i•<k la• vibraclonude la red ts de gr1n lmporta ntia<kb!doasu 
"'lao!6nconmuchao de laspropiedade1fisica1 delcrlotal.Po.ra 1ln1pllOcarconrldere­
mo» una red llnu!,eston, unahllua <k'tomoo ld foUcoo ff parado1 la di•tanclaa 
(Hg. 6·10). La poslcl<ln del n·tllmo 6tomo uU d ado por "• - no. Llamemos t. 
al desplaza mien to del n-i1 lmo Momo "''ll"clO a la pOsidó n de equillbrlo. Como 
pr1 n .. raaproxlmaci<ln 1upond"'"'°" quedunonte la1 ,·lbraclones cada'tomoluterae­
t iia 1olamente con1uodosveclno1.Laffparaclónentre•ln·t•lmo yel (n + 1}-tslmo 
' t omos ha aumentado en t..,-t., y 11 ~ e1 la con1lan te elástlea del en lace, la 
luer>.a 50b"' el n·himo 6\omo hacia la dencha debido al (n + l}-<'1imo i tomo n 

!!(~ ••• -~.). 

Análogamente el {n - l)~imo •tomo pl"Oduce 50 b"' e l n-tslmo una luel"Ul hada 
la izquierda Igual a 

Lu•go, la ecuacl<ln de movimiento del n-isl mo ,¡ tomo ea 

M~ - ll(t.., - t.)-ll(t. - ~) 
- ll(t..,+E.--. - ~). {6.4) 



(f.l? 

E!Unnlutna da ll fue do cad.l "º""' 'J H uem•J• .. tbin!M b:~d• I• i... 
de um. onda q.,..., propap 1 trava d• un medio continuo. Su1Utuytndo ll «. (6.~) 
on latt.(6.•)ycanctlando ladorttcomuna,oblanemoo 

- 111 ... - ~· ... +.-- -:!) ., _,, ...... ik ... 

.... 2tlii'f H n jh. (6.6) 

EaUI ecua~n d• Ju tr.cuondu J)flmlUd" en la J'fll. ObwYOM que ol. valor m.hlmo 
de"ocu""' p....., t - .,fa. LI llg.&-11 muutrall variación de .. enfunct6n de k. 
Quehayauna lrtcuonciamixlm11lgni0caquau.i1te 11nllmlle111pot10rolrec11enela 
decortep ..... t11onduel .. tlc11(utot1,M>non11)enun161ldo.Sln•mbugo,ute 
Umlt•, del orden de 10" lb paH la mayor1a de Lu 1usUlncl.aa, uti mh alli de Lu 
frecllonclllult...U.nlca.dtoatrollldubasla111otaenellabontorio. 

+-7'! 
,L_J_, 

Consldo,.,mot • hora una red compuo1ta do do1 clase• da 'tomot de malas 1111 
y 111,, dl1pue1l111 alternadamente d• modo que la distancia entra ' tomo1 vocl noo 
esoyolp<cr1odoHpaclalde laroduZll(lll.&-l:l).UnaredUpleadeHt• Upot1un 
er1stall6nle-. Unc.6.lcuJolimllaraldelpirTa!oantetlorm1>Htraquelaslrteutnc:lu 
permitidas u t"'- dadas por 

..... , (i- +*)* ~K*+-li;)' -':~~~J··. (6.7) 

Ahor1 tenemo1 dot valortt de" para cada valor de k, como 1e ll111tr1 en la llg.. &-13(1). 
Lo1 valorea 1up<crloru de" conatltuyen la NJma 6ptleo y los lllfulora la l'Ol1IO o<:cll· 
/leo del espectn1 da lrecaenclu lk ll red. La lituad6n real t:t al10 mú compltja 
daloqut111te1tNadllsis hnp1Leaporqueambasnmas,1aadltieaJla6pllea,putden 

l-•-1 
--0--0--0--0--0> 

1--•-I 
,,... 1-11. R~ llncalcomput:tUI do dolclUt:t de "º,,_, 
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f'IJ. t -lS. Vlb,.,,clo nes acUsll ca y 6ptlca de una fed lineal. 

(h) l>l<><loóplH:<> 

FIJ . t -14. R elaclOMS de fase ent..., lo• átomo• en los modM acU•llco y ó pUco. 

cornopondu a vibraciones longitudi nales o tra nllvena le1 ("'IP"Cl<> a la d!,...cdón 
de propagaclón),llablendodot rnodos tran1versales cornspondlentt1 a laado1dlrec­
doneslnd•pendlentn de vlbraclón. Enoonsecue ncla , por cada valor de lt hay selo 
valore1poolbleo de w(k),comosemuestraentallg. 6- l 3(b). Lara•ón pa.-..denomlnar 
lao ramaa "ac:Unlca" y "6ptlca" u que en el modo • cii•llco a mbas d uM de Iones 
0$cllanentaoe,mlentraaq ueen elmodnópU<:<>llenenunad!lor"ncladefaNde•" 
C:uandocon1tderamo1 lu vlbraclonu tra nsvenaks, eldeoplaza mlMIO de los Io nes 
en !01 modo» acUt Uco y 6ptlco de vibración da len dlagramu que muestra la llg. fi..-1.f. 
Como se puede veren lallgur• ,el mome nto d!polulnducldo e nel modo óptlco eo 
rn•1 grandequ<0 enel modo•c:U1tlcoy,porcons!gule nte, <0 n elm<>doóptlco la • lnor­
clón y emlllón de r•dlaclón eleclJ'o magnHlca es m'• lntelll& que en el modo &Cllt­
Uco. l.ao !Ncuendas ópllus ca<0 n en la reglón lnfran-oj• d<l upectro, por lo que los 
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crittalt1IOnlco1Uenenunarespu .. ta Intensa a laradlaclOn eledromagnltlca lnlr•­
ITO]a. Para la radlaclOn Infrarroja (cuya fucuencla t• del orden de 10" Hz y la lon­
g!lud de onda e• del orden de to-• m)elvalordekesdelordendeHl•m-'. Poi-olr• 
pllrt.eelvalordeaplll"alamayor1adelo1 crl1t•le1IOnlco1e1delordende lO-"m. 
Luegokoes•lrededordeto-•, quee1 unvalormuypequei\o. Porcon1lgulente,la 
frecuencia de reso nancia del c:rhtal para la radiación electromagnltlca 1oe p11ede 
obtenerbaclendoka - O en la ec. (6.7),e1toe1, 

(6.8) 

Etta, por ejemplo, a lafrecuencla corrtip<lndlente a la absorción mblma en Ja 
curvadeabsorclóndelNaClquetemues~enlaftg.6-3. 

En un l nAli sl1 mA1 p-loo, los modos normales de vibración de un sólido deben 
oer cuantlzadOI. SI deopuc!amo1 la energla v!braelonal en el punto oero dd sólldo, 
l.111 energlao vlbradonalu de cada modo son mOIUplo1 dtc Ao.(k). La excitación o deoe1<­
dtaclón de un modo vlbraclonal corruponde a la absorción o emisión de la energla 
"""(k). Lll oemejanzacon la ab10rclón o emisión de radiación 1uglen1que se lnlro­
duzca el conoepto de /on6n, el cual tiene una ener¡¡la E - Ao.(k), un momentum 
p - .Uy se propagaatravélde la red con una\"tloeldadlgualalaveloeldad de 
grup<l P, - dE/dp - d .. /dk. Mucha1 propledadu tfrmlcal de JOI sólldo1, tales como 
lacapacldadcalórlcaylaconducclóndelcalor,sepuedendeocrlblrentunclóndela.i 
lnteracclone1de lo1 tononu con laredydeltrantport e defononu a travélde 11 
mllml. EsposiblelnclulO hablar de la dlspenlón de fonone1 por los 6\omos da la 
red (1imllar a la dispersión Complon de lotone• porelectronu). Esta dispersión 
detonone1..,puede u&arparadescrlblrlaatenuaclónquenperlmcntanla1011da.i 
1onorudealt1lrecuencLacuandoupropaganatravél delsólldoylo1electo1Ur­
mlco1 aM>Clados con uta a tenuación. 

6.3 Teorla de barufall 

Para estudiar la disposici6n de los electrones en 101 sólidos podemos seguir un 
prooedim.ienlo muy similar a la tknica de los orbitales moleculares usada en 
el capitulo 5 para analizar 111. esb"uctura molecular. Cuando un electrón ¡><l&a 

cerea de un ion, esté bajo la iníluencia de la energla potencial coulombiana, 
proporciooalal/r,comoseilnstrnen lafig.6-15(a).Sienlugardeuoiont.enemos 
dos, como en lu moléculas de H: y ~ la energla pol.eocial es oomo la iodi<:ada 
en 111. fig. 6-15{b). Para un numero muy grande de iones dispuestos regulannente 
en una fila., temejaudo una red cristalina unidimensional, Ja energía potencial 

Ff&". S-11. Energla potencial coulomblanadeblda a (a)unso!oion, (b) do1 lone1, 
(c)VIJ"I01lonuenftla. 
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t'lg. 1-I L Tlp<n de ni v.,_ld dio .,_nergl• u 1 una ttd crl1talina lineal. 

es como se indiu en la flg. 6- l ~c). Si se dupud.a los dttl.<» dio loa Hlrtmos, 
la energta p.ot encial tie ne la misma pHiodicidad{ong11Jaridad) q ue la red cris­
talina. Un cri1talual u una red en lru dime nsiones y laenergla potenclii l de 
un electrón moviéndOH a través de la red tambifo pruenta una periodicidad 
tridi~nllonal,queserepitede unaceldaaotra. 

l'arn determinar 109 posibles Q ladM estacionarios del movimien to en una 
e11ergl11. potencial periódi<:&, debemos usar l11.M:u11.ci611 de$<:hrl!dinger.l..a110lu­
cilm depo:ndenl de la lurmaespeclflcade laenergla pot.enclalperilHlica. Sin em­
~rge>, 1u p<eriodicidad nos pennlte ob~u cit'"'- información lltil sin necesidad 
de usolnT a. ttuatión de Schr6dingu. Considenmos una red cristalina lineal 
compuesta de N iones Kpandos entre si la d iltanci.ll o (flg. 6-16). Un electrón 
con u na energla t a l oomo E,"" puede movene libremente a t nwés de la red, 
sino que eaUI co nfi nado principalmente ~n una de las rq¡.io ncs AB, Cll, etc., 
permitid.a clbicamente. f.s cierto q ue este tlttt.rón puede ir detde A B hlut.a CD 
llltr:indoae a tnvb; de la barn:n. de potencial lnltt'pucst.a enl.tt lu dOI regiones 
pennitidu (como se upticó en n Jacilln con la ¡nvtni<'>n dtl NH,. en la aec­
cil>n 2 .8), pero la ba,,...,n.estan alt.a y ancha qne cs muy improbablequedtlee­
lrl>n la penetre. E1t.a ti la rubn por La cual loa electrones mb in terno1en un 
crút&L taUin tatncialmenle localiudo1 y prieticamente se puede condderar que 
1us tncrgla1 y funciones de onda .so11 la1 miuna1 que la1 de lot •tomos ail.lados. 
Un cleclron con la enugla E,noetUI lipdotan fuertemente a un U.n particular 
y, penetrando a travk de la b .. r ua de po tencial. puede mowrse por la n!d. 
1'1nalmcntc,nntlectr{>nconlatntrglaE, oocst.ll li¡¡adoanlngiln ilomocn par­
ticnlar y llene gran libertad de movimiento por toda la n!d. Esto• cleclr<>nea 
cuasilib-no110lamente110nrapon1.1blcsdelanuiyGriade la1propiedadescolcc­
th·u de la red (U.les wmo las conductividadt1 tll:ctrica y lhmica), llino que 
lllmbién contribuyen a mante ner unidos los iones atbmic111 que fonnan la tst ruc­
tura dcl crUt.al. 

Nuestra prox.ima tore. es dUennlnar kK polliblcs nivdt1 de cncrgla. Recor­
demos la llituaclbn hallada en laamGll:culas tt; y Hr t... cntrgla potencial en 
lu moUculu diatOmku se debe a IOI dos iones y como con1teucncia. 1111 nh~ 
decncrglaatbmico1se d ttdo blllntndoscuya11C:paraciónaume.nt.aamedidaque 
Ja d Utancia intuil>nica di1 mi nuye (11¡¡. $-4). An~ logamen te, en mo lé<:u lH conju­
gadas linealtl que tientn clecttont1 dt t nlace "-talescomo lospGtitno1(...:-
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cilm 5.6)-kls electrones se mueven en una. encrg11 potencial periódica y cada 
niveldeenerg!l.11.t6mica sedividttnunnñmtrode niveleeigwl l11.lnúmerod11. 
átomos. Esto se ilustró tn Ja llg. 5-26 para el butadieoo. Por oon&igu.ientt, en 
un11.redtalcomotadetaftg.6-l6,cadaniveldetnerg!.l11.tómicod1lugaraN 
nivel.., cucanos. Sus e1paciamiento1 y po,Jciones dependen de 111. Rpanici6n 

1~~' l l •Q 

'"~ ,,,!~p p Hr. 1-17. Niveles de enorgla en una .__J ;~: .. :::::-:~~~:::::" '""º'" •• " 

D!• loncl•lntttl6nlo• 

inttriónica, como se muestra cualitativamente en la fig. 6-17. Por ejemplo, para 
una distancia inttril>nica 11, los niveles po!ibles de energla caen entre P y Q. 
Cuand1>Nesmuygn.ndtlotd.iferentesnivelesdeentrglaest•i.nespaciado1tan 
finarnenkqne se puede decirque fonnan una bW1dacontinua deenergla. 

Comodeacutrdoalprincipiodeexclu!ióndePauli,cadanlvelpuede11.comodar 
doselcetrooes, unocon esplnhaciaarriba yotrocon espinhaciaabajo.una 
b1ndadeeoerglaco~pondien'ttaun ...U.doatómH:od.D.dopuedeacomodar 

S:::Í~=~ 
~' ' 

' l 
Dandu O •' d Di>\•t><I• 

do<nu1I• lnt<riÓ<lloo 

FI~. 1-l~. llandas de enecgla. 
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un mhimo de 'J.N dnctron es, o dos electrones por ion. Las ba11d11.1 .., designan 
por &, p, d. cte. de acuerdn al v• lor del momentum angular del estado a tómico 
altlUll est.i.nnlacionadas. 

Enunaredcriatalinahaymuchu bandasdecnergia,eadauna co,...,.p<>ndicoU: 
a unodc los nivelesdc energlade los átornMquefonn.anlared.Ufig.6-18 
muestru.illllhe.ndu de energta que cornospondenavarios nivel111 dee11er¡lapara 
una distanciaintuiónica o. En las curvasdeener¡¡ia lituadu a la deruha,po­
demos verque amayornlveldeenergla a t6mica , mayor es ladist2nciaioteri6nica 
a la cual las bandas comienun a lonnane. La razón de esto es que mientras 
mayor!lea laenergla de lM elecb"ones, mayor es la reflil>n en la cual 11<: m11cven, 
yenconsec uencia. mbfácilmcntesonafectado1 porlos iones vecinos. Otni carac­
terbtiea es que a medida que la distanciainteriónica.U.minuye la1bandasco­
·mienzan asupttp0ne~ Por ejemplo,paraladistanciainteri6nieao'lat.erura 
y cuarta banda delafig,6-l8 se 111perponen.Comov.,..,,mo• m.badet.nte,eso 
es de gran importancia para explicarlaspropiedadesde muchoaoólidos. 

Las bandas a.ociada• con las capas completas internas en los ,tomos origi­
narios t.ienen las cuotas exa.ctas de eleclrones que l"" permite el principio de 
PaulL En est as bandas, los electrones estilo tambifo más o menos localizados. 
como se explicó en relación con la fig. 6-16. Por ello ignoraremos estas landas 
en La discusión que &gue. Empero. La l>anda col"Te!lpondiente a la capa atl>m.ka 
mft• ext erna. ocupada porloseleetrones devalencia es lamb interesa.nteen 
loquese rcíl ere a la propiedadesdelos oólidos ; e¡ta bilndasenlconsiderada 
en detalle. Sí la banda mA1 externa no está completamente llena, se denomina 
banda de C011ducci<in. Pero si est.t llena i.e llama banda de 11<1/~ncia y la banda 
vacla qu e queda Justamente encima de esta 61tima recibe el nombre de banda 
deconducci6n. 

6 .4 Modelo de electr onea libre. 

En nuestro an,lisi3 del movimiento do electrones en 1• t..nda de conducci6n, 
ignoraremos, en primen apro~imaci6n, la Ouctuaci6n periódica de la energla 
potencial. En con..,.,uencia podremos considerar estoseleelroncsoomo 8i rueran 
libres y moviéndn.e independientemente unos de olro•. Adem6•. ¡>ara simpli­
ficar, con1ideranmo1 una red lineal. Si suponemos que ésta es suficientemente 
grande, nuestni discuM6n no.enl.inOuenciadaporlu condiciones de oontomo 
enlosextremos delared. Entonces lalunci6nde ondaaproximadadeunelectr6n 
demomentump = AAes 

(6.9) 

Con&ideramos quek pu•de .erpoo.it.ivao negativa. para permitir el mcwim.iento 
en •mbas direcciones do! eje X. p.,.,, una red tridimen,,;onal, debomos tener una 
funci6n de onda que puede ser descrita como si¡¡ue : 

(6.10) 
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Para 1mbaa funciones, l+l" - 1, lo cual signiftca. que el eledróo tleu Ja rnillm.a 
probabilidad de eneootnne en cualquier lugar de la red. Esto, dtMle luego, 110 
esU de 1cuerdoconlaimagenque teoemosde lattdcomounaestrutturaperió­
dica cuya periodicidad debe estar reRejada eo la distribueióo de probabilidad 
de loseleetrone&.(Porejemplo,pa~razonab leque hayamayorprobabilidad 

deencontrarun electróncucade unionpositivode lattdqueenotrastt¡¡ioneade 
La misma). Sin embargo, el modelo de electrones libru, aunque burdo, nos per­
mil.f. Mplicar ciertu prop¡,,dades de muchos sólidos. 

' ' 
' 

_ 2~ • o ¡ ~ k 

Lae..ugiadelelectróndescritoporlafoncióndeonda(6.9)o(6.IO)es,sides­
preciamosla energia potencial media con1ta11te, 

(6.11) 

que corresponde • la energla cin«.ica de un eled.r6n con momentum p - !ilc. 
Enlaflg. 6-19esláilu¡tntdalaenergla enfunci6n de k. Elmodelode electwoes 
libres permite todos loo valores de ky por lo tanto de El, lo cual significa que 
el modelo no 1uminirtnl. infonnación acerca del ancho de una banda, pero po­
demos e.timarla de la li¡¡;uiutte manera' consideremos un1 red Lineal delongi­
tud L compuesta de N iones ..,parados la distancia o, de modo que L - Na. 
Para que en esta red se produzcan ondu estacionarias, la longitud de onda~ 
del electrón debe.,.ti.racer la condición n(l./'2) - L. P8ra cada valor de n, se 
obtiene unesl.o.doestacionario dado. Pero sabemos que una banda en una red 
compuestadeNiones tiene sóloNestad<n.Porconsiguiente,losposiblesv1lores 
den son l,2,3, ... ,N. Ob1oervando que k = 2,./ i., tenemos entonces que 

k - ,,,.¡L - ,,,.¡N11, n - 1, 2, 3, ... N. (6. 12) 

La difttenda entre valorea sucesivos de k es ,.{No, que "" muy pequeh si. N 
es muy grande y ju.tifica. tratara k como una variable continua a p""8Tde la 
condicióndecuantW.ción(&.12). Haciendan - Nen laec. (6.l2) encontramos 
que el máximo valor de k es 

(6.13) 
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De este modo el intervalo de los valorea de k permitidos dentro de la band& eeUi 
entre - •/fl y ></a. como 11e indica en la lig. 6-19. La energla mbi.ma en la b.nda, 
quo es tambitn d ancho de la buda, es entonca 

E_, - .:::.. . (6.14) 

N61ese en la eo::. (6.14) que el a ncho de la banda es independiente del n~rnero 
deiontsquecomponen la red, un reaultadoeapendo, ya queal'llod.ir m'- ionts 
sigrúflca agregar m•• Htado1; ~ro la ptriOOiddad de Ja red. que ddennina k,.., 
de acuerdo a la""· (6. 13), J>"nHll.nH:e i¡¡ual (ver r.jemp lo f•.6). 
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l'l ( . l•to, Densldaddecstad<>1Mener­
gladelo1el~trones llbre1de unsólldn. 

t•l;:: .... dto.J 

r is. •·~ l . Distrlbuel<ln de los elec:tro-

~.··b~~:.• ~:t~~:::::~.°' M energla en 

El mis importante dekrminar cómo los dtdnmes pueden distribuirse en una 
banda compl'f!ndida entre las energla cero y E_,. E n el ejemplo 2..4 mostnmos 
que d nolmcro de n i~eles de energl• en el interva lo de energla dE disponib!Q 
para uu part.lcu la libreencemi.da en un a e.ja ole volumen V tsl! dado por 

il.!\l(E) - hV~/I f:l ll dE. 

Cadanlvtlput de acomodardostltd.ronos (uno cone5plnhacla arriba y el otro 
con upln hacia ab1jo). Por lo tl.nlo, si nos ~trim0$ a la unldld de vo lu men, 
el nUmenitotl.I de electrones por unidad de \"Olumtn con t ner¡¡ia comprendida 
ent.re E y E + dE en Ja b1nd1 es 

dn - 8~,.f:l"dE - g(.E)dE. (6.15) 

En la n¡¡. 6-20, que e. bbiument.es id~ntiea a Ja 11¡¡. 2-12. 1e muestra la unUdld 
rlE) - dn/dE. Para un1 b1nda dada Ja curvl dtlM! i..,nninlr en E_... EJ. níunuo 
de elettrone1 por unidad de ,·otumen que pueden ter acomodado• hasb akan~r 
la ener¡¡la Eesl.ádadopor 

n - J:g(.E)dE. 
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Poreo~te, usa11.dolatc.(8.i!:i).obte11em01 

11 - S~.:f/I f~ f:llldE -
16~

11 

V'". (6.16) 

SI ti metal eslJ en au esl.tldo fundamental (t i cual, como vettmOI mb adelante, 
OCU1" ea el cero ab9oluto). todo• i<>s eh:ctronu. oeup•11 IOI nivelu. m'• bajOI 

poslble1compat.iblescooelprincipiodeudusilln.eomn1eindiC11e11 1afig.6-21(1). 
Si el n61Mro total de tltctrone1 por unidad de volumen n., es menor que ti n6-
mero dt nivtles dc en!:f'gla disponibles en b. ba11da, 1o1 tltctro11e11 ocuparb tod01 
k>I es!Jldos de energla hui.ti un mixlmo, dt$ign11dn por •Y• y U.mado ~navt11 d• 
Fuml. Si hacem06 E - •I' ea ta ec. {6.16). debe.mol tener n - n_. E11 ~ 
cucada pua b. encrgla de Fcrmi obtencmot d valor 

(6. 17) 

De ctl.t modo. b. distribu cl6n de NH:rglt de lot eltctro11e1 en el o:sl.tldo fund._ 
men!Jll del metal conapo11de a l iru sombtc1da de la 11¡. 6-20. Cu.ando la t ntr­
gla de ~-enni os igual a l ancho de la hllnd1 de t ncrgll, o!s!JI está ocupada c.nmple-

T A.8LA. 1-1 E .. rpa •• Pff•I 

Cu Al Au Mg Al 

"'• eV 4,72 3,12 2, 14 1,82 l,f>3 4 ,07 5,51 5,S4 7,3 ll,9 

!Jlmu1t.c.. L& tabla 6-1 da los •·alora e11ltulad06 de lat cnerglH de Fenni de algunot 
mctalea. 

Cuando una bandanoestácompleb.mcnt.ellena, buta unapcquedaC.1.J1lid1d 
deenUJ11paraucitarlo&eltctro11esmbalto1ha1b.losnivtlesdeenngL&mlis 
cen:aaos.comn.eindicaenla fog.6-2 1(b).Sincmbargo,161ololdectron .. mh 
tlt.OI pueden ser ncitados túmicamente. ya que kT, a temperatura ambiente • 
.. de unos 0,025 eV, la cua l es muy pcquel\a com parada con cp, y el p rincipio 
de exclusión hacequeseaimpoaibleucitarl01clectronudebajaenergl1a l01 
ttbdo1vecino-s""U)"ldoa.Uldislribucióndeelectronuentl"e lo-s nivclt1 detncr-. .. 

l'I¡¡. l ·H. °"upael6n de looeolldoad• 
J-...C.:...-"<~"'-__,'--¡¡ ::.,rgl.~:.l ~t~~ ternpotatura diferente del 
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glaenunestado delaredexcitadot.!nnicarnenteeorTeSpondealáreasombreada 
de la fig. 6-22. Los electrones que han !.ido excita.don t.!nnkamenteson aquéllos 
cuya uu:rglaesrnayorque ~p. Lo1e1tadosocupados porlostledronu excitados 
caen en una ttgión deenergladel 1mfon de 20 kT por encima de <i>-

La enuglo de arranque de un meta l es la enugla necesaria para ext..-aer un 
electrón del nivel ocupado m~• alto. En el cero absoluto la energla de Fermi 
es el nivel ocupado mb alto. Como las energias térmicas son pequelias compa­
radas con la energla de Fenni, sólo muy pocos electrones son excitados por en­
cima de ésta, a.Un a ttmper:atura ambiente. Por ti.a ruón la energía de 11.1T&nque 
esprictic11.menteoon1tante en un amplio intervalo de temperatu1'1l1-

EJEMPLO 11.9. Dl11Cutlr el paragmanetbmo de e1pln u de PaulL 

Soh•"'6"' Eln>odeloolmple de e lectroneo lib '"" quehem,,.e•tudiado eo1uOoiente 
paraexpllcarmuchupropledades de lo1metales,unadelMcua les esel l"quefto 
para magnell1moquep1"sentan la mayorladeelloo. Paull atribuyó este paramagne­
ll•moauncambioen losestadosocupado•porloselectrone1cone1plnhaclaarrlba 
y haola abajo cuando se aplica un campo masnftlco, porque este campo favor..,., 
laorlenlaclónde lo1uplneselectrónlco••n dir«dónopuestaalcampo. 

Hemot visto {U<:ción 3.6) que nn e lcctró11 JIOHe un momento masn~tico de npln 
I"'• y que en preoend • de un campo masnHloo ·n adqulen: una enerSla ± I'•~• 
donde el signo +(-)oorn:•pondealesplnhacla arriba(hacla abaju)oparalelo 
(antlp•«•lelo) al campo magnHlco. SI B es la enorgla tola! del dectrón, su enersia 
dn&ka es B 'F ¡o.a'll, dependiendo de •i el .. pin es hacia ~rriba o hada abaju. Por 
conslgulent e,elnUmero de ocupaclón delos estados con etpln bacla arriba y hada 
abajo es 

donde el factor t entra porque <:n cada caso oonslderamos solamente electroneo 
oonel u pln en una orlen\adón dada. La ftg. 6-23 muutralos go-•Hcos de (dn/dB)T 
y(dn/dB)l(aqni 1upon<mo1quelalemperaturaetl'"'"'ªdelceru a bsoluto). Vemo• 
qneel nUm ero de electrones con u pln hada abajo es mayo r que el numero delo• 
qne tienen ""pin bada o:u-rlba. Obobvese que hemo1 mantenido la c ncr-gta m4>dma 
tsu•l • ·~· AUn en lo• campo• magnéticos mb Intensos usados en el laboratorio 
(delordendcO,IT),Jaenergla¡o.•' lle1 delordende6 x JO-•cV,q~eomuypequd\a 

comparada eon la energla de Femtl, dad• en la tab la 6-1. Lueso, lll$ dos cnrvas 
sólo esU.n oepantdas muy l!gcrunc nte. l.o• electrones eon eopln haci a arriba eon­
lrlbnyen con un momt nto masnHlco - 1<• s.gún la dl1"ttlón del campo ma¡:rnéUoo, 
y aquéllo• oon ••pin hada abajo oon un momento ma¡:rnttleo + I"'•· Luego el momento 



(6.6 

"' -Ci,:.(-lH- ,.(-li-l,r• 
- t¡.i•f [g(E + 11-•'lj)-vl,E - ¡.1•'ll) ldE 

- 11-lrd f~ * dE - 11-~'l\t(<p). 
En H le dlculo hernot usado 11 ,..ladón f1(.E ± 11-•'lll - g(E) ± 11-•<'JX.dg/dE), dedu­
cida a partlrdelduurollo deTay lor. R..,ordandolHeca. (6.15)y(6.17),tcnemo1 
f1(.•v) - 3n,,f2•r.yporcon•lgulcntela magnetlu.dón ~blda a la,...orlentaclón de l 
espln u 

que tltnc l• misma dlt..,clón ~ 'll y en conoecuencla e• un electo paramagnHlco. 
La susce pUbllldadpara rnagno!tica dee•plndounmctale1porloUnto, 

~- - ~-
Introduciendo ,·a!o,...1 numéricos con <p -2eV, obtenemos x- -5 >< 10-•. ~te 
valore1!.A dea<:ucrdoconel,...1ultadonptrimenta l encuan\0 1 l or~ndemagnitud 
se ttne,.... Aunque hemo1 hecho nue5IN• c~lculoo suponiendo una te mptratura 
oereana al oero Bbtolulo, e! res ultado e• válido para un intervalo de t cmptra turH 
bastante amplio. 

Observar en las expmlonu anteriott1 que, como en gt nera l n. u mayor y <P 

H menor para lot electronu d que para J01 ele<:tron .. • ó p, el p1ram1gnetlsmo 
electrónlcodc lo•átornosquetlenenlHcapaadlncornplctH u mayor. 

6.5 llfot>imiento elec t r6n ioo en 1ma estructwra periódÜ';(I 

Paramejorar el modelo deelectrones libres de un sóLido, incorporaremos el efecto 
de la estructura periódica de la red. Comenzaremos por observar primeru las 
funcio nes de onda posibles.. Es claro q ue el efecto de la ~des cambiarla fun­
ción de onda de la partlcula lib~ .i•·• de modo qne en lugar detener una am­
pLitud constante, esta función de onda tenga una amplitud variable que cambie 
con el perludodetn red. Por lo tanto, ucribamos lafuncióndeondaen la forma 

.¡,(r ) - t'•·•u(r ), (6.18) 

donde u(r ) es una amplitudmodulante, que&e repítede unaceld.aa la próxima. 
~¿:so de una rW lineal de espaciarnieotQ a, en lug~r de La ec. (6.1 3) debem<a 

.;{:r) - eihu(:r), (6.19) 

dondeu(:r)aat.Wacelacondicióo 

u(:r + a) - u(:r). (6.20) 



6.5) Mouimienlotltt.lr6niooM una~fruclura~riódica. Wl 
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PIJ. 8-U. Funclonet de onda M una n d oompuu la d o ocho l<>M• . 

LH eitpret.iones {6.19) y (6.20) en oonjunto oonstituyen el frortmo de B/och. 
{Ver su prueba en el ejemplo 6.5). 

Podemos obtener una imagen de las funciones de onda (6.19) con.Jderando 
que u(:i:) se aosemeja a la función de onda de lo• ~tomos ai!Jadol y reempluando 
e""'porlufunciones de ondade unaparticulalibn: enunar.ajade potencia.L 
Enla fig. 6-24 "" muestra algunas de las funciones de onda para. el caso de una 
red compuesta de ocho iones en fila. La banda ert.111 compuesta de ocho rúveles, 
perosólo se indicancuatrofuneiones de onda . Notarque.aunqueel momentum 
delelectron descritoporla ec. (6.19)noesconstante, podemos decirque /ik .,. 
algo asl como un momcntum mt:dia del el ectrón {ver el ejemplo 6A). Sin embargo, 
!a longitud d e onda asociada con .¡.(:i:) es ~- 2 .. /k, yasl k es el númerode OJ1da 
del electrón. 

Laenergladel electrónno es totalmeotecinttica.oomoenel caso delelectrón 
libre dado por la ec. (6. 11), d ehido a la energla potencial correspomüente a la 
n:dde lones.La eKpret.iónparalaen.ergtaenfoncilmde k es compl.icadaydepende 
de la geometrla de la r9d. El ruultado importante es que la energta tiene una 
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diJc:ontinuidad pan ciertw "'-lora di! k q11e, p•,.. 11n• red lineal de esp11ci.ll· 
m~nto a, están dadoa por 

(6.21) 

En la fig. 6-2!> se muestn el gdOco de E(k) para estl! easo. En el gráfico le ob­
serva que pan valorude k no ctrr.11no1 a !Qll dados por laec. (6.2\). la energla 
1e P"~ mucho a la de un. P"rtlcula libre (indicada con Unt.111 de truos). E11 
consecuencia la red afecta el movimiento de un dectrOn Jólo cuando k ts cer­
cano a ru•./o, y el decto es producir d.iscontinuidldes de t11ttgla. PllTll valora 
inlttme<lios de k, los dectronts se mue\•tn libttmenl.8 a tnvb de la red. Lu 
bandas de ener¡¡b pumitidaa ton J.u C<lrrespondientel a Ju lineas llenas; e1-

t11 bandu de energla l.ambi~n se ilustnn a la detteha da la figun. 
No es sorpttndentc que un deetrOn 1e pueda mover libremente a travb de 

laredl.inenecmtrar ningun.a~teneiae:<ceptocuandokseacercaalosvalo­

ru tlf•/tJ. El movimiento de los electrones en la red se puede asimilar a la pro­
pagae.iOll de una onda tltctromagnff:lca n un crisl.lil. La ditptn.ión dt la ond1 

n,. 1-H. 011penlón dt Or•u-
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electromagnética. por los átomos de ta red da lugar a una onda dispersada que 
se refuena cuando se satisla"" la condlci6n de Bragg; esto es 

2asene - ni., 

dondeaesladist.anclaentrelosptanosyOeselánguloque lad.ineci6nde pro­
Jll'8ªci6n forma con los planos de la red (fig. 6-26). Para incidencia nomutl 
(a - "/2). lacondici6n de Bragg..,convierteen2a - ni... Uta u la condición 
a aplicar pan la propagacil>n de ondas a lo largo de una red lineal. Por ejem­
plo, li Ju ondas 1 y 2 (fig. 6-27) son renejadas por iones suculvns A y A', Jos 
nyosfllflejados l'y2'tienenunadiferenciadeeamino2ayunadifenndade 
fase 2,.(20)/l.. Para una intensidad máxima de!' y 2', esta diferencia de fu e 
debeseriguala21!1.,con loc11alresulta2a - n). Hacieodul - 2,./kobtenemos 
k - nrtfa, de coníonnidad con la ee. {6.21). Por oonsiguiente los valol"eol de k 
son aquéllos para lo• eualeslaredlinealimpide el movimientodelos cleetrones 
cnunadirecd6ndadayl<>S obligaamoversecn la dirección opuesta. Eloonjunto 
dc los valores dc kcomprcndidoJcntrt- " /oy + .. /oconstituyen laprimt ra 
:01rn de Bril/ouin. Para k oomprendido entr1: - 2 "/o y - ,.¡a y entre 1</o y 21</o, 
tenemos la segunda zona do Brillouin, y asi succs.ivamente. 

PI!· t-2? . Dl$¡>enlón de 13ragg en una red linea l. 

R""onl.andoladofinici6n devcle>cidaddcgrupou, - d .. fdlc(verapéndicc 111) 
y que E - 11"'· de acuerdo a la ce. (1.45). definimos la ''elocidad del electrón 
cuandoestárepresentadoporunpaquetedconduccntradoalrededordela 
energfa E y con númcrq de onda k, en la forma 

(6.22) 

Comparando esta eeuaci6nconlapendientedc lacurvadc laflg.6.25.concluimo1 
que la velocidad del el""trón varia dentro de la primera zona de Brillouin, como 
se ilustra en la fig. &-28(a), oon ruultad<>S anilog<>S pan las otras zonas. La 
velocidad es cero al fondo y al tope de ta banda. En regiones intermedias de la 
banda la vele>cidad cs muycercanaaladel eleetrón libre, lilc/m. 

Si Fes la fuen.a uterna sobre d electrón, el trabajo h.ccho por esta fueria 
sobre el mismo durante et tiempo di es Fu di. Esto trae oomo consecuencia una 
variación dE en la cnugia del electrón. Luego podemos escribir Fu di - dE -
~ (dE{dk)dk. Introduciendo la expresión de u dada en lace. (6.22),obtenemos 

F - lldk/dl. (6.23) 
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:ll"~n'.."2!d 11~~1,:;~idad y aceleración en luneión de t en la J>dmcra 1ona ,le Urillouin 

que puede ser tornada como la ecuación del movimiento del electrón en la red. 
Comparandoést.aconlaecuacio'.lnclásicadelmovirrúent.o, F ~ dp/dl,ooncluim<>1 
que en el muvirrúento del electrón a trav6i de una red bajo la aocio'.l n de 11.Da 
fuerza externa.hk juegaelrnismopapelqneclmomentumpenelrnovimient.o 
del electrón en el espacio libre bajo la ae<:ión de la misrnafuen.a. Por est.arufoi, 
algunu \'eces lik se denorrúna mom~n/um dd tfectrón tn la rtd. 

Para describir el movirrúento de un electrón a tra'·éa de una red representado 
por un paquel.e de ondas bajo la accio'.ln de una fuetta exl.erna. debemos usar 
las ces. {6.22) y (6.23). La ec. {6.23) da el efecto de la fur:na externa wbre el 
númerodoondakdel e!ectrónyla ec.(6.22)da lavelocidaddel eledrón debido 
aes.afuerzamblainteraecióndeéstecon lared.Con...;derernos primerounele<:­
tr(ln en la primen zona de Brillouin y supongamos, por ejemplo, que el electrón 
tiene inicialmente k = O; luego su velocidad es también cero. Cuando se aplica 
la fuerza F. k aumenta de acuerdo con la ec. (6.23). y 5egún la lig. 6-2Svemns 
que u también aumenta. esto es, el electrón se acelera . Pero cuando k alcanza 
un ciertovalorcercanoa "/o,lavelocidadcomienuadisminuir(esto es,elelec­
trón se frena a pesar de que la fuena e)l\.erna u la misma). Este efecto se debe 
a la interacción del electrón con !a red. Cuando k - "'º la velocidad 5e hace 
cero, pero el paquete de ondas que repre>oenta al electrón sufre una renexión de 
Braggenlared,k•ehaceiguala - .. /oylapropagacio'.lnseel'ect(iaenladirec­
ciónopuesta. Evidentemcntelavelocidad esahoranegativa.Sila luerzaaplicada 
no varia, \aec. (6.23)nosdicequekcontinüa cambiando en la misma dirección 
y por lo tanto, como es negativa, di snúnuye en valor abwluto. La fig. 6-28{a) 
indicaque la•·elocidadprimeroaumcnta endirecciónopuestaalafuerza externa, 
pero muy pronto ! U módulo comknia a disminuir, ya que la fuen.a se opone 
alavelocidad; e1to es,elelectrón i.e frenahasta queeventualrncnte. lavelocidad 
se hace nuevamente cero cuando k - 0. A partir dcaqui el ciclo se repite. En 
Ja fig. &-2S{b) se muestra la aceleración del electrón durante el ciclo completo. 
Repra.entandoelestadodelelectrón por un punto en un gr.ilicode Een función 
de k(fig. &-29), podernos ilustrar el proceso moviendo el punto coniolo indican 
las nechas enlafigura.Sielejectrónconúenzaencero, supuntorcpresentativo 
se mueve desde O hasta A, entonces salta a 8 y retrocede hasta O. 
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Fl r . $-U. Movimiento electrónico t n la primera y segunda zuna de Brlllouln 
deuna,..,dlintal.Bajolaaoi:lóndtuna !ueruextema,elnlirnerodeondaylaener­
gladtleleclrónvarlandentrodecadazona,comosellustracon!asnechas. 
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Consideremos ahora un el<:et:ron en la segunda zona de Brillouin, qut: cu.bu 
los intervaJos-2,./o S: t S: -></o y ></a s: k ..: 2,.¡a. Si el electrón inicial­
mente tiene un valor kligeramentf:superiora .. ¡a, l• fuerza.aplicada aumenta 
elvalordek hasta k - 2,.¡a. Inmediatamente un• reíln.iOn de Bragginvierteel 
momentum y k salta al valor - 2,.¡a. Si la fuerza continila actuando sobrt: 
elelectn.\n, kcontinúaaumentando(realrnented.Wn.innyendoen"alorabwluto) 
hWlta que alcanza el valor - .. ¡o, cuando tient: lugar otra reOexiOn de Bragg 
y el momentum se lnviertf: de nuvro, cambiando k al valor ,.¡a. De aqu( en ade­
lante el proceso continlla de una manera clclica. En consetuencia el electron 
describe d ciclo C-+D-+E-+F-+C (fig. 6-29). En la fig. 6-30 se ilustra la 
variaciOndelavelocidadyde l.aauleracióndelele<:trónenla&egundazona de 
Brillouin. Un razonarniento•irnilar se aplicaa luotruzonas. 

De la deocripción cinemática anterior 
se deduce una importante conch1siOn: 
unafuerzaexternanopuedesacar un 
electn.ln de una zona de Brillouin; por 
consiguienteelele.:trónperrrum<!"eenla 
mi$ma banda de energla a menos que 
enunprocesoganesuflcienteenergla 
(porejemplo absorbiendounlotón)para 
crw:arla<fucontinuidadde energlay 
JIM'lI"ª la próxima zona. (Hay empero, 
unaciertaprobabilidnddequeunelectron 
bajol.aacciónde unafuerz.aaplicada 
cruce la discontinuidnd enk - ± n></11; 
esto se llama efedoZmer. Sin embargo, 
no oeridlscutidoaqul.) 

Sehaencontradoconveoientedeflnir 
:;'!~ ;;sr Masa efectiva en run- una masa t fu:/iva m• del electrón de 

acuerdo a la ulaciOn m• -= F/a. Aqu! F 
es la ruena externa aplicada al elettn.ln 

yalaaceleraciOnrealdebidntantoa Fcomoalaint.uacción con la red. De este 
modo nopodcmos esptrarqucm• seaigualalama!.lldelelectrónm.,oiquesea 
una constante. Considerando que 

a - du/dt - (du/dk)dk/dl, 

y uo.ando la. ecs. (6.22) y (6.23), tenemo• 

" m• - d"E/dlc"' (6.24) 

Obsérvesequetuaodoelelectrón es libre y su energ!aestidadn porla ec. (6.11), 
tenernos m• - ,,... Evidentemente m• es una funcMn de los parimetros de La 
red y del momentum lik del el•ctfiln en In red. En los gnificoo de E en funciOn 
dek{Hg.6-2.J), vernos quem• espositivnen la baoe de una banda deencrgla 
y negativa cnelte>pedelarnisma. Se hace muy grande, tf:óricarnenteinHnita, 
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enel puntodeinOex.ióndelacurvade energla,estoes.enelmiximodeuen 
la fig. 6-28. En la fl¡¡. 6-31 se muestra en forma esquemática la variación de m• 
con ken la primera ionade Brillouin. En la tabla 6-2se da el valordem• que 
corresponde a la bue de la haoda de energl.a (en k - O), para dnto• metales. 

..... ,_1 L• 1N• K RO IC. 
~l,400,980.940,810,83 

Completaremoa nuestra descripción del mo,,.imiento electronico en una r~d 
periódica considerando la demlidad de estado• g(E) = dn/dE. Hwio• disentido 
yatstadensidadp;1n1.elmodelodee lectron""Llbres,ec.(6.\5)yfig.6-20. En la 
basede labandaladen•idad de e.tado• seaosemejamuchoa\acurva parabólita 
del modelo de electrones libres, peroenlugardecncercontinuamenk, la curva 
decreeec.asiparabólicament.eeneltoptde la banda.Estoseilustraenlafig.6-32, 
la cual se debe tomar ~lo cualitativamente. La forma real de dn/dE. depende 
de Ja eslructura de la red y de la posición de la banda. S.. puede comprender 
lécilmente est.a forma más o menos simétrica de dn/dE. Supongamo• que una 
banda está completamente llena. Si se quit.a un electrón (quid de la banda de 
conducción), es posib le decir que se ha creado un hueco, ya qu e ahora hay un 
estado vacante en la banda. Cuando se aplica una ruerza externa (talcnmo un 
campo eléctrico), algiln electrón puede movene a l estado vacante, llenandn en 

n r. 6·H. Densidadde u tado1 de 
• nnglaenunabanda. 

-~ " 

O ,_¿:: -~~I¡ -:~ H_, H 

consecuencia el hueco. Pero a l hacer esto, este electrón deja un nuevo hueco 
en la banda qu e corresponde a l estado previamente a<:upado. PodemM decir 
queel hueco se mue,·edcunamancranact.amentenpuestaa lade lMelectrones 
bajolaaccióndeunafuerzaaplicada,actuandocornounaparUculacargada 
positivamente. E l valnr cero para la cnergla de los huecos utá al tnpa de la 
banda y sus energlas se miden hacia abajn; esto es, E.,.,- E. Lu•go, en el 
tope de la banda dn/dE es muy semejante a la ec. (6.1 5), pero con E reemplazada 
por E.mu - E. 

Elestudiantepuededal'M:cuentaque ennuestroanálisisdescripti,·odel movi­
miento de un electrón en una red periódica, hemos combioadn l&s imágenes cudn­
tica y cl~sica del electrón. Hemos hecho esto paraobtenerlos n:su\tadosbisicos 



d""""do• sin llegara involucrar los Cllkulos complejos de la meciinica cuil.ntica, 
lo1 c11a lescsU nmb alládelos propósitosdeestelibro. 

RJBMl'LO SA. Cilculo dal valor medio del momenlum de un cl<clrón descrito 
por I• función de onda .¡. - ... •u(.:). 

¡;-.,1-..,Suponiendoquela lunclOndeondaestAnormallHdaa la unldad,tenerno• 

{.¡.•.;.u - {u•u dor - 1. 
~~":ndo la ec. {2.~). podemo• escribir el rnomenlurn medio del electrón en la 

P- f .¡.•(- 1~ ;&) .¡.dor . 

~ - lk<'"''u(:i:)+ .... * 
y,eomo .¡.• - .-,..u"{:t), obten•ruos 

Debldo a que tacondldOndc normallzaclOnh..:e laprlrnualntegra[de[a deredla 
!gual al,poMmo1e..,,.ibir 

donde P::corrc•pondeal .. gundoUrmlno.ypuede .. rconslderadocomo el momen-
1ummedlodcl electr6nrcsultantc deouln\eracci6neonloo lonn que lormanla red, 
ya queútaes e\ 1lgnlncadofislco que hemo1a\l'ibuidoau(:r). D<e "'tamanen con­
clu!m<n que d momcn\um medio de 101 electrones est ' compueslO de doo parteo: 
?n"f.~:~~:'~":, ~ ~~a partlcula cuQ lllbre en la red y del morncntum debido a la 

E .JH.11Pl,0 <r.s . Probar el l«>nrno de B/0<;h, el c ua l eota hlecc que u(z) en lace. (6.19) 
es una lund6n periódica con J>Criodo Igual a l espaclam!enlo de la ud. 

s..1-.., Consideremos una red llnnl de eopaclamlcnto o t a l que H,.(z) - E,.(z + a). 
Entonce., como la dlslrlbudón de probabllldad de lo1 eieclrone1 debe mostrar la 
misma J>Crlodlddad que la energta potencia!, podemos escribir 

l<K:t)l• -l+<r+all '- (6.25) 

La ce. (6.25) lmpUca que .¡.(;: + <r) - C<l{z), donde C •• una canUdad que tali<face 
la condición ICl• - l. As!, podemos escribir C - ..... donde k u un parimetro 
arbitrarlo. Entonoe1 tenem<>1 lo siguiente · 

Multi plica ndo ambos miem bros de la ecuació n por e-'", ob tenemot 

Eoto demueolrlll que u(z) - e""""'« r) es un a !unción perl6dlca de :<, con J>Crlodoa. 
Entonoe1, a l n crlblr 4(z) - ... 'u(z) te ne moo e l teorema de Bloch. 



·-~ Mooimit11la d edl'611ieo en una uUuctura puiódiea 269 

11.111.MPLO ll.ll. Cilculo del ancho de una banda de e nergla 11H ndo la Ua mada 
apro.,ima<l6nd•enlauaprtlado. 

Soh1cl<l•u Una runclón de onda convenientemen te apro:dm• da - lla mada a proxlma­
~:~~~::':cee1a pretado - para un elcct...Sn que .., mueve e n una ..., d llnul dt> espa-

(6.26) 

donde • ts ta función de onda atómica de un dedr<ln en un u ta do u taclonariu de un 
J. tomo aislado y n - 1, 2, .. . , N ldentlOca cada uno de los átomos de la red . De 
este modo .¡.(z - na) u la !unción de onda corrupondlente al n-toimo Atomo y .¡. 
es una combinació n llnul de funciones de onda atómicas con fac!ORI de fue con­
vcnicntc1. Eita lunci<in deondae<>rrupondea la deocri11d(>n dada cnlatlg.6-24. 
Ant ts de pr....,deraulcularelanchodebanda,dcbemol verlnc'<que]a ec.(8.26) 
1a t1<fau el teorema do Blocb. La función de onda puedo ''" escri ta en la forma 

4' - ...,.,f:• ..... _)tl(:z-na) 

1acual,po r comparacl6ne<>nlaec.(6.9),da 

u{:o:) - ~r"!->tl(:o- n<r). 

u{z + o) - .f:•"(-io-o¡ol.¡¡ [:o: -(n - l)a]. 

SI el n ilmero N de átomo• que connltuyen la red .. muy gra nde de modo que poda­
mos de1prodar lo. electos do lo• ext rem os, lu oumu que a parecen e n ambu exp* 
1lonu de u son !dfotiuo y u(:o:) - u(:z + a), como lo requiere e l teorema de Bloch. 

Para hallarla energla med!ade un electróndesultoporlafunclón deonda(6.26), 
aplicamoolaec. (2.SI); ouoes, 

s - 1¡;:,..t!:z. 
donde H .. eloperadorhamlltonlanodel e lectrVn,dado por .. ~ 

H -- "2ffl;-;¡;t + E,.(z), 

(6.27) 

y E,.(z)es la energlapotenclal perlódlcade l electrón en la red. Undlcnlo directo, 
que omltlmo1,da 

E - e .. - .. -2~co1 ko (6 .28) 

Donde E., ., esencialmente la energla del utado atómle<> asociado oon lu fundan .. 

~~ 0;~:!".;;i'.~tA.?' !..:!' ~~~~·:~ :r;p;;:~ ;~·~';~~~~!d~!~:::,":\~.:~; 
de k. En otras palabruel ancho de la banda u 4~. Loo va lores de E," y~ dependen 
del n lado atómi co a travh de lu fundo nn de onda .ji; por oonslgul<nte, hay una 
"' rleda bandasdeenergla ,cada unarel acion adaconun est ado alóm!oo.La ns.6·33 
muestra el gr6ftco de !a exp resión (6.28) para varl u bandaa. Las pordone1 co...,1-
pondientu a cada una de la zonu de Brlllou ln ••Un lndlcada1 con llneu srueoao. 
La energla de la partlc.ula libre esU represe ntada lamblfo por medio de I• paribola 
de lrazo1. Observar l• se me/• nu.con laftg. 6-2S. En lugo.rdeeocos.,. varios lnter­
valo1dekparaexprHarta••On••de BriUouln,llubléramo1podidolimit•r kallnter­
varo-,./a :S: k:S: "'ª p .. • todulu banduy usar 1olamenleluporcionetcen ­
lraleo delaoeurvaspar• ludi!ere nle1•onai. 
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l'l,. 6-13. Energ(aa permilldu en la aproxim~cl6n enl•« apretado. 

Conductores, aisladores y semicond uctore.a 

Una propiedad intuesa.ntede los 561ldos es ou conductividad eléctrica. Algunos 
matuio.Les,llam.adostntdicionalmenteaisladons,sonmuypob..,.tonductoresde 
la elec:triddad (ejemplos: el diamante y eL cuarzo, y en general, la mayorla de los 
s6lidosi6n.ico•ytovalenteo). Otros sólidos son excelentesrondudorudelaelec­
tridd.ad; en este grupo están los metales oomo el cobre y Ja plata. (Una idea 
cuantilativano1la datloobreeuyaoooduetividaddédrica atemperat11n1 am­
biente u I~ vec:es mayor que la del cull"Zo.) Entre estos dos grupos u.tremol 
hay una tercera clase de sólidos, llamados .,,micondudoru. Aunque los semi­
conduetorusonpeoresoonduetoresdelatleetricidad que losmeWes,sucondue­
ti\'idad aumenta con la temperatura, mientra• que la de los mdales diuninuye.. 
El germanio y el Jilicio son semiconductores Upicos. 

Una de las ruanes más importantes del triunfo inicial dela tcoria de bandas 
lue queperm.iti6unaexplie11ci6n •imple de esta mareada diferencia eotl com­
portamiento elktrico de los 561ldos. Huemos nuestro primer anlllisis por medio 
del modelo de tlectrones llbres, el cual refinaremos mAs &delante tomando en 
eonslderaci6n la estrudura periódica de 111 red. 
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Consideremos un metal que tiene la estructura de bandas ilustradas en La flg. 6-34, 
que podrlaco1Tesponder,por ejemplo, a lo1 nivdesdeenergladel&Odio(Z - 11). 
La1 bandat correspnndientes a los niveles atómicos h, 2s y 2p esbln complel.ll­
mente llenas debido a que las rupectivas capas atómicas esU:n completas. Pero 
la banda 3s, que puede aoomodarhast.a do1 electrones por átomo, Lieneaólola 
mitad completa, ya que el nivel 3s en cada lltomo de sodio tiene solamente un 
el«trón. Debidna la excitaci6nténniea, alg unos electrones de labanda3s, que 
tienen una energla delor<len dela de Fenni para. esta banda, ganan una enug!a 
del orden de kT (cerca de 0,025 eV a temperatura ambiente) y •u distribución 
entre los estado• de energla de la banda se asemeja a 111 de la fig. &-22. Bajo la 
acción deuncampo clé<:tricoexkrno,estas clectrones pueden,sio violar e l prin­
cipio de exdu!l.i6n, adquirir pequc~u cantidades adicionales de cnergla y pasar 
a cualquiera de los muchos estado• vado• vecinos dentro de la banda . En con­
trasteconlaexcitacióntérnúcadesordenada,lo• electrones excitado~porelcampo 
eléctrico ganan momentum en ln din:cción opuesta al campo; esto origina un 
movimiento colectivo a trnvés del cristal, que con•tituye una corrienteelt ctrica. 

'­
'·_Y·~'· 
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Por lo tanto concluimos que una 1ustancia que tiene una estructura de bandu 
tal como la dela n¡¡.ó-J4deberá &el"UD buenconductordelaelectricidad ypor 
la misma razón, un buen conductor t.l!rnúco, siendo los electrones de la banda 
más alta parcialmente ocupada los responsab les de ambos procesos. En otr05 
Urm.inos. los buenos conducto res de la electricidad (llamados tambit n mdolu) 
sonaqut llos s6lidosenlos cuale1 lailltimabandaocupadanoesU.completamente 
llena. 

Realmente la situación es ligeramente más compleja debido a la poloible 1upu­
p111ición de las bandas mh altas. La fig. &-35 muestra la estructura rul de lu 
bandas del sodlo. A la dista ncia r0 en el metal. cerca de 3,67 x to-•• m, el nivel 2p 
permanece prácticamente &in perturbane, pero las bandas correspondientes a 101 
niveles atómieos 3sy J p se 1uperponen. Porconsiguiente,loselectronesdecou­
dueción tienen muchos mil estados disponibles que los correspondientes a la 
band.a3ssola. En clecto, esta su))Ul'O•ici6nde lubanda1 mhaltas u la situa­
ci6ro comÍln en la mayoria de los metales o conductores. Por ejemplo, consideremos 
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3.67 ~ 10 
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el caJo del magnesio (7. - 12). El átomo de magnesio tiene la configuracilm 
1112s1 Zp'Js•yporconti¡¡uientet00as las cap.as atómicas están Uenas.. Si.oem­
bargo,elprimernivelexcitado,3p, est:li bastantecm:adel:h. En el estado sólido 
la estructurade bandas eslimilara lade lafig.~paraelMHl.io.Las bandu 
31 y Jp están indicadas esquemJ.ticamente en la lig. 6-36. Normalmente, no 
habiendo superpolici6o,Labanda3s debniaestar Uenayla3pvacla,yelmagnesio 
debuir. lltr un llislador, como.., explica más adelante. Pero debido• la super­
polición, loselectrones más altosdela band.a :htienen a su disposición losesta­
do1 deenerglambbajadelaband.a3p.Enconsuuenciaalgunos de loselectrones 
Ss p.asanaocuparalgunosdelos niveles3pbajoshutaqueseestablece unnivel 
de energla de equilibrio común p.,a ambas bandas. Como el número total de 
niveles de energla disponibles de las bandas J s y Jp es 2N + 6N - 8N y tenemos 
solamente2Nelectroncs, quedan6Nestadosvaclosaccesible1. Porcooti¡¡uieote 

' - - ---
' ,, 

-----.. ~} 
a· :::::::=:::2¡, 

Pl1.8-H. SuperpoaLclóndela1ban. 
dasdeenerglaenuneonductor. 
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el magnesio deberi oser un buen eonductor; esto está de acuerdo con 101 hechos 
uperimentaln. Aquellas sustancias cuyos átomos tienen capas completas pero 
queenelestadosólidoson eonductoresdebidoaqueunalnndallenayuna 
vacla están superpuestas, .wn a menudo llamados sunime/a/u. 

En el grupo de los mela.les de transición, como el hierro, las bandas que se 
superponen son3d,4sy4p,yelnúmerndeelectronesesinsulicient.o.parallenar 
estu bandas, Análogamente, enelgrupodelastierraararas, tas bandastr-ula­
padas involucradas son 4f, Sd, 6s y 6p. Pnr con!igu.iente esl.os elementos .wn 
condudnru en el estado sólido. 

Consideremos ahora el caso de una sustancia en la cual la banda nuls alta o 
de valencia está completamente llena y no se superpone ron Ja siguiente. que 
está completamente vacia (fig. 6-37). Como todos los estados de la banda de 
valenci.D.estánocupados,laenergladelelectrónestá''con¡¡elad.a'',estoes,los 
eleetronesnnpueden cambiar 1u estado dentrodelabandalinviolarelprincipio 
de exclusión. La única posibilidad para excitar un electrón es transferirlo a la 
bandaderonducciónvacla;pc.roestopuede requerirunaenergladealguno1 
electronvolU.. En consecuencia. un campo eléctrico aplicado no puede acelerar 
loseleetronesenlabandadevale11ciayporlot.antonopuedeproduc.iruna 
corriente eléctrica. Esta sustancia es entonces un aislador. (Por supuesto que 
a una temperatura suficientemente alta o en un campo eléctrico muy intenso, 
algunoseleetronespuedenserexcitadosalabandadeconducciónyeutonces 
es posi.ble unacorrienteeléctrica.)La mayorladelossólidoacovalentes. loacuales 
esUn compuestol de átomos que tieoen un número par de electrones de valencia, 
son aisladores. La fl¡¡. f...38 muestra un esquema simplificado de bandas en el 
diamanl.f: (C). Lu bandas corresponden a los nivelesatómico12a y2pdel dia­
mante, los cuales pueden acomodar hasta 8 electrones. Sin embargo, el átomo 
decarbonotienesolamentecuatroeleetronesdisponibles paraestosniveles (re­
cordar Las figs. 4-7 y 4-10). A medida que loa átomoa esUn más cerca uno del 
otro, las bandas 2s y 2p romienz.an a superponerse. A menor distancia inter­
at...'mtlca, se desdoblan endoabandas. 11.comodando cada una cuatro electrones 
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por étomo. (A esta conclusión se llega por medio de un cilcu.lo detallado.) En­
tonces los cuatro electrones de cada Uomo está.n nonn.almente en la banda mb 
ba/a o de valencia. mientras que la banda superior está. vacla. A la dist.aucia 
de equilibrio en el diamante, alrededor do: 1.5>< 10-Hm (indicada con C en 
lafig. 6-38). la discontinnidadqueseparala banda más baja o de valencia de la 
superior o ~·acla es cerca de 5 eV. Esta es una discooUnnidad de energla rda­
tivamenU: grande que explica por qué el diamanU: es tan bue.n aislador. 

El mismo esquema de bandas se aplica también al si.licio y al germanio (ex­
cepto que las bandas corresponden a diterentes niveles de energla y a difennkll 
energlas); también se muestra en la flg. 6-38 la separacilm do: equilibrio delo• 
étom05en el estado sólido. Sin embargo. en este caso, el espaciamiento entn: 
las bandas devalenciaydeconduccióna ladis\.anciainteratómica dcequilibrio 
es mucho menor(\,\ eV en el si.licio y0.7 eVen el germanio), y esto h.acemi\.s 
fácil excita r loselectrones més allos de la banda de valencia ala banda de con­
ducción. La flg. 6-39 llustra la situación. A medida que la U:mperatura crece, 
mb electronesson capacesdesaltara.labanda siguienU:. E$todalugarad05 
resultados: 105 poCO:! electrones de la banda superior o de conducción actolan 
comos.l.estuvieranenunmetal,ylos esta<k>Avacios ohuecosquequedanen la 
banda irúerioro de valencia actolan de un modo similar, pero como IJ fueran 
elecUooespositiv!lll(adernb•u masa efectiva puedeserditerente,yaque estén 
enunabandadifereotedeenergla).DeestemodohayconduccióneJ~capro­

venientedelos electrones excitad<»enlabandadeconducci6nyde l05 huecos 
en la banda de valencia; la oonductividad aumenta ripídarn•nte eoo la tempe­
ratura porque nllis elecll"onu son excitados a la baodadeeooduc.:ión. Por ejem­
plo, en el silicio, el n(imerode eJectrooes excitado&aumenta e11 uo factor de 10' 
cuando la temperatura se eleva desde250K hasta 450K. Porlotanto, los oun.i-

Plr.&·40. lrnpuruuenun u rnlconductor:(•)dadorasotipon,(b)a«ptadoru 
o tipo p. 
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conductoressonaisladoreswlos e11alesla<fucontinuidadde energlaentre\a 
banda de valencia y la de conducción es de aproximadamente un cV o menoa, 
de modo que es nlativamente fácil excitar térmicamente a los electrones de.sde 
l.abandade >'alenciaa la de conducción. Enl• tabla6-3seda ID.discontinuidad 
deenergla de algunOllalsladoresy s.micooductores. 

La conducción eléctrica que hemo• descrito en los semiconductores se deno­
mina condudividod inlrfnuca. También se puede mejo111r la conductividad di! 
11nserniconductorconlaadici6nde ciertuirnpu~Supong11.mosquereem­
plazamos al¡¡:unos de los 'tomos del semiconductor por otro. de una sustancia 
diJenrnte (utos Atamos constituyen entonces la lmpuraa) y supongamos que 
estos 'tomos de impurez.a tensan mb electrones que IOI del lemi<:onductor. 
Por ejemplo, si al lllicio o al gtnnanio. que contribuyen con cuatro electrones 
pot átomo a la banda de valencia , aft adimos unos poros átomos de r6sforo o 
arsénico,cada u11odeloscuale11 co11tribuyeconcinco electrone11porUomoala 
banda de valencia, tenemos un electrón extra por i tomo de lmpureu. Estos 
electrones adicionales (que no pueden acomodarso: en la banda de valencia de 
la red original) ocupan algunos niveles di$cret.os de energla inmediatamente 

TABLA f·I Dl10011Uallld .. M da uerJ!• (eV) 

S,33 SUldo 1,14 
3,2 Germanio 0,67 

Cloruro do pl•t• 3,2 Tel urlo 0,33 
Sulluro de cadmio 2,,2 Antlmonlurodo!ndlo 0,23 

debajode labandade conducción;laseparaci611podtá.1erde uno1 pocosdée¡. 
mOM de un eV ltlg. 6-40(a)]. Estos electronea en nceta ton í~cilmeote libenido1 
porlos8tomosdelmpureuyexeitadoshutalabandade <:011ducci6n,contri­
buyendo 11.t a La conduct.i,,idad eléetrica del lemi.ronductor. Talea itomos de 
Impureza se llaman dadores ; elsemiconductor se denomina semiconductortipon 
(onegati,,o). 

Reciproc.mente, la lmpureu spuede eon.aistir en átomos que tienen mtnO.f 

electrones que los dcl semiconductor. Para los casos en los cuales el silicio y el 
germaniosontassustanciureccptora1,losátomosdelm;>ureu.pod.rlanserboro 
o aluminio, cada uno de 101 cual.,. contribuye con "6lo tres electronCI. En esta 
lituaoión la lmpureu.introduce niveles diseretos deenergla vacantes, muy cerca 
del tope de la honda de valencia (fig. 6-40(b)I. Porcomigu.iente, eaf8cil excitar 
alguooa de los electrones mh energéticos de la banda de valencia a los nivel"' 
de lmpureu..E.steproeesoproduceestados vao.antts,ohuecoa, enla banda de 
valencia. Como se explicó previamente. estos huec°' act6an romo electrones 
po&iti"oa. Tales 8t omos de Impureza se Uaman ouplodoru; el 11<mitonductor se 
denomina semiconductorlipop(opositivo). 

Para producircambiosslgnificativo1 e11 la conductividad de un semiconductor 
es suficiente tener alrededor de un 'tomo de impureza por millón de 'tomoa 
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l'lr. t.u. Unión p-n. 

o : ll-(poolU,,..) 
e : l!lod....,...(n<pU.,....) 

, .. 

del 1emlcond11ctor. Lol 1emlcond11ctoru tienen ampliri apliuciiln indust:n.l como 
reclillcadores. moduladorft, detectores, fotodlulu, tnru.iston:s, etc. 

IUlt.Ml'l.0 .. 1. ObcuUr la unión ... a. 

8ol-IA11n16np-ne111ulmportanteaplk:ad6tldeloa1.,nkondlldo ... alol 
drallto< d6c:trlcoo mo<kmot. SupongutlOf q11e tenemo. lki. muestnu del mi.uno 
11:mlconduetor- dlgam01 gtcnnalllO - uno del tipo p y el otro del tipo n(ll.g. Ml(a)). 
Sl lai do1 mu<'lrH se p011tn u contacto (ng. Ml(b)), M produoa una dl!utlón o nu¡o 
dehuecoadel1qulerda aderechayun najodeelecirone.de deredl11 lzquk!rda. 
l::lledob lefiujodalugar a 11nadobleC11.¡:.1decug•1J)OlltlvuyMgallvu•ambot 
LadOI de la unión, establK!endo una d!!e~nda de potenclal a tnvb de la lll1h)n 
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tcomo M Huotn. a la deredl• en la parte {b)J, la cual, al alcanune el equUlbrlo, te 
opo~aln11jodel"••eo1yeL«lron .. atravhdela11n\6n.EnladlK11lll6nqut.1l11" 
conOl!nlr~m<K nuestra alencl6n en loa hueco•; la 1Lt11ad6n para \01 eletlroMI " 
llJU&l y opuHU. 

Debido a la tttomblnadón de buecM y electro neo, d n~mer<> de huu.>1 en el .. mi· 
conductortlpontleodeadl1mlnulr,locual pcnnlteqU<011napequet\•corriente /1 
nuya conUnUAIDente dude el lado p al lado n. AJ ml...,o ll<mJXI, debido a la esd· 
taclónterrnlal,Mproducellp&l'ftbu-1ectr6neneloemlconductortlpon,7HlM 
b11tcolpU<denDuJ:ratn.vádelaunl6nalladopconunaconionte/rEn•l•qul­
ll.brioanlbuf:Ottlent01JOnldfnt...,S,Hloa,J1 - 1,{apuedeaplle&runrazon.• 
mknlo 1llnllar a io. electronn). SI.,. apll .. una diferencia da potendal V, como 
en l&llS.Ml(c),con el ladopunlcloaltennlnalpo&lllvoyel ladonalMll&llvo 
delaf ... ntedeV, Jadlfeft'ntladepotenctlllatn."61dela11nlóndlsmln11~.Eato 
permite una m.oyor corñenta / 1 llad• I• de"""h•,olnaunbLllrr'Hlm<ntel• con10DI• 
1, 11•<1• la l•qut..rda, 11nuad• t~rmleamonte. De uta modo reoulta una conlent• 

Pis.MI. Conienl••nfund6ndtlvolt.Je• 
travl!sdeunaunlón ¡>-n.Elvotta)f.V•MBSl­
d<ra~llvocu•ndo••PlicaenladLfffCk\n 
p-+nJn•p.UvocuandoM•pHcaondlrecd6n 
opuesta. 

net•dehuio<:oa/1-f,•lr•v&dtlaunl6nhaclaladeruha,oorr1entequoaumen\a 
muy ripldamente Mn V, debido al mayor aumlnll\ro de hu«OO dude el lado p. 
Porº'"' parte, al la diferencia de potenclal M lnvlerte, como en la flR. 6-'ll{d), I• 
dllu .. ncla de potencial a 1 ... va de la unl6n au1110111a. E1to reduce el valor de 1,. 
1lnalectar1uotanolalmentea J,.ya quelaluentedehueCOldcl lad.onntJ.llmlt.do 
porla\emperatunl. LueflO, Oidttlrli una..,rrlentenotallaclalalzqut..rd.aaltav& 
de la unión lacualuapl"Oll.lmar' al valotMnllante l,• medid.a que Vaum<nt.a. 
J..a flg. M2 muatra el !lrliflco IM la Mrrlenle neta a travb de la unión <n lund6n 
de V, co...idonondo V como ~Uva cuando a apllu como en la ng. Ml{c) y nep­
Uva on usoeonltarlo. l..acon1enlene1aa1iexp..,..daenform.amuypn:dsapor 

1 - 1, - 1, - 1,t..•I0•-1¡. 

CoR<:lulmoa que una unl<ln p-n aetda como un reciltleador o un ddector, ya que 
lavorece el paso de corriente on la dlrecd6n p -~ n. Ella u la ml1ma función que 
0Jtcutulostuboldectr<lnlM1d.lodoy t rlodo,pel"Ol&unl6np-npu•d• h•e<rlooon 
un aaotodeenerg!aoonlldtr•blcmenttm•nor. 
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En 11 sección i nterior hemos estudiado la condueel6n ~ca en lo» ~dot 
dude d punto de vista del modtlo de electrones libra. Sin embargo, pan obte­
ner ruultado1 eua.ot.itat.ivo1 H debe tomar eo coni.idenclón la estnoctun periódica 
del .Olidoy uu.rlosresultadOl de l1 M:CCi606.!>. Para m1yoraenciUezbasaremoa 
nuestra discui.i6n en un modelo uoidimcnsi.onal Supon¡1mG1 que d lliildo H 

tncutnln co su estado fundamental, sin campo dkbico aplieado y que lot 
deeUooes esl.io en la primen &Onll de Brillou.lo (el mismo ruon.amitnto H apliea 
1culqu.ierotn. &0n1).Lo.tltctronesocupanc11form1aimittricalolestadol 
mib blojo. dentro de la b111d11. de modo que no exiite corriente neta [fig. Ml(•)I. 
Si H apliea un eampo elktrico, todos los deetro!IQ exptrimenbln uot luuu. 
endincclónopuestaal eampoy,deacuerdoconlaec.(6.23),1u1valoresdel 
nmentan HI la dirccd6a de la focna. E11 conHcucncia H produce una diJtri­
buci6n asimttrica de los cleetronc1 dentro del metal, como H muestra en la 
n11.M3(b), locualdalu¡ar1un1corrienteel&bicanetaendmismo,yaque 
11: mueven m:ls eleetronesen una dirección que en la dir«ción opuesta. 

Plr. f.41. Ocupa<:ioln de los nlvdes de tMrgla ~n la primera &0na de Brillouln: 
(a) 1111 eamp0 clktrko apHcado, (b) campo clklrlco utcmo aplicado de deffclia 
a l•qult,..i.. 

Mltntruel campoelktricoesl.lliaplicado,laocupacl6o dc lo1estad01conk 
paralcloala luerz.a aumcntaconeltiempoylaocupacióodcaqutll05eonkopueslo 
diJmlnuycconclmismo.Esdecir,la~nteaumenta cootinuamenteconcl 

tiempo, aú n cuando el campo tWctrico sea con1tante, debido a Ja acelención 
continut de lns clectrones. ( lllJlOl"Arf:mos los dectns complcjns que pueden resu ltar 
cuando algunos dectronu alcauan eveatualmc11t.e d borde de Ja &0na de Brillouin 
en k - .. ¡a ; tate problema fut discutido previamente en la 1«d611 6.!>). El nsui. 
l.ado anterior contradice lot multadot uperimtnta.les. La mayoril de los eon­
duttoru obede«n la ley de Ohm, que H puede t.$Crlbir en la form1 mil comÍln 
v - 111 o en la form1 m!1 coovenit11te 

j - <>l. (6.29) 
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dond11jesladensldaddecorrienteexpresadaenAm4 , f.eselcampoeltttrico 
aplicado, expresado en N c-1, y " es la undud1'vidad de la susl8nci2 expresada 
en n-•m-•. La lnvena de la conductividad, 

p - l/<t, (6.30) 

se denomina resis/il1/diul y se expreP en Om. 
En cualquiel"O. de las d<>t formas, la ley de Ohm eatableoo qu e un campo elé<>­

trico oonst.a. nte produce una corriente eléctrica constante; esW es, cuando se 
aplica un campo elktrico lo• dectronu de conducción d11 un metal adquieren 
una velocidad m•dia de arrastre constant.<:. Concluimos entonces que debe haber 
algún mecanismo que impida a los electrones acelerarse continuamente bajo ta 
~C:!~" del eampo el~ctrico aplicado huta alcanzar el tope de la banda de conduc-

En la teoria elhica, formulada por Drude y Lorentz antes del advenimfento 
delateoriacu,ntica, esta velocidad med.iaconstantedel electróneraconsjderada 
conse<:ueneia de los choques frecuentes delos electrones con losiouespoloilivos 
constitutivos de la red del metal. & suponla que tn esos choques el electrón 
trander!a el momentum ganado del campo desde el choque previo con otro ion, 
evitandoaslsuaceleraciónwntinuaamedidaqueenarntstradoenladireccibn 
opuesta al campo el~trico aplicado. Este meranismo tambifo explicaba el electo 
Joule como debido a la energla ganada p<>rlos io nes a causa delos choques. En 
l.at.eorlade l)rud.,...Lorentz, laconductividadesUdadapor 

9 - 11t"<fm,,, (6.31) 

donde n es el n~mero de electrones por unidad de volumen y T es un par•metro 
llamado lianpo d• r<laj<IJni<11to. Esta expre!l()n se deduce como s~ue. La acel.,... 
racibndeunelectróndebidaalcampoeléctricoaplicado es o - -~/m,,. Sil 
es tlliempotranscurridoentredoschoques aucesivos del electr6ncoo los iones 
de la nd, Ja velocidad media de arrast re de éste es ii - !al - - •0/2m.. La 
densidad de corriente es entoocesj - - .,,¡¡ - (nt"f/2m.)t, lo cual da ~-11t"l{2m,,. 
In la comparac.iOn con la ec. (6.31) se deduce que T - !l. Luego. en la teorla de 
Drud.,...Lounb se supone que el liempn de relajamiento es del m4mo orden de mag­
nitud que el tiempo trnnscunido entre dos choques sucesivos del electrón con 
los iones de la red. Para la mayorla de Jos metales, a la temperatura ambiente, 
el valor de <calculadoaparliTde\a medida de aes del orden de H)-l&g., Siles 
la separación media de los iones y u, es la velocidad térmic1 media de los ele"" 
tronuen nusenciadelcampoeléctrico,podemossuponerque cl ti emp-0denla­
jamientoudelordende n1agnitudde l/o• ParalamayGrlade lossl>lidoslesdel 
orden de lo-t m. Usando para to1tlectront1 la misma nlaciOn deducida para 
las moléculas gaseosas. u, - ~{ver la seccibn 10.6), encontramos que a 
temperatura ambiente, u1 es del orden de \(}'m .-•. Entonces l/u,-10-Lts, de 
acuerdo oon el valor txptrimtntal de '· Empem, a temperatunu bajas (pero no 
muyeercanasalceroabSGluto),l.aconductividaddelosmet.al•svarla aproxima­
damente como la inversa de la temperatura absoluta (esto ea. " -1/T ó p - 1). 
como se muestra en la flg. 6-44 para. el 5<Hlio. Esto signllka que el tiempo de 
rel.ajamientotambiénvartaconlainvenadel.atemperatura. 
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l'lJ. l·H. Variación do 1• "'•l•llvldad l'IJ. 1·46. Ol11'f'r1lón dt d•ctronco en 
con la ltmpe ... tU111. ~rlmera ~na M BrU1011ln por lmp11A• 

Cuando companmos d valor upaimtntal de • a baja t.tmpentura con d 
de /{~,. tenemos que 111poner va lores de 1 muchas veeu mayores que la sepanclón 
Lntuiónit1aflndcobt.tner11nacucrdocuantitativo.Elte futun..dcla1prlmtrat 
lndicacionesdcqucLatcorladeDrude-Lon:ntznocnco1TtCta. 

En cnn11tcuencia, uundo la teorln cuántica, trat11n:1m)1 d" explicar primero 
porqutloselectronesm1ntlenenun11.vclocidl.dmediacon1tant.t,yluegoobttner 
11n1expres.ióncuantitatlvaparala.cGnductivid.&d,limilarallltt:.(6.JI). 

En la lcoria cu,ntica, un dectrón x n:prea.tot.1. ¡>1)1" un Jl""l"dc de ondu. 
1Acnerg11delpaqucta no 1111Jdtfinida1unqueest.6ctntr.daalttdedordcla 
energla Eyd nilmcrocleonda tampocoesUi deflnidOU11<111of:!lt.6ttntra.<loaJn.. 
dedor dtl número de ondl le.. El movimkoto de un paquet.t do ondas puNe ltt 
obstaculizado por la di~per$16n producida por b red. Inicialmente el p•q~te 
de oodu te mneve en una d.ireed6n particular con el n6mero de onda Ir; de. 
pub. de la dispeníón te mueve con el n6mao do onda Ir', en din:cci6n dil'l!ttnte. 
En otras palabra.., Ja dispersión produce una tranJici6n k ...,. k '. En la tranloici6n 
te traosllt~ algún momtntum y energla al dispel'$0r. El efecto del e.ampo aplic.ado 
ea1ulerar a loselect.ronc•en unaciert.adirección:elcftctodtladispeni6nn 
desordenar el movimiento tlectronico obstaculiUlndo d efedo acelendor del 
e.ampo ellictrico. 

Seproduceuo eatadontacionarioc111ndoesto.da. cftclostetquilibran,en 
sentido eatadlstíco, nsultando u11a velocidad media constante de los tlectronn 
de conducei6n. Para que nta &itll.aci6n se produzca, la dispenión debe ocurrir 
1 eualquiavalorkdentro dtla banda deconducci6n.ConJidereinoa, porejom· 
plo, de.aso unidimen!ional mo1tradoenla flg.6-4:>, que es l.lmila r al de ta flg.6-43{b). 
Como lad.ispeniónnopuedevlolartlprineipiodeucluJi6n,loselectronndtben 
..er dispersados haci1 loseatado1 vacante&. Luego, lo• electronea quesufl'tn esto 
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efecl4 oon los mis ftl~O&. Estos dl!drnnQ son d.ispenfldos hada estados 
Vlltanltt, que e11 una red linul tienen momentum opua.t.o y (en general) mu1or 
entrgl•: la llglll'll indica esto esquem<\ticam ent.e. El dispersor absorbe la enttgla 
•1ue piude el electrón, eon el ruulU.do de que los electrones más entrgétieo1 
lnvie~n frecuentemente 1u mo\'imiento, y en conaeeuenci& contrarresta n el 
electo 1ctlerador del campo e~trico. La difen11cia entn: el nilmero de electrones 
que ae mue•·en hacia la der«ha y 101 que lo htun hacia la izquierda 1e mantiene 
t$1.adlstiarnenlt eollltante, dando lugar a una conifot.e estacionaria. Aunque 
hemosiuadounmodelounidimensiooal, se~ta u111&itu1ciónsimilarp11ra 
el taso tridim<tll5ioll&L Vemos entooca que lll idea de la dispen>óro del paquete 
de 011d.as elKtróoico aplica la ley de Ohm y el d edo Joule. i::.t.e illtimo rft<llt.11 de 
la tn.ndttl'nda de enerp y momentum a los di.sl'""Oru. 

Como ya hemM visto anttrionnent.e (sección 6.5) que un dectr6n se puede 
mover Libremente por la red cristalina (excepto cuando k - ± "/n), nuutni 
pro1in1• Uru e1 idtntiflcu d origen de la supuesu di!pcni6n. La re1puuU 
¡¡cneraltsla&iguiente:eual<¡uierirrqularidaden lapmod.lcldaddeun1red 
perturblelmo•·iln.ienlolibredeltlecU'ón,y l1ptrturb1d011Hpue<lecon.o.iden.r 
como una dispersión. Est.1 i""'gularidldes en 11 rfll. H dc-hf:n • do• factora: 
(1) Jmptr(tt;C/Ofla tll ñ 1161/do t.1118 romo espacios v1c1nl.es, •tomo• intenticlalu 
y de&pluldos, dhlouclones e lmpunzas; por ejemplo, i.i K .grep un. C1U1.tidad 
pequeo\lo de .f.tomos de impureza y btos se dütribuytn unlfonnemente por todo 
el lblido, la conductividad se modlfü:a. La contribud6n 1 la conductividld de­
bida 1 l1 ifuptnilm porimpet"feccionesen lared e1 esencialmente independiente 
de 11 IA:mpentura. (2) M1111imí•nlo oui/otorio /ir miro de /01 iones conlltitutivos de 
larW.. Comn notodo1 Lo1 ionuoscilan en fase, 1usvibraclonudan lu¡¡ara pe­
queallll fluctuaciones en el e1paclamiento de la red qut, aunque pequel\al, est.f. n 
di1tribuidu por todl la rW.. Adem.b, como lu oscilaciones 1ument.a.n la 1tCclón 
transversalefectiv1 quelosionesp~ntan1 l movimleo.todeloadectrones.la 

probabilidld de düpeni6a es proporcionalmente mayor. t::1 d<:eto de la vibración 
de la rW. es, claramente. dependiente de la IA:mperaWl'll, )'I que la amplitud de lu 
vi.bracionesdependedelaentrg11ivibr1cionalyl!st111uve&dcpendedelaWm· 

-·~ Pani acr m'-• cu111t.it1Uv111, podemo1 u.ar la ec. {6.31) J»ra ei<presar la ron· 
ductivid•d. reemplazando 11 m11sa del electrón m,, por 111 masa electiv• m• ; 
u to es, 

" - ""'•fm •. (6.32) 

En senmo.1 podemos calculu m• • i. energla de Fermi •r. ya que La tnergi• 
de IOI electrones de conducción no difiere mucho de rp. Ade!Ms n no u d n6-
"""'total ded..ctrones por unidad de volumen enlahlndaderonducción; 111-
tn bien n u d no.mero efectivo de el<:etro.aes que partkipan en b conducd6n. 
Este nOmero ti menor que el 110muo total de dectrones en la hindi de roa­
ducción, debido 1 las restricciones impueat.11 por d prindpio de udusi6n. 

SIP,eslaprobabilidaddedisptn.i6n de loselec:Vonespor unidad detitmpo 
(txpruadlen1· 1),eltitrnpoderelajarnientoes 

• - 1/P,. (6.33) 
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En otras palabru, a mayor probabilidad de dispenióo, menor tiempo de rela· 
jamientoymenorconductividad, comolorequi.erenuestro modelollsioo.Des.ig­
nemos la probabiLidad de dispersión por unidad de longitud con I:,(exprcsada 
enWnces en rn~•¡. Esta cantidad se Uarna tambiln •uci6n •ficfil m/JCrosc6pica d• 
dis¡Hr1ión.Loselectronesdeoonducción se muevenoonunavelocidadmuycer­
cana 11. la que corTeSponde a la en..rgla de Fermi. •F· Designando esta velocidad 
por u,,, tenemos que P, - upl:, y la e<:. (6.33) se oon\lierte en 

(6.34) 

El problema es entonces calcular l:,. Este problema es dificil y esU. fuera. del 
propósito de este libro. Sin embargo, podemos hacer cierta5 estimaciones. Es 
natural suponer que l:, ti proporcional al número de centros dispenores por 
unidad de volumen, designado por n, (expl'eS'ldo en m-a¡, y ul podemos escribir 
:i:, - n,o.,dondeo,(noconfundirlaconlaoonductividad)seUamare«ióneficfil 
d• dirpusión p<IT centro (se exprea en m'). 

Podemos calcular ~, uundo las técnicas de Ja mecánica cuántica si conocernos 
lo. interacción entre los electrones y el d.ispenor. La velocidad de Fenni o,. es 
por dellnicil>n independiente de la temperatura. También, en el caso de lu lm· 
perfecciones de la red, los términos que aparecen en :E, son básicamente ind..,. 
pendientes de la temperatura. De este modo verificamos que la conductividad 
debida a In imperfecciones de la red es independiente de la tt.mperatura . Por 
otra parte, es razonable suponer{yscpuedcdemostrarteliricamente)quepara 
luvibracionesde !aredo-, es proporcionalalcuadradodela amplitud de las 
oscilaciones del ion, esto es, o-, - A'. Pero la energla de un oscilador es propor· 
cionaJ al cuadrado de la amplitud, y podemos escribir 

o,-energla vibracional. 

A temperatura.. no muy ctrcanas al cero absoluto, la energla vibracional media 
dr. un sólido es proporcional a la temperatura absoluta T. Poroonsigu.ienteeon· 
duimos que o-, - 1', In c u~ I. de ocu~rdo a la ec. (6.25). significa que ~ - l /T. 

Luego, en virtud de la ec. (6.32), tene. 

~ 
mosque". -1 /T, verifidndoS:C a$l_que la .LL ~:·:"':;::·.:·::~.:.~..:·.~~~::: 

~ de la temperatura. 
Si la sección eficaz macroscópica dc-

3 bid.a a lasimpurnas es :i:,,1 y la debida 

' 
' l'Lr . 8-46. Re1i1tlvldadde tre1mut1lra1 
O di feren tesdeso<lio.[Adaptadode:D. Mac 
2 4 ti 8 10 12 14 lfi I~ 20 Zl Donald y K. MenddS501tn, Pro<.. Rey. S«. 

Tempera\11111, K (London) A!02, 103 (1900).] 



..• 
a Ju vibraciones térmieas de la red es I:...•• ten•mos E, - :i:.,1 + E,J. • n Unto 
supongamos que las dos probabilidades de di•Jl"nión son aditiva&. En conse­
cuencia ! /~ - 11pE, - Vt>{E,,,, + :i:,J), y podem05 eseribir la resútividad del metal 
en la fonna 

(6.35) 

donde p1 es la rellistividad del metal debida a las impu,..,zu y es por lo tanto 
independiente de la temperatura(perovarla de una muestra a otra), y p1 es la 
JUistividad debida a las vibracinnes térmieas; esta Ultima aumenta con la tem­
peralura y es la misma para todas lu muestras del mC.mo metal. La ecuación (6.35) 
expresa unresultadoexperimental eonDCidoeomoreylode/lfalhiuse11. La can­
tidad p¡ se denomina resi5tividad residual. La fi¡¡. 6-46 muestra La u.Utividad 
de tres muestras de sodio con Unpurezas diferentes en un intervalo de tempe­
ratura menor de 20K. Las eurvu ilustra n la validez del.a""· (6.35). 

6.8 Trnnslcionea radiati vas en sólidOll 

Ha•ta aqul hemos d<l$1lITOllado un modelo de sólidos, la teorlade bandas, que 
explica de un modo li•temlitico la rnayorla de las propiedades de los sólidos; 
u to,desdelucgo,es lombquelos llsico•esperandeunmodelo. Pero4hayllna 
evidenciad.irtttade la exi5tenciadela1baod.a• deenerglayde lasdllcontin11i­
d.ades deenergla?¿E1posible medir laenugla de Fermi?La respuesta a u tas 
preguntas es afinnativa. Quiús la evidencia mú directa provenga de bq tran­
tieiones fadiativas en los lllllidos. Discutiremos primero la emillión de rayos X 
ydespué!los proceso1deabsorcióo. 

En loslitomo1, la emisión de rayos X ocurTecuando un electrón lituadoen 
unade lllllcapumbexternaspuaaunestadovacantedejadoenunade \as 
capas mb internH{!ec:ción4.7). Oe acuerdo con la teorla de bandas, podernos 
decir que en loa&ólidos la emilióndeniyos X tiene lugucuando, por ejemplo, 
un electrón en la banda m~s alta uperimenta una transición a una banda a 
nivelrn.bbajodonde eitl5t.e un estadovacante,como se indicaenlafig. 6-47. 
E!tMestadO• vaca nt es se producen bombardeando elsólidocooelectroneso por 
amorción de radiación. El nivel de energla mois bajo o final en la trall!ición es 
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pri.cticameoteidénticoalosnivelesde energlaatómicos,yaque,comoseuplicó 
anteriormente, tales niveles no son afectados cuando se fonna el sólido. 

En el cu.o atórrúco, una transición dada corresponde a niveles lnicial y final 
de energlahiendri"tnidos,result.andounfotóndeciertaeoerglu.ouoallneade 
longitud de onda det.errninada. Pero ta teorla de bandas sugie.., una lituaci6n 
diluente en elcasode lossó!idos.Elelectrónque haeetatransici6npuedept rtir 
du de cualquier&. de los niveles posibles de energla de la banda más alta y por 
lo tanto ta energla de los fotones errútidos tiene una dispersión del orden de ~P 
(estoes.los fotonestienenenerglucomp..,ndidasentnE0 yeen:a def:. + •.,). 

Flr. 6·48. Di1tribuclóndeinlensidade1mlao transldones poremi>lónde rayosX 
pan. el IOd!o, el magne.lo y el aluminio. !Adaptado de: H. O'Bryan y H. Sklnner, 
Phy•. Rt11. U,370(1934).] 

"{it I"-·"· .,{-
·{~~ ·{il, 

F.n<f'llo d<llo\6.n 

'" 

l'lr. t-49. Transiciones por al»orción de rayos X en un sólido. 

Enelcasodeunaislador,ladispen.iónde enugla es igualalanchodelabanda.En 
consecuencia, enlugardeuna110lallneaele,¡pectroden.yo1 Xconsi1teenuna 
banda de longitudes de onda. Esto es en efecto lo que se observa experimental­
mente. La fig. 6-<18 ilustra tu distribuciones de intensidad obtenida& por vla 
experimental para las transiciones de rayos X al nivel 2p en el 'IOdio, el mag­
nes.io y el aluminio. Estias distribueiones de iolensidad soo calculadas tWrica-



mente multiplicando dllfdE, el nú.mero dt electrones por 11nid.ad de vol11men y 
por11nid•d dtinUrv•lodeenttgl•entomo d11l•11nerg!.aE,yporlaprob1blli­
d.ad T(E) dt \lDI tn.nlici(ln dtMlt la energl• E en la banda 1L nivel interior de 
ener¡¡:l•.E&toea. 

l(E) ....,(dn/dl:.) X T(E). 

En la tteci6n 6.4 hmio1 con&Lderado ya la cantidad dn/dE y podemG1 calc11lar 
T(E) lqlin IGS m4!todGS de 11 medoica cu.tntica (ver loeecl(ln 2. 11). Obvi1meote 
oc11rn 110• cald.a •brupt.11 de la intensidad pan E - •!" En efecto, la ~nión 
deenergllq 11e..,muestn.ukltgriftcosdelafi11.6-43esdel rnismGordende 
magnit1.1dq1.1eloll v•Loresde ... dados en la tabla6- I . Los picos que m1.1estn.n 
d m1¡¡nesio y d 1l1.1minio llt deben 1 la contrib1.1ci611 de los electrones de la 
b1nd.a 3p, mie11ln1 que en el sodio todos los elecl.l'ones estb en la b1nd13$.. 

Conlideremosahonelcuo dela1btorci(lo.Lallg.M9indica1tgunaallitu1· 
dones Upic ... En (• ) UnemGI un conductor con la band1 B superior parcia). 
mente Uenl y sepand.a por una di.KGntinuid.addeenergla d11 la banda vacla 8'. 
Loa electrones de 8 pueden ser excitados h .. ta los est.ctos vaclos eercanoa en 
la mism• banda cuando 1blorbe11 fotones eon e11erglasenlttcerGy la enttgla 
neceaarillpanalcanzartl topedelaband•.Losotros fotonesquepuedenser 
•bsorbidos son •quellos que llt•·an un electn'ln dtlde 8 huta B'. Por lo Unto 
e1 esi-tro de 1i.,.orción tiene 11 forma que se muestn. en la fig. 6-49(1). con 11111 
diKontinuid.adparala~i6n deeneri¡Uienlac111lnoseputde1bsorbttlotones. 
SI las bandas B y B' lt superponen, como en la llg. M9(b) no uiste di&conti­
nuid.ad de energta y resulta un espectro de ab!<lreiOn continuo. Eneleaso de un 
aillador jfig. 6-49(c)J.16lo son pOliblea tranliciones de la hand.a de valencia 8 
a 11 banda de cGnducciOn lJ'. Por ~ºº"ÍllUienU, par• inducir tntnliciones, loa 
foton ,.. deben tener unl entrgll ml nima de unos pocos eV. En la 11¡¡. 6-49(c) te 
mu,..trll t i t1ped:rn de •b!<lrci<.on resultante. Este ltl"la el ca!IO de loa semicon· 
ductores,e>u:q>to quedtbido1 la relativapequtllude 1u1disco11tinuid1delde 
ueTB'I, 1tg11110.eltctrooesoc11pan la banda 8'; t n consecueocil el espectro 
deabeorción te•stmejaa lalituación ilustradap&n el caso(b). Los ddectMde 
11 red, principalmente las Impurezas, tienea Importantes cons«uenciu porque 
lnt.rod.ueenn11evo1ni•·elesdttner¡¡ia, que puedt n encontrarseenlasdisconU. 
nuidadu deenttg11[íi11.MD{d)J.Las tranliciones detlectrones1esto1 11ivele1 
deenerglapernútenla absorción de lotone1 dee11 cr¡¡!asmenores q11ela1 necesa· 
ria1 para ir de B a B" y el espectro de ab!<lrción es como el ílustrado. 

En 11 región visible del espectro electroma11nétlco los fotones ticnc11 energ111 
tn el intervalo 1,6 eV hsta 3,2 e.V. Un sólido es tnnsparcntt u opaco ltgiln 
1<11 propiedades de 1bsorci6n ea ese inter.·alo de energl1. Por ejemplo, todoa 
los cond11dores y semiconductores son opacos. porque tienen curvu de ablo"" 
dOn 1hnilart1 • la1 d.ada1 en la flg. 6-49(b). Los aisladora puros son trln1pa-­
ttnte1 li E1 e11 la flg. M9(c) es mayor que aproxim1d1mt.nte 3,2 eV. Pero al 1 
tontec11enci1delaiimpu,.,iu,lo1piCGSE1 de laflg.6-49(d)catnenlartgl6n 
vilible,el a.i.slador es colott1do(o hast.1 opaeo). Por e.ti razó n esta. ímpurezu 
llt denominan unlrr4 de tolor o cml,.... F (dd akmén Forl>e : color). Por ejemplo, 
el corindón puro (Al,,O.) deb<:rla sertTllnsparente, pero el rub! (queesAi_o,con 
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algunaslmpurezasdecromo)p~ntaunintensocolorrojo.E.sto se debeaque 
losátomrn1deerorno induceoun••bsorci6nluerteentaregi(m verdedelesptctro, 
por locualelsólido~ve decolorrojo alseriluminadoconlu.zblanca. 

Otza propiedad rad.iativa importante de los sólidos"" la /uminisuncia. En 
general, cuando l<»eledron .. de los •tomol. molé<:ulasosólidos&an excitado• 
por algún medio (absorción de radiuión o bombardl!<l electrónico, por ejemplo), 
tienen lugar varios procet03 que compiten entre si para producir deoucil.8.ción 
{lran1ieiones radiativu y choques inelbticos, por ejemplo). En algunos casos el 
proceso favorttido es la tran!lición radiati,·a y la susl.8.ncia brilla cuando se ilu­
mina con radiación de longitud de onda apropiada o estxcitad1 poral¡¡Un otro 
medio. Las sustancias que tienen esl.8. propiedad 11: Uaman luminiscentes. Esta 
propiedad de lottólidotestá muy relacionada con las impurezas y los defectos 
delared.l.afig.6-.:.oilustraalgunosproce1101quetienenlugar en1Ólido1lumi­
niscentea.Cuandosellevaunelectrónde labandadevalencia alabaodade 
conducción,dejaunhuecoenlabandade valencia[fig.~a)l.Enunared 
perfectarnente purayregular,elelectrón usualmente regresa a la banda de va­
lencia, aunque puede tardar algo en haceTlo, ya que tanto los electron"" como 
los huecos tienen gran movilidad y pueden moverK en direcciones d.iftttntes. 

~!f!:!: i..S 
(•) {b) (el (d) {•) 

F!5. 8·i0. Mecanismo dt la lurninlsc~nda. 

Empero . .; la red tiene alguna impureza que introduica niveles dtenergla en la 
región prohiblda,11n electrónqueyaeeeo uoniveldeimpure.zabajopuede Uenar 
elhuecodelabanda de valencia, mientrueleleetron de ta bandadeconducdón 
puede caer en uno de los ni•·elesde impuren deenergla alta (nonnalmente va­
clos), como se muestra en la fis. 6-50(h). Generalmente esta s tranoiciones invo­
lucran fotones de poca energia, los cuales no caen en la resión visible. Finalmente, 
el electrón puede pasar de un nivel de impureza de alta energla a uno vaclo de 
baja energla, emitiendo radiación de menor energla (mayor longitud de onda) 
que la radiación incidente; esto constituye la luminiscencia (lig. 6-00(c)J. En 
algunosca&ol, enlugardepaurpor elprtH:eSO ilustradoenlafig.6-50(h),el elw­
tronde labandadecoodueciónpuedepasaraunniveldeenerglallamadolrrunp<J, 
desde elcualest.:lprohibidauoatrall$Íciónradiativaalniveldeenerglafunda­
mental de impureza (fig. 6-50{d)]. En tal caso, el electrón 11: encuentra en uo 
estado 1imilar al de uo ~tomo o molécula en un estado m..taestahle; el dectróo 
atrapado debe esperar hasta que, porllgún mecaniJimo, regiuea la blinda de 



cooducci6n, deapu~ de lo cual Aigue los pasos (b) y (e), como K muestra en 
laflg.6-50(e).~bidoal n:l.ardoinvolucrado,que puedeKrdemuchosKgundos., 

el procuo se denoinin• {NforaCJ!nt:. in. Esta1 1usl.ancia1 1oe denomina n entoncea 
(01foraef11/u. Una de Htu es el sulfuro de zi nc. Lo1 materia les fo~orncente1 

se usan en las pantallu de los t ubos de rayos cat6d.lcos y de T V, as! como en 11:11 
detectores decentelleoque.eemplun para dete<:tarloorayo1 y. Una1u1tancia 
fo.foresccnlt ampliamonte u1ad1 en IM detect<>ns de C<!ntelko es d Na l activado 
~·Tl 
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Probl~aa 

;:.~:r~~:: :: it~~~·J.:.c::~~ 
~~:C~.~· u6~ 1~o~.·~f:~:n~:":.~·~~ :::~ 
Oetennlnulaenerglap0renl•ceyup,.... 
" rl• enaV. Coinparar e1\a entrgl• con 
I• ener¡!• por elllAee <n loscomp11t1t01 

·~-6.2 Lac:onstanlt dt Madtlungp•rala 
eslruct11racOblcll del ZnSes 1,633. 
C.Lcula:r 1• energl• de enl•oo p•ra d 
ZnS, par• el cual r, ... 2.35 A, y para 
ti CUCI, q ue Ue...,l• ml1m1t1tructura . 
pero co n ' • "' 2,34 A. Loo vdortsexpe­
rimentales so n 37,Q oV/molkul• p•ra 
elZnSy9,8l eV¡molkulaparatlCuCI. 

6.3 ca1c11Ja:r laenergladeenlaoolkl 
C.Cl,parael c11al r, - 3,56A.Comparar 
oon el valor experimental que u de 
6.72 eVtmolkul•. 
6.~ El módulo volun1flrko de dHtld­
dad de un 1611doK deftne como" -­
- (1 / V)(ll V/ llp). Cu.ndo U. en<rela ti 
función 161o del volumen, 1• •nterlor 
ddlnidón a IO<IUIValente a" "' V(4'U/ 
fdV'). Demollr•r que pan 11n <tlllal 
l<lnlco, 

Cllcu lar el m6dulo volumt trloo deel••· 
tldd.ad delN1Cl,•upOnle ndo quen ... g. 



Com¡>anr con el valor uperlme ntal 
4,2 X 10" N m-o. 
6.5 Lavelocld• d ddtonldQ_enlossóll-

~·~·l:f~~~~;:~::~:!nr:~:t~~i•. ~ 
Estimar el orden de magnitud~ l• 
ir::::i~nda de corte, ouponlendo unaud 

6.6 Mostrarquepar11 valorupequei\01 
deko,IM do• v•!or-es de .. dado1 por 
laec.(6.7)pueden 1erapro:<lmadMpOr 

... - 21J(-k + -k) 

... . M,2,:M, (ko.J. 

6.1 Probar qlK pua k - ,./2a, IM 
:i::valorndewdadosporla u. (6.7) 

.,• - 2~M1 y ,,.. - 2[J/M,. 

6.8 Hnl• mayorl•de los crbta lu lónl­
co1 dlatómlco1, l• •bsordón de radia­
ción eleetromagn~ticapor r .. onandacae 
enellnfrarrojo(longltuddeondade 
unos 10-0 m). La dl1tanci• lntentó­
mlcaea del orden de2 x 10-•• m. Estl­
mu elcrrorque1eoomdecuandoseusa 
la ec. (6.8) para obt• ner la rr..:uenda 
de la radiación !nlrarro]a absorbida 
mediante rtt0nancia por ta r-ed cri1ta­
llna.Supol\<lrqueM,yM, sonlaamasas 
de los 4tomos de S<>dlo y de cloro, us­
peetlvamente. 

::.o~:n~:~•d:r:u~n~~!" d~~~r~ 
clóndelNaCldadaenla!lg.1)..3,calcu­
lar la conotante e lhUca de ta ec. (6.8). 
Calcularlu !recuendasde corteplll"ala1 
ramas acllstlca y óptica de osdladón. 
6.10. En la mayorla de 101 met.:te1 la 
dl•tancla lnle1"9.lómlca u del orden de 
4 x IO""'• m. EsUmu el ancho de la 
banda de conducción. Complll"lll"con loo 
;:1%''"tafi'a 1~1e.R<lrgla de Ferml dados 

6. 11 Caleuluel m'imero n.deeltttro­
ne1 porunldadde volumendelaband.a 
deconducclóndcllltlo, eleobre yel 
alumlnlousando losv•lou1 del•ener· 
gt:adefo"ermlque ap~ctnenlatabla&- 1. 

Complll"lll" 101 ruulladot con el nómero 
detlttlroneodevalenclaparunldadde 
volumen para e1to1 átomos. 
6.12 EsUmar el ancho d• una banda 
del IOdlo mel'1Jco, usando la u. (6.1~) 
yunadl1\ancladeequllibrloentrelonea 
de3,67 x 10-••m. Compararlaeatlma­
clóncon\aflg.1)..35. 

6.13 El S<>dlo titne una dtmld.ad ~ 
9,7 x IO'kgm....t. Supanltndoquccada 
átornocontrlbuyaconuneltttrónala 
banda d• conducció n, detenn!DMl.o. 
energt:a de Fuml para el IOdlo. Repetir 
puaelcalclo, 1upan!endoque doteltt­
~':n~~~°,.".'º contribuyen a la banda 

6.14 Estlmlll" l• 1u~ptlbUldad paH ­
magntllca de Paull pan el S<>dlo. Com­
parar oon el valor e:rpulrnent.al de la 
1u1etpllbllldad ma¡¡nt llca del mismo. 

:~1.5dra~~ p~:d1~J':º!~o~ºi:.,re,:'uu~~ rl:~ 
zon&.1 de Brlllouln u U.n da do• par los 
=~~ndo k.. y k., qne u tldactn la 

n,k. +nJt, - ><(n: + nl)/o, 

donde n,yn,sonenterotpa1IUvo1one­
gaUvoo. Hactr un grilco de lot borde• 
delH zonaade Brlllouln,uu.ndok,y k, 
oomocoordcuadas. SI sebaceel gráftco 
de laenergla10breuntj e perpendlculu 
• I planok. - lr.,tratardevl<ualliar 
la 1uperOcic de energla. Ob•erva r dt 
paso que la ecuadón anlerlor se udnce 
ela ec.\6.2l)pal"9.unaudllneal. 
[Sugtl"<'n<la.- lormar todas !aa oomblna­
clo ne1 p01lblu de 1., y n, lguales a O. 
:!: 1, :!: 2, ... yhacere\gr¡\flcodelu 

ecuaelono.1u1u!tantes.J 
6.16 UJa ndo un procedimiento similar 
al delejemplo6.4.probarque laenergta 
media de un tlttlrón dtscrilo par la 
runctón d• onda + - ~•u(z) u 

E - A'ic"f2m + (llk/m)¡;;. + Jr.: 
dondeP.:luedetlnldoenclejcmplo6.4y 

An.:tlu.rel1lgnltlcadode cadat~lno. 

[Sug<r<n<ia:puaeloperadorcomos­
pond!enttalaenergt:a,ver Latabla2-4. I 



6.17 Utntrgla de 11ntj«t nlntn11n 
c:rbt•l•nloótropose puedeexpre1upor 
B .. ..,kJ+Y:.+if., do nde h , k . 

rn:;... sodn• l~~:n;.poc~·~~~· :¡~~~~~:. n~~ 
l<>1eJet prlnclp• leo. H aJl ar l• m1Helcc­
tlva segim u da unode lo1cje1 docoor­
Mn• dH y 1 .. u11•clo nc1 do movlmknto. 
6 .. 18 Uundo la luncióndcon.t.d""ri­
ta por la u .. (6.2{1) c n l• «111clón p.,. 
l1tn.trgla mtdi1,mo11rar q11eresu lU l1 
ec.(6.28). [S111JUMC/a:delprtdarlos 
t~rmlnoo que lnvo\11cnn dos funciona 
•. llse1p .. t•n múlle11n•celd• .. I 

6 .. 19 E n el 111p11e1to que un electró n 
oe m~VI sobre un. tnyec:tor1a drcu­
L•r •lo largo dt I• cu• I h•y• Nlones 
lgulllltlf!n leHpaciados la dl1tancl• o 
(ng. 6-51): (•) Usando \11 lunclonn de 
onda Upo Bloch,dadHpor l••c.(6.26), 
probu q~ lo1 valora. p0tlblt1 de k 
est6n d1do1 por k "" 2"•/No, donde 
. .. o, 1, 2 , .... , N - 1. (b) Aplicar 
cit e rco ulta do, comhln• do co n la u . 
(6.28),a lo1clec\ronc1 nd• l bol noo no 
(ng. 5-28) pan mot tru que los niveles 
po1lbln de e ncrgla so n 

E...- • - 211, H .. -•-11. 
B•-•+11. y E.. -• - 211, 

dondcclKgundoylcrttr nl\'elson 
doblc....,nledegcnendoo(IHCOnllant'"" 
B., •Y j!Kln trodu/uone n el ejemp lo 
6.6). 
6.20 Uundo los ru ul\1do1 MI pro­
blema 6. 19, (a) most r., qu e la e nergla 
de los electrone• ~ dd btnoo no eo 

Probkmu !89 

6CE• - •) - O p.,. el estado lund•­
men t• I y que lot primeros ut•doo ud­
U dot t ienen ene rglH ji, 2:J y 311 por 
endm• del estado tundamcntal .. {b) Loo 
do1 primero1est1do1e1<cl t1do1 delbtn­
ceno corrtapondt n a 3,8 eV y .f,9 cV .. 
Anallundo los nlvd .. de ent rg!• obser­
v1 do1 en e l btnoo no, verlHcar que~" 
ap ro1<1mad1....,nte 2eV. En b.se •uta 
oboe rvaclón, est ablecer 11 el btnoono 
es una 1u1tancl• tolore1d• . 

6 .. 21 Suponlcndo q11aen 11nab1nd1 
lacncrgi•de unel«trónesUi dadapor l• 
""-(6.28),(a)haUarcl valor dekvaracl 
c11all1velocldaddclcl«tnlnu múlm1, 

!'n <:'Jn:i:~e~e: k~n• n presló n para m • 

6.22 Haoo r el K•l llco de la velocidad 

!'i.~~~:nª:i't~~adc~ó;n c~a f~:~~ó~eMD~;l! .. ~~ 
cuy1tnergl1e1 lldad1por l1ec .. (6.211). 

6.23 Eotlmnelr1diodtla6rbll•dtl 
dectrón lltn el 110dlo (Z - 11). Com­
pararutevalor con l1 dlst•ndadteq11l· 

~~b:,,e~~~1 ::nc~n:.•16~c :i':!~alo1":"~d:i 
metal. 

6.24 Cua ndo un ltomo de lm pu"'°u 
eot6 aloj ado en un i.c mlcond uctor, po­
demo11upontrque1 u1 nl•·clu docnergla 
""modlftan. Vtrlftcu que 1l e,,., e1 
I• energla de lonl1aclón del 6t omo de 
lmpu rn1 &11l1do,1utnerg:l1de lon lu­
clón cuandoe116aloj1doen •lsemlcon­
ductor es E~ - (fe/•"!e..... donde e 
eolapermltlvld1delktriadcl1tmlcon­
duc:tor. C.lcular luencr¡¡l•1 de lonlU1-
clón del fó1!oro(P), an<!nlco(A1)y .utL­
mon lo (Sb), que"'" lm purt1.Hd1dora1, 
cua ndo cttln aloJad u e n el 1ill oto (St) 
(•/ .. .. 11 ,7) y t n e l gtrm1n lo (úe) 
(•/•• .. l ~ .8). Comvarar con 101 rt111l­
t • do1uperimtn talt1.JS11g<rtncl<> : retor­
darlaoec1.(3 . .f)y(3.5)yob..,rvuqne 
en •• COIUllOtt de Rydbug.., debtri 
l"ftmpluar "• por " cuando el ltomo 
e116aloj1d otn11nm1terial.] 
6.25 H aciendo rtltrtncl• al problem• 

:~i.1~:"f.~~. 1º.1't.~ro·~r:: ~·.~~':·~~ 
l tomo de Impureza totl aJojado en un 
oe mlco nd uct or .. ¡A qul conctnl radón 
de a ntimonio a loj ad o en gnma nlo scr6 
a precia ble l11uperpo1lcil1R ent re lH 



órbl tu dt lotelectronuexttrnot<klos 
.f.tomo1 de antimonio 1dyaoon1uf 
O.U Un • l• mbn: de co1;1,.., eon un• 
Hcftón 1r:onu·eru.l <k l O-•m• 1nin ... 
port• un• c:wr\enU elktrlca de 1,$ A. 
S11 ponlendo queh.ay15 x l i'.l"tll>Ctro­
nes de conducción por m', dettrmlnu 11 

::~·~~dd:eioC:~C::~,{'.,.~ª velocidad de 

6.27 A temperatura ambltnte la co n­
ductivida d de la plata t i 6, 1~ x 10' n..., 
m-1.El niirmrodeeledronu deconduc­
ción u a proximadamente 6 x 10'" m ... 
EIUmu ti tiempo de ulaJ amlen to T, Ja 
vt.Joddad de Fuml y la tttdón efku 
m..::roscóplca de dlapo:nlón .E.. Hallllr 
adtm61 el e11mlno l!btt !Tlfdlo del e~ 
trón,dennldo porL - 111:.. 
6.28 Elllmllr lat<>nductlvldaddtlNaCI 
a te mperatu ra a mbiente. El NaCl co n­
tiene 1 ppm(partepormlllón) dec1Uo­
nt1 dlvalenle1 de lmpureu. 
6.29 Unctl staleiiblcocontlene unalm­
pureta 1u1tltucion1I en una conuntrfl­
dón de 0,1 % (lo que oc con1ldert1 
normal p1rt11ub1tandu qutmlumen lt 
purt11).C.kularJadl1t1nda medJ1entre 
los 'tomo• de lmpureH, medid• en 
unidades de dl1tanda lnttrUómJu. 
e.30 Etgermanlomuypuroqueocusa 
para fa brlair dl1poolllvos Hmlcond11c­
tore1contleneoólouna parte en l0' <k 
lmpureH1 quealedan la conductividad 
el~ct rlu. ¿Cuál es la dl1tancla me di a 
tnlre l11 lmpureusf, 

6.31 Cuandounaclntametiliuporla 
quedreulacorrlenttelktriu,occolocll 
en un umpo maa:n~Uco perpendicular 
• la dn11, apareee una dilerenda de 
potencial entre los punt<" opuestos de 
111 arlltu de la dnta (llg. 6-52). Ello 
oe denoml na•/«lf>H"ll. Probar,n!llrlin­
dooc 1 la llg"N1, que l1 di rección de l1 
calda de pol • ndal a ln1v~1 de la dn ta 
depende del signo de la u rga de las 
partlculH queorlglnan la corriente. 
Probu que RM - t:tfe - l f"'I, siendo <! 
el umpo elktrlco que oc u ta ble"" ll 
ac11mularocluea.rgu1 lolugnde lo1 
bordesdtl•clntacua ndooch1alea11-
u.do et equilibrio¡ '15, el campo m1¡n6-
tlco; /, la den1ldld de co....Wnte ; n, el 
n!lmet0 de port1dorea por unidad de 
\"olu men y q 11 carga tnn1port1da. U. 
unlld•d R11 M lt•m• tot:/idtnl~ d• /foil. 
[NQla:enla llgura, l' t1lafuert1 ejer­
cida por el u mpomagnótlco snbre IOI 
portado..,s dec.rga.1 

6.32 Rellr lóndooca lproblema8.!l,pro­
bar que la recta que une dos puntff 
opuestos de la cinta al mi•mo potendl.l 
forma con Ja dln!oclón de Ja corriente 

E"1~en~:: ~ª d:::d.= .. ,~.: :~ 
6.33 SI cada Alomo de oro mt1 6Ht0 
(den1ldad 19,3 x ICl' lr¡m-• contribuye 
con un tlectrónalacortlente, ¡cu•1 u 
e! coeficiente de Ha ll pllr:ll eate metal? 
Una \lr1 delgada de nro cnndu"" una 



corriente d<> denaldad 10' A m..., en un 
campo magnHlco tnin•verwl de \O-• T. 
¿Cu~ I es el d••plaz• mlento angular de 
IHllneasequlpotenclaleo,1u¡>oniendo 
que la conductividad del oro u de 
[> x 10' n -•m""'7 iSugtnncia: ver 101 
problem .. 6.31 y6.3i.] 
6.34 En el NaCl el nivel de energla 

de unoentroF estia2,65eV¡>ordebajo 
de la banda oonducdón. ¿Qut longitud 
de onda ab1orl>e7 ¡De qut oolor n el 
NaCI que contiene u niros F ? 

6.35 LadllCOntlnuidaddeenerglaen 
el germanloe1 da 11not0,7f>t>V. ¿A qut 

~o~~.!e~"i:,"f" oomlenza el gennanlo 
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Pa.racompletarnuestro eshdiodelaestructura del'tomo debtm<»ahora ocu­
pamo• de su núcleo. El núcleo atómico es una a¡¡lomtl"lción de protones y neu­
trona que ocupan una pequella región en el centro del ,tomo, siendo •u d.iámetro 
del orden de 10-"'mo$ta alrededor de un diumil<\slmodel radio atómico. Se 
des4¡na a los protones y l<» neutrones con el nomb,.., genérico de nudeonu. Amhu 
partlculu tienen esp!n ! y siguen el principio de exelusión. 

Si comparamos la estructura del nilcleo con la del 'tomo, Uaman la atención 
varia. ear:acterlst.icu nuevas. En primer lugar, todu Ju parUculao que forman 
el núcleo tienen practica.mente la misma mua mientras que en los átomos lo• 
electronnwnmuylivianosconrespectoal nilclw. Espor esarazl>nquesupu­
si1n<1s (en el capitulo 3) que los etectron1:11 se mueven alrededor de un núcleo 
que permanece fijo en un sistema inercial. En consecuencia no podemos h.ablar 
de una fuen:acentraldominantequeactilasobrelupartlculas nuclearea, pro­
ducidaporun cuerpoque esti enelcentrodelnilclw;másbiende~irna­
ginarquetodu lupartlculasM>mueven bajo la acción de 1W1 interacciones 
mutllll. A lo sumo, y como simptiflcaclón útil, podernos pe11$9r en un campo 
de fuen:.a prometlfo, es decir, podemos irnagin1r que cada partlcuta H mueve 
bajo la necil>n de una fuerza que resulta de promediar las fuerzaJ producidas 
por!alotrns particulu durante sumovimiento. Enprimeraaprox.imaci6npode-­
mos considerar que esta ruerza es u ntral. En segund.lll aproximación, fuen:.as 
no-«ntrales ad.icionale1 pueden requerine. Esta hipótesis simpliflca.tiva ha de-­
mostri.do ser muy útil para ana!.iiar la estructura nuclear. 

En!e¡[undo lugar,enun,tomo los electroneslienencarganegativayelnúelw 
positiva,o.iendoposible explicar elmovimiento electronico enfunc;ónde inter­
acciones electromagnéticas enttt loa dcctrones y d núcleo. Un nilcleo, empero, 
esté compuesto de protones con carga positiva yneut:rones lin carga alguna. 
Por to tanto, no podemos atribuir la estabilidad del núcleo a la atracción el6'>­
trica. Por el contrario, pan:cerla que la repulslún eléctriea entre l03 protones 
harta desintegrar el núcleo. El w lo hecho de que existen núcll!05 compuestos 
deprotonesyneutrones es unaclaraindicaci6ndelapresenciade ot:rai.ntef­
acd6n además de la electromagnética, ta cual no esli d.inctamente relacionad.lll 
con car¡¡u elédrica• y es mucho m•s intensa que la interacción electromagnética. 
Erta interacción H denomina inlera«illn nucleM o fuer/e, Nuestro conocimiento 
de lainteracciónnuclear es aúnincompleto,peroal men01conocemos algunasde 
suscaracterlsticas más important.es. 

Unnúdw,..identiticaporel nilmerode protonesque tiene. o sea por sun!llmro 
alómioo z, y por el nÍlmero total de partlcutas o nucleones. Uamtdo mimuo m<i­
sico A, Por lo tanto, d número de neutrones es N - A - Z. ~ h.a introducido 
eltérminonucltidoparadesignu¡¡enéricamentetodos los núcleosque tienen!OI 
miamos Z y N y por lo tanto el mismo A. En otras pe.labras, de la misma forma 
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que Wdos los 11.tomos con el mismo Z putenecen al mWno elemeoto, todos los 
núcleos de la m.i3m.a composición (los mismos Z y N) pertenecen al mismo nu­
cleido. Un nucleido se designaconelslrnbolodelelementoqu1micoal cualP",... 
tenece,segúnel valordeZ, con 11n1uperlndiceala W¡llierdaqueindica el valor 
del número mhico, tal como "C, •Na, '°'Ag, -u. A veces es conveo.iente e. 
cribil' el<plicitamente el nUmero atómico Z, eo cuyo caso .., añade un sublndice 
1 la izquierda: ':C· ::Na, ':Ag. ":U. 
La fuerzanuclearno~lliereunaproporcil>ofijadeprotoni:s yneutronesen 

el nilcleo. Puede haber una OeJtibilidad considerable en el "81"'pamiento de los 
mismos. Aunque sólo hay 112 elementos qulmicos naturales (11 más hao sido 
producidosartiflci.almente),h.aydel nrden de l 440nucleidosconocidos,de los 
cualesunos340uútenenla naturaluay alrededorde \100 se hanproducido 
en el laboratorio.Algunosoucleidos(alredt.dorde280)aonestablt1,perolama­
yorla son inestables orndioactivos. La fig. 7-1 indica la mayor parte de los nu­
cleidos conocidos. Los núcleos estables tstoi.n indicado• con cuadrados negros y 
lo1inestable1orad.ioaclivosconlosotrosslrnbolos. 

Podemos observar en la figura que en los núcleos livianos los protones y aeu­
trones tiendenaaparecr:r en igual nilmero(N,.,Z),locualindicaquela intr:r­
acciónnuclearesindependie11tede la cargacléctrica. Sin embargo, en losnUckol 
mb pesados el nUmero de neutrones exude al de proton"!I (N > Z). Debe ha!N:r 
un excesode neutrones paraproducirunefectoestabilizante(all"avéa de!as 
interaccionesnucleares):""to" neutronesextnocomP"nsanelefectode larepuJ.. 
sión coulomhi.ana entre lo• protones que tiende a romper el nilcleo. 

Debido a Ja gran variedad de nucleidos, los cluiflcaremos entra categortu: 
isótopot, isótonose Mbaros. 

Isótopos: aon nucleidos que tienen el misno mlmero de protones pero dife­
rente nÍlmero de neutronl!:A: tienen entonCl!:A el mismo n(lmero atómico Z y nú­
mero de neutrones N y mésico A diJettnta.. Como un elemento qulmieo queda 
identificado por 111 numero atómico Z, todos losllliltopo1 correspondientes a un 
va\OI' dado de Z pertenecen al mismo elemento. Por ejemplo, lH y ~H son isótopos 
delh.idrogeno;amhosn6cleostienenZ - 1 pero¡Htiene N - oy:lltieoe N - \, 
En la flg, 7-1 los isótopos l!:Até.n a lo largo de llneas vertica les.. 

I .sóttmo/J: son nucleidos que tienen el mismo número N de neutronl!:A pero 
nUmero at6mico Z (o nilmero de protones) diJettnte, por lo quetieoen también 
el nUmero mAsleo A diferente. Evidentemente, los i.Wtonos wn un valor dado 
de N no corresponden al mismo elemento qulmico. Por ejemplo, ':e y 1:N son 
islltono1; ambos nUcleos tienen N=7, pero el carbono tione z - 6 y el nitró­
geno Z - 7. En la fig. 7-1 101 isótonos están sobre lineas horizontales. 

/ sóboros: aon nucleidos que tienen el mismo nUmero total de nucleones 
(o lita el mismo nllmero m!siw A), pero difieren en número at6mico Z y nÍlmero 
de neutronl!:A N. Por ejemplo, ':C y '~N son is(]baros, ya que ambos tienen A - 14. 
Los isllbaro1 están sobre las lineas a 45" mostradas en la fig. 7-1, 



F11. 7•1. N11oleldo1 e.ta bl es y radloaotlvo1. 1..a1 r«I .. l ~ s · son lineas d~ 1111 a! 
nllin• l'O tn.hk:o A. 
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AlgunGt elementos qulmicos se p~ntan en Ja naturaleza CGo una Mlla variedad 
denUcleGG isót.Gp<l, ¡>Grejemplod •:F. Otros tienen variosi!IÓtopG• natlll'8.les, 
CGmoel estano quetienediezyd<:arbonoquetieneb'es: ':C. ':CY ':C.Ademés, 
otros cuatrG isótopos del carbGnG han &.ido pr<>ducidos artificialmente. Oe todG 
el carbGnG existente en la naturaleza. 98,89 % está en la forma de ':C· La com­
po!lción isotópica natural de los elementus qu!mlcGs es bastante uniforme en 
tudGelmuodo. 

El análisi1delaspropiedadesde lo1isóto¡>G&, i!!<)tGnoseisóbarosesimp<.>rtante 
paratracralaluzvarias caracteristicasdelaestructurnnuclear.Estosestudios 
nos ayudan, por ejemplo, a predecir cómo se afecta la estabilidad del nUdeo 
cuandoseleagregaunneutrónounprotón,oadedclirquéconliguracionesde 
neulrGnesyprot(mess•:r•n la.más estab les. 

7.8 Unidad de masa at611iica 

No es necesariu exprt!lllr las muas de fos nUcleGs en kifogramos para tratar 
algunas de sus propiedades. En much w casos u más CGoveniente U$1U' una unidad 
especial llamada unidad de masa aldmka (urna) que es igual a un doceavo de la 
mua del átomo de '"C. (Nótese que decimos átomo y nG nUcleo, por lo que esta 
unidad de ma'I& incluyeloselectronesGrbitales.) Se tiene 

1 urna - !¡ x masa de un átomo de "C. 

El valor de una urna en kilogramos es 

t uma - 1,66(1.1 X JO-"' kg. (7.1) 

Un mol de cualquier sustancia es por delinicilm una ma'l'I igual a \()-llM kg 
(o M g) donde M es numéricamente igual' a la masa atómica (o molecular) de la 
sustancia eJ<presada en urna. La const.ante de Avogadro NA"" el riflmero de 
átomM (o moléculas) que hay en un mol de cualquier sustancia. CGmo la masa 
de un átomo (o molécula) es igual a \,&604 x W-"'M kg. cGncluimM que 

NA - l,~º:~l(>-*'M - 6,0225 X \()"' mGl-1, 

Como NA es independiente de M, el númerG de átomos (o moléculas) que hay 
enunmol esel mismoparll todas las sustancias. 

Lasmasasdadasen fatabla7-l , propiedadesdealgunos nucleidM.est.án expre­
'l'ldal en urna. La masa atómica de un elemento es la masa promecliG basada en 
la combinadbo isotópica natural. A1I, la masa atómica del carbGnG nGes 
12,00000umasino 12,0l\15 umadebidoalapresenciaen la naturall!Za dedife­
rent.esisóto)>Osdel carbono. 

Usando la reladbn E - me", pO<lemo• expre$>1r la energla equivalente a una 
urna en joules o electronvolh. Dejamos que el estudiante verifique que 

1 urna - 9,31478 X 1()1 eV - 931,478 MeV, 

<>oeaurcade milmiUonesdeeV(l ~V) . 
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U>& cienUficos han analiu.do varias propiedades nucleares, ademh dt la carga 
y la mu a. para obtener una clave de la naturaleza de Ju Juerus que mantienen 
a los protones y los neutrones juntos en un núcleo. A continuaci6n pasaremos 
revistaaalgunasde e$la• propiedada 

•~r. 7.t. (a) l)en•ldad nuclear y (h) dcn1í<Jad de carga • n funció n de la dlltancla 
radial. ¡De: B. D. Hahn, D. G. Ruenhall y R. Holstad ter, Phyi. /ku. 101, 1131 
(1956).1 

(!) Tamarlo. Si suponemos que el nUdw eo esférico, p<>demos expreMr su 
tamano en función de su radio R. Sin embargo, debemos º""' el c1mcepto de 
radio nuclear con bastante cuidado. No debemos imaginar tl nñclw como una 
bola de billar con una &uperficie bien definida . El valor del radiode~nde de qu~ 
propiedad nuclear elijamos para determinarlo. La densidad de la materia nuclear 
varia conladistanciaalcentrodelnUclw,tal como se indicaulafig. 7-2(a). 
La densidad es aprol<.imadamenteconstan te hasta una distancia considerable del 
C•otro y luego disminuye gradualmente a cero cerca de la superflde del nUcleo. 
Luego. &e puede <lefinir el radio nuclear como la distancia al centro del núcleo 
parala cualladcn•idadnudear se hareducidoalamita.d. Por ejemplo,p<>demos 
obtener este 111di0Rmidiendoladiferenciade encrgladcintcraeci6ncoulombiana 
ent~ dos isóbaros adyacentes(es decir. isóbaroscuyos Z difieren en una unidad) 
o analizando diferente& tipos de proce50S nucleares, tal w mo la dispersióu de 
neutrones nipido• por nilcleo•. El resultado ""P"rimental es que el radio nuclear 
es proporcional a A"". donde A es el nlimero másico del nUel~o. Esto es, 

R - r.,t"". (7.2) 

donde r0 es unaconstantt. lamismaparatodos los núcleos. Su valor aceptado es 

r0 - 1,4 X !Q-L> m. 
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T1mb~n es poi.ible determinar la di$tribuci{ln de Qf'll• dentro del núcleo y estimar 
el radio nuclur • partir de ella. Los experimentos ruliz.tldo1 con ele<;trones '! 
muones m11yripldo1sugierenuB1dil.tribucióndecargatalcomo laindicadae11 
lafli. 7-2.(b). El radiode la <futribuciónde<:11f11IU menorqueelde ladistJi. 
bucitlndemau,ycorrupondeal valor 

r1 lltl l,2 X 10-'" m. 

AlgunoanOcleosse1partanapreciablementedelaformaeaféricaysedebesupontr 
que tienen form a de elipsoide o aun de pera. 

Ü>moelvolumende unaesfera uh<l?l/3, concluimos de la ec. (7.2)quecl 
volumen 11utleares 

V - h .a,A/3 - 1,12 X \(}--'lA m ..O, 

E.in u: d llO/umui de "" niicho u propordonal al nllmero A de nucleo11u, lo cual 
1ugierequel01 1111cleonesesUinadistaneil.1medlasfl/uindependientementedd 
110mtl'Ode p1rtlculu;el •·o\umenpor1111cle611uen1.Cmtft unae11ntidad con1-
tant.e, igual para todos lol núcleos. Una situaclón l.imilar se pttSeota con IH 
mol~u ludeun llquhloo de unsólido. 

01.ra conclu1lón es que la maluia nuclear lirno denJidad constan/e. Eslo se 
puede ver de la manera siguiente : la m111 de un núcleo de nUmero múico A 
es aproximadamente 

l'tf - 1,66 X 10-"Akg. 

En consecuencia lr. den•idad media de la materia nuclear es 

p - -%- - ::~ = :::~ ~ - 1,49 X 10'1 kgm~, 
que u independiente de A. La denJ.idad es al~edor de 10'" vece:s mayor que la 
densidad de la materia maciwcbpica y nos d.a una idea del grado de comp1.ci­
d.ad de lol nucleones dentro de u11 núcleo. ~luest.ra tambi~n que la materia 
macrosc{lpica uUi esencialmente vacla , ya que la mayor parte de la mau. esUi 
conuntn.dafl1lol110clwa. 

(2) MomeMhm1 antJWlar. El momentum angular resultan te de un n.:.cteo se 
dtnomina (por razones históricas) upfn nud~r y 1e lo designa con / .Los pro­
tones y 101 neutrones, como los electl'Onts, tienen ttpln !· Adem:h. los protones 
y 101 neutrones po!ttn un momeutum angular orbital asociado con su movimiento 
en el núcleo. El momentum angular ~1ulta11te (o tl pln) d~I núcleo se obtiene 
combinando en fonna apropiada loa momeota angulare1 orbitales y los espines 
de los nuclcont1 que componen el núcleo. El esp!n nuclear "" identifica con un 
nUmuo cu6.ntico J tal que el módulo de d.lcho espln es li )0(T+T). La compo­
nente del espln nucltal' ¡egún una dirección detennin1d1 tSÚ. dada por rn1A, 
dondem1 - ± f, ± (/ - 1), ... , ± i 60, lef¡lln que J '5el semienterooenkro. 
Hay entooces21+ 1 orientaciooespoi.iblea del espln nuclear. Como se explic(I 
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en La 1eecl611 3-4, estu mitmu ttglu Mln vilid.11 tn t. meebka euintica para 
todos lot momenU. angul•ru. ExJ>"rimtotalmenU te ha encontrado que lol 
V1lore1de I oson enteros(a.i A npar)osemientnw(a.i A n Unpar)ycododesde 
etro, como en el • He y el "C, huta 7 como en el '"L11. La tabla 7-1 da 1lguno1 
nplnn nucleares. Se ha encontndo que prácticamente todo. los núcleos par-par 
(eadtcir,lotnúclco1quetitnt n111111úmeropardeprot.onuyde neutrones)titntn 
1 - 0, lo cu.liadic-.q1,1e lo1 1111cleonuidé11tico1tit11dtnaaeopLar 1111momtnta 
1.ngullll'Utn~ionuop11nt.u.Est.osedt11omin1eftdolfe11part.atnit11/o.Los 
nilcleos par-impar("'ldet:ir, núcleosque~ncn wi número impar de protones 
o de ne11trn11n) Üf."'-n todOI mormcota angulares smútnteros., a.itodo ruonable 
111pan"q11e clespln 1111tlearcointideco11clmO<™"nl11mangulardel 1111clcón no 
apareado: ute ruultadoe.vilido en muchosCU(lll. Los núcleos impar-impar 
ticncndo1nudeoneonoapareado1(unneutronyunproti1n)y n uo pocom.b 
d.ifldl pndtcir los ruult.ld<>t Uptrimtotales, aunque 1u1 momenta all¡¡ularu IOD 
cntero1, como era de espuar, ya que hay un numero tota l pu de nucleonu. Para 
que cualquier Uoria de Ju fu trzH nuclure. sea i.atlsfactori1, debe dar cuenta 
delollv1IOH:!lf:lfp«ÚI!en1.t1Je.de / . 

(3) Momento dipolar magaético. Recordemot (vu I& KCcióo 3.6) que un. 
carga ea movimiento p<>S« uD momento dipolar nagnt tico orbibl 1111. que"" 
proporcio111 l asumomentumangularorbital l,, yqueestádadopor 

M1. - (q{2m)L. 

En el cuo de protones, la carga es q - e y por lo tanto 

(1.3) 

Evidenlnntnte, los neutrones no tienen carga y no posttn momento dipolar 
m1gntti(:o orbital U. componente del momento m1gnttico Jegíin d t je Z es 

l"N - dlf2mp - 5,«i04 X 10-17 J"J'-I (7.4) 

xdenominamognd6nnuclcar. 
Si la p.artlcula tiene un upln S, puede tener ademh un momento dipolar 

magntlico de u pln dado por 

Ms - g.sf.c{2m,)S 6 M,s.. -Ul'Nlll.So (7..S) 

donde,ses 11n1ron11.anuurutertstica delapartlcul1,Uamadara:6nglromog­
n"1ea de upfn.• Su valor pan el protbn es Js.p - + ~.~. lo cual indica que 
M s u paralelo 1 S (como coneiponde para una urga poliliva). Se ha obsen·ado 

•Roeor4uq1>0µan<l•leclr6nf1 •- 2,0(Y«loO«dllnS.7). 



(1.4 

q11e ti neutron, a11nq11e no tiene carga eléetrica, tiene un momento magn~ 
deuplnlllllTrSp<lndientc•vs .• - -3,8263.El signonegativoindicaquel'tf!Jel 
antipanldo • S, como col'Telpoode pan un• carga ne¡iativa. Ellt.os 'resu lU.dos 
t ugitrtnqueel protón yel neutron tienen unaestructuncomplejaqueaún no 
he mot podido detemúnor exact.meote. 

l'odemw obtener el momento dlpolar magnttico ruu lU.nte de un nildeo com· 
binando en forma apropiada 101 momentos dipolaru mago~co1 de todos IOI 
nucleones. Evidentemente, el momento dipolar magnético resultante debe esU.r 
relacionado condespln n11dui' J. La relaci6o, utensl6n dela ec. (7.!l). es 

donde g1 es la razón girom1gn~tica nuclear. La componente del momento dlpolar 
magn~tico de un mieleo te¡¡On una dincci6n dada se puede u preu.r por 
M, - g1(•/2mp) l .,oaea,ya que/, - m,!r, 

(7.6) 

Los moment;>s ma¡¡ntticoo nuclclru se dan como móltiplOI de !'N y pan m 1 - J, 
esto e&, "' - M,/!'N - gil. Dt: acuerdo con "5to lol momentos magntticos del 
prot.óoydeloeotrlm(quetlene l - i)sonl'p - + 2,7927mn y.._ - - J.9131 mn. 
La Uibla 7-1 da 1lgun01 valores de"' Pan q..e una teoria de lu fuen.u nucleares 
aeaaatbf•ctoria, debedar cucoU. delOl•·aloresobservdotdt!'O f¡. 

(4) M o m co l o euodr.,pola r eléc trico. El momento cuadrnpolar db:trico de 
un.adilltribuci6ndecugarespeci.0a unadirec<:ióndd1 que .., eligecomo eje Z 
e.U definido por Q' - 1:1q¡(3:! - rf). En el caso nuclear tillo Jos protones con· 
tribuyen al cuadr upolo eléctrico y, como q, - t, tenemoo Q' - •l:,.(3:J. - tJ). 
Norml lmcntc el cnadrnpolo nuclear .., define por Q - Q' /•. Eo evidente que ti 
\'l lor de Q depende de 11 direcd6n del eje Z. Por con,•tndóo, el eje Z llt tlige 
tan paralelo como sea p<Wble al e.pin n11clur /, de modo que m1 - l. Luego, 
sedefinetlmomentoeu1drnpolar ~lrico11uclearpor 

Q - ~34- lf,).,..1. 

l'l r . 7-8. Dlst•ibu<l6ndeurg1•lrnHrlcare1pectolleJ07. : (• )••fe,..,(b)•llpoolde 
1larg1do,(c)•Upoolde1ch1tado. 



Prcpit.dada dd núdro 

Mom•nlo Momento 

Nuci•ldo Mua alómlca, E3ptn 
dlpe>lar cuadrupolar 

orno magn6tlco, eltctrico, 
mo 10-m' 

-
~ 1,008665 1 -1,9131 ' '" 1,007825 1 2,7927 ' '" 2,014102 ' 0,8574 0,00282 
lHe 3,016989 1 - 2,1275 ' '" 3,016050 i 209789 ' :He 4,002603 ' :u 7,01600-& i 3,2563 - ~045 •:e 12,00000 ' ':C 13,00335 1 0,7024 ' ':N 14,00307 0,4036 0,007 
~N 15,00011 i -OÓ2831 
•:o 15,99492 ' •;o 16,99913 ' - 1,8937 - 0,026 
::Na 20,99395 1 - 0,6618 0,093 
l;AI 26,98153 l 3,6414 0,15 
~Cl 34,96885 ºó8218 - 0,080 

'"' 39,96260 ' "" 42,95878 l - 1,3172 
::Fe 55,9349 ' "" :lFe 56,9354 l 0,0905 

""' 59,9338 3,8100 
:cu 62,9296 1 2,2260 -0,180 
l:Br 78,9 183 i 2ól060 0,310 
::sr 87,056'1 
:lNb 92,!IO&I • 6ó!670 - ~220 
'::Rh 102,9048 i '!tCd 113,9034 ' ' ·::1 126,9045 ' 2,8080 -0,790 
•::cd l~,9277 ¡. -0,2700 "'" 1::1.u 174,9409 ; """' ""' ':lLu 175,9427 , 3,1800 '·"" ';/Lu 176,9"'39 ; 202400 5,400 
1::H1 179,\).163 ' ';:Re llH,9501 ¡ 3~716 208 
':Pb 205,9892 
':m 208,9804 ' 4,0802 - 0,340 

""' 227,0278 1 '" "' "" 233,0395 ' ..,. '·' "'" 235,(M39 ; 0~5 ~I 

"" 238,0508 ' ':Pu U0,4236 • -0,730 '·"' 
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... ,. 1.4. Momrntoo cuadrupolan:I cMclricoo de Hilcl,,.,. w n ¡t impar. La onknada 
:S~ ,:n~df~~.::!i:":~"."I Q/ZJr", que wiuUluye. un lndic.dor me)or de l• desvl•· 

En t i Ut.ema MKSC. Q te expreu tn m•. AJgun.sis veca le uu. una unidld U.­
malla Hrn que n igwil • 10-• m•. Si 101 protonu esUin di&tribuidos con 11imetr11 
t&fériCI, Q - 0,porloqua Q u una buen•indicacil>n dtl¡radotn que un nilcleo 
1e aparta de la fonna elf~rlca. SI Q u positivo d nacleo te debe pancu a un 
ellptoilda alargado y lli Q u negativo, te debe. plttctra un eliplMlide achatado 
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(llg. 7-3). Se puede demostrar teliricamente que los ollcleo& que tienen 1 - O 
6 ! tienen Q - 0, lo cual ha sido confirnuido experimentalmente. La tabla 7-1 
da Jo1 valore1 de Q para alguno• nucleidos. La fig. 7-4 muestni 101 momento• 
cuadrupolares el6ctric.i1 observadosdealguno1níleleo1. Nótese quealgunosnú­
deo1 poseen momentos cuadrupolarea dktricos anonnalmentco grand.,,,, lo cual 
"" una indlcacl6n de grande. detormaclonea. Debemo1 decir nuevamente que 
paniqueunate(lrlade lasinteraeci.Om'l! nudearessu1AtWactori.a debe dar 
cuenta de los valores de Q observados. 

(!i) Paridad. Los estados nucleares tienen paridad definida, par o impar, que 
depeode de laest.ructurade lu Juncionesdeondaque losdescriben.CadaJun­
ci6ndeondanucleardependede laa funcionesdeondacorrespondientcaacada. 
unode lo1 nudeones. La paridaddelos estadoanuclearesesú. entonc.uestrecha­
mente relacionada e.in 101 movioúeotos nucle6oieos. Empero, este tema es muy 
complicado por lo que no lo de.amillaremos aqui. 

l/JIMfl'l.Q 7.1. C~lculo de !a energla potencia l upulslva debida a la Interacción 
coulombiona entre los protones de un núcleo. 

So"""""' La energla elictrlca de una esfera cargada unl!ormemen\e, de carga total Q 
y radio R, es 

Suponiendo q ue los Z protones de un nolcleo est"1 dlnrlbuldo• un!lorme....,nte, 
podemos adaptar esto u sultado ,..,.,mpluando Q ¡>Qr Zt y ~pluando R (>I)• 
~lolc~:!º~ dado en la oc. (7 .2). En consecuencia , la energla cou1omb!a na de 11n 

E.-i -t 4:-R - t (4,.":,.)-fr,.-. 

E.-i - 9,87 )( 10-"Z'A-•fl J ,.. 0,617.l'A->fl MeV. (7.8) 

Como I• carga cl~rlca no est ' dislribuldl unlformem•nte en el volumen nuclear, 
•lno que eot .6. concentrada en 101 protonH , debe mo1eacrlblr Z(Z-1) en vez de 
Z"porq uecada unode lo1 Zproton01lnteractúasolamcnteconlo1 u 1Ulntca Z-I. 
Estaco m:cel6n ea part!culannentelmport.anteen lo1 nócle01conZpeq1m\ocomo 
el bello. Por ej emplo, para :He , con Z - 2 y A - f, tenemos E.-i - 0,176 MeV 
(u ... ndo la fórmula cornglda) y para •::u, con Z - 92 y A - 238, tenemo1 E"-" .. 
879 MeV. Vemos que• causa del t~rmlno en Z', laenugla de upulsl6n coulomblJTia 
aum• nta muy répldamenle con el nolmero de prolonet. El nolcleo no puede ser 
estable a meno• que la interacción nuclear 1ea lo 1uftclentemente fuerte y atractiva. 
Debemo1 compararHta1ene rglaa elktrlca1conla1 queseencuenlranenloa .6.lomoa 
y mol~cutas, lu cualu son del orden de unos pooos e\ectronvoll.I. L• nu:ón de esta 
enorme dikuncla u que los protonOI de un núcleoesUn much.o mú cerca uno 
deotroque loseleclronesen un átomo; su 1eparaclón es~dedordeunden· 
mlltllmo de la separación <k los electrones en 'tomo1 o mo!kulu , resultando una 
cnergl a delorden<klOO OOOveca mayor. 
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7.5 Energla de ligadura nU(!lear 

Podemos darnos una idea de la inl.t.~idad de las interacciones nucleares estu­
diandolaenergladeligaduradelosnúcleoa, e1toel,laenergla ne<:e$11.ria para $1l­

parar los nucleones que componen el núcleo. La mua de un núdeoes sensible­
mente menor que Ja suma de las masas de IWI nuckmnes componen~. En el 
ca.w del deuter6n, por ejemplo, m.i - 2.014102 urna; las maus del neut.rón y 
del protón son 

ffip - 1,007825 wna y mA = 1.008665 urna. 

Su suma es mp + m. = 2,0164!!0 urna, que es mayor que 111,i en la cantidad 
0,002388 urna. La u p!k aci6n de esta pérdida de mau está en la energla de liga­
dura del sistema. 

Coosideremo1 un neut.rón y un protón en reposo y 1ulldentement.e lejos uno 
de otro como para que no haya interaccilm entnellos. Su energla total esen­
tonccsla suma<1e1U11energiasen reposo, esto es 

E - mp.:" + m.c" - (mp + m.,).:". 

Supongamos ahora que las doa partlculas están lG 1uficlentemente cerca como 
para formar un deuter6n comG resultado de 1u interacción nuclear. Llamemos E,. 
a suenergla potencial nuclear. Como seeotAn mo,·iendoalrededorde 1u centro 
de mua tienen también una energla cinética Ek· En con..,cucncia. la energla 
totalc1ahora 

Pero si las fuenss nucleares son alrltctivu y el cero de la energla potencial se 
elige en el infinito, E,. es negativa. Ademh. como el dcutcr6n es un li't.ema 
estable, Ep de~ ser mayor que Ek en valor absoluto de modo que Ek + E p sea 
negativa (recordar que en el ca.w del átomo de hidrógeno, como en el de todo 
si•tema ligado. la energla total ucluyendolaenerglademape• negativa). Por 
lo tanto¡,,~ es menor que E, es decir."" libera energla cuando"" forma el 
1istema de dos nuclconesligado1- Laencrgia liberada es 

(7.9) 

que "" denomina mugfo d~ ligadura del sistema. Esta es la cantidad de cncr­
g1a que 1e de~ devolver al deuterón para separar el neutrón y cl prot6n. Pode­
mos comprender más lácilmute estas relaciones si noa referimos a la flg. 7--0. En 
elcasodeldeuter6nlaencrgladeligaduranuclureslaequivalentealaenergla 
de ionizaci6nen el caso delátomodehidn>geno. 

Se puede ddinir una ma!!JI "efectiva" del sisuma n-p mediante la relación 
E' - m...:". resultando un valor de m.i que e1 menGr que mp + m.,. La enugla 
deligadura deldeuteronesentGnees 

- 931,48{mp + m0 - m.i) MeV. 
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En la última exprn.ión "" debe expresar las mas.as de urna. Como 

mp + m. - m,, - o,002.388 1.11na, 

La .energia de ligadura del deuterón tt E• - 2,224 MeV. Esta es entonces la 
energ!anecesariaparastpararelprot6nyelneutronenundeulerónolaenergla 
liberada cuando un protón y un neutrón en reposo se combinan para formar 
d deuterón. Comparando esta energia con el ttsultado equivalentt. para el hi­
dr6genocuyaencrgladeionización (o de ligadura) es•olamente 13,6eV,eonelui· 
moa que la intuacción nuclear es aproximadamente 10" veces mb fuerte que Las 

interacdones elcctromagnttieas. En las reacciones qulmic.s no se oboerva un 
cambio medible de masa porque IHenerglas involucradas en la mayorla de los 
procesos electroma¡¡nétieo1 es relativamente ~queña, del orden de unos p1>­
eoa eV, "'tlLÍVDlente a un cambio de masa de un<1s P""º" milmillonésimos de 
unidadude masa porálomo. 

Para un núdw de masa M compuesto de A nucleones. de los cuales Z son 
protones y A - X son neutrones, la encrgla de li¡¡adUJ"ll (es decir, la ener¡¡ia 
necesariaparaseparartodos loi nucleontt) es 

E• - [Zmp + (A - Z)m0 - M]d' 

= 93i.48[Zmp + (A - Z)m 0 - M] MeV. (7.10) 

En la .s-egunda expresión toda1 lu masas dcberi estar expres.adas en urna. 
La encrgla media de ligadW"ll por nucleón, E. /A, es una buena lnd.icacióu de 

laestabilidaddeunnúcleo. En la lig. 7-l:l se muest:ra suvalorparavariosnúcleoi. 
Podemos ver que u m;\xima para 101 núcleos que est.An en la región de número 
m;lsico A - OO. Por lo tanto, si se unen do• núcleos lfrianos pa ra formar doi 
núcleos semipesados (procew denominado fusión) se libera energía y si un nú­
cleopesadosedivide cn doafragmentos semipes.ados(procesodcnominadofisión) 
tarnbié n se libcraenergla. 

Elheehodequelaenergiadeligadurapor nueleón iu.pnlcticament.econstante 
(por encima de A - \O, la variadón ei de sólo 10 %) sugiere que cada nuclWn 
interactúa sólo con sus vecinos inmediatos independientement.e dtl número total 
dt nucleones ; esta propiedad se denomina 1a/uraci6n. Tambiénaeencuentra e•te 
dectode saluraciúnen lurnoléculudonde la cncrglade ligaduradedos á.tomos 
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es pnlcticamente independiente de Jos otros Uomos de tu molh::ulas.. La mi1ma 
1ituaci/m..,presentaen lo1Uquido1yoólid0$.. 

El tbico alemán C. V. Wei .. ll.cker propuso alrW.cdor de 1935 una expresión 
emplrica para la energl• de 1i4!adura de un nlicleo. Como hemos indicado, la 
energladeligadurapornuclWn es apro:tlmadamenteconstanteporloquelaenergl• 
lotalde ligadurade unnúcleodebeS<lr propordoMlalolimerototaldenncle<1nes 
o"'ª el nlimero másico A: esto es: E. - a,A. donde o, es un• constante de pro­
porcinnalidad. Empero, los nncleoncs que están cerca de la ' "perllcie nuclear 

f'lg. i-6. Encrgla do liga.Jura por nucleón en fundó" dd l\Útnero mOsko. 

estánUgadoa numoafuertementeque lOlldclinteriorporquetienen menosvecino1 
para int<:mctuar. Tenemos entonces que corngir nuestra primem estimación 
de E. agregando un ténnino negativo. Como es un efectodesuperllcie, d nuevo 
ttnnino debe ser proporcional al cuadrado del mdio nuclear o, en viata de la 
ec.. (7.2),proporcional a A"'"· P<.>demo1 escribirento11ces 

E. ,,,, a,A - a.A""'· 

Luego debcm<>a conaideur la encrgla coulomhiana de repulsilm entre los pro­
tonn, qne también tiende a disminuir la energln de 1i4!adum. Concluimoa del 
ejemplo 7,1 que la corrección eoulotn.biana debe..,, proporcional a Z'A-'11. Po­
demos escribir entonces 
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Otro tmnino qun tiende a diwtlnWr la e-nergt. de lipdun es la energla cln6-
tie11 de IOI nuc.leona.. Como veremo• u el ejemplo IS.3, la tnergla cinitie11 de 
lo. nucleones es propor<iooll a A + l(N - Z)"..t""'. La primera pane, qua es 
proporcional a A "" puede incluir en el "nnino n,A, por lo que la correcci(m 
:::~!"ce:nergla cinética t• un lbm.inn de la forma - o.CN - Z)"A-•. Se tiene 

Podtm01obt.cncrW<:uatroco11sta11tesajustandotaecuaci6na losv&lore1Hpe­
rime11lales de Et q11e obtuemo1 ILAndo la ec. (7. 10). Si elegimoa lu con.tanta 
para ajustar 1u uergi.u de ligadura de los aOcteo. con A impar (esto es, Z impar 
y N plT o a la invena) encontnmOI que la enel'll'a de ligadun de loa nUcJeo. 
con A par cae .UU.nú.tic.mente a uno u otro lado de los valores dllde>t por 
laee.(7. 11),teniendo los nildeos par-parm.ayor energladeligadura y lo. impllr• 
Impar menur. Lueso, para obtener ti mejor aju11.t! de la ec. (7.11) puto todos 
101 nlicleos con A > 10, «gng&mOI un término de cortt«ión & t al que 

El origen de este tbminn eaU. rd&cioo&do con la •ntrgfo d• opar"'111ie/¡/o de 101 
ndcleo1. Esto ea, como ruult.ado del efecto de apan•miento mendoudo en la 
teeelón7.4,lalnt..n.cciónouclu.rdep!!ode de l•Orlentació11 relativ•delosmn­
me11ta 1.11¡ularea de los nudeonea, por lo que la ener¡ia de ligadura depende de 
cu•nto.pareade nucltone1 ticncn 1u1 momu.taa.o¡ularele11diroccione10pue1t.a1, 
o l f!I que esl.io 1pa.readoa. Et:t.. nilmero eii m" nor ""los nilclc°' imp1r-lmp1r 
y mayor en los par.par, por lo que ~stos tienen una cnerg1a de ligadu,.. mayor. 

Ul• mejores valoru de la1 constantes expru.ado1 en ltleV son , 

0 1 - 15,700, o. - 17,810, o. - 0,711, 

a. ~ 23,702, 0 1 - 34. 

Sugerirnos que el estudiante compruebe la va lide& de la ce. (7. ll ) aplidodob 
1v1riol nl'lcl-. 

ObittveM: que utilizando la ec. (7.10) podemos txpfellr b m&$I de un n1)clco 
en la fomuo 

M - Zmp + (it - Z)m,. - E.¡ca 

(7.12) 
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~valoffi1e11urnadelasco11stantesqueaparecenenlae<:.(7.1 2)110n 

a; - 1,69 X IQ-", ~ - 1,91 X 10-1, ~ - 7,63 X IQ-t, 

<l~ - 2,54 X ! ()-", a¡ - 3,6 X 10"4. 

KJJ<MPLO 7~. OIJe,..ncla de mua de los núcleos ",..n. Jadoo'', es decir, núcleos 
que tleMn el ml1mo A Impar ¡>ero con N y Z intereambladot. Un par de ni}cleos 
,..flejado1 u ! H y : H ; otro par es ::Na y llMg. 

SolMCl6"' Consideremos núcl«>• ,..fleJ•dOo con A Impar y cuyos N y Z diflenon en 
una unidad: uno tie ne {N. Z} y el otro (N - !, Z + 1). Dejando de lado e n la ec. 
(7.12)elltrmlnocorrespondlcnte al1energladcapareamlenlo,yaquc aml>oo n6cleos 
tienen A lmper, y teniendo en cuenta que N - Z - ± 1 por lo que e l \ ~rmlM de 
energlaclnt lleaoecancela,tencmos 

Mz+o - M• - m,. -m. + 0,:!(Z + 1)'-Z"JA- 1" 
- m,. - m. + o;(2Z + l)A-•". 

Comolos núcleos noncjados son n6cleo1Uvlanoo,de Zbajo,oe debcu ... rcl término 
wulomblano en la forma Z(Z - 1) en ve.z do Z', como oe se ~ aló en el ejemplo 7.1. 
Porcon1iguicnte 

Mz+1 - f'.h - mp-m. + 2a;LA -"' 
- (- t,390 + 1.~:26ZA -"") x 10-0 urna. 

Podemos uou u taecu•clónparaoblcnero;urnl•andoel valor ob .. rvadode Ju 
muasdelosniicleo1nonejado1; apartltdclvalordco; as! determinado p<>demos 
obtenerlaconstonter,delradlonuclcar.Sugerlmosqueelutudla nte apllque'"ta 
U.rmulaa lo1 dos ca.IOsmencionadoicrtel •rturtclado. 

!~i:'~º d:!~. CJlculo del rt~muo atómico del niicleo m:b u tab!e para un número 

Soh•c:f.SW. Dado el número m'slco A, el niicl«> mMs e1table • • aqut ! q~ ll• ne e1 
mhlmo valor d • la energla de ligadura. Tenemos e ntonces que calcular OE./OZ 
con A con11antce lgualarlaaccro. Usando laexprnlón de E.dada en la ec.(7.11) 
y Y• que N - Z - A - 2Z, tenemo1 que 

01::.¡&z - - 2o,ZA-'" + 4a,(A - 2Z}A-• - o, 
e!nlroducle ndo!os valoru num<!cleosde a,yde a.,obtenemos 

z - 2 +o.~57 ,.,. ,.. {7.13) 

En lo1 niieloos llvl ano1, para 101que A e1¡>equei\o , p<>demos dc1pnociar•l oegundo 
Urml no del denominador y tenemo1 aproximadamente Z ,., tA. lo cual c1U con­
nrmado u¡>ecimentalmente. Se 1ugiue que el estudiante repruenlc Z en !unción 
de A hasta240{enpasosde20)ycomparecon laflg. 7-1. 

Re1umamos lu propiedades de las fuenas nuclearet, 9lgunas de las cuales ya 
hemosmencio11ado. 



'·~ 
(!) La fuena nuclear es de corto alollnce. El que la fucna nuclear teoga 
corto all'(lnce significa que ""ap~eiable IÓlo cuando lu partlculu interactuantes 
esUn muy cena una de otl'a, a una distancia del orden de 10-" m o me.no._ La 
luerzanuclear es despreciableadistanciasmayores.Podem0&Werirquelafueru1 
nuclearesde cortoaleanu:teniendoen cuent.aqueadistanciumayoresde!0-16 m, 
que corresponden a lasdimen•iones nuclwus, lainteracci6nque regulal.&W... 
pe~ón de nucleones yelagrupamientodelosétomosen moléc.ulu es eledro­
magnttica. S.i La fuer:za nuclear entft los nilcltos atómicos fuera de largo t.lcance, 
11trla fundamental en el estudio de la fonnación de molécula&, dominando laa 
fuerzas electromagnéticas, mh d~biles, del mismo modo que la interacción elec­
tromagnética domina la gravitacinnal, aun mU débil, en la fonnaci6n de •t.omos 
y moléculas. 

S.. puede detenn.inar directamente el alcance de las fuer:zu nucleares por medio 
de experimentos de dispenión. Supo11gamo1, por ejemplo, que enviamos un protlm 
contn. un núcleo . Al aproximarse al núcleo, d protón est.11. sujeto a La npuls.ióo 
el~ctrica y a la fuena nuclear. Si Uta ea de un alcance comparable al de la fuer­
ia el&trica, ambas fuerzas afectarán el movimientodelprotóncualquierasea la 
distancia a que¡»1sedeJnú.cleo; porlotanto,ladistribuciónangularde \ospro­
Wnes dispena.dos dileriri se nsiblemente de las correspondientes a la dispersión 
elédrica (o coulombian1). \>oreJ contrario, si el alcance de Ja fuena nuclear ea 
pequeno, \osprotonesquepasen a una distancia del núcleomayorqueelalcanee 
de la fuerza nuclear 1ufririn esencialmente La acción de una fuena puramente 
eléctrica. Sólo los protones con energia cinfüca suficiente pa ra compensar la 
repulsióncoulombianaypa.arcereadelnú.eleoson alectadoa por la íuerzanuclear 
y1udi1pers.iónesdilenntede lacoulombia11apura. E5toUltimoesloque se 
obscrva.uperimentalmente, lo cual confirmB. que las fuerzas nucleares tienen 
corto alcance. 

(2) La fuerza nucleaT parece sm- independiente de la carga elh:tTi~ 
ca. Estosignificaque las interaccionea nucleares entre dos protl.lnes, dosneutrones 
ounprotónyunneutrónsonbásicamenteiguales. Por ejemplo,loscientlflcos han 
concluido del ami.lis.is de la dispersión protón-protón y neutrón-protón que la 
parte nuclear ea esencialmente la misma en ambos casos. También Jos siguientes 
hecho1 indicanque laint.eracciónnuclear es independientede lacarga :(a) lo1 
núcleos livianos están compuestos de igual nOmero de protone1 y neutrones, 
(b) laenergúldeligadura pornudeónesaproximadamenteconstaotey(c)ladife­
rencia de energla cou]Qmbiana en los nOcleosreOejados (ejemplo 7.2)puede, ella 
sola, dar cueota dela difereotia.demasa. delos mismos. Es por esta propiedad 
quelosoeutrones ylo1protooe1 sonconsiden do1 equivalentes en loque• la 
fuerza nuclear respecta. PoreJlo, como ya se dijo, se les de!igna con el nombre 
común de nucleones. 

(3) La fueT11:a nuclear depende de Ea orientación relatitia de kn: 
eapinu de los nuc leonea interachumtes. Este hecho ha &ido confirmado 
pormediodeexperime•tosdedispeniónypor medlodelan~ denivelea deener­

gianucleares. Se haeocontradoque laenergladeuosUtemade dosnucleones en 
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el que ambo1 tienen sus espines paralelos es diferente a la enugl.a del mismq 
sistema cuando uno de los nucle<ines tiene el espln hacia arriba y el otro hacia 
ahajo. De hecho, el si$tema neub"ón·protón tiene un estado ligado, el deuluón, 
tD el que los dos nucleones tienen sus espines paralelos (S - 1). pero no ex.iste 
un estado ligadosilosespinessonantiparalelos(S - 0). 

(4) La /IU!N:a ntullll01' no es completamente central; d~e de la 
orlentaci6n del e3pin t'apedo a la linea que une los dos nudoonu. Los 
cientlfico1hanllegado 1. estaC<Jnchllilmviendoqueaunenelnúcle<1ml.1simple(el 
dwterón)elrnomentumangularorhitalde lo1dosnucle<1nesrespe<:toa1ucentrode 
mea no es constante, contrariamente a lo que ocu= cuando las flleruu son 
centrales. En consecuencia, para expliearlaspropiedadesdel estado rundamental 
deldeuterlm.talescomolosmomenlo• dipolarrnagntt.icoycuadnipolareléct.rito, 
debemo1usarunacombinaciónlinealde funcionesdeondas(l - O)yd(l - 2). 
Parece que parte de la fuen:a nuclear se debe a una interacción esp!n-órbita 
relativamente fuerte. Otra parte, llamada fu~rzo ltn&Orio/, se parece mucho a la 
i.nl.enl.eción enlttdo1 dlpolo!. 

(5) La /wen:a nwdea1' tiene un •carozo • 1'epubfoo. Esto significa que a 
distancias muy corta&. mucho menores que •u alcance, la fuerza nuclear se hace 
repulsiva. Esta suposición se Ita introducido para explicar la separación media 
constante de 101 nudeonea, lo cual da lugar a un volumen nuclea r proporcional 
alnúrnerototaldenucleonea,yparadarcuentadeeiertascaracterlstica!ldela 
d.ispeni6nnucleón-n ucle6n. 

A pesar de toda esta información acer<:a de las fuerzas nucleares, aún no se 
conocebienlaexpresi6neorTeCtade la enuglapotencialparalainteracci6n 
nuclear. Se han propuesto varias expl"C!icme .. Una es el potmcial d~ YukaWll, 
propuesto en 1935 por el fü.ica japonés Hideki Yukawa y dado por 

donde E1 y r0 son dos constantes empirica!I. La constante r1 es el alcance de la 
fuerzanuclearyf4dalaintensidadde lainteraeci6n.El lactorexponeucial 
decreciente rl•. hace que la energla potencial de Yukawa vaya a cero m.b 
ri.pidamente que la energla poteneiat el~ctrica, que varía como 1/r. Sin embargo, 
aúnsedudadeque lainteracci6nnuclearpuedaserdescritaeonunafunci6nde 
energta poteneial del mismo modo que hemos podido explicar las interacciones 
gravitacional y electromagnética. 

De todos modos, en la mayorla de los prohlemu 11e puede representar esque­
máticamente la interacción nuclear a bajas energln mediante una energla po­
tencial como la mostrnda en la fi¡¡. 7-7(a). Mb all.á de cierta <futancia, la energla 
potencial es pri.ctieamenteeonstanteo Qo que es equivalente) la fu er-u es cero. 
Adistaneiasmuycortassepodriaai\.adirun earo.zorepulsivo[fig. 7-7(b)I. Este 
e1eltipodepotencial1.incluir enlaecuacil'lndeSehrtldingerparnestudiarla1 
interacciones n-nyn-p. Paralasinteraccionesp-pdebemos incluirtambiénlare-
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J'lr. 7-7. l'ormu cmplrlcas de la <!nugl• potencia l nuclur. 

publón coulombian.a r:'/4,.•,,r, que sólo es importante futra del alcance de Ju fuu­
UI nuclean;s 16g. 7-7(e)J. La 110lucU.n d• la ecu•ción de Scbr1'dingtr da entoncu 
W. titados est.acioo .. ios de los .Uttmu de do. nudeonea. A veces podemoa n:em­
pluar el potencial nudear por un pozo re<:tangular de pott ncial para obtenu 
informaeilln ""micuanti ta t iv1. 

No podemos estudiar la est.l'u clura nuclea r con la misma amplitud con que 
H t udfamos los 'tomoa y lu moléculas porque 110 conocemos la fonna en.eta 
de laentrgb.pote11cial alneorporar e o laecuaci6ndeSchrlkli~r.Sio embargo, 
el conocimiento q ut tenemos aeerea de las fuuus nuclu.n:s es un• b•M! 1uftcie11-
temute sólida para aM!nla r un estudio de la estl\lctura ouclur. 

1 .'1 &fado fwndarnenlal del d eader6n 

i,:1 deuter<i n. compuesto de un protón y un neutron, esd m'• •imple de todos 
los núclens (liexcluimosel cno trivial del micleo de hidrógeno que es u11 solo 
prot.ón). Bil.lieamente. la in t.eraccllln nuclear es la única responsable de la unión 
de un neutr611 y unprot.ó n (podemos despre<:iar la pc:q uda interacciiin magnéüca 
entn: 1u1 momentos magnt ü co1). E n COoM:Cueacia, podemo• obtener una inlor­
maci611 v•liou acere.a de 11 naturaleu de Ju fu~ 11ucle11'Q por m«lio de un 
an,Li!b detallado de lu propiedades del deuten'ln. E.te ~ne sólo un estado 
estacio11ario (que es e•·identemente 1u e.lado fu ndamental) con un• energía 
11 - - E., - - 2.224 Me V. Adem,1 el espln del deuten'ln "" I - l. Podemoa 
1uponerentont<!lqueel prot.(>n yelneutron t.ienen 1use.pinespan)eloa(.,. 
decir, S - 1) y que el moinen tum angular orbital de 1u movimiento rclat.ivo 
alrededor del cent.ro de masa escero (L - 0), resultando un estado •s,. E n este 
estado no hay momento magnético orbital, por lo que el momento nw¡¡n~t.ico 
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delde1,1kttl11 deberiaseri¡¡ual• l'I' + "- - 2,7927 - 1,9131 - 0.3796mag11do11es 
11udel,..,1, v• lor muy Cf1'Cl.llU • I UJH'rimt11tal .._ - 0,8574 ma1111do11<:S 1111cleun. 
Porlotan10,n11estn11uposici611aure1.<lelestadofundamt11talparttet.:11cr buoa 
fundament.o. Considerando que Ju fuer.as nucleues son untn.!e$. pOOemos 
expresar la función de onda del de11Uttlo eo la 1nlt1na forma que"" npl"QÓ la 
deunolec:tro11cnla ec:.{3. 18).L1 partean¡u larescoMtanUcn11nestado1 
(ver labia 3-5) y sólo kncmos qut considerw la parte radia l R(r) - u(r)/r. donde 
u(r)1eobtitnedeb.ec:.(3.U).H1citndof - Oc11 tuec111ció11,locual corresponM 

a un c•l.udu •s,. y recordando quemes la mau reducido. del siskma neutron· 
protóo (est.o el, m<o im.), t.t.ncmos 

- .;;;~ + E,.(,r)u - Eu. (7. 14) 

Pan ilimpliflCll.r, n:p~tcmOI la energla potencia l nucl .. r por medio del poio 
n:ctanguLarprc.rntado cn l1G11.7..8(1),tl eualticneun.profundidadl!oy 
un ra.dio a,• El pmblemac1 cnt.onusid~ntieo al di.eutidocn el ejemplo 2.6, ya 
que l1ec1,1ació11 deSchrodingcrpa.rau(r)es 

u(r) - {:~k¡r, 

• 1 .. 111oluol611<leun<"'o'or<pulol•oM1oll•""lo1u1\011clalm•n,tlo11••uJtod"'q1aolH<n· 
dnm .. cn .. to toeddn, porloquoomlHromooconol<lnvlO. 
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Esta funci6n de onda está representada en la ílg. 7-ll(b). La continuidad de la 
funcióndeondaenr-a requierelavalidezdela ec.(2.23).osea 

k1 cotgk1o-- .. (7.15) 

es decir, 

\2m{E0 - Eo)/lr'J"' cotg [2m(E0 - E•)fk'l"'a - - \2mEJ k'r"'. 
En nuestro caso conooernOI E. y debemOI usar esta ecuaci{)n para obter.orinfor. 
maci6n at"rca de E0 y de a. Como hay un .oto estado estacionario, re<:ordemos 
del ejemplo 2.6 que Jr'h'/8m < E.u' < 9Jr'~/8m. El estado,fundamental del deu­
teron Miio determina el valor de E.a', queesapro:timadamcnte 1,48 X 10-• Me V m• 
Paraobtener E. yaoeparadamente debemostenerot1>1relaci6n.Podemo1ostirnar 
el alcance o a partir de los experimentos de dispersión (ver Sttci6n 7.8). A•I, 
ai a e:1 del orden de 2 X 10-" m tenemos que E0 es alrededor de 37 MeV. 
Debemos advertir que IÍ usamos otro potencial de corto alcant" en \'U de un 
po410 rectangular,obtenemos•.,.lores ME, ydeadiferentes. 

Seftalamos al principio que hay una pequeña discrepancia entre los valores 
de l'<I y "" + ""que es n~sario explicar. Adernú, el deutcr()n tiene un momento 
cuadrupolar eléctrico Q., - 2,82 x 104' m• C. Un estado •s, es, empero, es!éri­
camcnte limétrico y no tiene momento cuadrupolar eléctrico. Debemos 10$pechar 
entonces que nuestra ouposici6n de que el estado fundamental del deuterón es 
un estado 'S, no es completamente corneta. 

Ahora bien, un estado 15, no •• el Unico estado compatible con J "" 1. Podemo• 
tenertambiénestados ' P,{L ~ 1, S - 0), 1P1 (L "" l,S - l)y 10,(L - 2,S - !). 
Si se computan lO!J valores de l'<I y de Qd pani esos estados, losf't!lultados son 
muydiforentesde IO!J valores experimentales. Para resolver este dilema podemo• 
suponerque latunci6ndeondadelestadofundamental deldeuteron es 1uu1.com­
binaci6n lineal de las cuatro funciones de onda posible1que hemos mencionado. 
Perolos estados ' S1 y 10 1 tienenparidadparyloscstados 1P1 y 1P1 tienenparidad 
impar. Luego, si el estado fundamental del deuterón tiene paridad bien deftnida 
(como es de esperar si la fuen:a es simétrica en las dos partkulu interactuantes), 
debemOI combinar solamente los estado1 •s1 y 'IJ.. Un cálculo detallado que 
omitiremM muestra que para reproducir los valores experimentales de \Id y Qd 
debemos tener 

.;....- - 0.98.;.("SJ+0.20.;{"D,). 

El hecho de que tengamO!J que meiclar .. tados con L - O y L - 2 demuestra 
que el mornentum angular orbital del dcnter<ln no tiene unvalordelinidoyque, 
por!o tanto , la fuerza nuclear no es rigurosamente C"ntraL En el deutcron se 
atribuyelapartenu cenl.ralalaruenatensorial. 

7.8 Disper11W11 neutrón-protón o bajos energf08 

Los experimeotosdedispers.iónconstltuyenotraluente va\iosadeinformaciOn 
acerca de Ja lueri;Lnncicar eottt los nucleones.. Pani realiiar experimentos de 
dispeniónprotón-pTI:>t.óoaehat"incidirunhudeprotones provenlentede un 
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Flr.7-t. Dispersi6ndeporllcul•s 

acdenidoroobre W'I blanco q..econt.iene,tomosde hidrógeno, analizándoselos 
protooel dispenadoi.. La de$viación =P""to a la dispersión coulornbiana pura 
suministra información acerca. de la fueru oudear. Análogamente, en la disper­
sión neutrón-prot6n oe proytda un 11.u de neut.rones proveniente de un r..,ctor 
uotrafuente de neutronessobrewiblancodebidr6genny..,ob$ervanlGSneu­
trones dispenados. Los experimen~ de dispeni6o ot11tr6n-neutrón son mil 
diflcile1porque es irn.poo.ible tener un blanco compueoto i11Ucamente de neutro­
ors ;encoru.eeuencia,esnecesarioemplearmétodosindirecto.. 

Consideremos la dispersión n-p. Supongamos que un ba.z de neutroneo de rn.o­
mentum p - lik oe mueve en la dirección del eje Z. como en la fl¡¡. 7-9. Luego. 
oe puededescribirlas partlculas incident.esmed.iante lafunci6ndeondaO:.;.., = e'h. 
Laden!lidaddecorrientec<ITTe$pondientea esl.aspartleulasesj...,_ - ..¡o:....¡• - o. 
Cuando los neutrones pasan cerca dd blanco est:ln sujeto• a la acción de lu 
fueriasnudeares=ultantes desuinteraeciónconlosprotonesyaede•vfande 
ladirecci6niniciatdemovinúento. Losneutronudisperudos ettáoreprestnl.ados 
ag>i>ndes distanciasdelblancoporunafunci6ndeondaqueoeparece aunaonda 
«férica, esto es. su fund6n de onda tiene La forma e'"'/r {ver problema 3.30). 
Laintensidadde ladispersillnnoeaneceaariamente lam.Lo:m•ent.odas direcciones, 
dependiendo en general del ángWo &quela direccillnde dispeni6nformaco11 el 
eje Z. Podemos escribir entonces +.i.,. ~ f(&}e' .. /r, donde f(O) se denomina am­
p/iluddtdi•pt.rJi6n. La lunoi6n deonda t.otal es .... 

+ - <1>1n.+.¡..,..., - e••· + f(e) -,. (7.16) 

El Oujo de parUculas disper-sadu a trav& de la superficie dS por unidad de 
tiempo (tlg. 7-9)es 

i.¡~...,¡•~ojf(&~' dS/14. 
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Pero dS¡,a "' igual al i ngulo a6lido dD Rlbtt.ndido por dS. Luego 

FlujodeparUculaadiaper....du por unid.Id de tiempo 
a travél dedS - of/{O)f1 díl. 

Se <kflne la s.aiántficiudl(utnclol cr(e)medianU. 

-lf{O)p. (7.17) 

Si obstrvamos .(O) upnimentalmente, podemot olm:nl"I" f( O) aplicando La 
ee. (7.17). Luego poclemM b...-r las fuerus nucleara q11e dan la función ((O) 
ob1oervada. Esta es una ro,,.,. de fo lerif cwll u la natlll'tieza de la lntencción 

Cuando la energla delos neutnmn incidentes ea muy baja, es posible obtener 
un11. upmi(m simple para ({O). Notema& en primer lutiar que el hu incidente 
esli oompuuto de partlellla• ele rnomentum H paralelo a\ eje z, JH'ro que M 
mueven a di~enu distanciu de dicho eje por lo que tienen moment.a angulares 
diltn!ntel ruped.o al dispenor. En otras palabras, la función de onda c'h no 
da informaci6n acerca de la posici6n dt: lu partlculu y .Olo podemo& hablar da la 
probabilidad de que una partkula inci<knte dada tenga cierto momentum H• 
gular.Podemosdecir ent.onces q11e lafl.incil111 deon1t.elt1 d~u11hude 
partlcula1 que tienen la 1nUmA energla y momentum pero diferentes valoru del 
momentum a ngular. En otra1 palabras, podt mo» expreur e1._, como 1wna de 
funclonea de onda de momentum angular: 

.¡.,... - .u:· - +.¡.,, (7.18) 

donde c1da +1 (llamada onda parcial} tol'ft!lponde a un momenlwu angular dado 
ytieu La misma dtpendu1W &lljularquelu fUACionea Y1t dtla tabla 3-:i. 
{~bemo. tener m, - O porque al las particula1 1t mueven wgU 11 el eje Z 111 
momenlwn angular respecto 11 origen de coordenada• dtbt wr pupendicular al 
tje Z, o au L, - O). 

Uaando Wll imagen d6&ica, podemos definir el pardmdro d• imp<ido b como 
la dlllancia (perpendicular) at eje Z cuando la p1rtlcula esú. ailn muy lejos 1 la 
lzqWerda de modo que L - ~p - Mir. Pero L - lt )fi{i+T) "" !ti. En eon1&­
cutncia bk -1. Luego, wgO n au IU momentwn angular, Ju particulu cun 
dentro de las diferentea :wn11 marc11das en la Rg. 7·10. Si la fuerza nuclt11r .,. 
deeortoalca.nct,sólohaydi.tpel'lióuaprtciablecuando6esdelordendelakance 
o menor. Esto es: la1 ilnica1 partlculu del hu incidente que ltrin di1peruda1 
llOn lu que tienen 1 > 11 x alcance. Para entl'g!u bajas, Ir es muy pequei\o y 
sólo lt di.tpenan la1 partlculu con 1 - O. Otcimo. ent.o1111e1 que Unemo1 dia­
pe,..;(ln s, En lenguaje cuhtieo podemo1 de<:ir que en praencia de un di$penor 
deeortoalcancei.ernodiflc1 l1 paMl - Odelaluncil>ndeondao!>iac,e<:.(7.l8) 
{01ea la onda parcial+.) de un haz de neutron~1deenerglamuy baja. tnnllor­
m•ndOMien .¡.;, mientra1 qllt para l > Olas .¡.1 sonigualesa la1 delaec.(7.18). 
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Plr. 1-10. Zonas de momentum 
angular. 

Por lo tanto, la función de onda modificada pc>r la dUpenilmse puede expresar 
en la forma 

Se puede demostrar que la onda panial .¡.. de momentum angular nulo, corres­
pondiente a lafuncilmdeonda departlcula libre .;._ - e1••cs 

+.- se:,kr. 

Lafunciónkr.¡,. - senkr esUlrepresentadaconunalineadetraiosenlafig.7.ll(b). 
Para obtener la !unción de onda ;ó d~ momentum angular nWo modificada, 
nottmos que en '1 caso de un pozo rectangular de potencial, mostrado en la 
fig. 7·11(11.), la partlcWa e.. libre cuando r > a, mieotns que para r < a 5U fun­
ción de ondade¡wmde de la energla potencial nuclear. Luego, lafuncióo de onda 
parar > a sigue siendo una solución de p,artlcula libre pero corrida en 

l'lr. ; .11 . (a) l'o•o reetan~ul~r de potencial para el deutcrón. (b) Fundonet de 
ondaparaenerglapositlva. 
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dirección nulial pano. que w u.,. 11U1vetrumte con I• 10luclón para r < o {reconlar 
el ejemplo 2.6). !Rbemos ewibir entonces 

.;.o - e sen(kr+a.>. ,, 
La cantidad a."' el dul'aHJe. Laf1,1nciónde onda kt+,; - Csen (kr + lo) at.6 
l"<'~ntada con una linea llena en la lig. 7-1 1(b). Obs&v..e que La amplitud 
de +;tambié11o:s ditlftntedelade+.- Sep11ede demostrar (v<:rclejemplo7.4) 
que la teeeióneficaz diiettncial de dispersión sUi dada por 

(7. 19) 

C(lmo <>(&) o:s i n depcndi~nte de l bgulo e, la di$penlón a eaférioamente !im~trica. 
U.ecci6neficut.>tal dedil¡w.nMnt.s 

.. -J u(•)dn - "'"';.ª' .. (7.20) 

por<:¡ueel .tngulollllidol6tal alrededordelblaneoea 411.Podemosobte1lcrex~ 
rimenl.almente el deafuaje .. 1 p.artir del valor obarrvado de •· Por otro lado, 
li w.amU6 la ec. (7.15) e:1 pot.ible demost.rar que a energlu muy bajas 

sen•a. - :z;. 
Luogo la ec. (7.20) se tnuufornu. en 

(7.21) 

En loo experimento. de diapen.ión el neut.n'm y el protón pueden t.t:ner 1us 
n pintt paralelos (esbdo lriplett) o 1ntiparalelo1 ("'tado o.inglete) y en CO"­
cucncia podemos dettrrninar lila luarza de¡>ende o no dd e.pin eu minando la 
1ecd{>n cflcu en cada c;qo. Lo1 rc1u..ltados experimentales muestran que tas dot 
se«lonc1dleacl!Swndiltl'1!nlct,conflrnulndQse que lafl.lcnadepcnde dcle1pln. 
Suponiendounpot.eoci1ll'1!ttangular,sehaenconlradoquelaprofundidadyel 
a lcance para el estado triplct.e son E• - 26,2 MeV y " - 2,25 )( lO-" m, mlcn­
tn1 que para tl estado linglrte h1 n:aultada E• - 17,8MeV ya - 2.SI x 10-"m. 

A medid.a que la cncrgla de los neub'oou incidente1 aumenta. la dispttSlón 
afecta la1 Qlldu parciales de mQmc11tum angular mayor que uro. El efecto tobn 
ead.aQnd.a parcial .¡.1 esU df:Krit.oporel corrupondi~nle defasa/e a,, de modo 
quelllocccióneficaztol.l.l uú d.adapor 

(7.22) 
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~vi~:;,tet~e~tei.'.:5"~Ja~c~~~!:c~nc:"d:n1aq:~"~"~~oli~~=:j e" .i;::: 
rente• tnerglasy11nalizaodoladist.ribucióoangutarde lu partlcula&dispen.ada1 
~m.,. obtener loa a, experiment.a\mcnle. Por ot.ro lado, podemos calcular teó­
ricamente lo»31 suponiendouna energlapotencialrazonablepara la interacción 
entre Ja partlcula incidente y d dispenor. En C<1ru1C<:ucncia, los experimentot de 
dispersión son muy Utileaen La bUsqueda de lafonna de 111 interacción nuclear, 

EJBMPl.01,4, CAicuio dela....:ci<ln eftcn pa,.. !a di•pertlón s. 

8<>1Md6..,ComblnandolHect. (7.16)y(7.18)podemoseac:rlbir 

<l- - + .;. +J<O) ~, 
dedonde,comparandocon laec.(7,19) ,obtenemo• 

Sa.btmos por el reoultado d<I problema 3.18 que.¡.. - A(sen kr)/r. Un •n"l•l• mh 
detallado {que omlUmoo) ba..,docn la norm•lluclón de !a luncl6n de<md11lndlca. 
que dtb• mot haur A - 1/k. Lu•go, 

+. - se:."' . 

Tenemo1entonU•quo 

e se n (k;, + &,) - se:,"" + ((9) ~-

R ecordando que sen .. - (t'• - .-'")/21, obtenemos, despuú de opc,..clonu 11Jge­
bralca.1 •l n1pleo , ta slgulento npreslón para la amplltud de dloperolón 

f(.9) - ¿..:na.. 

~~:' emple.ndo la ec. (7.17), podemot eocrlblr la sección eflca.• dUerencl.U en la 

<>(9) - tf(e)i' - se:a., 
qutulaexprulóndadapor laec.(7.19)paradlspertlón1oconl - o. 

IUllMPl.07.11. Cilculodelasecclóneflca.• para la dl1pertlóncoulomblanadauna 
part1culacargadaporunnllcleo. 

S<>liodol..:Cu• ndounap• rUculacargada - un eltttrón,unprotónounaparllculaa 
(o nUcleo da He) - pua cerca de un nUcleo, experimenta una futru. elktrfoa que 
•• r•p11l1!va o atncll va seslln la cars• de la parUcu la !ncldtnle. Como resultado, 
la parllcula lncldentoS<1 dl1persaodtsv1a de•u t,..yectorlaorlslnal. Se• Olaf'O'l· 



1.11) Disptrsi6n niutron-proltin a /!ajas enirglas J J9 

FI • · 7-12. Dio¡oenión cou lombtana do una 1•u llcu!a cargada. 

dón del nó.cleo y A la posición Inicial MI proyeelll muy le)o1 de Q(.llg. 7-12). La 
~dad !nlclal en A de la partleula u .... El pari.metro de Impacto b es la distancia 
(porpendlcular) de A a la ~eta OZ que pasa por O y u paralela a .... Luego. cuando 
i. partleula esti en A 1u mome ntum an¡fUla r ~•¡><:<:to a Q es L - rm>,,b. SI la fuerza 
a oontral,el rnornentum angular p<':rma nececon1ta n\e dur• nle el proceso. 

Siw es lacaq¡a dela partlcula(~ - - 1 para electrones , +1 parapr<>toneo ydeu­
tavnci, y + 2 para n~cleo1 de He) y Ze es la carga del nó.cleo, !a luerza ~pu1'h·a 
..,. actolasobre lapartlcula e1 

(7.23) 

La partlcula Incide nte describe una trayectoria hlpubóUca bajo la acción de a ta 
t.eru,sulrlendo una dtsvladón(odl•¡oen!ón)dadaporelf.ngu!o8,laeual es lun­
dó n de ~, y de b, o (lo que et lo mismo) de la eMrgla y del mom.,ntum a ngular del 
proyectil . 

Cuando la part1cula e•U en cualquier po•klón, tal como M, 1u rnomentum angu­
..,. a mf'(,d+fd(), ya que r(d+fd() es la oomponente de la velocidad J'f'~ndlcular 
a•. En consecuencia, como d momentum angular dd>• permaneee r constante porque 
llol~rza escentral , sel!en o 

(7.24) 

m~ - F, ... Fsen+ - 4:z~sen +. 

l!llmlnando,.porrnediode!aec. {7.24).podemo1flSCl'iblr 

.!!¡¡- - 4,.!:,_6 ltn +1t'f-. 
P,.,..,ha lla:rladttvlaclónde la partlcula dtbemoslntegrar u taecuacióndeldeun 
ntn:mo de la trayectoria al otro. En A el valor dfl "'e1 cero porque el movlml<!nto 
bUcial cs parale loal eje Z;tamblt n • - O. En Btenemos.., - a, sen8 y+ _ ,. _ e. 
ObKrvese que e n B la velocidad ti n~evamenle ~. por •lmtlr!a {o por constrvadón 
dtlaenergl•): la velocidad que la partlcula plerdec~andoae apro:i<.hna a O ta vuelve 
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a ga nar cuando.., aleja de O. Lueg<>, 

r.-•du .... h~u,.b r.--..,n;,d+ 

u, sene ... 4n::,.b {l + co18). 

Recorda ndo que col g!6 ... {! + c<>1&)/K n &, obtenem01 nnalmente 

COlJ!j6 ... ~b. (7.25) 

Esta1'1!1&ci6n d 1 d , nJ!ulodcdi1persl6nen funcl6ndelpar6metrode lmpactobodel 
momentum a ngular L - mu,.b. 

A continuación Le ne mo1 que halla r la ucdó n e ncu deílnida para el cHo J!tneral 
en la ec. (7.17). SupunJ!am01 que •ob..., un blanco nudcar O se proyecta un hu de 
parUcula• provenientes de un acclerador. No todas las parllculas llenen el mismo 
momentum a ngula r o parámetro de Impacto por lo que no t odas experimenta n la 
misma desviación. Las que se duvtan entre 101 Angulo• 6 y 6 + d6 son Ju putlc ul u 
que t ienen el parámetro de impacto e ntre by b + db, esto u. las part!culas que eot án 
en el anillo aombreadode la Hg. 7-12. el cual tic~ un made2Kbdb. SI Nese l nUmero 
departlculasporunldaddestcclón t rt1nsvel'$aldel haz Incidente, el nUmerode pa r­
Ucula. q<M: paoa e n la unidad de tiempo por el a nUIO es "-N(2nb db). Est a ca nlldad 
es Igual al nujo de partlculaa dlaperoada1por unidad de tiempo dentro del ángulo 
oólidud0deflnldopor9y&+d1l. Ladcnsldaddecotrlente!nlclal uevldcntemente 
u.J'.'. Por lo tanto, aplicando la u. (7.17), .., obtie ne para la sección eficaz de di¡­
perslón 

(7.26) 

::~~~l=~:ublndicc C indica que se trata de dlsptrslón coulombla na. De la ec. (7.25) 

b - (•Ze'/4n...rm>!) cotg¡9 

d!l - 2nsen9d9 .. u sen!&co1!6dtl. 

Su•tituyendo.,.to• valoreo en !aec.(7.26)yempleandos61o valoresabaolutos, ya 
que el 1lgno nega tivo «llo ¡ lgnlflca que ndl•ml nuyecuando b aumenta, obtenemos ,,.,. 

<><:(&) - 4(4 ~ .,,)'m'v: cosec• ¡n. (7.27) 

E ue result ado muest ra que l8' partlculas dl•P"rsada• por una fuena ln,·ersa mcnte 
propordonal alcuadrt1dudeladis ta nclac1tándlstribuldas eotadlstlca m•ntcconforme 
a la Jeycosec•¡a. Lau. (7.27) fue obtenida por el l!slco británico Ernest R uther­
ford(1871-1937),qulen laempl<Xijuntocon11u1co laburadott1enuperimentusrea­
llud01 e nt re 1911 y \Sl3 para a nall•ar la dispers ión de parUculas ~ 11 atra,·esar 
hojuelasfina.. l.a veriflcadónexperlmenta)de laleycosec• ¡&•umln lstrólacvldcn­
da para el modelo nuclear del dtomo que ha sido aup!ado dn de enton""• <:(lmo el 
modelo atómico correcto 

SllaünkafuerzaejerddaporclnOcleoblancoaob,.., e lproyectllfuerata,..,publó n 
co ul omblana.la ec.(7.27) .. r lav.ilidapantodaslasenerg\aJ.Sln e mbargo,cuando 
el proyectil tiene un mo mentum angular (o un par6melro de Imp acto) suftclente-
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-nte pequello y una energla 1uflden\emente alta eom<> par. que el mismo pase 
•uy cerca dd n!1cle<>, puedehal>erdesviaclones rupccto a<><{6) si además de la 
f\t<f1.a coulombiana existe una lueru. nuclear d" corto alean..,. A partir del ~nMis!s 
de utao desvlaclonu podemos computar 101 dedasaj es corre1pondk:ntes a los electos 
aud.,ares. Estos dlculo» provun lnlormacl<ln sobre la fue.u. nuclear entre do• 
prot<'.me1,poreje1nplo. 

Cuandolo»proyttlilu ronelcctronesrápldos,pueden penetrarabavh delnUcleo. 
Estotambiénlntroduce unaduv1aclónrupectoacd'.&),lacual se debew estrcaro 
a la distribución de carga de ntro del nUdeo. H. Hofstadler y sus rola boradores 
obt uvieron, analizand<.> estas duvlaclonu, las curva. mostradas en la llg, 7-2. 

Ob<~rvel<! que en la discusión anterior hemos uudo una des.orlpclón cl~slca de la 
~"ión<oulomblana,locuolpuedo pa,..,cerunapartamJentoln esperadodelpro­

crdimlento d••arTOllado en la <ttclón p,..,udenl • para ducriblr la dl•pusión nuclear. 
Empero, Los d.lculo• ma\emátlcos de la dl•persión cuulombiana usando mHodos 
nHlnt!c<>s w n bntante dlflcilc• y nlán mll• allá del alc11nu rle este libro. Una d• 
._razones de es ta d!ftcuhades que la luen.a ooulombiana dada por laeo. (7.2J) 
ade largoalcance yalecta,porlotanto,atodaslasondaspardalesdelaec.(7.111) 
a unque la • n• rgl• ""ª muy baja. Por otra parte, la dispersión ooulombiana ea uno 
de los casos en que coinclMn los resul tados de lasdescripoiones doblca ycut. ntlca . 
s.. puede demostrar que !a amplitud de dispersión cuu\omblana u tt. d• d• por 

(7.28) 

bo cual. •ustltulda en la ec. (7.17 ),da el ml•mo va lor d e oc que lace. (7.27). En la 
eco>aoión anterior r - •Z"/b ..,..,_y 'lo•• una connante que depende de y. 

'1.JJ Modelo de capas 

t:no de los objetivos básioos en la füica nuclear ea determinar el movimiento 
dElosnucleonesenunnúcleoyobtcucrdeClpropicdadu nucleare•enLoaeatadoa 
f9.lldamental y excitados. El problema es más complejo que en el caw at.ómico 
debido a la fa lta de una fuen11 central de>minante y a Ja existencia de dos clues 
departicu las -ncutronesyprotonea - queobedecenseparada.menteelprin­
cipiodecxclusión. Sin embargo, hay una fuerte evidenciaqueindk:aquecada 
a ucleónsemuevecnuncampopromcdiodeluerz.aprodutido por losotros nu­
d eones y qne sepucdeconsiderar cenlfal en primera aproximación. Asl, usando 
.., mrnlelode part!culnindependientes comocnel caso de los e lectrones e n un 
'1.oroc,carad.crizartamoslos cstados deenergla delos nucleonespormed.iode 
aUroeroscwlnticos n y 1 que dan el nh·cl de encrgla y el momentum a ngular 
arbital.Elnllmcrocu.:lnticonind.icael ordcndeenerglacrecienteenqueaparecen 
losoivelesconelmismol.Así, l s, 2s,3s, . .. ,etc.siguilicanelprimero,segundo, 
tercero. dc.nivetes con/ - OenordcndcencrglacrWcnte. 

Asl como lo~ á tomos presentan 1111a estructura de capas y tienen capas com­
pkt.u cuando t odos los niveles de energla han n:cibido su cuot a total de elec­
trones, los niveles nucleares presentan t a mbién una cierta estructura de capas. 
Como en un núcleo hay doscl.ai;es de partkulas, bay una i¡criedobledecapu: 
1111aparaprotones yotm para neutrones. Para ciertos valores deZo de Neo­
rnspond.icntes a capas comp!et.as, resultan núcleos q ue son particularmente 
lllllable$, tal como los gases nobles son átomos con ciertas <:>1pa! electrón.icu 
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Ft1. 1-13. Energ!a dd primer Citad<> excl\ndo de núdc<>1 par-par. 

camplctas. E.to• valores de Z o de N (conuinmenle llamados "númerDS mágicos") 
son 2, 8, 20, 28, f>O. 82 y 126. J'or ejomplo, la llg. 7-13 muestra la onergla del 
primer eitado excitado de vario• núcleos par-par. Los micloos mágicM tieMn nn 
primer estado excitado anonnalmenla alto, lo cual &ugiero que en los números 
mágicos hay un gran u1>acia micnlo de energla cnttt el Ultimo nivel de energla 
o capa ll eno y el s.iguicnte estado vacia. Esto ocnrn! también en lo. átomos de 
los gases nobles (rocordar la fig. 4-5). An•logamente, el ntimero de i.-ótopo• e 
i.-ótanos estable• con Z o N iguale. a un nilmeru mágica, respectivamente, "" 
ro lativamente grandc(fig. 7-14). Adem b la sección eficaz de captura neutrónica 
de los núcleo• con número N mágico es extremadamente baja (lig. 7-15), lo cual 
indica una uniónmuydibildcl nucleón extra. 

Para explicar 10$ valoros de los nilmerM rnAgico,¡, M. G. Mayer y J. H. D. Jense n 
propusieron independien temente en J!)-19 que además de la fuerza cwtnl media 
hay en Jos núcleos un a fuerte inlu atdón upfn-<lrbila (no ne~riamcote de origen 
elcctroniagnétioocomoenelcasodelM electrone.atómicos di.sculldoenla""c­
clón 3.9) que actila sobre cada ouclcóo y es proporcional a L .S. La existencia 
de una interacción espin-órbita e.tilampliamente apoyada por In evidenciaexpe­
rimcntal(verlanotaalHnalde estasección). Como S puedeser p,ara!clo oanti­
paralelo a L dando valores diferentes del momentum angular total J - L + S. 
cada nivel {n,f) se separa en dos niveles por la accWn de la interacción espln­
órbita, OOITT!spondiendo la energla más baja a L y S paralelos. Un estado de 
energla nucleónico esU. caracterizado cnl.onte$ por I<» números cu~nticos n, /,j, 
donde j - 1 ± !· Para un valor dado de /, el estado con j - 1 + t tiene menu' 
energlaqueel estadoconj - 1- l Esto es lo contrario delo que oturTCCDn 
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t'I(. r- l~ . :-;;,,,,..,..,ole 111wld<lu• c•lahk'> <· n fu11dt'm de{•) e1 111imero atómico, 
(b)elnó""r-odeneu tru11eo. 

los electrones atómicos y demutat.l'a que la intuacción apln-órbita no putdt 
..er dt origen dectrorn.gn~tico. Como 

L -S - !(Jl - V - S') 

- wu + 0 - 1(1 + 1)-fl"' 

- {-~~~ l)h', ~ = : ~ :: 
la aep11ración e11tn!do1Htado1con d mismo lpo:ro diferentej es proporcionJ I 
a2t+ l y, porlotanto, 1Umentaconl. La degencndón de cada estado n, /, j 
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Pl5. 7- l r.. Sección eficaz de cavt .. ra d"cl rU11ka e" ' ""ci{>11 del nómero de ne.,tro· 
nes, [Adaplada de: B. Flowers, l'rog. In Nue. l'hys. t, 'l3a {19~2); Pergarno n Pre.a, 
London.! 

es 2j + \, cornspondiente a las 2j + l orientaciones posibles de J respecto a 
w1 ejcdado. Luego, deacuerdoconelprincipiodcexclusi6n,elnúmero máx.irno 
deneutronesoprotoncs que puede haber enuunivel ocapan,/,jes2j + l, 
esto es: 

Tal como para los electrones atómico&, se designa cada estado nucle6nico con 
lasletras s,p,d, etc.,correspondientes alvalordelyun s11blndice quedael 
valor dej. As!, para 1 - 0 tenernos un est&do .,,., para 1 - 1 tenernos estados 
p.1, y p.,., para 1 = 2 los eilados son do.1 y d.,., y asl sucesivamente. 

En la fig. 7-16 se muestra esquemáticamente el ordenamiento de los nivele11 
de energla de una partlcula para protones y neutrones ; en la mi$ID8 se indica 
cómo cada nivel (n,() debido a La fueraa central media se desdobla por acción 
de la Interacción up!n-órbita. La paridad d~ cada nivel cst.á dada por(- \)'. 
Etordendelos nivelu responde a luexigenciasde laevidenciaexperimental. 
Se ve claramente los espaciamientos decnergia en lo• números mágicos. Se pre­
sentan cada ,-ez que aparece un nuevo valor de 1 más alto el cual produce un 
desdoblarniento esp!n-órbitagrande.Lapequeftadifcrenciaentre losnivelespro-
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[Adaptad• de: P. F. A. KHnkenbtrjf, lltN. /llad , l'llJI•. ~~ . 6.1 (1952}.I 

tónicos y los 11eutl"(lnk01 se debe• I• repWsi6n co11lombian1 .rntre \OI protones.. 
11111 sido propU«tns v•riOI poWnd1le1 emplricos de futrua centrües p1111 rep~ 
ducir el ordtntxperimenUldtlosnh•t les,pero ningunodttllosmne•ón"" 
fllndamcnlll k6rico y t l<perime11 Ul compldo, 

Se h•obscrv•doq11etodinlo1nilcleospar-pa r lie11e11upln cerocn 111 u tado 
!W1damental. nútntrat q11een los niltleosdeA Unp.arcon Z paryN impar(oa 
la in~·ena) t i tspfo nuc\ur I eoincid6 en la mayorioi dt 1.,. cuos con el nJor dt j 
del O.ltimo nuc~n noapartado(tn una. poco1casosestgual aj - 1). SiM! 
t J<tita e l nucleón no 1p11reado de un nócleo d6 A impar a un estado ctrcaoo, 
el espln nuclear del estado e>r.dtado coincide generalmente con el nuevo} del 
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nucleón exoitado. Luego, cuando ge está llenando un nivel (n. /, j) pauce que 
los nucleones idéntiCQs ªJl"l""ªn sus momenta angulares totales de modo tal que 
&id nUmerodenucleonuidénticos(protoneso neutrones) que hay en el nivel 
(n. /, j) es par. el momentum angular r'"ultante es cero. y si es impar ou mo­
mentum angular resultante es j (o j - 1). l'.:n el caso de los nilcleos impar·lmpar 
(de los que sólo cuatro son estables). es más dilicil determinar el espin nuclear; 
en principio u lán permitidos todo• los valoresentero1 de l entre jp + inYUv -j.J, 
dondejp corresponde al protón no a¡>J1reado yj. al neutrón no apareado. En 
algunos e11so1 se presenta el valor mb alto de l y en otros el mb pcque~o. 

Un modelo de capu con )>Jltticulas independiente• no puede dar cuenta de 
estas l"t!glas de acoplamiento o apareamiento de 101 momenta angulaus de 103 

nucleones. Se atribuye estu reglas a la llamada intrracción "ksidual"", ea decir 
la d.iíeuncia entre !a inlerae~ión nud.ar real que ex perimenta un nucleón y las 
íu~rz.a• medias central y espln-órbita introducidas en el modelo de capa .. La 
interacciOnresidualcontribuye alautabilid.adnuclearpormediode loqu se 
dcnomina efulod• larnergladenpor<omirnlo.Podemosverquecsteelccto csta­
bilizant.e enla tabla 7-2, lacualmuestrn el nilmerode nuclcidos cstables y casi 
e•t.ablcs (odc vidalarga). Hayunamayor!a evidentl!denucleido••stablcs par-par. 

El modelo deca¡>J1shatenido ba•tante bito explicando muchas propiedades 
delos estados nucleare .. Algunas veces es necesar io hacercálculo5bast.antecom­
plicado .. Sin embargo,haymucho•casosenqueloscálculosd•l modelodccapu 
no pueden exp licar los hech"" experimentales en forma precisa. Por ejemplo, los 
momentos cuadrupolarcs eléctricos calculados usando el modelo de capas 10n 

TA.OLA 7-! lf6maro 4e 1rneleldoo eola~lH 
1••rldal•r1a 

sfatemUicamente demuiado pequeño•. particularmente en tai; regiones que es!Jln 
entre nlimeros mágico& o capas cerradas. 

Hay variosefecto1ro/ulioo1 en un nUcleo debido al fuerte acoplamiento entre 
losnuclwnes. Losnucleones queocupanetcarozocompuestodeeapaseerradas. 
secomportandeunmodobastantesimilaraunagotade!iquido,la cua l escapaz 
demanteneroscilacio11es dcformaalredcdordeuna formae.íéricadeequilíbrio. 
Las oscilaciones colectivas se realizan a volumen constante y cud~ núcleo puede 
t.tner '"arios modos normales de U5Cilaci0n. Los nucleones que ocupan las ca¡>JIS 
externasnollenasejenenunaespcciedeacciónpolarizanteyticndenad.aral 
nilclw una forma no edérica de equi librio que se parece mucho a un elipsoíde 
alargado o achatado. Esta deformación es particularmente grande en las regio­
nes !MI < N < 1 M y Z > 88, explicando el valor relafo·amente grande del mo-
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mento cundrupolareléctrico de estos nilcleos, cosa que no puede hacer el modelo 
decapai. 

Se ha desarrollado una tenrla que combina el modelo decapuy losefecto1 
eoledi,·01.Sedenominamodofounificadodtl nilcleo;empcrosuanálisisntápor 
encima del nivel de este libro. 

!\'DI•: Brl""'°"'" -~m .... 1..i <le la 1 .. 1-...,cl<lto ,..,,..,._6rl>ll".,, 1...- ,,...,,_ 

Hemos pruentadn la int eracción espln-órbita nuclear eomo un a hipótesis conveniente 
pano upllcar cleMas caracterlsllcas de loi n!velu n udeatt• de e nergla . Sin embargo, 
4hay alMuna evldenda experimental dincta de e.a lnttraccl6n espin ·6rb1t a? La 
tt1pue•\ll. e. 11.llrmaUva y proviene del anállsi1dtlo1uperlmenlosde dispersión . 
• \.si como la interacción en\ tt un campo magnltico y un momento dlpolar 11111.gnHlco 
(qll8H de la fomia -<J:j•/'lf) implica un torque que !lende a al!near .>r paraMamenle 
a lJ, una lnteracciónupln-órbita de la forma -/{r) l. •1> 11npllca un torque que 
U.ndea 11.l!near1' paralelamente a l.(o en la dlrecclón opuestasl tenemo• 1lgno 
positivo). 

Supongamos que un hu no pola r!udo de protonei (es dtclT wn ouo espine. orien­
tados al uar) incide 1ob~ n Uclwo de he lio, 1a! comn.., mueitra en la llg. 7-17. 

Pli . r-17. E~pcrimenlo de disrcrslón doble. 

Con1ldcnmo1 lo1 protone1 diopenados en el plano de la ftgura y usemos el n~deo 
de hel!o, que U el dispersor, como rcfcrcncla para med ir el mome ntum a ngular orhl­
tal. l.01 protones dlsperaados >e,11U n la traytctorla {l) llene n su momentum angular l.. 

Mhaclaarriba"y losque 11guenlatrayectorla(2)1lenen f,"'llaclaahajo".l..ointer­
•ttlóneo¡o!n-órbltaen\relosprotones yelnúdeodehelioencadatraycctoriafa\'Ote« 
k>sprotonuconesp!npara!eloa .t.,por!oqueenla.lrayectori11.1( l )y(2)lo1pro­
tonestienw1uoe1pin..sptt fettn lementehaciaarribayhaclaabaJo,rupttUvamente 
ylosdo1 hace1 e•tánparclaln1tnlepolarludos.Aoontlnuación,elha%(1)1ultt una 
segundadlsper1lón eu otro núcleo de hello que lo du dol;laen 101hacu(3) y(4) 
con L hacia arriba y haci a a bajo, "'"pecllvamente. l.os 11rotonu que1lg uen la tra­
yectoria \3) tienen 1u u pln prelettntemente hada arriba y Los que olsuen la (4) 
l'ttferenlemente hacia abajo. Como ene! haz(l)hay más 11rotonescon u pln hacia 
•rribaqucconeo11lnhaciaabajo,lalnteracciónespln-órbita fa\•oreu ladlsperalón 
Kgoln la tray...:lnria(3) mhque se¡rón la(4). En consecuencia • I detectorD, debe 
ug!stru una oorrl~nte de protones mayor que D,. Esto es lo que 1e observa en el 
uperlmento. En ausencia de interacción espln·órblta, 101 haen (3) y (4) deberlan 
tcnerlaml•maln\enaldad.Porlotan to,la evldenclaupcrlmentalapoya claram•ntc 
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la e:d•toncla de una lnteracd<ln esp!n·<lrblta nuclofll", tal como H manifiesta • n la 
polarizacl6nproducldaenla dl•persl6n. 

EJEMPLO 1.11. Cilcu!o del m omento dlpolar magn, lico de un nUcleo de A impu 
uu ndo elmod• lode eapu. 

Sollld6•1 Conform• al modelo de capu extremo c<>n parUculu lnd•pendlentes, en 
un nUcleo de A lmpu que tiene Z Impar y N par (o a la lnvusa), se atri buye el 
momento magnH ico al nucle(in nu a pa..,ndo. Todo1 IM otroo nucleones tlen• n 0111 
momenla a ngularu resulta nte• apareado• en dlreccloneo opuest .. por lo que no 
contclbuyen al momento dip0lar magnético nuclear re1ullante. Conllderemoo un 
nucleón de momentum angular l. y e1pln S. Según lu ecs. (7.3) y (7.5). podemo1 
.. crtblr el momento magn,tlco de un nucie<ln en la •lguiente fonna vAlida para 
neutron .. yprotonu: 

M - (t(2mp)(goL+g,S), (7.29) 

donde g. - + 1 para protone1 y cero pll.ra neutrone1. y lo• valoreo d e g, fueron 
dado1en laue<:ión 7.4 p11.raambu claH• de nucl•onu.Como t y Sreallzan un 
moV\mlento de p~alón alT<:dedor de 111 resultante .J. el valor medio de M tiene 
la dlrttdón de J y ~•tA dado por 

donde w, e5elvenoren la <Urecclón de .J. Lacom ponenle de M HgU n el eje .Z .. 

Xf. - (M•J/J')J, - (M•.J/J')mll 
- (t-'f2mo)l(il1 l. +g,S)• J /J'lm. (7.30) 

~;"~e~nl~~f~1~~ ~-:1~~ ~~Át :~!~:~ "; 1 ~~.:.:b~~ª~.:1:: 1m~~;i::; 1~nm~~:::::;o !:. 
cuando m - ¡) dividido por'"" - •1'/Zmp. Recordando qu• .l' - iV + 1)11', tenemos 

I' -~ - ,,1.~J++1r:·.J. (7.31) 

l. · .s - !(J' + L' - S') - HiÜ + 1) +1(1+1) - t]ll', 
S•.J - t(./1- L' + S') - H/ü+ 1)-1(1 + l) + 1]11•. 

Introduciendo e•los resulhdoo en la ec. (7.31), tenemos que para !os dM e&IOI 
J - 1 ± i el momento n> R¡¡n~Uco e1 

.. - ü - Ogr+¡g., i - l + t, 

.. - t:f:--¡IU+ IW. - 11.1. 1 - 1- 1. (7.32) 

En ol modelo de upa. con parUculas independiente1 tenemo1 que para A impar, 
K considera que el espln nuclear u lgual a l momentum a ngularde lapart!cu la no 
apareada. Luego, haci endo 1 - /en !H IM:l. (7.32) e Introduciend o lo• valortt de~· 
ydeg,par11.protonesyneutrones,obtenemMd01 juegos devalore•d• .,.HSDn quo 
Ha Z o N Impar, eu !unción del • •pin nuclu r. Lo• ml•mOll st denominan lln«lf 
de S<hrnldlyesUn repre&entadas en!u figo. 7-llily ?-19para Z Impar y para N 
Impar "'"J>"<'llva mente. Los valores exporimentale1 u Un Indicado• con CJ'll<"'I para 
/ - 1 + ¡ y c<>n clreulo1 pa ra f - 1- ¡. Podemo• ver que Ja ma yorla de Jos m<>­
me ntos masn~tlcoo no yaeon sobre las llneu deSchmidt 1lno en la reglón queut' 
entneell as. l.a faltadeacuerdopredronocsrorprendentc,yaque~lmodelodeup .. 
conpartlcu!aslndependlcntne1 bastantegroscro.l::.sposlbleoblenerunacuerdo 
mejor Ulll ndo el modelo unlfludo del n~cleo. 



1.JQ) Transicionn radialiU<U nuc/mrQ 

' i • I 

n r. "1- 18. Momento• dipola"'s nrn~nél ko• y llncos de S.,hmldt para nUeloo• con Z 
Impar. 

~-,~~ .. . .. 

::~ 
~~~--!~~~.~~-!-~--!~ 

;-1 

f'l r . 7-19. Momenlo•di1><>lo1u 1naG•";1iu>syllncasde Schmidtparnnúd<'-Oscon N 
Impar. 

7.10 Transicionea T"QdlatSl:las nucleares 

Un nUcleo puede tener varios estadoa excitados adem.h de la configuracilm del 
ealado fundamental. Se los puede clasilkar en dos grupos: i:xcilaciona d~ par­
/fcula y r:zdlacionn co/ecliuas. En una excitación de partkula uno o mb nucleones 
pau.n a otro nivel de energla mb alta, sin modificar esencialmente el movimiento 
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de lcnotrosnucleones.l..uentrgllllldelutxc.itaeiones de partlcula sonde.lorden 
de un MeV. 

Tal oomo se explicó en la stcdOO anterior. los núcleos que esU.n lejos de len 
nilmerosmágicos yque tienencapas incnmpleta&no son Wérico11ino que se 
pa~n a elipsoidesalargados oachllados. En estosnücleosdefonn11dos,como 
en las moléculas. los ejes principales rotan eoel espacioresultando unaro!ocidn 
ooieclil>ll en la que participan lodos los nucleones. La energla rotacional está 
cuanti7.ll.da. por lo que un núcleo deíonnado tiene v11,ri0& niveles rotacionales de 
energla.Enlosnilcloo•par-par l<n nivelesrotacionales deencrgfa esU.ndados por 

e .... - .;§- 1c1 + 1), (7.33) 

donde 1 es el momentum angular de rotación de to<lo el nUcleo. el cual, porra­
innu de ~mdria.. sólo puede tomar "a lores pares. esto es J ~ O. 2., 4, ... Por 

lota.nto. todos los nivelesrotacionalestifl-
8.___!;~v nen paridad par. El momento de inucia 

efectivo del nUcleo es 'iJ y siempre es 
menor que el momento de inercia que"" 
obtiene con~derando que el nilcleo es un 
elipsoide rlgido,porque notodO!l lOS nu­
cleonesparticipandela mUm.arnaneraen 
el movimiento rotacional. La fig. 7-20 
mueg\J"alot niveles rotacionales deenergla 
de[ItOJ·l f y ei•Pu. Estos nivele11iguen 
claramente laleydadapor laee.(7.33). 
Elordenunientode los niveles rotacionales 
deenergia e1 mhcomplejoenlo1 nücleos 
que no son par-par. 

Fls. 7.w. 1''.lveles rotacional .. de ener­
gladel "'Hly el"'Pu. 

l'uede ltaber además ,·arios estad°" exeit.ad O!I vibraeio11a le1 asociados con las 
o.scilacionescoleetivasmtncionadas enla secciónp~dente.Estosestadosexei­
tadM vibracionaleo están separado• por la misma energla liw. donde ., es la fn­
cuenciaangularvibracional. Enlos núclecnpar-parel espínomomenlumangular 
del primer ~stado excitado vibracional es 2 y el segundo estado excitado vibra­
cional puedetener espln O, 264.Ambos niveles tienen paridad par. La fig. 7-21 
muestra algunos ni,·ele1 vibracionalea deªKr, 1"'Te. ,.Xe y ' ªPI.. Las energl as 
de excitación oolectiva rotacional y vibracionalaon,engeneral,mucho más bajas 
que las energias detxcitatíón deparUcula y llegan a uno1 pocos keV. Esto ex­
plica el primer estado excitado tan bajo en 101 núcleos altamente defonnadM 
queeeencuentran entrelos núeloollm6gioos,taleomo !.l! muestraenlafig.7-13. 
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Losnúcleo1quetienencapascompleta11ou~érico1ynotienennivdesrota­

cion11ler o vibracionales a baja energla . Lo1 nilcleos con capa•casitompletu 
están ligeramente dcfonnadM y no tienen niveles excitados rotacionaf,,.. aunque 
si niwlle1 vibracionales. Vemos con est.!estudioquc losnivelesdeenergia d<!un 
oilclco son tan complejos como los de una molécula. Sin embargo, es m' • dificil 
pl'ildecir teóricamente los niveles de energía de

0

un nilcleo que los de una mo­
leeula a causa del conocimiento incompleto que tenemos de la int.!racdón nuclear. 

2· 2- 2• 2 · 2 ' - ---- --- --- ---

Flg. 1·! 1. Nivclcs vlbraclonaleo deenerglaMalgunos nilclc<>1. 

Un nildeo pued" pasua un estado excita.do 11bsorl!iendo un fotón de encrgia 
apropiadaoporcoli$ión inclbticacon unapartkular.lpidaque J111$11ttrca, tal 
oomoun protón o un neutrón . SilaparUcula está cargada, esteilltirnoproceso 
sedenominatrei/(J;;fóncoulombianity es muyútilparaestudiarlosnivelesbajos 
de energ!a de los núcleos deformados. 

Un nilcleo excitado puede devolver la energla que tiene en exceso haciendo 
una t.rans.ición al nivel hindamcntal con emisión de radiación elect.romagn6tica 
Ullmada ra11<>1 gamma por razo nes históritllll. El espectro nud•ar de rayos gamma 
es entonces de origen 1imilara! de 101 espectros atómicos y moleculares. El es­
pectro r re1ulta del l"lajuste dd movimiento de los nucleones en una trans.idón 
enln d0$ estados estadonario1 nucleares.. En la fig. 7-TJ. están l'ilpre$enladas 
algunas tmn¡jciones T del '~Cd, el ':!Xe y el 1::xe. A la ~quie«la se da el mo­
menlum angu!arylaparidaddecada nivel ya laderechalaenergla cormipon­
diente l'il1peclo al estadofundament.al. 

En los li tomos y en las mol.:Culas oólo las transiciones dipolare1 eléctricas sen 
importantes mientra1 que en los nilcleo1son 11 menudo importante& lu trans.i­
ciones multirolares cléct.rica1 y magnéticas de orden superior, e1pedalmente en 
la.ll trans.íciones colecth· ... en que participan rnuch.,. nudeones. Las transiciones 
eléctrfo11S y magnfücas se designan con 101 slmbolos E y M seguidos del nú­
rnero l,2,3, . . • quc dael valorde Myque corrupondca laradU..ción dipolar, 
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1'15. 1-~~- Tr11.n•i<:iu11es radlali\•as y del •::cd, d •::xc y el •::xe. 

cuadrupolar, <>ctopolar. etc. El tipo de tran &ició n est.A detenninado por el cambio 
de momentum angu lar y de paridad en el núcle<>, oonfonne 11.I siguiente esquema: 

"""'"''=R'_,_,, ) ~ , . espln / 
- - - -

Cambio M SI El M2 F..3 

paridad No --;! E2 M3 

Lu probabilidadcs de transición rad.iativa dependen de la difereneiade energla 
entre los dos estados involucndos, del nUmero mbico del nUcleo y del cambio 
de eapln. La probabilidad de \'rans.ieión aumenta 11. medida que aumenta el cam­
bio de cnergla y disminuye a medida que d valor de fl / aumenta . En conse­
cuencia, para. un cambio dado de energla , cuanto mayor es la di.ferenda de mo­
men tum angular entnl! un estado excitado y el fundamental, menor es la proba­
bilidad de tran•icióo y mb larga la vida media del eslado excitado, a no oser que 
exlstalapos.íbilidaddchacn unat.rans.ici6naotroestadoe>tcitado de energla 
mb baja con un cambio menor de momentum angular. La lig. 7-23 muestra la 
vida media de estad<>a excitad<>aen fun ción de la energla absorbida o emitida, 
para diferentes transiciones multipolares que involucran un protón, calculadas 
=:e~ºte~I modelo de capas para un nilcleo de ofim•ro m!sioo 100 aproxlma-

Las tramicionn rolectivu rotacionalc1 y vi bracionales, que tienen fll - 2 
(y 1in cambio de paridad), •on del tipo E2, o osea, transíciones cuadrupolares 
eltttricu. Lastransiciooe1cuadrupolareseléetricuobservadasenmuchosolldeo1 
coocapasinoomplet.utienen probabilidadesdetrans.ición mayoresque lupre­
dichuporel modelo de capas. Estosugienl!que estos núcleos tienen un momento 
cuadrupolar eléctrico bastante gninde respecto a los c!lculos hechos con el mo-
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l'I J. 7-H. Vida media de Lranslcioncsdc un~ panlcul• quelnvolucron un protón 
en un núcl"" de númrro múleo 100 aproximadamente, tal como hu P"'dlce el 
modelo de e11pu. 

delo de capas y que tienen entonce. una ddormacilm ...,Jativamenle grande 
(r.:cordarlallg. 7-4). Fueestehecho elque dioelimpulsoinicialalmodelo colee­
tivo del nücleo. 

Podemos ver en la llg. 7-16 que en tos núcleos de A impar que tienen Z o N 
ligeramente menor que 101 númnos m~gicos SO, 82 6 126 hay nivelell de ener¡¡Ja 
c~ano• cuy°" momenta angulattS difieren gnmdemente. Esto da Jugar a est.ados 
excitados que tienen vidu medias relativamente largu. Por ejemplo, en el L>1Ba 
(Z - 5li y N - 81), que tiene un neutrón meno1 que el núm•ro mágico 82, el 
neutrónnoapareadopuede estar enlosestado•2~.,1', .. 61h111 .. Enlarealidad, 
el estado fundamental coinsponde a la configuración en que el neutrón suelto 
esU.enel estado2dai, yellliguientee1tadoexcitadocoinspnndeaunaconngu­
raci6n en la qu•el neutrón suelto está en el estado 1h11,, [lig. 7-24(a)J.La diie­
rencia de energla entn los dos estados es 0,661 MeV. Una tmnllición entre loa 
dos estados corresponde al fi/ - 4 con cambio de paridad o sea que es una 
trRnsiciónM4. Lavidamediaobi<!rvadadelestadoexcitadoesdecercade2,6nún. 
Otro ejemplo e• ª Kr (Z - 36 y N ~ 41). Este núcleo tiene tr.:s neutrones menos 
que el nómero m'gico SO. Los estados que compiten para la configuracio!>n del 
estado fn11damental JOn 2p,,. y ls.1 .. El primer estado tiene eapln ~y paridad 
impar.La se¡¡n11daconfiguraciónpodriatener }6tconparidadpar, dando lugar 
a los nivtles deenerglamost.rado1en lafig. 7-24(b). Latransiciónque .. observa 
es 1 - i --+ I - :¡+ o .ea una transición E3, cn11 una energla de 0,032 Me V. 
La vida media del estado 1- l es aproximadamente 114 mio. 
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Fli. 1·!4. Tr11.nsld0Ht1 lsorn~rl- n .r. •-~~. llÓ1n<ro1 de vida larga con A Lin­
ea• tn el "'0. y el •Kr. par. IAdllpl•d• de: M. Goldhaber y R. D. H UI, 

RHJ • .llod. l'h¡¡a, U,1711(1952).1 

Los 11Ude01 que aUn tll ettado1 ueil.ado. que titMQ una vida nu:onab• 
mute larg1 1e denominan iWmuw. Lu lnni.iciona oon 6f > 3 se denonúnu 
lraruiclona i.on.Jrical. La ng. 7-25 muatra la ditlributi6n de nUcleos que titMll 
uta.do1 lsoméric;ol. Aparecen en i"'P"" deaomin1dof; i:iltu de iiomuilmo que 
y1.te11 j11~ 1nter de IOI 111imeros mjgicos conforme a 1&1 prediuioMS dd modtlo 
de capu. En ttalidad la uplicaci6n de eatu ist.s de isomerismo es uno de los 
~x.itoo del modelo de capas. 
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Problemas 

7.t Examinar cuidadosament e la n­
gura 7- l (o la tabla de n11cleldo1 que 
acompaña este libro) para '"erlRear la 
ascrcl6nde que no e xl$1enenlanatura­
lczapa,..,sboh ' rlco1 adyace n1es estables. 
7.2 Hacerunallsta de lodos los grupos 
demhde41•6toposestabluadyacentu. 
Por eje mplo, el titanio (Z - 22) tiene 
cinco io6topos eotables adyace ntes. Usar 
~~ flc~n7~1l ~et:1~abla de nucleidos que v!e-

7.3 ConlaayudadelaHg.7· l (ola 

::i~n1::, :~1~:;1~:.•) E~;l~l~lg:r n~"::.!°..:. 
ne utr6nlco N para 101 grupos de más 
de cu .. tro ls6tonos estables. ¿Son esta­
~~:; alguno• de es tos 1•61onos adyacen-

7.4 El boro comlln ts una mu ela de 
los io6topo1 ••By "B. La mua a tO­
mica rompueata (o qulml ca) es de 
10,811 un•a. ¿Qu~ porcentaje de cada 
lo6topo e1 té p,..,sente en e l boro natural 
(a)en númerode~tomo1 y(b)enmaoa? 

7.S Calcular el radlo nuclear del "0. 
el ""Snyel - Pb. 

~~cu~~i~\c~;l:I ~~.~:~ ~á:o~b;:c~:;:i';; 
~rn 1!~gb~:~ ª.:º;a~~¿~~\~ ~r~iac~\~~ 
trónlca. lntcrna empleando la ec. (3.11). 
Re presenta r ambo• radios en e l mismo 
grolnoo.Sacarconclu1ione1aurcade la 

inle racd6n de lo• elcctronea Internos 
ooncln6cleo. 
7.7 ¿Qutmicleos tlenen un radio Igual 
a La mitad del radio del - U? 
7.8 E.timar la energ1a dnt tlea de un 
nucleóndenlrode unnllcleo usandola 
ln1 .. gcn cu~nt lca de una pa rtlcula dentro 
de unacajade potencialde10-11 mde 
anchoyconslder:andolalongltuddeonda 

~.~!.~!nºd':~!~ ::~d".u;l~~O~~. ~-ª1 u 

7.9 La lnl eraccl6n en\,.., el electrón 
y los momen\01 magn~tlco1 nuclca,..,1 
dalugaral drsdoblomirn lo hi¡xrfinode 
loa nivele• de energla atómico1. La 
cncrgla d ebida a eua lnteracci6n u 
proporcional a 

donderet la dlstancladelelectn>nal 
núcleo. Demo1trar que el dcsdobla­
mlentohlperflno e1 del<Jrdende 10-•ev 
enenergla,dandolugarauna estruc­
lura hlperHna de las llneu esputra!e1 
que es del orden de 10-• A cuando las 
1nlsmas esU.n en el vlslble. 
7.10 E l desdoblamiento hlperftno de 
101 n!velesdeenerglaatómlcos, tratado 
en el problema anterio r. Umblfn es 
pro.,.,rcional a r .. 1,dondc l uel esp!n 
nuclear y .J el momentun1 ansu lar del 
eledrón.Analiurclde&d.oblarnlentoh1-
p<:rfinode lo1 utado1eleclWnleos •S,,,, 



1P,,.y 1P11,del"N•(l - I ). 0etl0fml11ar 
enudac.,.oelnllmen>denlveluy1u 
np•damlentoreta\Jvo.Mostrarlosn1ul­
tado1 en un diagrama de nivele• de 
enugla. 
7.11 HI momento cuadrupo lar •lkt.rko 

~ua "":i.~!'U:t:::::~~ ·~:~Id~ dQ '";:•r; 
{ .. - 1"),dondca oe mlde alo largodcl 

~rcu~r~~·~~~~ :1 ·.:dt.~i:.r.::..~ 
R n!edlanle R' - atl'. (Esto pr.ntlu 
q ue la nfera de radio R tltMd ml...,o 
volumen que el ellpsoldc.) Demostrar 
que ol o - R + ll.H, H 6 - R - ti\R 
y Q - IZR.O.R haota el primer orden 
de •pn>~lmaclón. Observar tambltn que 
QIZ«', que""' 1tpreoentada en la 
ng. 7..(,eo pn>porclonal 1 i\R/ H. O.:tu­
mlnar1le1te gr' ftcoe1 mhlnlorrnatlvo 
qucunodelo1momcntotcuadl"\&pol•tt1 

=~~: ~.;i.,:,:i=': .. ~::.:.'.'1ormadón 
7.12 Un ndolood.o tOldel•tabla7. I y 
lofruul\adoodel problema 7.11 estimar 

~~:.,;,:,e~;~;::,.~:. n uno de lof 

7.13 E1tlmar la energla de repul1lón 
coulomblono de Lo• do• prvto nn del 
' He(1uponlcndoquce1tinaunad11tan­
ci. de 1,7" io-n m). Comparu esta 
en•r¡la con la ditU<nda de e11ergla de 
Ugaduraenlreel'Hyel 'Me.¡Eacompa­
Uble este ruultado con la hlpót eol1de 
que lao fucn'" nudoar<!I no dependen 
<1e11 .. rga? 
7. 14 ¡Cu,nU •ner¡la oe n«eol1a l>'Or• 
HClr(a)unpl'<ltóny(b)unneutn\n 

~n°~1~1ln d~~ •;~ T ,;T,~e~c;:·~~·t:e= 
de apanam!onto ' 
7.15 Utlllundol.umaoa1at6mlcat d•­
du cn l• t•bla 7-1, eo.lcu!ar la e...,rgla 
totaldellgaduraylaenugladellgodura 
porn11cllll6ncn •u, " 0, ••Fe y '"!.u. 
7.18 l.al6nnulaemplrkade WellZllc­
l<er,ec.(7.ll).contionecu•tn>ltnnLnot. 
Rtpraentar cado tlrmlno tn !uncl6n 
de A . En•l•uartollrmlnouoarparaZ 
y /11 Lot valol'UCO!ntpondlontes al loó­
bal'<I m'• •11.able y elegi r oólo algu no• 

;,~º:i'.t1:. ~~ ~~:r;-:~~.~[n!•.~n;r.~~r~ 
ren1 .. reglon•1dela tablapcrl6dlu. 

7.17 Co111aayudadelaec.(7.13)de­
tcrrn lnarclndmuoatómlcodelnucloldo 
Htable para A - 27 , 64, 82, l 'Uy 180. 
Comparar H t<HI valo..,I con 101 dUot 
dclal!Jl.7-1. 

~~t .. E;.r~:~.".d~.~· ~:;.~u~•1,:1 .. ~·~~ 
"C, "Al, "Sr, "'lle y ... U. Comparar 
conlOl""lorttq...,apaffoenenlata­
~:1~- 1 y)Ulll•• 1• Pftd•l6a de la f6r· 

~~9 u~!~"ian':1~~!~"!: ~.';'."'~i:; 
los nddeos ren<J•dOI •Na y •Mg. Com· 
pararconolfftultadoqucoeobtl•n• 
usando loovaloff1expuiment1lo1 delas 
masH,queoo1122,98977y22,99412urna 
ffSp<ctlvamente. 
7.20 (•)Calculul1energladcLl&•­
d11ra de: "0, "0, "0. "0. "0 y "0. 
(b) Hacer lo mltmo para "C, 11 N, "0, 
"t" y "N6.{C) Con io...,.ultadOlde(a) 
yde(b)npllcarla•·Hiacl6ndeenergla 
dellgaduraalall""garuaMutrónoun 
pr<>lón a u11 n,;cleo. l.a1 ...... , de IOI 
n6cle01quenoaparttenenlalabla7-1 
M>n (en urna): "C, 14,00324: •"(), 

~~~.~~8:1 5 :~~~J71;7:~2o:i~-~~~: 
18,0M11. 
7.21 Se ha •ncontrado expcrtmental­
mcntel•t t !¡ulcntttdllerenclaodcmaoa: 

'H. - ' H - 1,M3" >< 10""" urna, 
3°H - !''C - 4,2300 >< IO-Ouma. 

''C'H, - '40 - 3,631M >< 10""" urna. 

Tomndo como base "C - 12,000 urna, 
calcular las noaoas al órnka1 de 'H, '11 
¡;,~~~~1~rnparar con los valoreo upcrt-

7.22 Una apro1dmadón omplrlca 1lm· 
plepuaelpotrndalnutl•ar et el polen· 
:!dede Yul<a .. a E, - ~ B.t,r"l-•¡r, 

E, - OOMeV y r, - 1,:; >< 10-,. m. 

Ropn...nlat el potendal de Yul<a•• 
pata r - 0, lr., 0,.?lr., r., l ,!">r., 2'.y :V., 
y compara r eon la enugla potencial 
~l!~~~~ .. ~e do1 pn>lone1 a lH n1!t ma1 

7.23 Mollrar por qu~ los eo tado1 •s, 
•P, •p y •O del ailtema neutr6n-pn>t6n 



IOn los ~nito. ut•dO* comp•Ublu con 
unesplnnuclurd6uno. 
7.24 ~ puede dcmoslru qua cu•ndo 
.., toman en cuenta t<><101 loo duhsa)u, 
la•mplllud/(&) dedl1pcnlón dencutro­
ne1e1t6 dada por 

KO) ·i ~f4i<(?J+lll'<"'ocn&.Y.., 

don<klucl i ngulodedl1pcnlón1loo 
Y .. IOn luncioaes proplu del morncn­
tum .ngul•r. p....,eneri¡lunamu1lll· 
ta1. aólo los dos primero• duta .. jes, 
a.y&,.oon nccuarlo1par•deocrlbirla 
d l1pcr1lóndcncutrone1.1lcndonulos, 
l01detlaH)ure1tantu.(•)E1erl b!r/(&) 
'J la ocedón eficaz diferencial cr(8) en 
est a •proxlmadón. (b) Mostrar que l• 
dl1per1l6n no es u ltrlumcnle 1 lm~­
lrka. ¿Cómo oc corn:l•clon• la allmc­
lrl• con I011lgn01 de loo dcotua¡ut 
(c)C.lcularporlntcgrac:lónlasecdón 
cncu total y •·criOur que coincide 
coa los do1 prlmero1 thmlnoo del• 
ce. (7.:n¡. [Sllf't'~"'¡'" UHr la1 exprc-
1lona de Y. 'J de Y,. d•dH en la 
tabla3· !.I 
7.ll$ D<: most...,rquccnun upcrlmcn\o 
dcdl1pcnlón clA•tiC•dc protonetso bre 
protonuo dc ncutronc1sobrcprotonc1, 

::::";e•~~ c1:et:;:11~:• d:C rc1!~~~ 
del labora torlo.(SuponcrquelHm•n• 
IOn Iguales.) [Sufer"n<la: Uur lH lór· 
mulH no rclatlvl1ta1 qucrcl•clonan el 
i n1ulodedl1pcnlónenlooalllcma1de 
rdcrcncl•C y l.,daducncl a¡ltndlcc. J 
7.26 i Qutin8ulocncl1l11cmade rcl.,_ 
ttnda del laboratorio" dl1pcrs.o. una 
par1Lcula a de ( Me V cuando.., a proxima 
a un n1lcl"o de oro con un par6met ro de 
Impacto de 2,6 >< I0·"1n ' 
7.27 ¿Cuil escl parimctro de impacto 
deunaµartteul••de4 MeV1lsedlt­
:;::";'...,~º i ngulo M 1:;• "ºun nddco 

7.ll8 llallar la di1tanda da mixlma 
aproxlrn•dón p•n1 protonc1 de(•) 10 
M•V 'J (b) de 1IO McV, que chocan de 
l""nlccon un ndclcodeuro,1comparar 
eon •l rad!on11cloar.(c)¿En cu6ldc lo1 
do1ca101el protdn "golpea"alnilc1oo? 
!.,.lla r la e ntrgla clnHlca del protón 
cuando"golpe•"alnilclco. 

Pro6/muu .JJ1 

7.29 Una boj ue.Ja dealumlnioo dlapcrM 
10" partkulai <a p0r 1e1undo •n u na 
dl,..,cclóndada.SI M""cmplazalahojuel.I 
de :1lumlnlo por uno de oro del mismo 
HpcJOr, icui ntH parUcula1 " oc dlt­
:;:'~~:1po r ac1undo en la mi oma 

7.30 El ndn1ero de putlculas•dl1pcr­
n da porunahojucladadau IO'por 
1Cgundo1Cgdnunin¡ulodcdl•pcnldn 
delO".C.leularel nolmcrodel>"rlkulH• 
dlapcrMdH en ad• ln tun lo de 10" 
huta 1so•. Hacer un grillco de le:. 
ruult1do1COrT'npondlenlude <(&). 
7.31 Un hn de p.,tlculu., de lll,7~ 
MeVsedl1penaen una hojuoladealu­
mlnlo. Se encuentr• q ue et nl'l mcro de 
partlcu!aodl1porsada1cnunadl""C<'ldn 
dada comlenu • dC$vlarse a aproxima­
damente ~4 " del valor P""dlcho por la 
dlsporsión coulombiana. Si se 111po1W1 
queluparUeuluatlenenunradlo de 
2 >< IO· "m,ullm.11re.Jradiod•l n!klco 
dealumlnlo.tSuf'trrMfa:~ puedede.­
mo1tnr que la dllla nda de mhlma 
apro1lmadón u\6 dada p0r: 

r - (•Z .. /~utlfl.:)(1 + coiecjO). I 

~~32,.., 1!~:~• iu~ •:i~~~ ne:0t~:lc~u::~: 
nuclu r - 0,5? ¡Se podrla uu r es te 
,..,, .. nadoparau\lmuelllmlt e1upcrior 
de laen•rglapanla cualaólosen~flta 
con1idcrarl1dl1pcnldn1dcnculror>U 
p0r protonut 
7.33 Calcularl•scec:l611cfloudedls­
pcnión nuclffn-nucleónen el ltmlta de 
baja• t ncrgl H, B -+ 0, pa,.. los poten­
ciale1 triplete (E. - 36,2 MeV) 'J 1ln­
glete (E.• 17.~ MeV). ¡Qu~ 1Ccddn en­
cu ae med!rlauptrlmentalmcnte1l lot 
c•pinudc las p• rl lc11 l11utuvlcran orlen­
tado1 al Hlr t 
?.34 C.lcul•rlaacclóneftazdedll­
pcrsión nucledn·nudeón en el u \ado 
triplete (E• - 36,ll MeV) para E - 0,1, 
O,:;. 1 y$ MeV. i Pucde u•led oonclulr 
queabaj01cner1IHlaaeccldnellc:ude 
dispenlón n11clffn·n11clffn non llCll· 
flblcalacncrgla1 
7.35 (a) Unndoe1t1q 11.,ma de nl veln 
del modt lo decapudadoenlaflg.7-16, 
hallar la eonílguT11dón nuclWniu. ¡>ara 
' H , ' lf, ' He, '11~, 11.1, "C, "C y "'CL. 



(•) l'Todoci r el etph> nuclu r en HIM 
nucleldoJ. Compararc:<>n losva lore•que 
apo.rim:n enlo.tablo. 7-1. 
7.36 Calculu los momento• dlp0larf1 
magnéllc:<>s de lo• nDcleo• dd problema 
an\uioruoando elmttododel o)emplo7.6 

i"al~~ m:..~r:; ~nlJ¡)O:a;l~O~~ - OX1>'fln1en · 

7.37 El motmnto de lncuia de un nil ­
cloo de masa .\T y radio rntdlo R, c:<>n · 
•id•rado como un o n kra sólida, es 
9 .. ¡MR". Con un nó""'-ro m~•lco A 
lguol o50,100y l 50, H tlmarla enet¡¡la 
(en Me V) de un r1yo y•mltldo u una 
translcl6nde unn!vel rotaclonalde 
enug!a oon 1 - 2 a otro oon 1 - 0. 
Comparar oon la energladetos rayo•r 
• mltldQ• por \01 nóclooo par·par en 
UH reglonH . •CuAI es 1u conclu1!ón? 
7.38 EstlmarelmomenLo de lnercla del 
, .. Hl a partlr de lM nlvdu ro\ aclonaleo 
doe nergla mootradMenla fl g. 7·W.EI 
momento de Inercia ''"fl"clO al eje de 

slme1 rlade un ellp&0ldode ttvolucl6nu 
9 - i MI>', dondo b H la 10113ltud de 
lo1otro1,.mlejes. E.ltlmarl adefom1aclón 
t..R/ R del'" Hr y compararoon el valor 
oblcn\doddmomentocuadrupolar elk ­
trlco. [Suger<n<ia : Recordar del pro­
blema 7.11 que b - R - !4R.! 
7.39 Renrltndo,. a la ng. 7-22, deter­
mlnu la energla y el orden multipolar 
de las \ran•idonn y mo•lrll dO. • paro. 
cadaunod•IM tttJ núcleot. 
7.4-0 Rdlri~ndo,. a la flg. 7-22 (a) 

~¡~·~l.~ ~';!;'~¡~::~ ~ei:aad~a ~~n~~}: 
de una w la par"tlcul• , ~scribir la con­
ftgur11 ción del eotado fondamental y de 
u da 11node\otHtado1 excllado•,ay11-
d'1ndo,. con d • <q uema de nl~elu del 
modelo de capas dadoenla ftg.7-16. 
7.41 Reft rl~ndo,. o la Hg. 1-22 (e), 
dotcrmlnar 1( SI: puede atribuir el es-

~-::ia.o~=cl~:·:::. a exc!taclone• oolec-
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PROCESOS NUCLEARES 
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8.4 Desintegración beta 

8.5 Reacciones nucleares 
8.6 Fisión nuclMr 

8.7 Fusión nuclear 
8.8 Origen de los elementos 



(U 

8.1 '"'l rodwed6tt 

E n t i capitulo Hterior hemOI analizado lu propitdadt1 l>Uicu dt Lot n(icleoe., 
considerados como agnga<lo1 estables de nucleontt y htm°' propue1to un mo­
delo que ex1)1ica ta les propiedad ea de un modo mil o me1101 .,.tisf11.ctorio. Otra 
luente de información acerca de Laeatructun ouclearea d anAfu.isdt proceso1, 
ta lea como dttintegracionea y reaccionea nucleatts, t n IOI que se produce un 
rNrdtnamitnlo dt la tntrgll o de la coofigur1dón de los nucleonea. En este 
upltulo 11.nalizattmos algu n,,. pl"l>«IO$ nucle>un.. Mr.1ehos de ellos ocu~n u 
fonna nllur.il, JM'TO ni.ro. - produc;.fos artificialmente en el laboratorio u111.ndo 
dilerentes ti pos deaetleradoruodtrtatlorn nucle1ret. Llldistuslónlt6ricay 
uptrlmenta l delo1proceaos nucleareseatodavla un capltuloine<1ncluso de l1 
fl1ic1 tontemponlnea, en el que 1t eaUi hacie ndo mucha \nveatigación. 

8.2 Deaintt9racl6 11 TOdioaeliw: 

Reeo rda1Tt01 al c$ludi.,1lt que al di.stutir la fig. 7- 1 Indicamos que muchot nil­
t l- U.,11.,n uoa combin1ción dt prolones y ntutront1 qut no conduttn a un1 
conOguración "5tabl". F..1tosnilcltosaonpor conslgulente int1labkso ndioattivos. 
Los niltltos inestables tiendtll I aproxima.ne a una configuraci6.a estable libe­
rando ciuta1 partkulu. E1lal partlcu las, observadaa por primera •U 1 fina 
del aiglo puado por J, Bet<IUtrt l, PitJTC y Marie Curie y otros, íuuon denomi· 
nada. parUculas ~y '· 

Lu partku!as alfa "°" nóclto1 de helio y se componen de dos protones y do1 
neutrones como se puede •·erificar midiendo au cargo y su masa. Oe este modo 
cuando 11n nll cleoemite 11n• p..-tlcula 11.lí• su nómt ro atómico Z dismi11 11ye en 
dos unidades y au nümtTO mbleo A tn cuall'O. Por con1i¡uitnt .,, el nuevo núcleo 
COITtlponde a un eltmtnto qulmko difertnte. Por ejemplo, cuando el n.:.Cleo radio­
activo ':U emite una particula., " I n(ideo residu•l es ":Th· 

Lll1p11rUculas ji son t lectrone1 de carga -e, En conoecuencia, cuando un 
núcleo .. miteunapartlcull jl1u númrroatómito.umentltnuna unidd, pero 
d nílmcro mAsieo no H l iten. Por ejemplo, cuando el nilcleo radioactivo "::'fh 
emite una partícula ji, " I nilcleornidua l es~Pa. Algunos nócleos. en lugar de 
emltirr le<:trones, libtran po.itroncacon una carga + e; entonces el micleo rt1l­
dual, despuk de la emisión del po1i lrón , tiene un número atómico menor en una 
unidad. Por ejemplo, cua11do d nilclto ~N emite un positrón, el nilclco ttt.idual 
es ':c. Lo1 dos tipoa de desintegración 111t design1n ji• y ji•, respecth'amente. 
ElnOtleorcaidualqutdaalg11nuvecesenun estadotxdtadoyen la tran1ici611 
1111 catado fundam..ntatemlten.yoagamma,como1ecxplic6enla1CCción 7. IO. 

Muchos de los isótopos de elementos con Z > 81 (ó A > 206) son naturalmente 
radioactivos. Existen en la naturaleza otros J)OCOI nilcltos U.·i.anos tales como 
t i 1'C y el " K, t.ambi~n radioactivos. Muchos m'• nil tleoti radioacti,·os han lido 
11rodutido1 en ellaboratoriousando rcactores n11clcartsyacelcradoresdepa ,... 
t lculu. La fig. 8-1 mueatra una de las tres cadtnas naturales radioactiva&, la 
llamada 1uit dd uranio, y la tabla 8-1 da Ja información pertinente. En eala 



··~ 
Duinltgroci6n rodiOQdim 

Eapede rad\oacllva Nucleido !~~nt!~ ~~\:~~;.de 1 ;~~~!:, gración 

Uranio 1 (U I) ·~u 4,51 xlO'y 4,19 
Unnlo x, (UX,) 1 ~Th 24,ld 3,33xIO-' 
Uranio X , (UXJ •:;ra l,\8m 9,77xto-< 2,31 
Uranio Z (UZ) •::ra 6,66h 2,88 x 10_. '" Ura nio 11 (U ll ) ·~u 2,48xlO'y 
Torio (Th) '::i'h '·' x !O'y '·"" Radio (Ra) •::na 1620y 1,36 x J0-" 4,777 
Radón (Rn) '::Rn 3,82d 5,4116 
R a dio A (flaA) '!.:Po 3,05rn 3,78><10-0 m: f>,998 

ji:? 

Radl<> D (Rab) •:irh 26,Sm 4,Slx l O .... '·' Aat a th1e218 ('"M) •¡:At 1,3 1 '·' 6,70 
Hadio C (f\aC) ·::m ... 19,7m 5,86xl0 ... m:f>,51 

11:3, 17 
Radio C' (RaC1 ':!Po l,64x!O--- s 4,23xl0' 
Hadlo C" (RaC") •:rr1 l,32m 
Radio D ( Ral)) •;:rb '" l,13x10_. 
Radio E (flaE) •::m 5,0d 1,60x 10 ... 1.1 ~ 

Radio F (RaF) 'l:Po !38,4d 5,80xi0 ... "'"" Tall<> 206 e-TI) ':;TI • 2,75xl0 .... 
Radio G (RaG) T,Pb fütable 

serie e l nllmcro másico está dado por 4n + 2, donde n tl un entero. Llu otras 
dos cadenas radioacli\"as naturales son !a serie dtl 11dinio y la $trie del torio, 
compuestas respectivamente de núcleos del tipo 4n + 3 y 4n. l.os nucle idos 
pt!IB.dos en estas dos series so11 ":;U y ':Th. Se sugiere al estudiante que haga 
u11gnlfico deuto do5 series, •imilaral dela fig.8-1, u!IB.ndola carta de 101 nu­
cleidosqutK•umlrtistrn con cl lexto. 

En las dC1$ secci1111es que siguen presentaremos u11 a 11olfüi• mol• detallado de 
lu desint.egraciones ~ y ~. Por ahora discutiremos ciertas caracterislicu comunes 
a ambosprocesosradioacti,·os. Se ha obser vado que lodos Jospr0<:esCl$radio11cti­
vos si¡¡ueo unaley exponencial.Porlotanto,siN0 ts el mlmeroinicialdenúcleos 
inestahlcs, e lnúmerodenúcleos quequedandcsp ués deun tiempol estádadopor 

N = Nr". (8.1) 

donde" es una const.ante carncteristita del nucleido, llamada cons/<111le de du­
inlegraci6n. Seexpresaenr'(oen lain'·cn.adeeualquierotrauoidaddetiempo). 
La ce. (8.1) e.U represent.ada en la flg. 8-2. Para cada nucleido radioactivo hay 
un intervalo de tiemp<> T fijo, llamado nido media, dnrant.e el cual el número 
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Á'''~" 1 
1 1 1 

210 l!aC~H.ri:11 a;J..11ar l 1 1 1 i 
"'"T 1 1 1 1 1 1 

TI ~ ~ ~ ~' ~ ~ ~ ~. Th h 
MI ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ITT W 

YIJ. 8-1. Radioactividad natural del uranio o serle •In + 2 

de nO.cleos que habla al comienzo del inteT'\·alo 11e reduce a la mitad a l término 
del mismo. Asl, •i t enemo1 inicialment.:: N0 nildco1 (o átomos). despu és do\ 
tieml"' 1' sólo quedan N./2. después de 27', NJ4. y a.si 1uouivamP.nte. Para 
hallar este tiempo 7', hagamos N ~ !No y 1 ~ T en la ""· (8.1). Entonco 

.. :~ 
s_n 

1 
i Nof4 

i : No/8 
: i 1 N.,116 Nof32 

o T 2T 3T ff ~T 

tN1 - N,,,,-'' o ... , - 2. Tomando loga­
ritmog, tenemos ~r - Jo 2 - 0,693 osca 

T - 0,693/l., (8.2) 

que relaciona Twn). Las vidumcdia.. 
determinadas van desde un gran nlunero 
deall.os - talwmolavidamediade la 
desintegracil>o•dcl',.Bi,queode mob 
o menos 2 X!{)" anos, y la de la dc-
1integración,E1- dell" ln, quees deun0& 
6 x 10" all.oo - hada fracciones de K• 
gundo (el •Be tiene una vida media de 
dosintegracio!>n ~ del orden de 10-" s). 

Pormediode laec. (8.l)Jl"demosen­
conlrarlarapidezconlacuallo•núcleos 
&e desintegran: 

Flr. 8-t. De1!nte¡¡raclón radioactiva 
en función del tiempo. dN/dl - - VV~-u - - VV. (8.3) 
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Esto ind.ie11 qlle la l8$8. de desintegración dNJd1 es proporcional al nilmero de 
núcleos presentes. Por con!l¡¡ulente, la tasa dN/dl disrrúnnyt: en la misma pro­
porción y con la mi!ima vida media que el número N de nútlws. El valor ab­
soluto l dN/d~ d e la tasa de desintf'gr1'Ción se llama aclioidad dt la •usl(Jllcia. 

Uwalmente lasta.,.•de desintegración oc expresan encuriu , abreviado Ci,en 
honor de Pierre y Marie Curio, descubridores d• I polonio y del radio. El curie 
5e define como la actividaddeuna gustancia enlacualseduint e¡¡ran3.700 x ¡()I• 
núck<i• por segundo.• El milicurie (\ mCi - 10_. Ci) y el microcurie (1 ~Cí -
= io-4 Ci) sonsubmú!tiplos de estaunidad. 

Las ecuaciones (8.1) y (8.J)son leyes estadisticuválidassolamente cuando el 
nUmnu de nUdeos es muy grande y pueden ser inl.el'Jlrelndu dd siguiente modo. 
Hay una probabilidad. d• de•inleyraddn por unidad dt lit mpo ~ de que un núelw 
inestable .e desintegres•gún un pro<:.,.,. especifico. La probabilidad de que un 
nilcleo se desintegreenel intcrv11.lode tiempodl esl.dl. SihayNnildeosp~ 
sentes (siendo Nmuygrande),podemosesperarque un nilmerode núcleosigual 
a(J.dl)Nsedesintegreeneltiempodl. Porlo tantop<.>demos elCribir 

dN - - (J.dt)N ó dN/dl - - l.N, 

que es la "°· (8.3). El signo menos apa!"<lte porque N disminuye con el tiempo 
aconsecuenci11.de ladesint egración.Eldlculode laprobabilidadded.e!iintegra­
ciónporunidaddeliernpopara.cadaprocesodeeste lipotsunproblernaimpor­
tante para el qu e dcbernOll usar thnicas l"<lfinadas de la mednica cuántica. Notar 
queOStgúnestadiseu•Íón nopodemoshablardelavidamediadeunnúcleosolo 
o p~decir con certeza cuando un mielen dado se desintegrara; repetimos que 
lasecs.(8.l)y(8.3)sonconeclassóloen •entido estadlstico. 

P../F..•11•Lo8. 1. Calcular la mua de 1.00 Ci de "C, cuya .-Ida n,.,d la es 5570 ailos. 

Sol~ci6"' Como T - 5570 años - (f>,!>70 x 10') x (2.156 x 10' 1/ailo) - 1,758 x 
10" s, la constante de des integración eo ~ - 0,693/T- 3,94 x 10-" r '. Adem~1 

jd'N/dll - 1 CI - 3,70 x 10' r 1. 

Por consiguiente, usando la ec. {8.3) con volor~• abooluto" •ncon\1"mos que 

N - + 1%1-9,38 x 10" núcleos de uc, 

que es \a mblfo el número d~ átomos de carbono prcoentc1. La ma.a • tómlca del 
•'(;es 14,0077urna. Luego, la mua del número anlulor de átomo• de carbono tt 

M - ( 14,0077 x 1,6604 x 10-*' kS átorno· ')x(9,38 x lO" ' tomo1) 
- 2, 18 )( 10-' kg 

li.JJ;.\IPJ.O li/.2. Un método de producir un nucle!do rad!oadivo e1 colocar una 
muestra de una ous\ancla dada tnel Interior de un reactor nudear. Los nuclt ldos 
radioactivos se produ«n como COn$0CUencla de la <•plura de un neutrón por 101 
m'icle<n dt la 1ustanda. Por ejemplo, cuando bombardeamo• '"Co con neutron .. , 

• F ... u.1 ... ded .. 1nt•voci6~ "'"P"dmodJ1Mntel¡uol o lo•etlvld.ldd• t 1d•Ro. 
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oblenemoo -CO que ea radloacUvo 11 con una vida owdl• d• {>,27 lll'io•. Olro mttodo 
par•obtencrnuclekloo r•dl.,.ctlvooea bornbardearl• •11H•nd• con partleu ... e11r­
l•d .. , talea como protones o deu teronco, uundo •cclendora par• 111mlnl1trar 
energ1a• loo proyectllco.En1mbotc•so.elnuevo nucteldo1e produeea ruón.der 
nócleot por oegundo. C.leutar e l nóme.o de nócleoo del nucleido radioactivo 11ro­
ducldoen rundón del Llemp ... :v= "' .,. 

~' 

o T :ir 3T •r $T 

Ptr. 8-l. l'r .. ducclón d o un nuclddu radiuacth•u VH l1111cL611 del tiempo. 

Sol-""' El nucleido ,.dloactlvo M f•brla. • ruón de r nócleol por oegu ndo, JH'f'O 
• lml1mot lcmpo,de1cuordo•l•io<:.(8.3),el nuclehio•clnlntegnr61nt6ndaN 
nódeo1poroegu ndo,donde Nttel nO:nnero de n6deospruenteeneHln1tante. Por 
lo ta ntodlnCl""mento netodc n Ocleo1poroe¡undo• ea 

( N"_!!ff). •-). f. di 6 log :.='!A - -)J. 

Suponiendo que el nQmero de nOcleoo de la 111n1ncltl en lnldalmenle """° (eato 
e1, N, - 0), tenem011 un 1lemp<11 "''• tarde, 

N - f( l - r .. ). 

El nómero mú.lmo de nócleo1 r•dio1ctivo1 que "" 1111•de producir en cot•• con­
dldone1 eo /\'_., - rfl- En la ng. 8-3 .. lluslr• la v1rl1d6n de N con l. Obtervar 
que a l lnot•nte 1 • T, t enemos O,Ml rP. .il.tnmo1 y a/• 2T, 0,7/íff). átomot. 

ltJl:MPl.O u. Una 1111t1ncl1 A .. tnnslorma por detlntegr.cl6n en otra au1t1n­
cl• B, la mbltn radloactln. SI >., y l..o 10n laa rapectlvH con1t•n ta de de1lntegn­:t:"B ':'~.!~ vuiaclón de 8 en funcl6n del tiempo. Suponer que 11 canU.t..d lnk:lal 

~Seg~nboec..(8.3), 11111•tancl•.Aoedalntegratonl•r•pl<kz 

dNA/dl • -l , NA, 
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Duinlegracidn rodioadioa Jl.S 

de modo que N. - N~. l'or e.da n6cleo de A que.., dH!n tcgn, .., formA uno 
de Jj_ Luego B "' form a a "'~6n de ).••'' • n 6cleoo por ..,g11ndo. AJ mbmo Ucmpo 
H dttlntegn • ruón de J...No nolcleo• por M!gundo. Por lo t..,lo, el lnen:mcnto ~to 
dcnlk:leOll¡><>r unidad dctlenip.ott 

d:i• - 1,N, - MN• 6 d~• - 1.N,,.e-'•' - i..No. 

Llloo!uclóndcutacc11aclc'm1111c .. tlstacelacondlclón No - Opar•l - Oes, como 
clestudlantcpucdevcrlftcar, 

No - :U:).. N,./.,~-e.....,. 
SI la 1111IHcla B .., de1lntc1ra en un. 111ota ncia tot able C, ti n6m'""' de n6deos de C 
aumenta unlfonTHm'lentc llaot a que, !lttpub de u n tiempo muy lar~o comparado 

con IH vldH ""'dlu de A y de 8, el n luner<> de n 6cleo. de Ces Igual a N,.. En t. 
ftg.14 oe lh11lu la variación de N., No y Nceon el tiempo. Atcmpuar obla'vamoo 
que B aulTM!nla porque M produce mU ripldamcnle de lo que .., desintegra. Puo 
despuH de un duto tiempo la 1lt11adón .., lnvlutc porq114 la actividad de la 1111· 
tanda orl¡ ln .. 11 ba dl1mlnuldo. E:ltoo rt1ulladoo se p u, dcn u;tcndu • cadcnu 
radloacllv•1 rnis oornp!lcadu A .... 8 -+C-+ D -+ .. . , talu como !u se ries radlo•e­
Uvu na luralt1. Un t1tudlo do utu udcnH ts ótll, IH)T eJtm11lo, cuando dc1umo1 
determinar I• edad de un • rooa que contlcn o 1u1t anclu r1d lou llvH ha llando Ja 
pro1111rdcln docada 1u1tlncl1enunam11u trade l1 roca. 
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Como hemos visto en la llllCCi6n anttrior, la dulnlegraci6n a lf• coni.iste en la 
emisión de 11na partk:11la • (nUcleo de helio ; l·le), comp11eda dedospn11A>""'Y 
dOI neutronta. El nUclco residual tiene un numero a tómico dos unidadeo menor 
y un n ii mero má1ico cudro un idadta menor que el nllcleo originario. Luego, 
llama ndo X • Y a los nok le<» originario y ra.idu.I rupectlva mente, podemos 
escribir el pt'Oef:SO de dQintegnci6n • en la forma 

(8.4) 

Por cjem1>10, ":U es un t onilor de partlculu e y 111 de.i.ntegn i.egUn ti aquem11 

":U--':Th+;F·le. 

Lamayorla de losemisoru dcpartlculuason nllcle01Jl"Pdo1,col'TI'1pondiente1 
a lot nuclcidos que Je encuen tr.,, al final de la tAbla po:ri6dica. En erecto . .., 
puWeprobarapartirdelae:<pruiOndelaencrgladetigaduranudear.r:c.(7.IOJ, 
que la mayorta de los nUdeo11 con A > 150 ilOn emisores de partículas-. Empero, 
la. mayoria de los nUcleol emisora a ti<'.ne11 A > 200. Se 111pone que con po<H 
ucepciona. la$ ~·idu mWiu de los nUt'- livianos ..:in taa grandei que esta 
lipodedftintegraci/Ja upricticamentaiaobservable. 

Una partku la • a un nOcleo doblemente m'gico eompue.to de dos protones 
y do1neutron .... tGdotenunacapa1,1,,conunesplntotaliguala""royparidld 
par. Las partlcu!:u • tienen entonces una.,.tabilidad u traordi naria.y,por lo 
tanto, Je comportan en mucho1 cu.o• como una unidad similar a loa ¡>rotonet y 
neu trontll. El ... tudianl e ~cordari que Rutherlord usó partlculas •como pro­
yectilt1 para explorar e l Interior del ' tomo y utablectr el modelo nuclear. 

t>:o debemos penur, &in em b•rgo, que las part.ltu l•s • ellillt n como tales en 
elinteriordelnUcleo.Seauponequehayciertaseornl•eione.caelmovimiento 
del0$ nucleones que ocasionalmente hacen que 1t¡¡un0$ de ellos se agrupen en 
unaconnguraci6n comolade lapart.tculaalfa. l•queporun cortotiempo•cl.6• 
como ana 11nídad di n,mica. Cu•ndo tal 11.11idad e.U oeru de la superficie del 
nilcleo, hay una cierta probabilidad de que el grupo de nuclto nes acape como 
parUcula •· 

En la íl¡¡. 8.!'> Je indica Ja cncrgla potencial de lnteracci6n de una pa rt.icuta 
alfa con el nito del nú cleo, que es muy siiuilar a ta de un prot6n con ti ~slo 
delnúcleo(recordarlaílg.7·1).Laenergla de lup•rtlcul&s a(alredcdor dc 4 
119 ~cV) ti menor que la •ltura de la bal'TI'ra coulombi•na en la superficie del 
nilcleo (e~• de 40 MeV para la mayoria de los emiso..,.. • ) y la particula alfa 
sólo puede acapar penttrando la barren de potendal (aeceio6n 2..8). Podemos 
cakularlaprobabilidadde duint•graci6nporun.ídaddelkmpo. ).,en funci6n 
de la proba bilidad P de ptaclrlr la barnra. La cantidad P .., calcula usando 
101 m~lodos de la med nica •"'ntic.. Los res ultados concuerdan muy bien con 
Jos,·a lorcsupo:rimcnta.lesde>.. 

En la li¡¡. 8-5 ,·emo• que a mayor cnergla cinWca Eh de !as part.icu las a, 
mennr .. la altura y el ancho de la barrera y, tnconsecuencia,mayore. la pro-
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Flr. 8°8. TrazH d• parUculu ~ en una 
c~rn ara de niebla . La trua dN\'iada pa . 

D ... int•gro.ci6n ol(o. .147 

r•e<: deberse a b reacción "N(~. p)"O que ha \enldo lugar con un Uomo de hldÑ­
s• no de !a dmn• . Do1 sni 11<>• de part1culu ~. cada uno con un alcance ca ractert ... 
tico, 1011 llldlmenle rewnooiblcs en u ta lotografla 

habilidad f' de penetrarla. lle este modo debemoa esperarque la conatante de 
de¡inlegratión ~ aumente con E..., lo cual se puede \"Uiflcarporinspeeclón de la 
t.abla 8-1. Un cálculo ddaUado muestra que la probabilidad de penetración P 
es muy S<ln&ibtea la alturay ancho de labarrera,y,porconsigu.iente,aE ... Esto 
explicaporqué (como se vioen la t.abla8-J)unavariacióndeE •• enunlactor 
de alrededor de dos entre 4,20 MeV (que corresponde al - u) y 7,68 MeV (que 
corresponde al " 'Po), N:sulte en un cambio de~ que va dad.e 4,88 x 10-11 .-1 
ha.ta 4,23 x lO' r '. o .ea en un factor de uno& 10". 

Como lu parllcuLa1 .. u thcar¡¡adas, ionizan!os 'tomoi decla 1u1tancia por 
la cual se propagan. Uta ionizaciOn constituye uno de los método• para detectar 
particula1 alh,u1andodispositivo1 queobienrnidenlacaotidaddeloniz.aciOP 
{tal como la dmara de ionizaciOn) o bien la hacen vi1ible {como las d maras de 
niebla).Lafig.8-llmuestra lafotogrartade lutrazasdeparticulas .. producidas 
en una dmu a de niebla por una mul'Stra radioactiva. A conse<:uenci.o d" la 
ionizaciOn lasparticulas pierden energla hasta hacerse lo suficientemente lenta. 
oomo para capturar dos electrones y convertirse en étomos de helio natural 
Ru th•rfonl demostro en \919que las partlculas,. eran núcleos de helio: recogiO 
{en un tubo que estaba al vacio) La s particutai .. emltidaspor una sustancia y 
alhacerpasarunadescarga eléctrica atra'·és deltuboohserv&el espectrodelhelio. 

La profondidad de peodraci&n de las part.lculas "depende de su energla 
yde la 1u1tanciaatravk de lacual se mueven.EstapendraciOn es enelairesólo 
de unos pocos centlrnetros a temperatura y presión normales. Porejemplo, lu 
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l'I~. !1-7. Espectro de encrgla de la parllcu la ~ 1le una mucot ra de ra..tio· lorio 
("•Th) y 1u1 ducendienteo.. [Tomado de la Naliqnal Nuclear 1;.'nm¡y Serie., Vol. 14A, 
TA• Ac//nide 6lem<n!1, G. Seabqrg y J. Kat1, editoru (McGraw-Hl!l, Nueva York, 
1954) capitulo 16. Autorizado pOr la Co misión de Energla Atómica de IM Estados 
Un!d<>ll.I 

particulas • provenientes de l "ºPo (5,3 MeV) y del "'Po (7,7 MeV) tie11cn en el 
aire alcances de aproximadamenle 3,8 cm y 7,0 cm, respectivamente. Empero 
eslas part.lculas son fáci lmente absorbidas por una hoja de papel o unaümina 
muy d~lgada de aluminio. En la flg. 8--6 observamos que las particulas " que 
producen las truas forman dos grupos, cada unoeon un alcance cara<:terlstico. 

El hecho de que las part!culas •emitida• por un nucltldo dado tengan un 
alean.., bien definido u una indicación dequetambifotienen unaenergla bien 
definida. La fog. 8-7 muestra elespectrodeenergla de Lupartlculas•emitidas 
pordi,·ersG11nucleidos.Laenergla,enunidadesarbitrarias.cnrrespondeal nú­
merodecanaldeundi5pos.itivoparaanaliz.o r energla&. Uno puede ver claramente 
quelas parllcu las•decadanucleidotienencncrglabiendcflnida. Esteh.""ho 
cooflnna que la desintegración" es un problema de dos cnerpoll, como q nedó 
indicado en la ec. (8.4); la desintegración" semej• entonces a la expl<Wón de 
una granada en dos fragmentos. Suponemos que en el procew de desint.egra­
ción "· la energla y el momentum se conservan. Si Q es la enugla liberada en la 
desintegración del nílcleo originario X , 1upnesto en reposo en el laboratorio las 
cnerglas cin6ticu de la parUcula .. y del núcleo residual Y cuando están muy 
lejos uno de olro [\'er apéndice ll, ec. (A.27)J son 

E,,. -~Q. E•y - -~-Q. (8.5) 
m. + my m. +m y 

El valor de Q se obtiene del cambio de masa en el prD<:e$0 ; esto es: 

Q - (mx - mv -m.)c*. (8..6) 



..• Dainkgración <>1(11 U9 

Flr. 8-8. 

--~;:~~~::~:~;~:"" ~~~~;,~~;:. ··-2,lt "111C. MoV 

:! ..• .. 
_,-·~· 

ThO<""PbJ 

FIJ . 8-t . E&que111a do dulntograclón • dd "'Po tn '"'Pb. 
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ya q ue mxc'es la enel'(!la interu del mlcloo ori¡¡inarin y myc' y m.c' so n lu 
energlasint.ernasde losdo1product.o1[verapéndicell.ee.(A.22)).lksde luego, 
para que ocurra emisio!>n de una p.attlcula "• es necesario que Q > O. Si las mas.u 
se expre$8.n en uma y Q en MeV, entonces la ec. (8.6) se convierte en 

Q - 93! ,48(mx - m v -m.). (8.7) 

En esta ec unci(>n !as masu pueden corresponder a los núcleos o a los áto­
mos. ya que lama"" d e lo• electrones se cancela cuando se U!ill.n las mn$U 
nt.ómkas. 

EstrictamenU: hablando, las partlculas,. provenientes de un nucleido dadn no 
tienen todas la m isma energia . o.i.no que pttsentan una cierta estructura fi na. 
P or ejemplo, lu partlculas'" emitidas por et -u tienen ener¡¡las d e 4,18 MeV 
y 4, 13 MeV. Esto se explica porque, aunqu e el núcleo originario puede estar 
enuestadnfundamental,el núcleoruidualpuedeforman.ecnsu"'itadofunda· 
mentalocnun estado estacionarioexcitado. Eitasituacio!>nseilmtra~nlaflg.8-8, 
la que muestra el esquema de desinttgración del ""Bi (ThC); las seis t ran.sidones " 
{asi como k>• 1ub5iguienles rayos T emitidos) se indican por medio de Decll.as. 
En otros ca!IO!I. ocurn. la .;tuacio!>n in,·ersa: el núcleo originario puede estar e n 
el estadofundamcnta locnalgUn estado exdtadoyelnUcleoresidualenel estado 
fundamental, como se muestra en Ja flg. &-9 para el n que ma de des.integración 
del•"Po(ThC). También se muestra algunastran.;ciones y. 

B.JllMrt.Q 6..4. C..lculo r la e nergl• cln~llca de las parllcula• ~ emltldas por el ':l.U. 

8oh•<l6R, El pr0«so de dc1lntegracl<ln u ':l.U - ':O'Th + :1 10. Las masH lnvolu· 
eradas $0 n rnx - m(•U) - 23l!,1095 urna. m~ - m(""'Th) - 228,0998 uma y 
m. - 4,0039 urna. Aplicando la ec.. (8.7). Obte ne rnol Q - $,40 MeV. Un Q i>ositivo 
1ignlHca que e l proceso H eKóge no y puede ocurrir csponU neamen\e. Ut.1mJo Ja 
ec. (8.5), Clllculan101 las energlu cinéticas Eim. - 0,10 MeV y Et. - $,30 .\leV. 
ObtenemosHlcva!ordeEt. supo nlendoqueel 'l..'Thest6en1u e1Udofundamenla l. 
Pero •l el ' l..'Tlt ha qued• do en un utado ncludo entoncH el valor ME .. .. menor. 
El ,·11.lor CKl""•lmenta l para las parllcutas ~ más energttlca• del -u es E .. - 5,32 
MeV, luegonu~stra ln\Crp..,taclóntWrlcapa.rece Krcom:cla 

l<.JllMl't.Q &o. Discutir la estabilidad del ':l.U ""' pecto a la eml1l6n de otras clases 
de parUcu!as 

s..1..,,u,., Podemos pensar que ade má• de la de•lntcgración ~ algun~ núcleo.o P""· 
senten d eolnt.egrac;ón protón, neutrón. dcuterón.o de algún otro tlp<>. Ta lesde•ln­
tegradones no han 1!doobHrv.daJporquelo1valo..,1deQpa .. utosprocao11<>n 
negallvo1. Por lo ta ntO,•l tll.• d~Jlntegradonto no puede n ocurrir a menos que se 
oumln l1t..., ener¡¡tayM! lleve elnolcleoorlglnarloa un nUdoudtado,loquepuede 
1uccder en dertaa reaeclone1 nucleares. Como llullrac lón, p<>demo1 calcu lar 101 
v• lor .. de Q para la ernlJlón de varlu el.ses de parllcul"' por el - u. usando la 
ec. (8.7)c:on m. y mvree mpl .. aduporlao masH correspondientude la part1cula 
• mltlda y del núcleo ""l ldual. Lo$ ra ultado1 apar«<: n en la tabla 8-2. Todos loo 
Q1<>nnegal1,·01,de modoqueel ""Ue1est a bley no sede•lntewaentales producto1. 
La razón de !a em l,.611 "por el "'U est á en que I• m u a de la parUcuta ~ eo relativa· 
menlepequelladebldoa 1u energladellgadurto...,laUvamente grande. 
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TAB LA 8-! V&l<>rM d• 0 P••• l• omlll6a do dllerntOI 
,.,tloul•t muolou • po r ol '"U 

231,!082 - 7,16 
231,!078 - 6,05 
230,1060 - 10,4 

8.4 Desinlf'9raci6n beta 

En la llg. 7-1 los núcleos estab1.,.so designaron pormroio de cuadtadosnegroe. 
En dicha figura los núcleos que yacen por encima de la rtgión de estabilidad 
emi\.tn electrones (carga - •), proceso denominado dtjinl•,raáón ~-- Experimen­
talmen te resulta que el núcleo residual tiene el mismo número rn~sico y su mi­
mero atllmico es una unidad mayor <¡ue el del núcleo originario. Esto es, en la 
desintegración ~- aparece un neutrón rttmplu.ado por un protón por lo que los 
nilcleos originuio y n:.¡idua l son isóbaros. E! procew se puede expre!IB.r entcmces : 

(8.8) 

Observar que la carga total se com1erva, ya que la carga en el primer miembro 
de la ec. (8.8) es Ze y en d segundo es (Z + ! )< - • - Zo. Adem,s. e! milnero 
total de nucleones .., conserva, ya que A perman~ con•tante. Por ejemplo, 
el "C e• un emisor 11- y .., transforma ""l!Un el esquema 

':C -.. 'lN +e-. 

Análogamente.en la fl¡r. 7-1,aquelloi nUcleosqueyacen pordebajodclaregiOnde 
estabiLid ad nperimentan desintegración JI ', proceso que conslste en Ja emi1iOn 
d" porilronu (carga +t). Los positronl'I son partlculas que U.nen la misma 
ma..ayesph1 de los eled rooes.pern 1ucargaes posith·a on lugar de negativa. 
La existencia de tos pos.itrones fue predicha en 1927 por P. A. M. Dirac baMn­
dose en consideracio nea teórieas (como resu ltado de ciert.as exigencias de la teorl• 
de la relativldad que no podemos tratar aqul) y C. Andenon los ot..ervó por 
primera vez en l0& rayos 00smicoaen 1932. Se ha verificado que en la des.iote­
¡rraciOn JI• el nilmero atómico del nilcleo residual e. menor en un a unidad que el 
núcleooriginario(t.ambiénen conlormidadconla ley deconservadónde lacarga), 
pero que su numero másico e. el mi1mo que el del núcleo originario (de acuerdo 
conl.a conservaci6ndelo1 nucleones). D<:eslcmodoen ladesintegraciónjl• apa­
rec:e unprotónreemplazadoporuo neutrón. Por com.iguiente,elproccsosepuede 

(8.9) 



(8.4 

· ··,;::.~'!"'" . 
~ ·. t , I ~l eV 2.JO:J=:L (OH,l.) 

o " N" 

Flr . 8-JO, Esquema de dosin!ograclón de varios emi>nru ~. (a) • 1>, (b) "0, (e) "Mg, 
{d) " Cl, (e)''"La y(f)''Cu. 

Por •jemplo, el uc ee un erni$0r ~+ y se trandorma confonne al esquema 

•:c ..... •:s +e+. 
En algunoo caso5 se ha obu rvadoque el núcleo originarioenlugarde emitirun 

poo.itrón,captura un electrón de una de La s eapu atómicas internas, digamM 
110 electrón K. Utosson elect rone.s. Como el lectorrecordart de la sección 3.5. 
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loitelectrooes1 t.iencl!. 6rbit111muy pe.nctra.ntes que lh:111n m1ty cerca del nO.cleo; 
por lo tanto, la probahiliad de 1eraiptu111dos porunprolónes relativamente 
grande. Este pro<:ao, u.mido eaplura r1W.r6nica (CE), t.ambi~n resulta en el 
n:empluo de un prolóo por un neutro o en el nilclw naidual. Se puede t><pfQAr por 

1-X+e--+z-~Y. (8.10) 

Unavezm.t.1seobsuv1 que lacargaelktricayelmlmerodeoutleoneasecon· 
tttVtnenelprocuo. A laaipturadelelectr6o !ligue la emiai6n denyOI X por 
el nllc.leo naidual al puar un electrón uterno en d e.lado vacante <kjado en 
la capa K. Eslol nyos X son los mWnOI que io. rayo1 canictnistieos del 'tomo 
ruidutl,discutidosenlaHCcilln4.7. 

Como en la desintegncióo a. tl núcleo ruidual result.llnte de b deaintegnd6n ' 
ode laCE puediohberqued..doeoa11estadofundamentaloen1111eatadoexci­
t.1.do;enelúltimoe111oelproee.oeaseguidodeemW6n y.Lafig.S-\Omueatra 
101 esquemu dedeainte¡¡raci6nde algun1>S emi110res '· 

Un1 de 1111 caract.erl1ticu mb inte~ntet de 11 deaintegnici6n ~ es que los 
electron..., y positronea 10n emiUdoa eon un •mpllo inl.erv..to de enu¡i.11 cino!-
1.ieu (y momenta), deade cero huta un m>l.x.imo e<1mpalible con la energl• total 
dilponible. En otru p•labn1. loo electrones y positrones lienen un espectro 
continuo de erittgl.a. La. flg. 8-11(•) murst .. la dQtribud6n de energla de loa 
electrones raultan tes de la daintegraci6n p- del 1:110i (RaE) y la lig. 8-\l(b) la 
diltribuci6ndeenergludel111positronesemitid111enladeo.integraciónll•del"N. 
Pero la1ec1. (8.8) y (8.9) 10n pro«so1 de dos euerpo1. sirnil&n.sa la drsinl.egrl· 
ci6n.,ytuleyudecon1ervaelóndelaenerglaydelmomentu.mrequierenq11e 
en el 1111.ema de rclerencla del centro de masa, en el cual el nll.cleo originario 
esUi en reposo, la energl1 di~ponible (el Q del proeeao) se reparta en una propor-

t'lr. 8· 11. (•)Espectro de energl1 del e lectrón emitido en la d~lntegc•ción 11-
del "'DI. IDato1 tomados de G. Nury, Proc. llo¡¡. Soc. (London) .un, 71 (1940). ] 
(b) t:1pectrodeenerg1a delpo11trón emltldoen 11desi ntegración11' del "N. IOllot 
obtenldo1porSlegbabnyS!atl1,Ark.A•!.Molh.1'¡¡1lklU,N." 9(194!>).I 
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cl6a fija entrt el n.úcli:o ruidual y d dectrlm o dpoaitrón (recordar la ce. &5 
J>"Ta la dQintegnici6n 1.). E.to aUi t n conltadicci6n con d miultado aptti­
mcnt.al mencionado. 

Pu••tl>lrarcsla oucv1 diílcultad, Pauli augiril>cn 1930que debetl.tbu a l¡¡unl 
otra p•rtkula involucrada en la deain tegración 11, de modo que reault cn l l"tll 
putleulat. La len:tta partleula licne que ser neut.ra para cumplir con la ~y de 
conaervación de la Cl"llª• y de mn11 muy pequelll, ya que la masa eat.f. uencial­
men te contenida en la1otra1d01 partkuluobterl11l.111. Por estas dos ru onftll 
la DHVll partlcub fue denomln1da ntulrino (nombre propur:tlo !"'• Enrique 
Fuml y que i.igniftca " ntutrón pequel'lo .. ). Se dea41u wo el slmholo •· Como 
venmooenlaaecci6n9.51ehltncontndoquel\.t,y d0tcla9Q dtpartlculas11e11· 
lnl1. casi ldéntie1s. uociada1coo la dei.integnci6n ,_ Una, el neutrino,oeemit.e 
en la deel nltgración ~· y en la captura d tctrOnka, mlo.ntn1 qu e la partkula 
emitida en la desintegración ~· oe denomina anlineutrino y te designa con;, 

l"lr. 8-U. ConHrvr.cl6n dd momentum en la dHlnlograci6n ~ 

Em)l"ro, en este capltulo nOI refuittmos en la mayorla de tos casos a amba1 
partlcu lucooelnombrede " neutrino".Seaupone queel neútrino llevacon!i¡¡o 
J1 uergt1 y el momeotum ne«s1ri01 para restaurar 11 conserv1ci60 de •mbu 
e&ntidadu. En el Wtem.a de refe...,ncia dd e.entro de mau la suma de k>1 mo­
menta de !u~ partlculu resultantes dWe Hr cero (llg. S.12). Pero hay un 
inll nlto n6mtt0demodosen loscu1leslaenergl.at.ollldi1ponibleoe p11edere­
partir ent«.lostzuproduct.os,locual expliClclaramenl.eladistrib11ci6n continu1 
deenn¡la de losdect.ronuypoeitrones. Porlotanto.k>lproceso.{ll.8),(8.9) 
y (8.10) deben ser eacritoa nue,·amente en la forma: 

Desint.egrldOn ~~ : 1X ..... z< ~Y + e-+•. (8.11) 

DesintegraciOn ~·: 1X-+ z-~y + e• + •· {8.12) 

1X +e--~-~Y + •. (8.13) 

Todo lo que podem°' Mcir es que d neu trino es una inventi6n intel'tllole para 
satvn d01 loeyea de conRrvaci6n. Pero ¡.hay conllrm1d6n dicional de i U exis­
tencia? Por el l1do teórico podemos hacer un an•lilil estadi.UCO para dderminn 
cl>mo1e repartelaener¡¡la libenidaenel procaodedtlintegnici6nentreele~ 

tron (o el positrón) y el ocutrino (ver ejemplo 8.8). CU1ndo se compart eate 
an•lbb con la dbtribud6n tl<JN:rimental de energla de IOI dectrooes (o 101 p01i­
tronu) y el neutrino, 1e obtiene excelente concordanci1, 1uponiendo que la m.1.sa 
en rtpoiO del neutrino es muy peque~a (menor de 10.am.). Ru hnente la ma .. en 
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reposo dd neutrino se coni.ideraiguala cero{m. - O)y asl para un neutrino, 
la relación energla momentum es E. ~ cp .. Desde el punto de vi$ta experimeotal 
es fácil comprender que debido a aua propiedades, el neutrino debml ser muy 
dificil de observar, ya que es insen•ible a la accióo de lo& campo& eléctrico y 
mago,ticoysumasaenrepoao,pequeatsimaonula,nonospermiteusarmedidu 
de masa. para observar 1u emisión o captura. En eleeto, el neutrino eludió I• 
observación dincta huta 1956, cuando C. Cowan y F. Reines probaron foera 
de toda duda 1 11 exi$tencia, Su experimento está txplicado en el ejemplo 8.6. 

Se puede eoo,,;derar que los mídeos inestables que yacen por encima de la 
región de estabilidad en la fig. 7-1 tienen demasiado& neutrones (o muy pocos 
protones).yque los queeatándebajotienendernasiados protones(omuypocosneu­
tronet). Luego, pGdrlamos esperar que esto1 núcleos alcancen estabilidad emi­
tiendo1u1 neutroneso protones en exceso. Sin embargo, estonoes loquesucede 
- a meno1queel núcleorstien un estado exdtado - porque no sedi$pone 
de 1ullcienUe11erglapara tales procews(recordarla tabla8-2) . Sehaobservado 
que, en .w lugar, se emiten electrones y positrones. Eo consecuencia, podemos 
suponer queelnúcleoalcanza estabilidad cuando, porduinltgroción 11- un noulrón 
10 lran1forma on un pro'6n según el esquema 

n-+p +e- + •, (8.14) 

mientras que en la duinltgraci6n 11•, un protón u fran1{11rma t n un nou/r6n de 
acuerdo al esquema 

p-+n +e++ •. 

En el caso de captura dectronica, el proeeao es 

p +e--+ n + •· 

(8 .1 5) 

(8.16) 

De esta manera un núdoo K puede deshacer de aus neutronu ll protones en 
ex<:e$0, 1in emitir realmente ninguna de esl.as particula... Esta teorla de la des­
integración~ !ue pr11puesta en 1934 por Fenni. Las ces. (8.14), (8.1::>) y (8.16) 
Mncon1patib!esconl11(8.ll ).(8.l2)y(8.13)yexpresandeunmodofundamental 
Iuque1ucedeenla desintegnici6n JI. 

Loa proces<lS anteriores nos permiten inferir otra pr11piedad del neutrino: su 
espln. El neutrón, el protón, el electron y el pos.itron tienen un espln igual al 
Por consiguiente, en el proeeao ~+, p _.. n + e+ + ., el momentum angulnr eo 
unidades de Ji, es !, mientrnll que el momentum angular de n +e+ debe ser 
! ± i - l óO, dependiendode queelneutl'ónyelp<11.itrontengan 1usespines 
paralelos o antiparalelos. Luego, el neutrino debe tener un espln igual a\, y de 
1.al manera orientado que el espln total o In suma de los moment& de las lnll 
partlculasde la derechaseai.Aslsesalvala leydelaconservacióndelmomentum 
angular. El mismo ruonamienlo se aplica a los otros do1 procesos: (8.14) y (8.16). 
Esto tam bién explica las cambio• de espín t.f del núcleo observados en la des­
integración~. Si ti electrón (o po.sitrón) y el neutrino tienen ~us espines paralelos 
(estado triple), entonces tenemos M - ± 160,pero aisusespinesson antipa­
raidO!I (estado sencillo), entonces t..1 - 0. 
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El proceso (8.14) ha !<Ído ob.ervado oon neutrones librea, ya que la reacción 
esexó¡¡ena. En efecto la ene.rgla disponible es 

Q - 931,48 [rna - (m,. + 17'4 + rn,)JMeV - 0,7834 MeV. 

Loinentrones libres oe desinlegran deaeuenloahlee. (8.14)conuna vida media 
del3 min.F.3taesunadelasrazonesporlaseuales los neutrones libres noexil­
ten. Estos, poco tiempo después de ser producidos, son captundos por otros 
nilcleo. o se dl'.Sintegrnn en protones. electrones y neutrinos. Por otra parte, loi 
procesos(8.l5)y(8.16) sonendó¡¡enos, cornoel estudian tepuedeverillcarcalcu­
landoelvalorde Qpara cad.a proceso;porlotanto,lo1protones libres sonestables 
respecto a la desintegración ji, lo que explica la existencia del hidro¡¡eno. De otro 
m<Klotodoelhidró¡¡enohabriadesapan:cido,bienporcapturadeleleetronorbital 
o bien por des.inte¡¡ración del protón nuclear. Sin embargo, los procesoa (8. 1!>) 
y(8.l6)p11edenoc11rrirennúcleosmhcornplejo1.donde ladifereneiaentrelas 
energlas de ligaduradelnúdooori¡¡lnal yelresid11a l 1uminilltra laenergla necesaria. 
Empero, loa neutrones li¡¡adosen núcleos, en ¡¡eneral,no oe desint.egran espont4-
ncamente, porque la presencia de otro1 n11 clcones puede hacer el p~ ener­
géticarnente irnpotlble. Por esa razón Ja mayoria de losneutronessonestablesen 
los nilcleos. 

La dl'.Sinte¡¡radón ji ilust.J:a do• hechos fundam enta les de la füica. Uno es la 
irnportanda delasleyes deconSl'fVaci6n enelanAlit.isde loiprocesos queocurren 
en la naturaleza. El otro es la naturaleza variable de las partlculas fondamen­
tales. Es decir, que estas particulas, aunque tienen propiedade.bien definidu, 
no son estructuras permauentes y una de ellas puede trlln1formane en otru 
varias con las limitaciones irnpuC$tas por htll leyesde oonoervación. Este es un 
oo ncepto radicalmente nuevo que no estaba contemplado ni en la med.nica 
cl~!<Íca ni en la cufotica. El canlcter interrelaciona] de las parUculas fundamcn­
taJes da una vi1íón enteramente nueva de las ideas acerca de Ja atructura de 
la ma teria . En el capitulo 9 exploraremos detalladamente esta nueva t.ituación . 

Todavia no se ha desan-ollado una teorla completa y Jatisfactoria que torne 
en cuenta todas Ju transfonnaciones entre las partículas fondamentales, Se su­
pone que proce101 tales como (8. \4), (8.15), (8.16) y o troa (que oe explicanln ea el 
capitulo 9) son el resultado de una interacción diferente, llamadain lm1cd6n 
dt bil. A partir del análisis de las vidas media& y de la distribución de energla 
de loo emiaores ~se ha estimad.n que la intensidad de la intencci6n débil u del 
ordende!O-"cuandu .., Jacomparaconlalntensidadde lainteraccilm nuclear 
o fuerte, odealrudedordelO-"cuandoseJaoomparacon ta interacción electro­
magnética. Actualmen te ambu intcracclone.., la fuerte y la débil, auminütran 
áre1u de invuti¡¡ación interesantes y excitantes para los rbicOll, y presumible­
rnente continuanln haciéndolo en los afios venideros. 

llJE/tfPl.Q IMJ. Andl!1l1 dd uperlm1: nto sob"' deteccl(ln del neutrlno "'allzado 
por Cowan-Relnes. 
Sol..ef<i•:Cuandounprotón capturaunantlneutrlno,.,.produ«.unneulr(\nyun 
po1!tr(\n, eo dec!r: 

p +~-n + e•. (8.17) 
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J'I~. 8- 1:1. Diagra ma esquern,Ueo del ·~alo experlment•1 I'ª"' la detección del 
neuttl no. El nuatrlno entnnte rucdonaoonunprot6nen J . El po&ltrónproducldo 
seanlqulla<:0 n11n electr6n e n lyel ncutrtlneo.,.pturado por un núcleodec&d· 
mio en 3. 

~te procuo de captW'fl do un •nllncutrlno K puederel.clonar<><>n la ec. (8.15) 
del ml1mo modo q...e el proee$O de uptura de un electrón, ec. (l. 16). uU n:L..clonado 
con laec.(l.15). 

LQllreactornnud<aruproducengnnunUdaddeemltOtt1ll,quesonlo1produ.,. 
tosdehl6ndelu,.nlo(verff<:cl6nl.:.),de1uertequelo1ructoru nuclearaoon 
luenttt eoploaas de enUneuttlnos. SI los a nUneutrinos provenientes de un reactor 
..en ..,b,.., un malerlaL hldrogenado, Uene lugar d proceto (8.17). 

l:!lpo1ltrónHpuede ddectarporquealchocarcnnunelectronM&nlqullanambu 
putlculH y H puede detectar 1'cllm ente la e ml1l6n de rayo1 T (Kcclón 9.3) por 
medio de un contador de ce ntelleo. (Ver ap~ndlu V II.) Se puede det«t• r el neutrdn 
alladlendo cadmlo a la 1u1t1nclahldrogena da. Lo1ne11tronet- dnpu&.dehabf.r 
dl1mln11ldo la velocldad de su movimiento a ll"avH de la 1u1tanda a e»asecuenda 
de lot clloqun e»n otros nacl- - son captunodot por lo1 ntidlll<ll de cadmio eon 
eml1klndealgunosnyooy. EltacadenadepNK>t101u161lu1tradaen1ang.8-l3. 
!by, dude luego, unretudode varlolmlcrose¡undoo entre la producdón de los 
rayot T resulta ntes de la anlqullaclón eltttrón-po1ltrón y la emlllón de rayo• T 
comoconucuencladela eaplundel neutrón porelc:admlo. Losdo1t:01!Junloade 
nyol y son idenUftc:ados por medio de clrcultoa electrónl0ot apropiados. Un anillll1 
de lot re1ultados uperlmentaleo 1umlol1lra evidencia e»nvlni:ente de que la 1upue1ta 
c:adenade proce.01 ha tenldolugar y quelosantlneu trlnosprovlenen realmenledel 
reactor. Otroovuio1 .. .:perlmentotl11nconnrmadol1 hlp<lteol1 del neutrlno. l!:nel 
uptrlmentodeCowan- R elneJ,Uev1do1electoenunl6\1nolltuadodebajode 11no 
de lot ruttores de Sav•nnah Rlvu, el flujo de neut r lno1 fue aproximadamente de 
• i'< IO"cnr•.-•yelnilmerodeeventos..,gl1\ndo1fuecercadetns porhon. Se 

f:~::;•.,::,~I ~';!~!. n;:~l~~'o~~;,e~~~:.eo principalmente del sol , que alcanun 

IUIJ.'lff'W 8.7. Determlnadón da la energl• dl1pot1lhle para uda uno de IM pro­
Dt101 de deoln tegndón ji deoeo1 to1 por las eea. (8.1 l ), (8.l2:) y (8. ll). 

s.1...,u.., Con1lderemos primero la dcslnte¡¡nicldn ji-, ec. (8.11). Inicialmente tene­
mos un nilcleo de n~meni atómico Z y maoa m• . Al nn• I del pro«so tenemo1 un 
n~cleo de n~muo a lómleo Z + t y masa "''"' m •s un e lectrón (mua m.) y un 
neutrlno(muai:ero). Luegolaenergladl1ponlble pu•elprocuo eo 

Q,- - [m. - (m••• + m.Jl<' - (mi - 111 • .,-m.)c". 
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Norm•ln~nla H uu I• mua atómica .u, en lugar da l• m•u nuclear, lal q"" M , -
- m, + Zm.. H'ldendo uu 1u1tiludón, obtenemos 

(8. 18) 

o, lnnsformando • masa1 alómk•s, 

(8.19) 

J<' lnalmentc,para lacapturaelectnSnlca (ee.8.13), 

(8.20) 

lk •tia modo, tl•mpre que la man at ómica de un 6tomo dado n mayor que la da 
uno u otro de lot lsóbarot ~·ednot, H do lntcgrari Ha µo r 11- o µor captun alectró­
n lcii. Em~ro, pa,.. la duln tegradónll' lu m11udeMndlferlr aL meno1an:2m. 
(ttrca de 1,097 >< 10 -> urna o 1,022 Me\'). Se 1uglere que el utudianle verifique 
u ta1 reatu obHrundo variof. grup01 de lsóbaros en UIUI t•bla da nucleldot. Al 
naiblr utu ec:u•dona hemot dttpreclado el e lecto Mbldo • la energl • de llpdun 
de lo. d eetronn en Jot 4tomos. U enugla Q se reparte (como energla dnt t1e11) en1re 
J°" producto.dednintearación. Si despreci•m"" l• energl• de retrocao del nUdco 
raldual, fJ da tam bltn I• enugla dnttlea mh:lma del electr<ln o del posl t r<ln en IH 
ec:s.(8. ll )y(8. 12). 

llustremo. ellat reglN imporUntu con al¡u not ejemplo•. El nUdco de ''C M 
desintegra en "N de acuerdo a l u quema dt la ec..(8. 11 ), dando un deetrón y un 
neu lr! nn. Lat masu de lo. • tomo. .son M 1("C) - 14,007682 urna y M•+i("N) -
- 14 ,007!>1[> uma. J>orconsl¡ulenle,laec:.(8. t8)da Q1 - 0,000167 uma oO,l~~MeV. 
La cncr¡¡la clnttlca mblma de los e lectrones emitido. que 11t h11.observ11.due1 0,15~ 
MeV, va lor que concuerda muy bien. 

Con1lderen101 a contl nuQción la d~1i ntcgndón dd "C en ' 'll, de acuerdo al eoqu cma 
de l• ce. (8.12). L .. mua1 de los átomo1 lnvoluc:r• do• ton Mz("C) - 11 ,01492 urna 
y Mz,,( 118) - 11,01279 urna. Luego , 1u di ferencia de man n 0.00213 urna 6 1,98!> 
MeV, l• cual u mayor que 2m. o t,022 MeV. J>ur lo t anto, la emisión del p01llr<ln 
eop01lblecon 

Q1• - 1,985 McV - 1,022: MeV - 0,963 MeV. 

U cncrgl• clnttlca mblma medid• en lOI posUrollCI oblltrvedol t n ctl• du lntcva­
clón u 0,96 M•V,tamblfo cn endente 1,cuerdo. 

Flnalmenle, con1lderemos Ja dnln l~graclón del •ae, ~ya mas.a n M r('Be) -
-7,0UHS uma. Como 11t e:rplicó • nttrlonnen te, 11t encuentra q111 el 'Be 11t duln tcva 
en ' LI, cuya m•" e1 "'•-.<'U) - ?,01822 urna. U dlferenela de masa eo 0,00093 urna 
ó 0,866 Me V. t:lta ti menor que 1,022 Me V, y,en con1eeoencla, la eml1l6n de un pool­
trón el lmpn1lble. La dcsln le¡¡raclón ocurre enton.,.1 por medio de captun eltc• 
Irónica, con (la - 0,866 MeV. 

IWJl!KPf.O 8.8. CAicuio de la fonna del u pec\ro de energ1a en la deslnle¡¡radón 11· 

Soh•cu,., Con1lderemo1 un gran nOmern de nddeo1 con •• dl0tctlv!dad 11· ObHrve­
mo1 lot electroneo (o p01 ltMne1) emi tido• durante un cierto Intervalo de tiempo. 
De1lgnemo1 con dN d ndmero de cl«:tMnH (o p011lrnneo) cmllldo1 con una cnerlla 
cln~tlCll comprendida entre e .. y E .. + dE ... N 11 t1t ro prop61lto el calcular dN/dE.., 
qu1 ttel nOmCMdttltctMnes(u p0sitront1)p0r11nld• d de lnlcl""a lodc cnergla. 
Desl1n~lt\0$COnE. lacnerglaclnt11<:adL1ponlblc pandtltctr<ln yel neutrlno, 
11 cual,1ld8precl•mu1laenergladeret rnct$0dtl ndcleoresklual,upricttcamente 
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Igual a Q. EntonttS E,, "" s .. + H ... Obvlamcnla E,, dtbe M• Igual • t. cnup 
mblma dtl eleet.r6n. Cuando La c ntrgla dnHlco. del tle<:lr6n CM dentro del Intervalo 
dE ... la del neutrlno eit6 en ti lntcrnlo dE ... .. - dE ... Oupu& de la detlntcgn­
dón podtmot tratar a l d~tr6n y a l ne utrlno como putrculu llb..,1 enccrndH en 
una caja dt! potencial muy grande. Entonce• dN{dE .. debe""' propordonal al 
nihnerodecstadotclectrl.inlcof porunldad de In tervalo de cnergla,eo declr,v.(E .. ), 
y al m)mtro de u tado111eu lrlnleo1 por unid ad de Intervalo de encrgla g.(Et>). 
Eato ts , dN/dE .. -1<4,E .. ')g.(E .. ). Seg~ 11 el problema 2. 11 , \enemoi r(p)dp-fl' dp, 
y por lo t anto 

g<E) .. r(p)dp/d8 -P'dpfdE. 

Para un nt:utrino que lkrM mua en ..,poco nula, la ..,laddn tMrg!.a monxntum u 
p. "' Eo.{t. En eonSttUenda 

Pan un electffln (que deti. M• tratado en forma relallvl1ta), la ..,ladón c:nugla­
momenlum es E.., ... ef m:e- + ,,!- """'· Luego 

g,{E .. ) - (l>.0 + m.c") ( E:. + 2"""'6..) 1 ~. 

dN/dBi,. - C(E .. + """'){HZ. + 2m..c'R .. )'lt(E. - Ek!, (8.21) 

dondeCHunaconstantedepropordonalidadquedepcndcdevariolotro.factore1 
lnvoluendos en la duintegHdón 11. taln como el nOmcro atómico Z del nOcleo que 
oedHlntegray lainlenoldaddeJalnteracdóndébllruponi.ablede\adulntegraclón. 
Oepcnde ademúdelaenergla tlelelectrón. llackndoel gr'Rco de dN/dE .. en fun­
ción de E .. p0demo1 companr eon el re1ultado experimental mostrado en IH Rgu­
ra1 8-1 l (a) y (b). En general !01 re1ulUdo• e<>ncuerdan de modo 1aU1fador!o. Pode· 
moo observa r que Ja ec. (8.21) M ha deducido badndooeen la hipótesi• de que el 
neutrlno tiene mai.a en repolO nula. Empero, 11 la maH en repolO no fueoe cero, 
podrlamos haber obtenido un reoullado dlferenl e. Por lo tinto, la conRrmac!ón 
expcrlmi:ntal detaec.(8.2 1)esunaprueba lndlr<:ctadcquedneutrinolleneuna 
mn• en repooo despreciable. Dado d grado de pruillón de IOI experimentos que M 
rnllun actualmi:nle, podemos deci r que la mua en reposo del neutrlno debe Mt 
menor que O,OOl m., y, por lo tanto, M puede lomar con Mgurldad Igual 1 cero. 

8.5 Reacciones nucleare11 

Cuando dos núcleos, venciendo la repulsión coulombiana, ll e¡¡an a quedar muy 
ccn:a uno del otro(dentrodelaleaneedela fueru nuclear) , puede ocurrir un 
..,.grupamienl<l de 10$ nucleones. Eato puede dar l1111ar a una rw«i6n nuclwr, 
similar al reagrupamiento de élomo1 en Ja molécula en unareacciónqulmi1;11. 
r..1 reaccione& nuclearea M produ~n oomú.nmente bombardeando un aú.cleo (Mi) 
que i.itve de blanco con un proyeetil auclnr (m1), ea la m1yoria de los~ un 
nucle6n(neutr6noprol0n)o unnú.cleoligerotal comoundeuteronounapt.l"­
tlcul1 1lla. Generalmente no IC emplea nú.~ m" peaados debido a que para 
vencer la repulsión eléctrlea entre mlcleos peMdos K necesita un proyectil con 
gran cnergla cinética. AJ11u 11u ve«a se US11 fotones como proyectiles. En la ma­
yoria de las reaccio nes 1e produce la misma u olra partleula (m1) dejando un 
nú.cleollnalorcsidual (M1)en • ue&t.adofondamental oenunestadoucli.do. 
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La reacción se de&gna con los slmbolos M 1(m1, m1)M1, donde 10 1 no1cleo1 inicial 
y linalaparecenalaizquierdaya laderechadelpan!n t.esisylaapart.lcu la.sligeraa, 
la entrante y la s.alient.e, estAn en el interior del millmo. Por ejemplo, cuando 
bombardeamos 'IN con part:lculu alfa (JHe), el resu ltado puede ser un protón QH) 
y un nUcleo usidual 1:0. Este prGU!IO se puede escribir en la fonna 

'JN + iHe-+ [H + 1:0. 

o 11$RDdo una notacil'.>n mé1 abreviada l&N(.., p)"O. 
En general, cuando laa enugla.sdelas part.lcula.sinvolucradunoaon dema­

siado alt.u, se supone que unareacci(>n nuclear ocurre en dos etapas. Primero: 
una parllcula o proyectil entrante es captura.do, con lo cual se forma un oUcleo 
intermedio o compuesto que esU en un estado altamente excitado. En la segunda 
etapa, el nil.cleo compuesto se puede desexcitar, bien por emisio'.>o ~ la mWna 
partlculaque entróobienporalgú.notro medio. Luego se puede e&eribirel ejem­
plo anterior en lafonna 

'lN + iue -+ J':FJ• -+ lH + •:o. 
donde •:Fes ti níLcleo intermedio o compuesto. El asterisco es plll'1L indicar que 
elnUcleo esU enunest.adoexcitado. 

Generalmente hablando, para una determinada primera etapa de una reacción 
nuclear, hay "arios modosdedesexcitacil'.>n del nil.cleocompuesto. Cada modo 
se denomina "canal". Por ejemplo. cuando el "Al se bombardea con protones, 
resull11.nvari01 product.os.atgunosdeloscuales aparecenenla !istasiguiente : 

:Al + lH -+ [::SiJ•-+ ¡~::g++n1He 
::s• + Y 

~Na + 3lH + n 

Algunas "'acciones nucleares no pueden ser descritas por medio del modelo del 
nUcleo compuesto. Un ejemplo es la reoc<:ión de 3/ripping (Nl) 

f't'\fg + 'fH -+ [H + ~~lg, 
o f°t'\lg{d,p)~Mg. Cuando el deuterón llega muy cerca. del núclco. laevideneia 
uperirnentalindicaque enesteproeesoelneutrón escapturadoyelprotóo 
repelido sin fonnadón del nUtleo compuesto. 

Las reaccionu nucleares son esencialmente procewt de choque en le>s cua les 
se debe conservar la energla, el mom•ntum angular, el noímero de nucleones y 
lacarga;seusanmétodo1 de la1mecánica1 newtonianayrela.tlvistaparacalcular 
algunasde estascantidades(verap<!;ndice 11). Si las partlculasentrantesysa-
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lientes son las mi&nuu, el proceso se Uama düpu1i6n. La dispen..ión es drlslica 
&idn6cleo queda en elmi•moestado, de modo que la eoergla cinética se con­
aerva,eintlóslicasi el mideoquedaen un estado diferente. En este último caso, 
laenerglacinéticadela partlcula •atientedilieredelaenerglacinéticadela par­
tlculaentrante. 

El Q de llDR reacción nuclear M1(m¡, m1)M1 está dado por la expresión 

Q - [(Mr + m1) - (M1+m1)1o'. (8.22) 

En la ecuación anterior todas las masas son atómicas. Si Q es positivo, la rue­
ci6n ocurre para todos lo1 valorea de la energla cinética del proyectil entrante; 
pero li Q es negativo, m, debe tener como mlnimo una cierta energla cinética 
(umbral) para producir la reacción. Como veremo1 en el ejemplo 9.3, el umbral 
de eoergla cinética de la partlcula entrante en el sistema de referencia L es 

Et ""' -Q M 1 + m¡ + m1 + M ¡ 
2M, 

si hayque tratarhu partlculaa en formarelativirto . Sinembargo,si se laspuede 
tratar en fonna no relativista, de modo que Q sea peque!l:o y se pueda reem­
plazar m1 + M¡ por M , + m, en el numerador, cl umbral de energla cinética 
del proyectil en elsi1temad1'reforencia /. ea 

Que es Ja expresión usada en la mayorfa de los casos. 
En algunos casos el proyectil es capturado, pero no se emite una nueva par­

tlcula. En su lugar se emite un rayo gamma {un fotón), cuya ener¡¡la depende 
de varios factores. tales como el estado del nU cleo resultante y la e11ergla de 
ligadura m•s la energla cintüca de la putlcula capturada. Un ejemplo de una 
~ceiónpor caplura es*'Al(n, y)"'AI. Otro es la captura de un neutrtln por hi­
drógeno en la reacci(ln 'H{n, y)'H: el Uomo resultante es deuterio. El proceso 
inverso también puede ocurrir: un nlldeo puede absorber un fotón o rayo y de 
energla suficiente paraque unapart.Jculaseaexpulsada.Este prouso,quees 
equivalente al electn fotoeléctrico en los ~tnmo!I, se denomina rem:ción {olQnudeor. 
Ejemplos: ªMg(y, p)"'Na y •H(y. n)'H. 

Se puede describir una reacción nuclear en términos de una iro:ión t {iC4:. 
El conceptode..,ecióneficaz l" introdujoen lusecciones l.9 y7.8paraciertos 
procesos. Desde luego, para cada reacción nuelear particular hay una sección 
eficuqueseexpresaeníunci6nde\acnergladelproyectiloparticulaentrante. 
Lasseccione1eficacessedellnen e>¡perimenta lmentedelsi¡¡uien te modo. Supon­
gamos que una muestra de espesor JU (donde AJ: es pequefto) y •rea A, con­
tengan, n(icleos por unidad de volumen que hacen de bla.nco y esté expuesta 
a u11a den~dad de corriente"-" de part!culas entrantes (de tipo a) por unidad 
de •rea y unidad de tiempo, donde n,, es el n(imero de particulu entrantes por 
unidaddevolumenyDla velocidad de cada unadeellu. SiseobservaqueN• 
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partlc11las(dc\ipob)&alendelam11eAtrapor11nidaddctiempo,la seccióneflcaz 
paralarucción(<1,b) eA 

o(<1,b) - (n00)~,~ .u)· (8.23) 

E:lta definición coincide con la ec. (7.16), ya que n1A .U a el número total de 
núcleo blanco y por lo tantoN,,/(n1A .U)dael flujolotalpor11nidadde tiempo 
de partlculu &alientes por núcko blanco. Observar que N. está expruado en s-'. 
que n.u lo e3tá en m-4 m r ' ó m..S r 1 , que n1A 4:r es un nilmero adirnen&ional 
y que a está expresada en m' como en i<>S cu<,. anteriores. La mayoria de lu 
secciones dicaee1 son del orden de R' - 10_. m'. donde R es el radio nuckar. 
La cantidad 10-• m• se deno1nina un bum, abreviado b, corno se mencionó en 
la sección 7.3. Es una unidad u&ada comilnmente para expreoar la. secciones 
eflcaC'"'5 de los procesos nucleares. Un subrnilltiplo es el milib<1rn, mb, igual 
a 10--m1. 

Dada una particula "entrante, puede result.a r varias partleulas diferente& 
salientes b, b', b", COl'U$pondicntesa los diveno• canales de reacción, cada uno 
con supropiasecciOneflcazo(<1, b),o(<1,b'),etc.La secdóneflculotaldeJ.a 
reacciónparaunapartlculaaes entoncell 

o('a) - a(<1,b) + o('a,b')+a(a,b'')+ .. 

Lassc:ccioneseflcaces 1Mcroscópicaslotal y parcial de una muestra dadaestlm 
definida.por 

l:,,• - n1o(<1,b) 

{8.2t) 

arnbuexpruadasenm-'. 
La sección eficaz de cada reacción nuclear depende de la energla de la par­

tícula entrante. En muchas reacciones nnclean:s la sección eficaz preaenta picos 
muypronUJ1eiadosdenominados~1111oias,quecol'U$po11denalosvaloresde 
la onergla pa ra los cuales la reacció n u tá mb favorttida o es rn~ s probable. 
E:ltas«sonaneiu tsUn !ntimarnente retacionadaseon tos ni veles de energla del 
núcleocompue1to.Ll.fi11.8-l4(a)y(b)muestraJ.aseccióncflcaztotalyladccap­
tura para neutrones en alumin io en runción de la energla dcl neulrón. J..,. fi-
11ura8-H(c)dalaseccióneflcaz,enunidades arbilnlriu, paralareacciónnuclear 
" Cl(p. n)"'A en función de la eoergia del protón. Del adlisi• de tales curvas 
podemos obtener amplia inlomu.dón aeemi de la estructura nuclear y los e&ta­
dos de energla. 

En mucho• CUO• el núcleo proveniente de una reacción nuclear ts inestable 
o radioactivo. En efecto, es por medio de reaccio nes nucleares que se lonnan 
los nilcleos radioaetivosartifleiales.Uradioactividadartiílciallue descubierta 
por F. Joliot e [, Curie en 1934, rnientru estudiaban las reacciones nucleares 
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producidas por el bombudeo de elementos ligeros con partlculu m, Una de hu 
reacciones que observaron fue 

•:a + ~He -+ p;NJ• _,. ·~ + n. 
El núcleo 1~N a inestable y se des.integra segiin el esquema 

1JN"-+':c + e•+ Y. 

Otras u ries interesantes de reacciones son aq uellas proveni(ntes de la com­
binación de captura neutrónica y desóntegmd6n ~ de 101 isótopos de l uranio, 
c¡ue produce núcleos nuevos con Z - 93 (neptunio), Z ~ !M (plutonio), Z - 95 
(am<:ricio), y asi su~sivamen te ha.ta llegar a Z - 100. La cadena parcial de 
reacciones se muestra en la flg. 8--15, donde cada flecha horizontal representa 
unacapturaneuU6nicay cada unade l.a1 vert.icale1u11adesintegrad6n¡I. 

Sohu:W..: Llamando/ - n. Pa ladens!dadde corrle nte de partlculao entrantes qua 
lncldenM>bre una capa MesJM'SOT4.'<,tenemo1ugl'inlasee1.(8.23)y(8.:M) qua 

ll:A.< - N•/A 

d a el nU-rode pattlcu las...,tiradas delhazincldenteporunld.adde.6."'11ypor 
unidadde tle rn po; enotrasp11labru,dal11 dl•rnlnucl6n enl11Mn•ldaddeconiente 
de IO• pr<>ye<:tl!es , que debe ser designada por - 6 /, y11 que6l e.1 negativa. Asl, 
podernos e5erlblr 

6 1 - - I'i:.t.i. (8.25) 

Sl eletJM!Wr.Uc1rnuypequeño,en 1ulusar se puedeestrlbir 

dr - - n:.u 6 dl/1 - - I:u. 

!ntegrandoy llama ndol. aJ Bujo depart1culao entra.ntH cuando:i: - O,obtenema. 

1 - 1,rf;•. (8.26) 

Podemos usar esta ecuación pllra duerrnlnar i:: despu ts de rnMlr 1, • l. Una vez 
oonocidol:,obtenemos .,usandolaec. (8.24). 

1>.IEMPLOB.10. De5eubrirnicntode!neut rón. 

Sol""'6•: Una apllcad6n hlstórlea e lnte'""8.nte de luleyesde conservaclóne1 e! 
ducubrLmlentodel neutrón. En 1930 Bothe y Beckerobservar<>nquecuando b<Hn­
bardeaban el bor<> y • I berlllo con partlcu!a! ~. "" producla una radiación de alto 
J)<lderde penctradón. E sta radiación noutaba oonotltulda porpartlcula• cargadas 
po rque no eraafectadapor campo• dktr lco1 omagnétlcos.Por esarazónpenoaron 
i:'.':n1:radiaclóncon•lstlaenray1» yde alt11energla,y e..,,.1bLoronla reacdónenla 

(11.27) 

El Q de H ta "'acción u 10,4 MeV. Como 111 ene rg!a d néUc• de las partlculas ~el 
de uno1 5 MeV, la energla total dl5ponlble es 14 MeV en t i slstems de ute"'ncla 
del CM. E1i. energta se debe "'Partir e ntre el 6tomo de ':C y el fotón y. Luego, 
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l'IJ. 8·1ó. Secuencia• d<: reaccion"" nucleares para la produetllm de nucleido• 
peudo•por medio de la irradia ción del"'J.'u con neulron01 lent<>1. 

IM rayo1 y deben tener una energla ligeramente menor de U MeV. A partir de tas 
medidas <k a b$0tClón "'nllmó que la energla del fotón deb4'r1a « r apro:dmadamente 
7,5MeV. Do t afto1m f.l tarde( l932)Cur1ey Jollotobservaronque cuandoJaradla· 
clónprovenlentedela..,acclónanlerlorpu abaatravh deunmate r!alhldrogenado. 
se produ<:la protones attunente energéllco1, con una energla mbima de m~s o 
menos 7,5Me V. Lalnttr¡>"'tadón naturalfue 1uponerquelo1 protone1 hablan1ldo 
H cadosporclche>quee<>11!01loton01 yproducldo1enlareacciónanterlor,r01ultando 
en un dedo Compton nuclur (y, p). Los protones mú enug~tlcos resultan de Los 
choqu .. tronlaluenlo1 cuale1 lo• lotones,..,tro""den0H duvlanl80º. S!E,yp, ­
- E./e son la energ1a y el momentum del lotón incidente, E( y p;' - E(/e los del lo­
lón que retrocede, y Eoyp, - J'2iñ;S,101 del protón (que H debe trataren lorrn• 
no relathri$ta), la conservación de la enugla y del momentum da 

E. - E( + Eo, E;/• - - E(/• + Vim,.E .. 

delacualpodemosobtener 

E, - i{fü + ~2(mpC')fü). 
Jn..,rtando el valor mhlmo de Eo, 7,5 MeV, y .. cardando quemo<' u 938 MeV 
apro><lmadamente, obtenemoo E. "'~ Me V. Este valor de la e nergla de 101 rotones 
delosrayosrumayorque laenerg1aioimlnl•trada porla,..,acclón.cuyovalordado 
mb anlba .. 14 MeV. o que la obtenida a partir de las medidas de a b1ordón. Es 
m'•,eonslduando el efecto de 101 productos dela "'acción IJe-Hesobreotrassus­
tanclas, obtenemos otros valores de Ey, en alguMt casos tan altos oomo 90 Me V. 
Por!otanto,nopodernosobtenn,..,sultado1 1isternáticoo para la en.rgtadelosrayo1r 
en la ec. (8.27), compatlblu con la eon .. rvadón de la energla y del rnomentum. 

En 1932 el fisko brlUnleo J. Chadwlck mostró que todas utu dificultades dei.apa­
redan y la. leyet decon .. rvaclón '"gu1an vallendo 1i, en lugar der<cyot y, eran 
e mltldas partlculas noutru, con una masa cercana ala de lo1 protone1 . El proceso 

... f'l1. 8-l4. {•)Setclónollcaztotaly(b)decapturadel a lumlniopar1Mutrono1en 
función de la energ!a de b\01. [Datos tornados de R. Hcnk el y H. Banchall, Ph¡¡•. 
Rt11. 80, 1~5( 1 9Sll).)(c) Secclónollcazparalareaoclón"Cl(p. n)"A en !unción dela 
entrgi a del protón. \ Dalos do Scboenfdd, Duborg, Ptt11ton y Goodman, Ph¡¡•. Rt11.8&, 
873(1952).] 
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podl•serentoncueseritoenlaronna 

:0o + :He - l'lCI º --.. •:e + ~. <USJ 
Clladwlck lll•o culdado»at medidas de l• enug!a clnétlc• de !°" protonH y de 101 
Alomos de nllrógeno quelo1 neutronu arraneab• nal • tT:11,·esarunaouttanclaqua 
conten!• llldrógeno o nitrógeno. Esto permitió calcular l• m asa de l neutrón, oble· 
nl<ndose un ulor comprendido entre 1,005 y 1,008 urna , que H cumpatible con las 
energlao Involucradas en la rucción anterior. M:IJI t arde, medidas hecha• con mayor 
preci•lón dieron m0 - 1,0086665 um• . 

Lus o perimenlo• de Cbadwick fueron la base de nuestro modelo actual del nücleo, 
el cuo.! oupone que el nUclM u tá compue•lode pro\onu y neutrones. Huta ese 
momento loo d cnllílco• cons!der• ban que lo1 nUcl<:o• .., componlan de protonu 
y electro ne• (A protonu y A - 7. e lectronu , o un lota! de 2A - Z partlculas). P•ro 
eu llipót .. i1 lr• lacomo wnM!cuencl a dlncult• du lnsalvables : lo1 eleclronesoran 
demaolado grandes compau dos co n el radio nuclear, sus momentos m• gnt tlcos 
eran 10' ve«1 ma yores que 101 mome nt°" magnéticos nucl<:IU'es y 1u prose ncl• en el 
lnterlordelnUcleoll ad a lmposlble darcue nta de lo1 valore1 observadosde l°"esplnu 
nuclearn . De este modo la oportuna apa rición del neutrón fu• n1~s que bienvenida. 

E.IRMPLO s.11 . Una hoj a de oro de 0,3 mm de espesor se u pone a una corriente 
de neutronea l<:ntos de densidad Igual a 10' neutrones cm-o.-'. La see<:ióneRcaz 
de ca pt ura del "'Au plll'a neutronetUnnlcos es 94 x 10-.. m'. La densidad 
del oro et 19,3 x IO'kg m_. y su mua atómica et 197,2 urna . Hallar el nUmero de 
nü.clMade '"Auformados por segundoyporcm•delahoja,deacuerdoala uacclón 
"'Au(n,y)'"An. 

Sohod.S..' Designemos la sección elle .. de captura del "'Au pau neutrones t~rm!cos 
por o(n, y) y el numero de itomu de oro por unidad de volumen por n,_ E ntonoe< 
la .. cclóneftcazmacr°"cóplcapara cap\urade n eutronu , es deacuerdoala ec.(8.24), 
¡; - nAo<r(n,y). SI l0 es la deM!dadde laoorri•nte neutMnlca lnddente, el nü.moro 
de neutroneo que nohan•ldocapturados después de reoorurunadlstanclaz es,d• 
acuerdo a la ecuación 8.26, l - /~-"··El nUmero de neutronOJ Cllptu,..do1 en la 
dlstancla:i: uenton«s 

t , - l - t ,(1 - r "'). 

que es Igual al nUmero de nü.cleos de "'Au formados . En nuestro caso, 

197,2 um!9~3 1~6~°: kfo~;kg urna-' - 5•89 x lO'' m_. 

es el numero de 'tomos de "'Au por m'. Por lo t•nto, ¡; ... n,,o<r(n, y) - 562 m -1. 
Haciendo :r; - 0,3 mm - 3 x 10-• m, tenemos J;:r; - 0,1686 y •-"• - 0,845. Luego, 

10 - / - !O' ncm"a- 1(1 - 0,845) - 1,55 x IO'ncm""' r ' . 

lo cua l da el nü.mero de neutron •I absorbidos y de átomo• de '"Au formados por cm• 
y por segundo. 

B .JEMl' L0 8. l '/I. Determl naclónde lot ni,·el<:s deenerglad•l " Sluu ndolar.,.cctón 
nuclelll' "Al(p, ~)'•Mg y su lnvett.a, "Mg(«, p)''AI. 

Sol ""'6001 El nü.cleo compuesto formado en la reae<:!ón "Al(p, «J"'Mg es .. Si, de modo 
que pode mo1 eocrib!r 

"Al + 1H -+ ("Si] º -+ 'Ha+ .. Mg. 

E s de espuar q ue !aM!ccióneftcaz para estareae<:lón mue11repleo1 bien definidos 
(u toes,rosona nclas)cu andola cnell!latotalenels!slemade roreunciaCdel"Al + 'H 
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FI,. 8-18. Evidenci a MI <>mCOplo de núcleo compun to por medio del UM> de lu 
""acciones "Al(p, a) "Mg y "Mg(~, p) "Al. El nllcleo oom¡mH\O tt ''Sl. (a) Rela­
cl<>n .. de ene'l(la , (b) .. cd6n eficaz de amba1 reacclon ... [Dato• de K• ulmann,Gold­
berg, Koe1ter y M<>0r!ng, Ph¡¡•. R<u. 88,673(1952).] 

meno1 la•n•rgladelama1aen ~poS<>del"Slcolncldaconlaenorsranecuariapora 
udtar el "SI a uno de ous .. 1ado1 Htaclonarlos. E<.ta enugla es 

(M("Al) + mp - M ("Sl) ]c" +e .. - (11,M18 + e .. JMeV, 

donde e .. •• la en,.gla toul del 1l1tema (p, "Al) en el •l•tema de rder-encla C. 
Una vu que el núcleo oomp u•<to esti lonnado, pu.U deseompone1"$1! en "Mg + ~. 
El"M¡puedeestar ensuestado lunda mentol oenun estadoucitado;el e1 tadode1 
núcleo".\lg doltrmlna laentrglaclnétlca de la patUcula ~y de lot r&y&$ yobsen•a­
dos cuando ol nllcleo "Ms pasa • su ••tado rundamentaL L~ reacción lnv•ru., H\O ts, 

"Mg + •He -+ 1,.SIJ ' -+ 1H +"Al, 

produ°"unndoleode"Sloonunaenergtadeudtaclóndadap0r 

!M(''Mg) + m('He)-M("Sl)lc" +E .. .. (9,990 + E.,.)MeV, 
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donde E•• u ahon. la t nt•llh total del 1i1tema (•, .. M¡I) en el 1l1tem.a de rdertn­
cl& C. P.n l& llg. 8- 16(&) •puece un bosquejo de lu dlftrtnln rtlodones de ener¡I&. 

O. nuu tr• dllcu1lón " dltdu"" dan.mente que la1 oecdonu eftue<:1 pan. Ju 
re&cc:lonel " Al(p, •)"'Mg y 1u tnversa, ,.Mg{•, p) "Al, deben mo1tra.r el ml1mo 0011-
Junto de rt1<>nanciu. Sin tmbugo, pu• cad11 re1<> n1ncl1 111 ene rgla cin~UCll dtl 
1l1tem& (•, "Mii) • I 1lfttm6tlc.,nt nle mayor que 11 del 1l1tem1 (p, "Al) en la"""" 
tldad (11,:.88-9,990) MeV - 1,:.98 MeV cuando 111 enuglH t1l6n referldu • 1u1 
re1pectlv01 1bttmH C. E lt& conclu116n nU oonílrrn11d1 por 101 re1ultado1 upui­
menl1ln mo1t,.,.doa en lallg. 8-16(b),que d1 la1aecdonuellca.,.,. plll'll protones 
coneMr¡¡l11entre l ,lyl,8MeVyparapartlculat•COn•nerglatdesde2,7batll 
3,4MtV.Elre1ultadooon1tltuyeunaverlllcad6nu.lilladorl1del oonceptodtn6deo 
oompue1lo y llrve P""' m01trartl origen de lat ruonandattn 111 ttaeciones nucltllffl.. 
F...1po1Lblecktermlnarlolnlveltldetnergladel'"Sl t nla regl<lndeenttglaoo111lde­
"'d•, •partir de t11 enerS111 de loa pleo. que &p~n en la ftguni.. 

8.6 Pisión n1<clear 

l..a1l&i6n n u11impor1.llottproctt0n11dear. Con•iole t nladivi1ióndeun mlcleo 
petado, tal tomo d uranio o t i torio, to d<>11 fragmento& de t.amai\o compnable. 
La fWl>n como proeeso n11t ural e. muy rara. {Se Q'ft qut t i -u ae fuiona t1pon­
Unumtnte con una vid.11 medi• dt aprnximaib~nte 1011 ai\os.) E l m~todo 
11.11111 dt producir fi&ión 1nlflcl1Jmtnlt ti ~xcitar los nócltos. E l umbral o energl& 
mlnima de aetiv1ci6n necaario )>&"'fisionar un núcleo puado f:I de 4 1 6 MtV. 
Uno dt loa medi<>11 mb dectivOI dt inducir fisión ti por uptura de neutrone.. 
En1l¡iunOllC1$R!llaen•r¡¡I• de lip1d11r1 dd neutron C11pt11rado es suficiente Jloa"' 
excltarelnii.cleopor t ncim11 del umbral de energla,de modo que tiene lugar la 
partlcll>n en dos r,.,.gmentos. Este ea, por ejemplo, el Clll<l dtl niicleo ':U, qut 
txptrlmtnta fisión deapu ts dt captu,.,.r un neutrón lrnlo (o U!nnico). El pr~ 
..,puedeexpresarpor laecuacll>n 

":;U + n -1-:u1• - x + Y. 

Par1otrosC11S05, •fin deque la fi&ilm ocurn.. loa neulronesdt~ntentr algo 
dt tncrgla dn~tiu - del orden de 1 Me V - 1dem'1 de la tnergla de ligadura. 
Esto u lo que ocnrrt con d ":U que '" flsfona sotamtnte delpub de upturll" 
un neutron r6pido. l..a ruón dente eomportllmienl.o diftrtnle est.11. en alguno1 
dctalleadt lautructura de 101 diferentes nU cleo1, relacionados con el término 
de 1p1rumiento en la fl>rmula de mua dada en la ec. (7.12). El núcleo":U ea 
par-impar, con 143 neutrones, y cuando captun un nt utron ae fonna el nú­
cleo par-par ":U. E l neutrón Clptundo .se aparta con el último neutrl>n impar 
del '=U, libtntndo la ent rgla de apartamiento a-0.57 MtV. Por otra pule, 
el ":U ea un núcleo par-par, con 146 neutro11t1, lod01apartadoa, ycuandocap­
tunun ntutronresult.a un nl'.lcleopar-impar, ti ':U i.in tnergl.lldeapanamiento 
disporúblt. Por la mism1 n&ón d ':Pu, con 145 neutrones, uptrimenta fi1il>n 
porcaptunde 11eutront1 lentos.Lat.abla8.adal1tnergl1dtexeit.aci6nde 
1l¡iun01n6cleoaqueresultande lacapturaneutronicay111.1energlaode11ctiv1· 
cll>n para la fisión; dt eata informacil>n es posible de4lucir cu,lea niacleo1 ion 
fis.ionablea porneutronesténnlco1. 
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b~!c~b~~e.o Nlldeo 
a:>mpunto 

\.,UI 
1•u1 
1•u1 ,...,,., 

••Pa ¡••Pa ) 
•No ["'Np] .... ("ºP ul 

Energla do 
u.dUclón, MeV 

'" .. 
'·' '·' '·' '·' 

Umbral de 
fot:i~~ón, 

5,08±0,15 
5,31 ±0,2S 
5,18 ±0,27 
5,!ll ± 0,27 
5,40 ± 0,22 

Umbnl do 
energl•, MeV ..• ,, ., ., 

'·' '·' '·' 

Un nilclco p11ede t.ambitn estar lo • unclenl.unentt: uciuido como pan u~ 
rirneotar fi$ló.n por abtoro>ón de B)'O' y de eoergia igulll o mayor que el urnbnl 
de ener¡!a ne«sariO pua la fisión. Elle proi::ao se de11omiH {olo(ui6n. En la 
ta bla M seda lo.11mbnlesdeener¡l1parala fotofisióndealgun0&11Ílcleol.. 

Plr. 8·11- Delormadón de un nllclff 
Hgi)n la • nergla do u.cltad6n. «• 

La ns. 8-17 rep...,senta el mcc111i~u10 <IUC se ha propuulo para explicar ta 
fisión nucl.,,.r. Se considera u.n núcleo cuya forma de equilibrio es esférica, eomo 
en la fig. 8-17(1). Al excitarlo en forma apropi.ub, puWe uperimentar v\bra­
ciones colectivu, como1euplic:Oenlal«ción 7.IO.Cuandolaencrgiadeu.ci­
tacl6n es baja, IH 01eilaciones en tomo a la forma ufbica aoo pequdu, de 
modo que en 111 mhlma ddonnadón t i nildeo adopta Ja fonna t lipsoidlll que 
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Flr. 8·HI. !'unción tic cnorgla potcncl~I para un núcleo sornell<Jo a tlclorn•acl6n. 

se muestra en la flg. 8-17(b). Una vez que !a energla de excitación ha sido libe­
rada en forma de rayut T. el núcleo retoma a la forma de equilibrio. El proceso 
ha >.ido,porcon•iguicnte,decaptura neutrónicaradiativa. Cuando laenerglade 
excitación es mayor, el nilclce> u doofonna m:h, ce>rno en ta flg. 8-l7(e). Aun en 
este cuo hay alguM probabilidad de que pueda retornar a la forma original 
después de ta desexcitaei6n por emisión de rayos T· Pero,.¡ la encrgia de cxci­
t.ación es suficieotcrnent.c graodc, ta dcformaci6n pucde scr dc t al magnitud 
que la rcpul•ión déctrica entre l.u dos mitades sea mayor que ta interacción 
nucleardecortoalcance,yexisteunamayurprobabilidaddc queelnúeleo. en 
lugar de retornar a la forma esférica liberandu rayos T. $C deforme rruls y mb 
hasta dividinc en dos fragmentos - como $C indica en la flg. 8-l 7(d) - resul­
tando la füión . 

Laflg. 8-18muestra esquerná ticamentc laenerg[apntencial de un núcleo en 
función de su dPlorrnación. Para deformaciones meno= que un ci~ valor 
crltico,d0!$ignadocon/Jenlafigura, laslucrz8llnuclean:sdominana las!uen.as 
eléctricas y la energía potencial aumenta con la deformación, resultando la 
cul°\·a AB. Esta Q Ja región de las oscilaciones estab!Q, Para deformacionea 
mayo= que D, las fuerzas elóctricudominan a las nucleares, yla ene:rgla po­
tencial disminuye cuande> la deformación aumenta, reiultando la curva BC, !a 
cualcorre&pondealadivisiónendosfragrnentos;éttoss.eseparandcbidoasu 
repulsión coulombiana. Si E0 se refiere al estado fundamental dd nilcleo, el 
umbraldeHsión csE1• ~ta eurvadebeseTt.ornadaso!amenteenSf'ntidoeua­
litativo. 

SietnúcleoesUinicia!rnenleen un estadoconenerglarnenorque la con-es­
poodicnte a B tal como E0 o E, experimenta oscilaciones sin fi sión. La barrera 
de potencial evita Ja fisión e1pootánea. El nilclw puede, empero, penetrar a 
t ravésde labarreradc potencial,result.andofisióncspontánea.Laprobabilidad 
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de atnveaarla ta relativamente baja cuando ti mlcleo eaUI en t i estado funda­
mental, de modo que la fisión uponUnu u un procet11 b11tante impr(lbable. 
Sin tmbtu¡o, la penetnbllidlld de la ba~n aumenta con I• energla de e1tci­
lación del núcleo, haciendo que 11 fisión Ka mú probab)e. Si el núcleo tiene 
un1entt¡fa~o.citaci6n mayorqueE1,obvi1mcnteexperimenta.flsi611. Porlo 
tanto, la lbi6nporcaptunneutr6oicaocunirtsilaeoergia deligaduram'1l1 entr­
gl1 cinéticadel neutróncapturtdo1on 1uflcient.esparaque t l n6cleo10brepHe 
Ja barrera de pot..ncial. Como dij imos anteriormente si Ja ener¡¡la de ligadura e1 

por si11<1la111flcicnte,ocun-e l1fui6n poroeutrono:s lenU... Parael-U laaltun 
d<:lab&rftnl depotencialesdeunos5.3 MeV, por loquea.te valorealacntr¡t.. 
critica necuari& pan producir la llsi6n dtl .. U por captun de neutrones. t:. 
Importante obftrvar, m>ot..tanlf:, que no hay un solo umbral deener¡la o una 
defonnadlln CTltica única; e.tu eantidadea depende n df.l modo de ex.dt.a.ci6n de 
101oúcleosydclestadoinicial dclo.misn•o.. 

La captura deun ntull'6n noeonduce neceuriamentc a lli.i6n aunque haya 
energla disponible, porque (eomo se uplio6 previamente), antes que el núcleo 
tenga tiempo de dMdine, puede liberar 1u energla de txcitaeWn en fonna de 
rayo. T,ttsultandocaptura ru liativaen lugar de fisión. Porconsiglliente, cutndo 
tiene lugar lacapturndt lneutron,dosproee.os competltlvo1 cntrnnenjuego: 
capluf1l f1ldi~Uva (n, y) y fisión (n, f). Cada uno de ellos estll Caf1lc1"riu.do por 
1upropia 1tedOotficai - designadaporo(n,y)yo(n,f)respectivamcntc-que 
depende de la energla del neull'6n. Los valora deestasltCciones ellcaettestlln 
dadosen latablas.-5paf1lneulronn conunavelocidadde2200mr1,quecol'l'8-
poode a ta velocidad media de lOI neutronn thmicos a temperatura ambiente. 
En la última co lumna aparece el nümero medio de neutronet liberado. por ll&i6n. 

La fi sión no es un proceso simétrico; en general los dOI fragrncntol tienen 
númcro. m~slcosdesiguales. La división con m•sprobabilidad es la que da lusar 
a fragimnl.OI con número. m.Ulcol pn'ndmo. a 95 y llá reJpectivunentc, como 
.., ilustra en la 1111. 8-19, que da IOM pnxlucl.OI de ll&iOn del •u, ei-u y cl •Pv. 
pua ncub'ont1 t~rmicos. Esto también te puede vu en la 1111. 7-1, d<lnde Jos 
nuclcido1ndioactivosporcncimade lattgióndeestabilidad10n p1rticulll'Rltntc 
abu nda nte& alrededor de A - 90 y A - 135, aso;M:iados con N - 50 y N - 82, 
tt5pectivamentc. La razón de esta uimet.rla P"ftU ter la tendencia de lOM nil­
cleo1 pesados a dividir$C en Íf1111menlol que tienen capu ntull'6nicu CCITlldU 
11ndedordelosnúmero1m,gieo150y82.reJpectivamentc. 
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l'IJ. 8-11. (•) ll~mli111Mmh> de lo lloiú» lf rmk• y rO¡>l<lu del -u. (b) lltndimlento 
de la nilón l~rmlca dd •u y ••ru. IOolo• lomadoo do S. Kotcoll. Nucl~nl" 11, 
N. ' 4, 78(abril 19"8). I 

May dos propledadesque. hacen de la fisión un ¡:rrocew muy import.llnte p1r1 
lu 1plicaciones prictica1 : una u que <11 la fi1i6n u likran nwlroou )' Ja otra 
u que enlafisi6nulil>uotmt¡la. 

Podemos ver qllf: hay neutrones liberados en la filión e.uminando la ttgión 
de estabilidd t n la fig. 7-1. Pa,. IGs níideos mb pe111dos, tales romo el u,.n.io, 
ti cociente entre neutrones y prolones es N/Z- 1,55. Este. desde luego, ~ni. 
apro:Um1darnenteel cocitnte pan los fra¡¡menlnll l"ttultantes. Pero en la mis1111 
flgun vemos que para nócleos utab!es de man medil, ti cociente ea N{Z - 1,30. 
Eat.o 1igniflc1que 101 fragmentos rtsultantes tienen demasiados neutrones y. por 
lo tanlo, yacen por endma de lartgión deestabilidad. Por consiguiente, llenen 
radioactividad,-. En declo, uno de loa mHodot de producir isótopos con radio­
actividad ,_ es la fisión del uranio. Sin embugo, el uccso de neutronei u tan 
grande que algunos de ellos &no liberados en el momento de 11 fio.ión. El nómero 
mediodeneutro11Q lihP:rad01 por fWón(daignadopor.)ut.idadoenla tabla3-S 
para algunos nucleidos, 1uponiendo qne la fisión te induce por medio de neu­
trones lento.. 

Laenerglaliberada en la fisión nucJ .. rpuedeobtenenedelaenergla de lig1dura 
por nucleón, npresentada t n I• flg. 7-5. P1r'I un nócleo pesado, Ja energl• de 
Jigadur& u de apro:Umadamente 7,5 MeV por nucleón, pero para loa nUdeo1 
de mua media, eorn1pond.iente1 l los doi fragmentos, es tefCll de 8,4 Me V por 
nucleón.conlocualresultauoaumtnlodtlaenerg!1 de lig1durapornucle(>ndt 
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m•s o meno• 0,9 MeV. o un total de 200 MeV •prollimadamente pan lodos loa 
nucleones en un núcleo de ura nio. E1te es entonces el orden de mll8nltud de la 
energia libtrada en la fbi6n de un .f.tomo de unnio. La energla limnda apll.l'«e 
comoenerglacinit.ieade lo.l'ragmentos,del01neut.ronesli.bendosydeloapro­
d11cto&dedu.integn.ción(eJ.tctrones,rot<>nesyneutrinos)rault.antudelades­
Integración • de loa fngmenlos rad.ioaclh•ot. Como los neutrinos emitido. en la 
desintegración ~ (ul como tamb;fo 11001 ¡.>OCOll fotones) nonnalmente eseapan 
del mat<:rial en el cual la fisión ti ene lugar, 1610 u puede ret.ener 11001 185 MeV 
por ttomo, enugla todavla considerablemente m•yor que la liberada en una 
rucción qulmlCll (que es del orden de 3 1 10 eV por fltomo). 

Por ejemplo, la enugla libend.a en la fl&ión dcl ... U se dlsUibuye, en promedio, 
como sigue: 

Energla dn~tica de lot fragmentos 167 MeV 
Ener¡¡la dn~tica de los neutrones de fisión 5 
E nergladelosnyosT(nd.i1do1enelinstantede 

lafu;ión) 
Energt.s. de los eleclrooQ de deaintegraci6n , _ 
Energla de deslntq¡raci6n yde k>s fragmentos 
Energla de log neutnno1 de deaint.cgracl6n ,_ 11 

EneTgl.a toUI 200MeV 

La distribuci6n e:u.da de LI tougla varta, detde luego. de un cuo a otro. 
El hecho deque poi'" cada nwtrón absorbido pana producir una flai6n, son 

emitidoa mb de dos neutrones (en promedio) sugiere la posibilidad de una m>c· 
ci6n rn cadena. Elto u, si la1 coaas &earnglan de Ul modo que después de cada 
flli6n al menoa uno de loa nuevos neutronts prodw:u ot.ra flsi6n, yde loa neu­
troneslibtn.dostn<':sta, al menos unoprodu ZCI unafi1i6n,ylll•u.:Hivamente, 
t ntooces resulta un proceso 1Ul0$0Stenido o rucci6n en cadena. (Las reaccione. 
en cadena son muy comunes en qulmiao, La combusti6n es una reacci6n en ca­
dena. Para que una 111!1Unda arda se necesita que una de1u1 moléeu\aatenga 
una cierta ent rg!a de excitaci6n de modo que pueda combinane c11n una mo­
lécula de oxigeno. Pero una vu que una de las moléculas 1e ha excitado y com­
binado con el oxl11eno, la enngla liben.da es 1uflciente para exciUr más mol6culas 
del combustible,yencon1eeutncialacombusti6npn»igue.)Si en a.da etapa del 
proctsomb de un ntutr6n por fi!Í6n produce 11na nueva fü.i6n, el n(lmero 
de"lascttct exponencialmente resultando una reacci6n tn cadena diver11ente. 
E.lito u In que sucede en una bomba at6mica. Pero ai en 1¡romedio 16Jo un neu­
trlm produce 11na nueva fisi6n, ruulU una ttacci6n en cadena unifonne que le 

puede mantener biijD condiciones controladaa. El In que IUC<l!de en un reactor 
nuclear. 

En 101 reactores nucleares r6pidos"" util~a los neutronu con la mism• ener¡¡la 
con la cu•l 1on liberados en ti proct10 de fl1L6n. En tos reactores nucleart1 lh­
mleos primero 1e reduC<I! la velocidad delo1 neutrones llad~ndolo1cllocarcon los 
6tom0$ de al11una otra 5u11J1ncia, llamada moducu:lor, huta que alean2.an el equi­
librio 1'rmico con la sustand•. Se dice entonces que los neutrones MUI /úmiON. 
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El modtrador debe ser una IUlla.nci.a que tenga pequtllo nilmtro misico y pe.. 
qutftltttci6n tllcazdtcaptun neutrónica. Elagu.,etaguapr:sadaydgn.OLO 
&00 Ju susta.nciu que mb K uun como moder1dore1. 

U tntrgla liberada en un ructor nuclee.r seextrltpormedio de un Ruido 
clr<:ulante llamado rt(ri~rontt. En 101 reactores de ¡.otencia eala energta se uu 
p11ra calent.aroparagenerarpotencla eléctrica. En lo1 reactureade inveati¡¡aci6n 
lo1 neu tron e11so11ernpleado1endlrerentcsclast1deexperimtn,t~oenlaprodue­

ei6n deiaótopos. 

MJ/Kltll'l.0 8.13. Dtterrnlnacl6n de la energla llOOada cuando el ..,U y d •u 
~r.!::O:~ un neutron, y la poslbllldad <k ftsil>n del ••u y del -u por n.:u lronn 

:::~ ';:, Q parli la reacrlón de Clplurli de un neulNln por un 6\omo de número 

Q - (M .. + m0 - M .. ,,)t' - 931,.f8(11f"' + m. - M .. , ,) MeV, 

~o1n.'!: 1::6~~:::. en la segunda upre•lón deben ser expruadu en urna, y todu ton 

Conald<' r.ndo ~I caso del ""U d eual, despub de capturar el neutron se convl~rle 
en ••u, tenen>n1 M .. ("•ll) .. 23{,,1170 urna y M • • , ("'ti) .. 236,1191 urna. Uundo 
m. .. t,0090 urna, eneonlramot que Q - 6,43 MeV. Por nl ra parle. la barrera de 
potencial d<'l -u para La 8116n es mi1 o menos de S,3 MeV. Por wn1Lgulcnte, 
la energla de excitación del -u que se forma cuando el ••u captura un neutNln, 
H mayor que la altura de la barrera de potencial para la 81lón. Conduimo1 en tonce• 
que el nl'.lcieo "'U que resulta cuando el "'U e1ptur1 un neutr<ln. uperlmen\a 81ión 
aun1lelneutN1neo•an lentoque 1uconlrlbud611 • la cner1tt •clné\lca•• dupreelnble. 

Con1ld•randndcaso del"''U, queM>conviertecnel '"Ud•1pué1 de capturar un 
' neutr<)n, tenomos M .. ("'1U) - 238,12'9 uma y M •• , ("''U) "' 239,1267 urna: Luc110, 

el Q de la "'aeclón de captura es .f,85 Me V, que es menor que la altura de la barrera 
d4I Bsl6n del ••u en cena de 0,6 MeV, Por lo unto. no H produce nsi6n a mcno1 que 
el neutr6n capturado tenga 1ufldente energla cinética para lolaliu.r la en<=rgll 
neoes.atl• para ello. Se ha enwnt rado u'pettmontalmente en el laboratorio que la 
mlnlm• tn<=rgl• dnHla de Jot neutronH debe ter de alrededor de 1 McV p•TI lblo­
nar el .,U. 

8.7 Pu.dón nuclear 

El pT1l«•O lnverw de la fi sión nuclear n. la fusión nuclear. Er.\.a consisle en la 
fnrmación de un núclen mAa puado a partir de do. nilcleos que chocan. ~bido 
a l1 repulsi.6ncoulombian1enttt los nilclwg, éstos dc be.n lenerun1ciutaentrgl1 
cinética para vencer la buttra de polencial coulombian1ylle11ara1.itliarse lo 
1ufi eienltmrnte urcn uno del otro a. fin de que las íutn:U nucleara produlCln 
la acct6n con&0lidanle necesaria. Este problema no se piuenta en la fli.i611 nu­
clear debldn 1 que t i neu\Nln caruede caq¡aeléctricay.porlobntn.puede 
aproximarse al nilcleo auncu1ndo1u energla cinética tea muypequei'lao pnle­
tlcamentt nula. Como la baTTera coulombiana aume11 l.1 con el número atómico, 
la fu!.iOn nuclear ocuTTe a energlu cinéticas ruonablu sólo en núcleos muy 
li¡¡er~ con bajo número Blilmico (car11a nuclear pequeña). 
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Ellimall'mos ahora la encr¡¡l1 cintlica neccs1ria para poner en contlcto OO. 
nlideot de números 1. t6mlcos z, y z,.. En la cxprulón de la energía potencial 
déctrica de los dos nUcleoa (Ep - Z1 Z.,e'/4,.~) tomemos r igual a la sum a de 
loi radios nudeal"Q, o aproximadamente Jet-" m. Entoncu obtenemos Ep .... 2,1 )( 
x LO-"Z1Z1 J - 1,::. )( 101z,z, eV - 0,15Z1Z1 Me V. Esto da la 1.llura dela bnttn 
de potencial y, en cQnse<:ucncia, lacnergiacinéticainicia l mlnimarclali\'ade lo1 
dos níicleos, neccs.a ria 1>an que ocuTTa la fusión, Si las partkulu en coli.Wn no 
tknen encrgt.a cinética if¡ualomaye<qucE,..lafUJiónnopuedeocurrir. Sin e111-
bllrgo, a entrgíu ligenimcnteinferiolftqueE~ t>1.yalgun1. probabilidaddtfUJi6n 
por ¡.H"netración de la barttn coulombilna. l.a cnergi1 cinética media de un 
al1tcma de )"lrtku\as que ti.nen una tempera tura. T ti d•I orden de lrT, o cerca de 

8,6 X 10-'T eV, 

dond e T ~•U. expl'C5.ado en gndos abroluto.. Luego la cnergla de \I}' eV com::t­
po11dt a la t.emp<ratura de mb o meno• 10' K, la cua l es mucho mayor qu e lu 
1rm1>eraturu qu e oc cTCC exU.tt n en el centro del IOl. AUn Hi, la fusibn es uno 
de lo.procuos m61importantcsqueocu=n cncl 10l, yes1uprincipal ruente de 
cnergla. Lafusiónticnc lugarcnlrcclnúmcrar~Jati\·1.men\epe<.¡ uc!\ode nUdeo. 

l~ros quc ticncncnergia bien por cncima dc laencr¡¡lamtdia alatemperatura 

del 10I. 
Concluimosquepanquetengalugarl1fusi6ndeunjp'8n númcrodenúcleoe, 

H ne<:Hl rio que IOI nú cleos que ttaccionan i...n¡¡an una lcm pcratur1 mucho 
m1.yor qu e las gtnuada1 p<>r la1 mb exolfrm..icu de 111 naccionea qulmicu. 
Es tu temperaturas •xl,..,mu crean un problema: t i ~ciplente para contener IH 
parllcul u en !l'acción, ya qu e no se conoce ningún m1tnill quc Mip<>rU: tal.-. 
kmptraturat. Adcm61,a eat11temp<!raturaslos nliclco1etU.11privado1 detGdo1 
su1 clcdroncs cin:undanta (debido a lu colisfonn) y la sustancia coru.iot.e en 
un. mucll neutra de núcleo. cargado. pos.iti,·amente y electron& n.eg•th·oi 
llamada plusmu. Se h1 illtenlldu cont.ener t1le pluma por medio de campo1 
mi.gntticos.. Ademlls. cuando la intensidad de los campos magnéticos crece rtpi­
damentt, el pla1ma oc •:omprime adiablllica'°"nte y su tcmpcntura aumcnll 
h1sl1quecomienzallfusión.Sc h1nconstniidn v1ri01 dlspos.itivM inll• ni010i 
~:t~~.ecutan esta• do1 fundonel' contener las partlculu y elevar 1u lempe· 

Fleforiéndonos a laflg. 7-6, podemos ver que en la fualón m1 cleardt lO!I núcleos 
lif¡cl'OI (A < 20)selihera cncr¡ia. Cuando do1 núc lcoi Jl,·ianosse funden en uno 
nul1pesado lacnerglldeUg1du,..dc1 nUclto productot1mayorque la 1umi. de 
luenergla1~ligadu,..de lo1 nliclcolsepara<k>$. yeslodalugar 1.u11alihera­
dbnd<!cner¡¡l1. Sila1.,..,ndicionn10n1.propiad11,laenc.-gl1 li bcnidaenla fuaión 
ea 1uflcic11te para excitar <>lro1 n~cleos, origlnhdoee una rncdón en eadena. 
&ta seconvicrtecnunacxplos.iónuuclearporua n>CC1.ni1mo s.imilar aldeuna 
nplosión•¡ulmica,perocncstecaso,dichaexpLotiónaedebealuerzasnuclcalft 
cnlugardecléctricu. La n.'acciOn encadenatambiinpucdcocurrirhajncondi· 
cionescontrolada&, aunque todavlanoschaconstruidoun reactorde rullOn 
complet.mcnte sati&lactorio. 
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La tt11cd6n de fu"6n mil simple el la captura dt un ntulr6n por un prot6n 
(niaeltO de hldr6geno) PI'"' fonnar un dt utu6n: 

:H+n -o. lH +2,226 MeV. (8.29) 

La gTQn \"Cnt11.j11. dt esta reacción es que no hay barreTll de potencial el~ctrico 
que \"tnc". Como lle ,· el'é en la próxima .ecci6n. los dent1Hco1 1uponen que est.a 
reacción de fu•ión de11empeM un importante papf:I en lu primeras etapas lt m• 
pTllnU de la evolución del unlvtl"t<). Actualmente. s.in emNrgo. est.a reacción de 
Ju"6n no ticnerelatinmente importancia d t bido a I• fa lta de un número 1un­
citntc de neutrones libres. No obstante, la reacci6n (8.29) oeurn: cuando los 
neulronespro,·enit nles deun re1ctornuelear ae difundtnatr1v& deun11u'" 
taneia hldrogenada, ta l como q ua o parafina. 

Otra n1«:i6n de fu sión simple oeurn:entre do1 protones. Corno un nil clw 
dlprot6nno exi$te,elprlM'twtst611.compaA11.doporlaconveniónde unodel01 
protonesenunnentrónac.\pen1udel11.energlade ligadu ra deldeutflr6n re1ultan­
te. y la emisión de un positrón y u11 neutrino. Esto es. 

:H + : 11 -~1 1 +e•+ • + 1,35 MeV. 

Una ten:cra reacción de lusión importante el la del hidrógeno y el deuterio, 
n:iul tando un 11úcko d.. tritio: 

lH + !H -~H +e•+ • + 4,6 MeV. (8.31) 

Un1 ru.cción de fu1ión que tiene una sttción eRtUgrfindc y libn-a un l gran 
cantidaddccner¡¡iaoeurrecntreeldcuterioyeltritio: 

l H +lfl -lll t + n + 17,6 MeV. (8.32) 

O!Tll posible reacción de fusión con el deuterio. que involucra cl • Hc, es 

l H +:ne-~He + :11 + 18,3 lleV. 

Empero. como no se puede d.Uponu fllcilmcnU de tritio y de 'l·lt. la reacclón 
de d01 núcleosdedcutcrioodtuUroneses de inbimportanciapl'éctica. Tiene 
ilvcntaj11.adicfonaldeuurnna 110I• dase de nilcleos. L.nproductosreaulti.n tes 
pueden 1cr diferente1: ocun-en do1 pO&ibilidade• co 11 m's o menos la misma 
probablUdad : 

)11e+ n + 3,2MeV 

~H + ~ .... (&.34) 

:H + lH + 4.2?otcV 

t...1H:Cciones etlcacesparalosprocesos(8.32)y(8.34)esU.n ilustrada1en 
la.ll¡¡.8-20. 

Aunque l1 cnergi11.liberadatnun11. 10lareatci6ndc fuf.iónumucho menor qut 
lalibeT11d•enuna&0iln:acd6ndef\ai6n, laenerglaporunid11.ddc m11.sa u m11.yor 



'·" 
(dtbido 1 que el deuterio es un combu$tiblt"('uy liv;..110). Pan la rucción de 
fusión deu terio-deuterio, la entrgi• n de 1n0$ 2 X 10" J por kilogramo de com­
biulible. F..st o es mí1 dd doble dd valor para ll Dsión dtl ur.uiio. Debido a la 
abundancia n.latfra del deuterio {eer<:a de un Al omo de deuterio en aproxlma­
damente 7000 á.lomo1 di> hidrógeno), y d costo ..,Ja li vamente bajo de extracción 
ckl deuterio del agua (eerca de 30 cenlav0$ d t d61arpor iir-mo), loscientlflco1 
predlcenque- una vu que und.ii pof.ilivoparaluai(>n controladll llcgueaoer 
prictlco - elproeuo d e fol.ión 1umlni$trani 11 na fu tnt ecasi ilimltadade e11ergla. 

Lu rucciones de fw.ión '°º IU luenlH de eoergla del sol y otru n tl"l'llu. 
Cno de los mis import.1.DlH ~de fuW.o es ti cielo de &Me o 11tl carbono, 
q- n equi.,aknte a la fmión de cuatro 
p<"OlOnl'S en un nildeo de helio. E l eido 
ocurre en las lliguien lH tl.llpat: 

'JN-. ':C +e• +• 
: 1·1 + ':C -+ 1!N (8.Ja> I 
lH +'1N .... •:O 

j 111 - • 

:H +'IN-+ ':C+ :ue. .; 
Sumando todas 1.u reatdo.- y tancc- : 
lando los t~rminos comunu , twemos ~ 10.., 

41H - 1He+ 2<:+ + 2• +26.7 McV. ~ 

(8.3ti) i 
,,,. ~.u. Seccione1dlucudclH rHc• 
donu de fusl6n deu tenln·deutcnln y 
dcu ttnln·trit6ncnfuncl6ncltl le cncrg1a 
del deutenln. U>ii tos l otnados de A. 
Rb hop,Pro;tt_l$/t<r"100d(Add!IOn·Wuley. 
Rudlng, Ma ... , ! &5.s).] 

..4,_, _..,,,,.,--e-,.--; 
J;:l>ff'llo del dc~l.e..-. hV 

La encrgla neta libe rado en el prO«So .,. 26,7 MeV, Gtca ccr<::a de 6,6 x 101' J 
por kg de lH cGnsumldo. Observar que ti átomG de ca rbon o actúa como u laU· 
n dor, 1>0rque se ttgenera 1111011 dd ciclo. El tiempo necesario para que un 
á lGmG de carbono electüe f:lte d elo en e l sol n de mb o meno. 6 x 10" a ftOI. 
E11 la. llg. 8-21 H ilustra f1.q ut mitlcamente f:lte cielo. Otra reacció n de hlsll>n 
que ocuitt en \u e&lftÜQ es d ciclo de Crilchfidd o prvftln+proldn, que corula 
cltl IOI aigukot es puot: 

¡H +¡u - ~1 1 + ... + • 
lH + !H -+(He 
:He + ;1-1e -> 1ft c + 2¡H. 

{8.37) 



(8.8 

Fi(. S·! I. Ciclo del carbono. 

Combinadas en forma adecuada. est.u reacciones también dan la oc. (8.36). El 
periodo del ciclo protón-protón en el sol es de aproximadamente 3 x 10' anos. 
En la fig. 8-22 se muestra esquemUicamente el ciclo. 

Como se explican\ en la pról<lma ""cci6n. lo• astrofis.ic-Os piensan que el ciclu 
prot6n·protónprcdominasobreelciclodel carhonoenelsoly estrellas de estruo­
tura oimilar. pero que en muchas e1trellas jóvenes la situación es invena. :siendo 
el clclo del carbono más importante. En estrella. mb viejas con temperaturas 
mayores. se cree que tienen lugar otros tip-01 de reacciones de fu•ión. 

Seestimaqueelproeeso(8.36)estáocurríendoendsol araz6nde 5.M x l0Ukg 
J>Or segundode hidr6genoquesefu•ionaenhelio.liberandouna encrglade 
3,7 x 10"' W. De ésta, s6to unos 1,8 x 10" W llegan a la tierTa, principalmente 
en forma de r adiación elcctromaguétic.a; empero, csh cantidad es todav!a 10• 
veces mayor que toda la J)(ltencia industrial generada en la tierra. 

8.8 Origen de fQS etem en fQ.!1 

Consideraremos ahora la cuesti6n intere..,nte e importan te del origen de lo• 
elementos. Por origen 1ig11iticamo1 el meeani1mo por el cual el univerl!O lkg6 
a la cornposid6n actua l suponiendo la existencia de cierta materia primaria . 
Lo que digamoo será meramente especulativo, ya que la evidencia disponible 
es incompleta. 

Una de 19.S clave• usadas en nuestra c1peculaci611 n la abundancia. relativa 
eneluniversodelo1dil'enmte1elemento1quhnicos.como1emueslTaenla.fi¡;:.8-23. 
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l'I~. S·U. Abundandll de los ekmcntos en d ro~mUf. ID•IOI \01nados de 11 , Urt;y 
y 11. Brown, Ph.¡p. Ht•. 88, 248 (1!;!>2).J 

y lnolnles111compo1lci6nisol.óplca.Comosevcen lafl¡¡ura,elmbabundanle 
csel hidr6¡¡eno,seg11idoporelheLio.lksp116ique laabund11.ncia<lliminuynvio­
lcntamenlepara ellitio, berllioyOOro,tiende11.Mg11ir11nd,o:cncimientougular, 
nivf.lllndose para Z > 35 6 A > 80, pero con 11.lguno1 mbimos pronunciados 
""Jl«ia!mf:nte para el hi(rro y nucleidos vecinos.. Los elementos terminan con el 
Z - 92, ya que la cantidad de núcleos con Z > 92 exhtcntn "" pnicticamt nle 
nula, aunque h.an &ido producidos u. el Jabonatono haill z - 100. En cu.,•to 
a la composición isot6piu, los ele.mcnt.os mis LivianQS son los m.b ricos en 11.que­
llos isótopot " tabl"" con mcnor contcnido de ncutrones, mientras que los niicleol 
mh peaados son 101 mh ricos en isótopos con alto conknido de ncutrontL 
Ademh, los núdeo1 de A par ion má1 abundantu que 101 de A impar. Ot .. 
caractcrlstica inttreunlc u que no .., encuentra en la naturaleza núcleos con 
A - ~ u 8. 

Se hcncontradoq1,1c la ab undancia relath·a y compoi.idlm isot6pica10n 11.1 
mismH no sólo en 1n1,1nln1 tomadas t n •·ariH parte:I y pn.>lundidadrs de Ja 
corteza ttlTtttn oino tambU!n en las tomad.u to mtttorilos que han llqp.do 
a latitrndcsdeel npaciontemo. E'.$1..acomposicillnconst.anttsugitrtque,al 
me .. 01 en oucalra galaxi.11, lodOI los elementos &e formaron por apn.>!t.imada­
me11 te el mismo proc:oo. El "comienzo"" del pn.>e:CIO se estima haber oc1,1rrido 
hace ~ pn.>ximad.amentt (8 ± 2) X 10" años.. Este número se obt1,1"0 tomando;> en 
cuenta ··ario consideradonu utroílsi<.:lu, talu como la velocidad de alejan1iento 
dc lugalariaJycl análisiadelascadenuradioacti'"Bl naturale1. 
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ll1n &ido propunt.u muc~1 t.toriu pa,.. Cl<püc1r esta composici6n geirn1ll 
del univerw, pero ninguna de ellu es cumplctamente u.tisfactori1. Aetu1lmtnk, 
11mú1ceptable (atribuida a Fuwler. Huyle. Burbridgi: y Grttn1kin, cnttt otro.) 
postula quclusclemento1te1intctiun en lascstrelluen cundiciunes vari•ble1. 
La M:c uencia deproceausqueconlcmpla uta tcoria u corno 5iguc :1upongarn09 
que lnlcia!ment.e (e&to es, "" el "comienio") haya una gran mua de hid~no 
en utadogaseoso(quid con alguno• neutronet lib ret). Oebiduafluetuacionea 
u\adioticas eint«aecionu gravitacionalcs, parte de este hidróf!eno puede con­
dcnu.r en climukK o estrellas, alcaru.ando una den$id•d dd orden de 10" k¡¡: m .... 
En el proceso de condensación ti.y una t randorrruición de energia pokncia l 
grt.\•itadunal en encrgla cinétie11, con \u eu•I resulla un aumento de la tempe­
ratura del gu (a unos 10' K). A a tas temperaturas u posible el cielo protón­
protOn de la ec. (8.37). Comicnu tnlonus a formarH hdio. Es posible que como 
1ubpr11ductU3 de lasreaocfoneadel eicloprot611-protón11:!ormeea11tidades rcla­
tiva mentepequel'iasdcnúclcoscon masa• atómicum1yore1. Por cjernplo,ellLl 
1epruducepor elprocc10 

: He+1He-¡Be + r. ¡oe +e- -;u + •. 

Parte del litio te tninlfurma de nuevo en helio en la reacción 

;u + : H - :He + 1He. 

Ot ras rucciones de IUl.ión, tales como (8.29). (8.31) y (8.32), pueden ta mbitn 
tencrlu¡¡ar, peroenc11ntidad mucho menor. 

Como el helio tiene mayor mua que el hidr6¡¡eno, los nildwsde helio produ· 
cidlllen elciclnprot6n-prut6nson ln n1port.dus al ccntro(ocarozo)de lara­
trell • por •cciún ¡¡ravit•cional. La d•nsidad del e1ro~ puede entonces llegar 
1 10' k¡¡m .... La g1nanci1 en energia dn~tica result1nte de lot nilcleo1 de helio 
del e11roro aumenta la temperatura de éste (huta v1 lore. de IO'K). l.l lem­
pentura en la •uperfidc de un.a eatttlla en cuyo interior te haya acumuU.do 
grancantidadde nlicleM dehelio aumentay,cnconsecuencia,sucolorcambia. 
E11umentodetempcraturaydcnJ.idaddelotnúcleosde helioen elcentro aumenta 
l1po.ibilidaddeproducciónde :Beporlareaccl6nde lafuoi6ndehtllo 

;He + tHe - :ae, 

i.eguld.l,en rnbo menos 10-"1, porelproce1odede1lntegnción 

:Be -..i11e + i u e. 

Sin embargo, debido a la concentnci6n nlat.i\•1mcnlcgrandedehelio, ea pot.ible 
queotronücleode e.t.c d emento11t1capturadoanleldeocurrircstadu.i.ntegra· 
ción,conlocualttsult.1. l1rcacci6n 

:ae + tHe _.. ':C· 
Allernativamenu, los product.oJ intermedios de la cadena protón-protón, ~H ylMe, 
pued~n ser captul'lldol por el berilio, formando 1:0 y •:t. respectivamente, a unque 
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e11 mucha meqor e11 nt.idad ~ut t i ':C. MuchH otns rucdo11e1 mo:nos probables 
¡>1Ledcnte11nhig.•'.ruulU.ndoolTolclemcotosl.igeroL 

La cade.,.. de p?O«IOI que 1cabamoo dtdeocribir upliea c6mo pucdui aer 
tlltad..,. lot vad"' en A - ~ y 8. Eite mec1 ni1mo tambi~n permite comp"'nder 
laescuezdc lit.io,berllio ylmro,ycxplic1ademllLagranllbundanciarelat.iva 
dtl 'IC· La producción auce.Jva dt nítdeos de mayor mu.a tale. como ':O. f:Nc 
yotrot.ttpo1ibJepor cl mi$.moproceAOdecapturadelhtlio. La <tnicalimitllci6n 
a La caphini del hdio ta LI untidad de cnergi& que el 111idf!O de ittc o~ta 
pllf'll vcn«r la T1!pulsi6n coulombianl de los núc~ mh J)Qlldot. La lig. 8-2' 
a una n:piuentaci6n eaquwdticlo de bi serie; de p~ propneslAIS por 1:1ta 

teoria de la captura (o comb ... tión) cid helio. 

. 
/ e e 
~ 

Ple. 8-U. l'rOotso de coonbU>t l6n dtl helio. 

En la producción de oúcle<ll m.b """'dos 1t uu gnndes cantidadeoi de bello 
y tieM lllflar 11n1.cont111cd(>n gnvitacional adiciona l d e la a tn:tla, conduciendo 
adtn3idad.,.dcl C1.!'01'0d.iordtndcll1kgm...a(«1nun1umcntocorT'elpond.icnte 
en la t nergla cinética dt lo. nücltos y una tempo:ratuni dd carozo que se apro­
xima a 10' K). Bajo tale. condicione& de densidad muy a lta y tempe .. t11n tx• 
~ma , JOll posibles otras "'' <:clones nucle.l'el que pueden producir nUcleoa de 
111.Ryor oUmtro milioo, haiU el gnipo d el hitm> (al~dor de; A - 60). pero 
nom61pesados,dtbidoalullmit.aciooestotrgo!tiet11mtnclonadquteriom>ulte. 
Se puede producir D<UtroMI libres u al¡¡1rnos aJOS • tnvQ dt. reacciones(•, n), .... _º 

':C + itte .... ':O + o. 
•:o +;tte-+J:Nc + n. 
~~e+ (Me..., ~Mg + n. 

t-:ato1neutronn,juotoe<inal¡¡unotdelosoriginalea{o primarios) que nosehan 
deainte¡¡r1'dotnprotones,aUndisponiblespa.,.extendtTlaproduecióndenU­
cleol hqU n6merw. 1rulio.i<>01 mayorq - ato "' 116cleo1 que etUn mh allj cid 
gnopoddhierTo-porcapt11.,.ae11tr6nlcatnv~deapt11.,.dtpartk11Wcar­

gadal. En muchos ca.os l.11 reacciona. por captura ntutr6nica dan lugar a la 
daiotegtaci611 lt" (oomo IH:moo vi.to. cuando ua n6d eo adqWue demuildot 
neutrones, M deainttgn. poremisiOn de tk:cln>net). El 11Ucleoreiultantetiuw 
un numero atOmioo mayor despuQ dt la desiotegl"lclóo ~- y la cadena pu~ de 
tale modo avanu.r hada mayortJ vaJon:s de .Z. Dt&dt luego,• medida que el 
llt mpo tnlruiturtt, tl núm ero dt neutrones libres dlsrnlnuyt. E1to expLict. en-



J82 Procu<n nudl!IJru 

tontei1 el que los elernenl.01 rnis pesados uan relatframenle menos abundantes, 
ya que su producción depende casi enteramente de la captura neutrónica. 

Comoe1··encendido"inicial deunaestrellaestibasadoeníluctuacionesesta­
disticas. nosepuedeesperarque todaselliusigan la misma secuencia con igual 
rapidez.yporlo ta11to las estrcl!as se encuentranactualmenleen difereotes 
etapas de evoludóo. El sol mismo está todavla preponderanlemenle en la pri­
mera etapa de evolucíbn; se suponcquesucompo$Íción es 81.76 % de hidró­
geno, 18,17 % dehelioy0,07 % para los clernenlos rest.anles. Lascstretluen 
las cuales el delo protón-protón aparece actualm ~ nle como el proei:so dominante 
se llaman u/rtlliUdt la secumciopr incipul. A<¡uellas en las que actualmeni... el 
proceso mb importanU par<>ee ser la cornbnstión del helio se denominan giganlu 
r~jos debido al color que presentan. Se supone que en muchas estrellas las tres 
eta]>as •le la slntesis nuclear propuesta por esta leorla tienen lugar simultánea­
mente, con hidrógeno quemándose en Ja superficie, reacciones de helio prevale­
ciendo en una capa inlennedia (y mis ca liente) y elementos pesados producién­
dose en el carozo de la estrella, más caliente aún. !.as estrellas que ltan evolu­
cionado d•l modo predicho por est.a leoria se denominan ulrel/IU de primuo 
generación. 

En algn nos caso• las inestabilidades que se sucede n durante la evolución y 
envejecimiento de una estrella pueden conducir a la cyección de parte del m~­
lerial de u interior al espacio interestclar. donde se meicla con cl ltidr<'lgeoo no 
condensado y el polvo del espacio exkrior. Mást.ai"tlc, partedeest.a me1cl.a se 
condensa en es/re/los de ugundo ~nuación (y p<>Sluior). Es en estas est.-e!las 
más jóvenes que el ciclo del carbono, ec. (8.35). juega un pape l importante. 

L&teoriadelori¡¡endel<nelementoses muchomáscompleja de lo que pueda 
indicarcst.a revisión limitada, ~ro no podernos explorar este tema mbdeta­
Uadamenle aquL !.o que hemos dicho sen\ suficien\.c pan. que el estudianU 
aprccie las idcas expuestasen est.ailrcaintcresante,incit.anteycreativade 
la lisica. 

Bibliagraf la 

l ... rlcsourcc Lcller NR-1 on Nuclear Reactions", T. Grlffy, Am. J . Phys. IG, 
297(1967) 

2 ... The Dlscovuy of Nuclur Flosion"'. H. Graet .. r, Am. J. l'hy•. 12, 9 (1964) 
3. "A Study of th Discovcry or Fission" , E. Sparberg, Am. J . Ph¡µ. U, 2 (19&1) 

4. "Nuclu r l'iHlon", R Leachman, Sel. Am., agosto de 1965, pág. 49 
5. "Thennonucltat RucUono", G. Thomwn, Am. J . Phy•. 28, 221 (196Q) 
6. "Rec<:nt Ocvelopm•nl.5 In Controlled Fuslon" , A. Blshop, Phy•ia Today, 

marzo de 1964. p~g. 19 
7 ... The orlgin oí lhc ELementa" por W. A. Fow!er y .. Thc Structure of Nudcl" 

por V. WclHkopf en The SciMli/lc 1'.'nd<ª""'· Hockdcller lnstltute Pre.,, Ncw 
York, 1965 

8. ::.c1~~9of Matl<r, W. Flnki!lnbu rg. Academi<: Pres•. New York, 1964, cap. V, 



9. Prine/plt:$ of Mr>d<rn Ph11t lt:4, R. Lelgl>ton. McGraw- Hlll, New York, 19:19, 
up•.!6y t 7 

!O. Fltica nuc/MJ", l. Kaplan. Agullar, Madrid, 1961 
11. Inlroduccidn o/ mlcleo oldmico, J. Cunlnshame. Ed. Alhambra . Madrid, 1006 
12. Radi(H'J<fiui/11 ond I~ Mto:uunm<nl, W. Ma nn y S. Glltnnkel. Van Nan ... nd 

Momentum Booh, Prlnceton, N. J ., 1966 
13. A Sourc~ Book in l'hyria , W. Magle. Ha rvard Unlvenity Pttos, Cambridge, 

Masa., 1963; pág. 613 (Bn:quueJ); pág. 617 (P. y M. S. Curie) 

8.1 l.avidamedladel"Sres de 28afiM. 
Determinar: (a) la constante de desln · 
te graclón del " Sr, (b) la adlv ldad de 
1 mg de .. Sr e n cu ries y en r1Ucleo1 por 
Hgundo, (e) el tiempo nttuario para 
que 1 mg Mi redu<ea a 25() l'B• (d) la 
ac1lv1dadallle mpocalculndoen(c) 

8.2 Una muestra de material radloactl· 
vo recl~n prepar~da "" desi ntegra e n un 
nucle ldoe<la ble y .., mide su actividad 
cada 20 segund<>•· Sec han medido las 
s lgulent u actlv!dade• (en ¡<CI), comen­
zando en 1 - O s : 4\0 ; 190; 90; 43; 
20;9,6; 4,S;2,15; 1,00;0,48;0,23.(a)Ha­
c•!rungdnc:odello~arl tmona\uralde la 
adlv[dadenfuncióndelticmpo.(b)Ha· 
lla r la constante de dnintegrad6n y la 
v1da medlade la mues tra. (c) ¿Cuán\01 

=~c~~~:a~~~lo;':,i~o•.~abla en ta muestra 

8.3 UnmalerialuUcompuestodedo1 
1u•tancl '1! radioaclivasdifcrente1 cuyas 
vidas medias son 2 hn y 20 mln. re1· 
pec\lvamente. l nlclalmen\e hay un mCI 
dela primera • u1tancla y 9 mCl de la 
1<:gunda. (a) U1ando papel 1<:m1logarll­
mlc:o, hacer el gro1llco d e la actividad 
d e cada sustancia y t ambit ndelodoel 
materlalcnlunclóndel tlempo.(b)¿E:n 
quelnslante laactl\"ldadtotal es de 
1 mCl?(c) ¿E:nquélnstante!aadlvldad 
dela susta ncia de v1da mbcorta e1 el 
1 % de la de vida mis larga? 
8.4 Sec ha medido la actividad de un 
material cada 30 1 y "" ha encontrado 
los 1igule n\es valoru (en cuento por 
minuto): 1167; 264; 111 ; 67,0; 48,3; 
37,1;30,0;24,6 ; 20,9 ; 18,l; l S,7; 13,9; 
t2,3;11,1;9,M;8,85;7,83;7,02;6,26; 
5,60; 5,00. (a) H aoer el griOcode! logarlt-

mudela.,cllvldaden!undóndeltlempo. 
(b) Det ermina r cuánta. ouo\andao ra· 
dioacti vuesUn P"'Hnteo ycafcu!arla 
vida media y c:on1\an t.e1 de de1lntegra· 
cl6n de cada una. ISu~rtnda : r.,tar 
primero !a actividad de la 1us\ancladc 

;~~~am:~l~:;acxr~~~lc~:.~¡aef"t:.~n:: 
cero. Hacer el gr'1lco de la actividad 
rc1tanteyrepe\lrclprooedlmlentohasta 
oblenerunal!ncarecta,quecorresponde 
a la 1ust a ncla de \"lda m6s corta. 1 
8.5 Proba r qua la vida media d e una 
•u•lancla radioact1va, T , está dada por 

T- -kJ:.1dÑ -+. 
8.6 Rcoo lver eleJemplo8.2 , 1uponle11do 
que hay Inicialment e N , 111\cleos de la 
1u1tancla radioactiva. Considerar par­
tlcularmentelo1 caso1enlo• cualesN, < 
< 11{). y N, > gf).. 
8.7 Henrt~ndoH lll ejemplo 8.3, pro­
bar queel númcro de núcleo1 dc la 1u1-
tanela e {que es un nucleido estable) 
en función del \lempo , ut6 dado por 

Ne - l.a~'l.. 
X( l.a( l -~-'•')-l.•( 1 -r ... )j. 

8.8 ReOrlfodose a la flg. 8.4 , mo1trar 

~~~:!.1 "~!ª~!0 .:~t:~~1~ª 1:1 .~u.:::~1.!! 
eo iguaLa 

8.9 Un aro de plst611 de acero con 
unamasade 25g oe lrradiaen unreac-



'" 
tornuclearha1l•que1u•rtlvld1dtt 
de 9,0 mCL (lkbldo • 101 nudeld.,. df. 
"Faquelknu11n1vldamedl1de3,90x 
x 10"1). Dol di•• mútudedarodt 
pllt6n H hiatal• tn un motor de pnKba. 
Deapuff de ..... 11ru•b• de !OdlH, K 
ue11daotlledtlcArt•ryM:utudl1111 
actlvldaddtblda al " F•. t.. lnvatlga­
<lón muutra una acUvldad media de 
l>,8 X t (ll duintegHclonc• por..,gundo 
t n una muest ra de 200 cm' de aoolte. 
Calculu la maH de hierro desguUd<> 
dcl 1ro dapl1tón 1uponiendu queel 
d.rter lleneunacapAcldadde7,611\ro1. 

l.IO La acUvldad ·dtl carbono on«in­
tHdo en upeclmenes vlvlcntu u de 
0,007 11CI por kllo¡¡ramo, debido a la 
p~Mndadel "C. E l carbóo pn>venl~t• 
de un ro~n 1ltu1do •n un umpamenlo 
lndlotifcMun.1ctlvldadde0,00481<CI 
kg-1. t.. vida media <kl '"Cad.,~760 
ai'iOI. C.kular el allo tn que nte cam­
pl!MRIO !UC llHdo por Ultima vez. 

8.11 ll1cer el 17iftco dd logaritmo 
do la conll•lll• de deslntegnoción en 
!unción de !1 ent r1i. p1r1 IH dulnte­
gr1donu1qu11p1reccnenlalabla S-1. 
Mo1tr1rquelot puntoty1ccnaproxlm1-
damente oobre un1Hnu recta , dernodo 
que los~ • oB. + b. Dettrm!nar 111 
con1\an1 .. oybquedan e lme)oraju1\e. 

1.12 C1lc11lar la e11ergl• de I• pan1 cu. 
11.1lbutld1cu•ndoel' .. 1'd sedffln­
ttgrae11 ''"Cc.C.lcularadem•1tatner­
gt1deretro«t0del 11tlcltoresidua l. L.11 
ma111 en npOIO oon 143,9100 um• y 
139,~4 um1, n1pe<:llv1rnen le.. 

1. 13 e11 un• clmara de nkbl• H ob 
Hrvl una eoll11ón eli1tk• entre un• 
parUcull •y un ndcleo de mua du­
ronodda. J.1patUcula1Hdn ,iaf>:'," de 
1u dll"tCclón orlglnal, mientra• que d 
ndcleo deja una trua que form• un 
• ngulo de 35" con IR dlrecdón de ind­
d enda. ~Cu•l ea la ma1• del ndcko? 

8. 1.f E l a lcance R de lu parUcula1 • 
en el aire y la energla E de 111 rnlamou 
u t • n rcl1clonado1 p0r la upre1l6n 
ernplrlca R - 0,3181>'/I m, donde E 
e1U tn MeV. (a) Para lu energlu de 
lou partkulH a que H rnuut r.11 en la 
ns.S-S,detu.nlnarelalcanoedc luque 
IOll' emllldH c111ndo H d .. lntegno el 

"'181. (b) En una clm.,.. de niebla 
HObStcrv1ladtllntegr1cl6nadelWf'o 
y H mide cu.airo akanca - 11,2, 11 ,0, 
9~7 y 8,M cm - . C.kulu la energla 
dtl .. , .. partku la1. (\'tr Hg. S-9.) 

8.l!o F.J .. pcctro de dcsin ltgrul6n a 
del - na llene un• estnictur.11. \ripie, 
úendo IH enerSIH de \al part!c11l11 a: 
4,77?, 4,!.93 y 4,342 MeV. Suponiendo 
que el nuclcldo ruldual ""Rn oe pro­
d utc• en el e1t•do fu ndamtcn\al y dos 
eotadot ncl l 1dos, d ibujar el dlagr•m• 
da nh••lu de energl• y mo•trar l• en•l· 
:J~~n~' rayo• y ••od•da con l• tr•n-

8. 16 Mostrlr lot modot po•lbln da 
OOlnte1rad611 dd .. K, que t iene una 
mu.en ttposo de 39.lifi..fO uma. Calcu· 
lll'laene'l!ladl1ponlblcpll'•cadapro­
ceoopo1lblc. 

8.17 Probar• partir de mecdld•1 de 
m111 que el "'Cu puede dt1integruse 
porcml1l6n ,. y,., yuptun •l•ctro­
nlca. E•pcrlmcn\almente ubem.,. que 
tl'"Cu tiene un• vld1mcdlade 12.Sho­
rH con 39% ~- . 19% ~· y 42% CE. 
C1 lcul1rlaenergla d l1p<mlbkp1r1cada 
unodelo1\raproccoo1. 

8, I H (•)Probar que d •ne"' de1ln· 
legra por captur.11. electrónica. Su ma11 
tnrepoooeo7,016929uma. (b)Calculu 
1•tMrgl•yelrnomentumd<lneuU1no 
ydelnOeltore1ldualde'U. 

8.\0 C.lcul1r l• energl• múlma que 
correopondt•lelcctrónen lad<lln· 
lt8'1'd6n , _ del '11. 

8.20 C11ando el 1-0"' da.inltl"• por 
emlú6n , . , <l nucleido "S° ..,.idual 
e116 ca1I 1ltrnptten un cotado u;clt•do 
( > 99 %). UUllundo lot datos npe­
rimen\1lu d1dos en l1ftg.8-IO (b) y el 
ltttho de que el "N Uene u na m111 
e n ttpooo de l.f,003074 urna, ealc11J1r 
t111111•det"O. 

8.21 11.,p..,sentu l11 muude lo1i16-
baro1 con ,1 - 40, 64 y 134 en !unción 
de z. Mot tru 1111 po1lblu cadena1 de 
dt1h1\egraclón ~ y 101 nucleido• mil 
e1 t1bln. Unir lot valore1supcrlott1con 
lotlnrertofttpartlendode losnuclcldo1 
estableo, y obHrvarquc lu llneH que 
101 conectan son pll'Ülol11. Medir la 
Stcparad6nenlreludotcur;a1y-



tntr que a compallble con •1 ttrmlno 
decorruclón lmpat•pardt;la ec. (7.11), 

1 • :i; 34A ... ,.Me\', 

8.2'2 lla«r t11P"•Hcodeladl•lribud6n 
deeMrgla<leloo.,_lectroneaenladeain· 
tel(nclón 11, dJd& por la ec. {8.21), pan 
,;0 .. 1,24 Me\'. Comparar con la 8· 
gunfHl(b). 
8.23 Com plet ar las oisulenttt ecuacl~ 
ne1 der<!ai:clonconucl•ar<!1, oolocando 
~~~!';";.~e X el uu cleldo o l• pattlcula 

(a) :lAl(n, •)X; 
(e) J:P(d ,p)X; 
<•l'tB(r.X):Ue ; 
{S) f:Si(p,n)X; 

(b) ::P<r. nJX: 
(d) '!C(X,•)IDe: 
(f) '!:Jn(n,y)X: 
(h):~n • .YM:CO. 

8.24 El dtlectode mua de un 11.lkleo 
se deRne como A - A - M d<>11.de A 
neln6n1cromútcny Mla mau nucle&t 
en urna. Exprcurcl nlordcQp&nl LH 
dttlnt•1'•clonet1 ll- 'Jll''Jlar<!atcl6n 
M o(,.,.,m,Ul r, en fundón del valor del 
del•ctode mauAp.,&cada un.a de l&1 
parUcul .. ln•'olucndu. !SugtN"n.:lo:ver 
lo• ejempl o1 8.4 y 8.5.] 
8.25 Se lanu una patt1cula de mau 
""con un a e ne r~ a cl nt llca E, {en el 
1li t cma de rder<!nd• L) cont ra un nU· 
cleode ma .. M1ln\clahnentccnRpolO 
en el l&b<>ntlorlo. Probar que (a) la 
encrglaclnttlcatotal e n el •l•tcn1adc 
rdue ncla C a B, lll,!( /11, + m,), (b) la 
energla tolal dl1ponlble paralar<!a<:­
d6n M f(m., 1"1) M 1 a Q + l::oM</f.Mt + 
+ ,.,.¡, '/(f )tl umbraldeenerglacln<!tlc& 
de""' e11 el •IHema de rdeRncla L 
((1.l&ndo Q a ... pth•o) n - Q(_M, + 
+ ""')/.\JJ.Supo...rquc lu pattkuluoc 
pueden tntl&r de modo n<> r<!lUlvl1la. 

8.26 Detcrmln., el umbral de ene•KI• 
del lot o!l n enl•r<!•cdlln lotonuclear 

L.u m••u en re¡>ot o de los nude!do• 
orlgl narlo y r<!lldu&l llO n "'"pecUv~mente 
23,98~y22,994 1 2 uma . 

8.27 Un aecler&d<>rdet~rmlnado puede 
aeclcrarpattlculHcon unacargahuta 
unaencrK11dc2 MeVyconurgadoble, 
h&•ta 4 MeV. ¡,Qu<! R accionuse puede 
<>bocrvar cuando se bombardea el "C 

conprolonu,deutcrone1y parUculu• 
pro•·enlentn deHle aorlcr&dor' 

8.28 Cuando el ' LI oc bombardea con 
prot one• de 0,70 Me\', oc produtt do1 
partkulas •·ambas con una tlM'tgla 
deD,O MeV.(a)CalcularelQdcl&r<!ac,.. 
cló n. (b) Calcular la dlfcRnd• entre la 
clM' rSl•cintllc•10laldelas pa tt lc11la•• 

!n •: I :~:;e~~a ~:t~~=.~~~~~alL'.'"I prot6n 

8.29 L.a ma .. e n repooo del !:AL eo 
26,98 154 uma. Hall ar la masa de lot 
~~~=~ producto en lu 1igu lent <1 rea.,._ 

(a) "Al(n, y)"AI, Q '"' 7.722 McV; 
(b) "'Al(p.•J"'Mg, Q - 1.594 :o.le\' ; 
(f) "Al(d, p)"AI, Q - 5,497 Me\'; 
(d) "Al(d, •)"Mg, Q - 6,693 MeV. 

8.30 l'robar que el Q de una ..,..,clón 
nuclear M .(11tt.m,)M1nt' dado por 

Q .. J-;,¡1 + (m,/M1l l - E•ll ~(m./Mo)], 

donde/;'¡ a la e nergla cln~Uu de la 
p•ttlcul& Incidente y 1:.·. a l• e netgl& 
d nt t lca de las pa ttlculu"" obocrv•d&• 
a un 'ngulo de 90" oon rupccto a l• 
dirección de la partlcu\a Inciden te. 

8.31 Para lu 1\gulentu rcacclonn , 
h all ar el umb r& l decnergla del proyec­
tll cn el •l•tema de r<!ferencla /., 1upo· 
nlendoquctlnüclcoquehaocdebla nco 
"" en r<!pooo : (a) "N(•,P)"O : (b) 
"O(n,•)''C. 

~il~lo !:tu~~::~: h~:• dem:.,e;:::..n'!: 
de2,0 MeV.(a)Escribirtod•1lurcat.. 
cl<>r>Uposlblttenla1cualttsepn:>ducc 
un protón o unaparUcula< .. (b) H•ll•r 
en cada caso la energl.a dnttlca de la 
pattlcul a pr<>ducidaencl t \1temadere­
lcr<!ncla (;y1u c nerglaci n~Uca mhlm& 
y mlnlma e n f!I n1l1m<> t btema de rcle­
r<!ncla C. 
1'.1.33 A c n~ rg!H Rl atl•·am~ nte bajao 
(Urmlca1) la seccl6n eRc.u deuptura 
Mu, nlnlca para mucbu 1unanclu e1 
Jn.-e"amente propoRlon al • la \'t locL· 
d ad del ne utrón. E1to 1e den<>mlna ley 

:.::~.f1~: ::•n;: :::! ~n!:8~! ~:! 
neuirone1 t ~rmlcos en función de la 



cncrgl• dnfllc. del ne11Ul>n bomb .. -
deanl.,f 
8.3~ Suponlrndo que la o.tteión efkar. 
de uptur• del " 'A11 para neu t1111l6$ 
1igue l• ley l flt (nrel p<"Oblrm• 8.33) 
y q11e111 Htddneflazdec.aplur• p•n 
neu lMnU ltrmitol (0.025 e \ ')tt99b, 
h•l1•• I• se«lón eOuz do aboorddn del 
" 'A11 p• r• un neutrón de 1.0 eV. ¡Q11ol 
espuor dd>t l t nor 11nahojadeoro pua 
que ab1orb• el20%dcunhudene11-
trone1de l ,OeV1 
11.35 U n• huja de t an la llo d• 0,02 cm 
dees11C1ar cuy• d• n1ld ad u 1.66 >< 10" 
kg m_. u l,.....dlada por dos hor•¡ ~" 
un hn de neutronH té rm ko1 de Oajo 
10" N m...,r•. Como rcault •do de la 
...,..,.,Ión '"T • (n ,y)'"T•. lt lorm• el 
n~cleo ' "°T• ton una vida mcdi• d~ 
11~ d.JH. ln mc<ll•l•mcnle desp..tl de 
laln•dl•d6n.l•ho)•tlrne 11naacth·ldad 
de t .23 >< 10' dellntcgraclones por..,. 
gundo por cm•. t!.ll•r (• ) d n~mcro de 
n\K le<>tde'"°T•lormados,(b)l• 1tttlón 
~~~z.t,!';,.~ª ...,•oc:lón (n. y) que pro-

8.36 U na 16n1ln• de ace«• bor11do de 
lu q ue se uian e nlos ..., acton:1 nucle .. re1 
tomo barr•1 de control. tiene lf>() mm 
de H¡H:1or y contiene "l% de puo de 
boro. l.u ncclo nes etlcacci del h ierro 
y el boro pa ra neu\rone1 rápldM oon 
"l,5by7Mb, ru11ec\lu1nenl•.(•) Ma­
Jlarla111ecclonesetluce1 macm..:<lplca1 

~~:t~":':!"~. di~:.!: ::0.::.:·::~~:: 
~ ~~~.z::i:~ .~:.~: .. ~-:s,~· 1~:.~~r;; 
(el C.lc1>lu l• HCCldn dlcu macros· 
cópk• de 1• l ' mln• ll e l contenido d• 
bo111•u-nt••l3%,. ( L • den•lda d del 
bot'o es 2,5 >< 10' kgm_. y I• dd 
..,.,.., el 7,9 X IO'kJl m-•). 
8.37 Se dirige un bu de neutrones de 
370 keV •un• U rnln • de alumlnlo de 
0,\ mm dae1¡H:10r. SI la seccl6n etleag 
de captura de neu lrone1 de esa energl• 
par• e l a lumln lo u de 3 mb. , ·e r n­
gur8. 8·14(b), determinar la fracción de 
ne utrunes cap tur11do1. La densidad dd 
aluminio eo 2,70 X 10' kg m .... 
8.38 Re1>ell r el pruble m• 8.37 JNlra 
un hu de neutrone1 cuya e nergfa es 
de aproximadamente 45 keV. l.a tl­
g11 ra 8-14(b) muestra un pico de """' 

18 mb<!n I• secddn elleaa de cap\1> r11 
•45 keV. 
8.39 t.. HCCl6n eRau; de uptur11 del 
'"11 p•ra ne11t111ne1 lfrml<:OSel de mú 
" me,_ 4000 b . ~Quf e1peoor debe tener 

:;::• u~•Ph•a~n~•1::..::-.i:b=u~r:.:!. ~~~ 
mlco1T (l)en1ld ad del born: 2.~ >< 10' 
kgm .... ) 
8.40 P111buqueel 'J.luuta ble ru­
l1Ccto 1 la t11lón anaU.ando todo1 lo1 
modu1 p01 lbluenlo1cua!e• podr!apar­
t1 ..... (po r ejemplo, 'l.1-->-d +~.etc .). 
An"ogamen te, probar queel ' l.l ycl 
' He oon lneotablu ru¡H:cto • 1• n•lón. 
11.4 1 En la lotoft •lón del "'U en " Kr, 
"'ttay t ...,1neu t rone1.calrular,•p•rtlr 
d e 1 .. d llettnclas de mala, I• enu·gl• 
l ol• I Ul><rada. Col'npar11r u t• ~nergll 
con I• Inicial de repuhidn to1>lombl•n• 
de 101 dos lragmentos c.or-g.o dM, 111i­
nkndo qucht o.eot'n en conl•clo en 
elmoonento delallslón. 
8.H C.leular la energl• ntteiarl•para 
di vid ir un mlcleode •Heen:(•)'M y p: 
(b)'lle yn. EKptlcarl•dllerendaent..., 
e11•1energlasen funclóndelu pro¡>le­
d~du de las fuerza. nucleare1. 
8.43 l>e mootrar que la ~nergl• llbe· 
r1d1en laft11ónde lur•nlo (\85MeVpor 
Atomo) es equ lv11lente a 6,3 x 10'' J 
t r •. iCon qu~ ra pldudeber>i ll$1onarse 
el uranio pul que genere ¡ MW dft 
potend•Lf , cu,n to llempu tardar' 1 kll 
de ura nio en con111 m;,.,., 1uponiendoque 
~~";'ª cunUnu•menle 1 ~IW de poten-

8.4~ Sepuedep111bar que l•ftllón es­
poot,neaocurrlr,11o, .t /o1Z' .. ~ A/Z' 
esmcnorquelaunldad .dondeo,ya. 
oon coenc1ente1 de la 16rmul• de Wel1-
zlkker, oc:. (7.11). C• lcular n t ecoelente 
par• d ''"Xe. el •"(;c. el - Mg, el -u 
y ... l'm. 
8. ' & Calcu lar la e ntrgl~ de exclt•clón 
del•Hlcleo¡>roducldo cu• ndounnc u­
t r6n es nplurado por c•d~ uno de 101 
siguient es nllcleos : -Th ; -rh. • u, 
"'U, "'i"'u y ... Pu . ¿Cuoile1 de tsl OI nd­
clt01eoper~rlamMquefuesenll•lunab le1 
por neutrones lh"mlcosf 
8.' 8 (•)¡,Cu61de1>er•11er latemperatur11 
media de un plu ma de deuterio par11 
quell lu•ldntenll"luga.r1[Suf<"...,,.<lo: 



PodemM u tlmar est a temperatu ra c.o.t­
culando la energla de repul•lón coulom­
blana entre deuterones cuando e•dn 
dentro del alcance de la fuerza nuclear, 
-10-11 m./{b)Calcularlaenerg1allbe­
radaenlafusiónded<»nUcleos dedeu­
terlo e n una parUcula wl la. 
8.47 ¿Q uéenerg1a ""UbeNI en el pro­
ce•odefusl6n3 'Me- "C?Este proceso 
ocurre en las estrellas en la ..,gunda 
e tapa delaslnte1i1nuclu r. O.termlnar 
lap<>tenclagcneradaporestepro«so 
enunaestrellaen\acual5 x lO•kgde 
'He por segundo se fu •lonanen ''C. 
8.411 Elciclorld n ll~noe•unpro ­

"""" de luslón 1lmllar al ciclo del car­
bunu dado en la ce. (8.S.-.). Comlenu 
conlacapturade unfot6nporunn>l­
cle<! de "N. Despm!1 de su«ol>'U reac­
ciones, en las cualesesUn Involucrad<>• 
los nucleido• " 0, " N, "0, " f" y "0. el 
nOdeo de "N se ...-genera, re•u ltando la 
fu •lóndecuatroprotoncoenunapar-
1lcula "·(a) Escribir en detalle 101 dife-

re nté1 posos d<l ciclo del nltr(ige no . 
~~l/~~t!r la enugla total liberada e n 

8.49 Probarqueparadarcuentadela 
c ncrgia produdda por el sol, su mua 
debcdlominulr a razónde 4,6 x ICl' k g 
s-1• ¿Cuánto tiempo debe transcurrir 
para que la masa del sol disminuya en 
\ % (maoa del 101 - 1,98 x \ O'" kg) ? 
8.50 4C11Anto tiempo debe tnmscurrir 
para que la duradón del ailo aumente 
e11un5egund<>debldoalapérdldade 
masa del sol por radi nclón? (VM el 
problema a nterior.) Recordar que e l 
per1odo> del movlmle ntu do un planeta 
alrededor del •ol es in veriameote pro­
pord<>n~I 11 la masa de este Ultimo. 
8.51 Suponlendoqueen el sollarazó n 
atacual cl hld rógcnooe luslonaenltello 
It a p<rmanccid<>constante dudeel prin ­
cipio. mostrar q ue la edad del so l d ebe 
..,rdel ordende2x l O'• ai\os. La ed ad 
esUmadadel sol.basadaenotrosdleu­
loo,es de lordende!O"aiios. 
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l n froduccl6n 

Conduittmot DuQlro estudio de la o:struct11ra de la mAteria eonliderando bnwe-
111ente lu 11nid.adQcon q u.eesU. comlnlid.a todl 11 mil~. Eltas 11nidades wnlu 
p¡irtlrnla•(unáamtnlala o •l•rntnlo/t$a\a1qu.enothemo1reíeridoen\'XriHoc:u.i<>­
nes. E n 61.e tex to hemos enc11ntndo hasta ahora Lu sig11ienm parUculu: el prot6n, 
el neutr<in, el electrón, el positrón y el neu trino.Aesla list11.debemo1 agregar d 
fot(>n, que tambit n 1e conPdera una parUcula rundamtnlal. Las tres primeru 
partlculaspa~en.er la10.nie11.1ntt:aariHp11rau.plicarlaestrucLun1delc.1 

•tomo. y de IOI nO.ci-.. El positr6n no es necesario para ese fin. pero 1u exis­
tencia conlirma la v.lidei: de Ju ideas relativi1t11.1yc11int.ic111c111ndose11.plkaa 
11 reino de i.1 p.11r1.lc11J.u rumlament.ales (es to requiere un 1 n.t lio.i1 maum.tticQ 
que u tA por e11cim1 del ni \'~l de este libro). Aparentemente el neutrino u ne«· 
Ario para satWa~ tres leyes Wsicas: la1 leyes de conserv1cl6n de la entrgla. 
del moment•un y del moment11m ugular, Fii,.lmente, el fot.6n es el portador 
de la interacci(>n tltct.romagn~tica entn p.rtlcula1 cargad.al. Eato es: se de.cribe 
la interacci(>n electromagnt Uca de dot cargas como un Intercambio de foto...,. 
("er lasecci6ol.6). 

¿Podemot espera r que e!d1tan m.ts panlculu íu11damentalc1? Raz.o111ndo por 
analogla podert1u1 es~ra r que Ja interacci6t1 fuerte entre protones y neutron e1 
t.am biál necesite que haya una p11r1.lcul1 portadora, que podemos llamar pion 
(dtri"ado del nombre m""'n •que se le dio originalmente). Tarnbit!n 11 lntfl'­
accUin gravit.aciona l entre do1 ma.as requtriria que hubiera otra partlculr. por· 
ta dura, que llamRmoa grauilón. Anlllogamente, la inleracdl1n d~bi l ni.aria asociada 
cnn una partlcula portadonque pGderno1 ll11.m11.r P"nlcul1 W. Lospiont1 han 
sido ob!IV'Vadoa en 101 rayos cósmicos y se producen en grand .. cantidad .. en 
los1cdenr.dol"Cldtalta energl1,perotoda\'la noseh1fncontradoevidtnci1 
uperimtnlal de la u.iste11cia del gra\'illm o de la partkull W. 

En los últirnot 30 adot K hin obsen'1do muchu otr11.1 putlculu (a vecn 
pttdichaa, otnu lnSMpechadas). Algunas K comportan de una manera butante 
txtnda no habl~ndose cncnntrado todavla una raz6n p.11 ra 1u existencia. MAs 
de 30 p.11nieula1 ,..,Ja ti\'11.mente estables (vidu mediu mb larg111 que 10-" 1) han 
lido identillcadH.. T1mbifo se ha identificado cerca de 50 partlculu de vida 
"'tremadamtnte enria (••ida1 mediu menorQ que l{t-*l 1) a lu que 1e 1uele 
llamar ruonanclu. Estol d~ocubrimitntos hin sido posibles por la co111tnaoc:i6n 
de 11.celcndon:1 de cnergla muy alta que producen partlculu de \'arioi GeV de 
ent rgla y por el pc.rfecciona rnien\o de lu t~c11icu de ob.ervaci6n de panlcu llll. 
1-:&tas tttnica1 incluyen Ju d maru de niebla. de burbujH y de chispa• y l11 
emullionesfotognllicas(entodulucu1lesla1 partlculHdtjantrua1\'bibles). 
difett11t.estiposdedetectores - cornolo1contadorade(ielger-Millltr,deun­
ttlleoydeChettnkov -,ycin:uito1tlectrónlC01bastantetlabon.dM.r-:oenl,... 
ttmos aqul en la di.sculi6n de estas té<: nlcat experirnentale1. au nque a!gullOI 
de 105 dispositi "°" de detecclOn de ¡Nlr1.ltul11 ealán dctcrit.M en el a~ndi· 
u VII. 

Como la complejidad rnatern,tica de la UOrla de pan lculu íu11damt11t11.18 ''ª 
mucho m.U alUi de la intro<lucti6n elenKnta.I a i. mednica cubtica dada en t i 
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u pitulo2, eltn1tamienlodeltem.aque haremoscn lupi\gioasq11csigucnw" 
fundamentalmente cualitativo y de3Criptivo. 

º "''"11:1d•ma"3nul" 
Grnl\6n (1) 
l'ol6n 

MwmtJ(boso n ... ) 
Pion 

Mcs6n ~ 

8ari"'1<~ (l•rmlon") 
Nucloones 

pro\6n 
neutrón 

ll lpcronn 
lamb<t. 
sigma 

,. 

,. 
"' 
,_ ,, ,_ 
=:• 

' 200,8 10~.7 

273,il '" "'·' "' "'·' "' "' 

1836,2 938,J 
1838,7 939,6 

:mu 11 16 

"'' 11 89 

'"' 
2~73 

"'" 3276 

9.2 Genetdllgla de las JHll'lic 1das 

C.rg• Espln 
cnunld•(cnunlM. Anti· 
MI de t) dH de A) parUcui. 

+ ' 
o ~ 

+< R-
o K• ,. 

+ ' ; -

' "' 
,. 

+ ' 
,_ 

o ,. _, ,. 
o =:• ,. 

•· 

LI tabla 9-1 pru enta una lillL11 de putlcula1 conoxidu (ciru 1967) (culuycndo 
lurcsonandu)yde•lgunu de1u1proplcdadcs. LI Hg.9-l mucslntbcronologla 
dtl deseu.brimlealo de ulas partlculas. l..u t ru canlidadel bbka.1 que K usan 
pu·• idcntiliu r Lu particulas IOR la mHa. la cu111 y el e.pin : mb 1ddanle 
cbttmos otn11 propiedades idcnlific1tori1s. Las partlculu fund1mcnt1ln M: 

•grupan en cua tro familias conforme • 111 mas.a y • la interaccilm dominante: 



&:nwloglod•la•p<irl/cul<U 

l'T ~rr ¡f 1 r 1 

"'".J .. 
Flr. &• l . Cronologlll del ducubríml<nto cxperlmental de I~• partloulas fundamcn­
lalos. Algunos partlculas fueron prnlstas telirl""nu:me ~ntcs d e • 11 nb&ervacllin 
uperlmenla! y olrH fueron nb&ef'"Odaa lnc1peradamen\e. (AJapt3da de C. Swartz, 
1"/¡< /'undomuolol Porlidc•. Addi•on·W .. ley, 1965.) 

(a) ll<lsonu d• maso nulo. (b) l•11to11u o partlculas livianu, (e) m<Wnu o par· 
tieulasdemasainlermcdia.y(d)harioncsoparticulaspesadas.(Enclcapitulo 13 
se expli<:llrá clporqué delos nombresbosónyf<nniónRg,..,gadosaesaspartlculu 
en la t<obla9-l.pcro1>0d<mosadelantarquelosrermiones obedecenelprineipin 
de exclusil>n y lot bo.ones no). Loa bariones y los mcaones est:ln sujetos a las 
cuatro interncciones. es decir: la fuerte, ta electromagnética, lo débil y b gra\"i­
tacional. Los lepl.nncs n& w n senUbles a las intcracciones fuerles, los fotones 
est:ln vincul.odos con la interacdón el...,tromagnélica y los ¡¡rnsitoncs con la 
¡¡ravitacional. 
Unade la• cuostion.,. nu\ s intrigant.,.yquoailnquedaporrcwlver con~ 

pecto a las particulas fundamentales es que sus masas no parecen lenerrcgula­
ridad alguna. Por otro lado. las partkulas son neutra. o tienen carga ± ~. lo 
cual d cbecstarestre<:hamentcrclacionadocon laleydcconscn·ación dclacarga 
Además todot los fermionea tienen C•¡>in :i excepto e l a- c¡ue parece tener un 
espln .f.y los bosnnes tienl'n eipln cero{mcsones)oentero(fot.ón). La mayoria 
tic las particulas tienea también un morncnto dipolar magnético. 

El cspin del fotón M!infieredequetodas las tran$idones radlativasen tasque 
unapartknla. un nücleo, un átomo o una moléculaemitcoabsorbefotoncsC!ltin 
ri¡¡uro1J1rnente prohibidH!Si lnsestadosinicill.l y final tienen momcnlum angular 
lota[ nulo. Esto demuedra que el fotón ti~nc un momentum angular intrlnseco 
o espln . Un aná lisis más detallado que omitiremos indka qu e el csp!n del fotón 
es 1 porque el fotí:>n csU ""ociado con un cam1>0 vectorial: el campo clectrn­
magnHico. Como la mOIJI en reposo del rot6n es cero • .., puede demostra r que 
su esp!n puede ser paraleln (m, ~ + l) & antiparalel& (m, - - 1). pero nunu 
Jl<lrpendicular (m, - O) a su rnomentum. El primer caso corresponde a Ja radia­
cilin J>0larizada cn sentido levógiro y e! &egundo a la poluizada cn scntido dcx­
tmgiro. Este resultado es equivalente a decir que el campo electromagnético de 
una onda plana"" p<!•pendicu lar a la dirección de propagación. 
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9.3 1•arlkul1111J11Rlfpar tlculall 

Con ud1 puticula hay a1«l1da un1 antiparl.leult. La Ultima columna de la 
t.abla9-I d1latisttde 1nti1¡1rticulag. Una111ti¡nrllculasedni¡¡naeonel ..U.mo 
1lmbnlo que la ¡nrticula ªll'.""g'ndnle una ba.1Ta encima. (A Vtcts le omil.e 11 
bam1 1•ara sirnpliíl car.) Lu antipart!cu las tienen la misma ma1111 y el mismo 
e!!pln que las parUculu pero propiedades electrnma¡¡néticu, como la ca r¡¡a y ti 
momento lll.llgnétito, op11e1ta1 (utru prvpiedadn que meneicmaremos mA• ade­
lanl.e !Jlmbifo son opuestu). Cuatro particulu - el fothn. el gravi tón y IOI 
mcsonn11•y ~•-son 1111propiu antipartlc11lag.Lau;istenciadeantipllrt.k:ull1 

o unaeiU¡¡tnciadelanllithidadydelamdnicacuintica.Oincpr.:dijo1nli­
p1rtlc11las antes de que fueran observadu uperimenttlmente. En al¡¡unOI -
todavta no>R ha iden l ilicadoexperirnentalmenl.e laant.iJ>Ullcula, ~ro 1e111pon e 
leW"ic1rnentequetxi1te.l::nlaflg.9-2Jaspart.lc11la1y1nt.ipartlc11lasest.tn diJ.. 
puesto de un modo mlis 1im~rico. El ~tnln fu e la primtra a ntipartlcu l1 que 
1t obscrvlf;c l 1!1icn norteameric1n0Carl Andeno n, en 1933, nnalizando I01rayo1 
cósmicos cnn una dmua de niebla, la observó. Un grupo de la Uni>·tnidad dt Ca ll-

L - ..!:. ..!!. 
..!.:.. .L -'-'- -"- -"-

L L 

' ~IOOl ..:.. _.._ -"- -'=-
' 
É 

" K' ~ jt:_ 

PI ~.&·!. l'arllcula• y au!l[>Rr!lculas ordenada• conforme• 1u u .. rg!a en reposo 
ya1ucarga. 
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forni.a observó por primera vez los anliprotones en 1955; los antiJJeutroncs fueron 
obaervadClllpocodupués. 

En el caso dd ncutri no hay una pmpiedad importante que di.$tingue Ja par­
tlcu la de la antipartJcuta y que es consecuencia de que su masa en reposo ua 
nula (y de que la puridad no se cnn >en·e ; ,·cr la sección 9.6). Un neutrino siempre 
tiene suesplnendir«ciónnpuestaa la dc su momcntum(queesláenla dirección 
del movimiento), micnl.ras que un anlineuri no tiene el momentum y el npln 
en la misma dirc><:ción(fig.9-3). S.. dice entonces que un neulrino tiene htlici­
dod(dcsignadacnn /1)ntgaliU<Jiguala ~I yqueunantineul.rinntieneh•liddad 
pos ililJfJ, igual a + 1. S., cncontróeota ¡>ropiedadanaliundn la desintegración 
de piones y de munnes y la desin tegración ~ (ver la s.ección 9.4). Otns particu18ll 
d~espln ! que tienen masa en re¡1oso no nula (como los electrones) pueden tener 
helicidad positiva n n e¡:~liva indistintamente lo mismo que •ns antipartJculns; 
esto e>1.h - ± 1. 

Flr. 9-1. Elneut rlnoyel antincu 
trlnotk:nonhelicldadopuesta. 

Unaparticula y su anti¡>11rtlcula se pueden combinardesapareciendno11niqui­
/{mdost. Su energla total, incluyendo la energ!a en reposo, reaparece en fonna 
de otraspartJcu lu. E n este proceso es necesario i.atisfacer varias leyci decon­
servación. Por ejemplo, el eleclnln r y su antipartlcula el pos.itf!ln e+ se pueden 
aniq uilar emitiendo fotono:s; este proceso se denomina aniquiladón d• paru dt 
t lutrone.. Si 1u.aespine1son opuestos y su momentum angular relativo es cero, 
el proceso es 

r + e+->-2y, (9.1) 

S., emite dos fotones por la conservació n de la energía y del momenlum. Si el 
elecl n\nyelpos.itn\uestánenreposoenellaboratorio(quecoincide entonces 
con el sistema C de referencia), la energla to ta l disponible es ~el = 1,022 MeV 
y el momentum total es cero. Si se emitiera un fot(ln de energla Hy ""~ 
lendrla un momentum p., = Ey/C - Zm,,r y se ~iolarla el principio de consen"a­
ción del momentum, ya qu e el momeutum inicial es cero . Para conservar la 
energla y el momentum deben ser emitidos dos fotones igua les en direcciones 
opues1.&$. Cadafotóndebe tenerentoncesuna cncrglaiguala~ - o.511MeV. 

Se oh""""ª fotones de esta euergla cuando los positrones emitidos por una sus-
1.&ncia con radioactividad ~· atra,·iesan la materia. Tamb i~n se debe conservar 
e l momenlum angular y si el electrón y el 110filtron tienen sus espines en direc­
ciones opuestas, los fotones también deben tener sus espines opuest.os, lo cual 
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flr. a. 1 • . \t1i<1ull;1dün l"""'""'"''i1m>ll"'. (Fu1ugn¡fja <'Vfh·•la lkl laOOralorla N:o­
da,.•1 ,¡,, lkuokha ~•11.) 

re<¡uien: que U:n¡¡an la mi•mu po larización d reulnr (o que u lén polarizado• en 
dirtcdonc1 J><:rpend lcu lare•). Cuando el ch:ct l'Ón o el ¡10l!.itrón (o am l>M) no están 
CH rc¡IOW en el loboralorio, .., pu~-..le, usan<lo las Jtyt• de conservación de la 
encrgla y t!el momentum, rea liur el cálculo dt la cnt riira y d rnom•11tum de los 
foto nes•n t l laboratorio.:>:otarqu••o laec.(9.\)tatnbiCnsecon.ser.·aLacar¡¡:a. 

La a niquilación prntón ... a tiprotón n un proc•so m•1cornpltjo quc involuct1 
11 producción de vuia1 partkulu, la mayoria piones. F.n la fig. 9-1 se mutsltl 
una anlquiladón d• r5lc t ipo(quc tuvn lugar en una á mara de burbujai), e~ 
ITI'lpondient.e al proceso 

p• +¡;-_,. 4,.... + 4..- t z,.., (ll.2) 

El an tiprotón ind t!ente scaniqui lncon uno dc l<» protonc1 dclga5dc la ei!.mat1. 
Silacargasecon.serva,el nUmcrode pionc1 positivo1debeacrigual alde negati· 
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v.,._ Es dificil decir cwll " d 11 0.mero de rn eso ne5 K• producido1. ya que no dejan 
l.ru.l.1 eo la dmani. El 11 úrnero total de partlculas producido depe11d e de la 
energla disponible. 

lnven..mcnle, 1e puede producir o.imult.6neamf'nte una ptirtku la y 111 antipar­
tlcula. La fig. !l-5 ilu•tra la producci6n de un p.ar eltttn'ln·poslln'ln por un fot.ón 
queentrn enladmarnde nicblaporlaizquierda ; el protuou 

(9.3) 

La traza dd fotón no H vl1ib~ E videntemf'n le, para que"" produzu un par 
ded«tro11u.tl fothnddH•te~run11.e11er¡¡laporlomeoo.i¡uala2m.c"- l ,022 
MeV. Pana que en la u. {9.3) 1e eom .. :r••e la energla y e l momt:'nlum, el pr(ICaO 
(lcbe ocurrir cerca de un nildeo qu e, por • n acop lamiento e lectzomagnéUco con 
e l si$tema, t oman! Ja ener¡¡ia y el momenlum ueccsarios pa ra la constr-adón de 
ambas cant idada. Es por esta razón que la producción de patt1 de electrones 
es mis inttnu. en los matuiales que tienen oUmrro atómico a lto (como el plomo). 
y1 que IOI .ru.mos pro••ttn un 1«1plamil'nto electrornagn~tko mú inknso con 
el pardeetrón-positrón. La produc<:i6n de pare.clect rón icoses unodek>lprin­
cl1,,.Jef. l'•"""'"s •pw dan cu~nla •l e la abM>rd6n de foton rJ dt• a lta. cncr¡¡la e n 

n,.t-<;. l'roduttl6ndeunparel<:<:trón-posllr6n.(Fotograflae<><tn ladc1 Llbono­
lorlo Nacional de Brookha•·cn.) 
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divenoa materi.D.les; (a baja eoergla el procno más importante es e l efecto foto­
eléctrico y a energlu entre 0,1 MeV y 1 MeV lo es d erecto Compton. Ver la 
secciónl.9ylafig.l-19). 

Anil.logamente, .., puede producir un par protón-antiprotón en una colisión 
protón-protón de11 ltaenergi11 conforme al esquema 

p++ p• -+ p•+p+ + p• +p-. (9.4) 

(Este proce!o no es el único que puede ocurrir en una coli siOn protOn-protOn.) 
El grupo de la Univenidadde California uoó este proceso en los e>cperímcnto• 
que condujeron al descubrimlento del antiprotón (ver el ejemplo 9.2). Para que 
el proceso (9.4) ocurra.el umbral de energla cinética del protón lncidente(si el 
protón blanco está en reposo) tiene que oer de por lo mema 5,64 GeV (para 
el cálculodeestevalor verelejemplo9.3). 

Nuestra galaitla parece esi.tr compuesta principa lmente de part.lcul&ll (y no 
de una meicla uniforme de partlcula.s y antipartlculu) y esto la hace estable 
respedo a aniquilación. Empero, nada impide la posibilidad de que otru gala­
xia• eotén compuestu íundamentalmente de antipartlculu, aunque no hay evi­
dencia alguna en apoyo de esta hipótesis.~todnsmodoses interesanteespecular 

tobreloque ocurrirlasiunagalaiciayunaantigalaxiachocaran.Losastrofisicos 
han sugerido que aniquilaciones materia-antimateria con propon:iones de cata­
c14mopodrlangerlacausadealgunuexp l osiones observadasengalaitlasdi$ta.nt~. 

EJl/MPL O •.1. Dl•eu•ión del pO•ilriJnio, que et un siJtem• compuesto de un elec­
trón y un ¡>0s!trón glrando a!r<:dedor de su centro de ma..,, 11milar a l sistema elec­
U"ón·protón del hidrógeno. 

Soh•clO..,Cuandoun po•iltónyuneleetrónoeacerca.n,puedenlormarun •l•tema 
estable cuyos uudos uta<lonart<>s se ca lculan del m!•mo m<>do que los eo\adot 
utacio nario1 delhidrógenotratado1 en la teedón3.2.ReoordandoJaec.(3.7)'"emo. 
que en el euo del po•llronlo las do• partlculu tienen la ml•ma mua. es decir, que 
"'• .. M, ¡>0r Jo que la constante de Hyd~rg oorrespondlente • • R' .. !H. lntro­
dudendoeste valoren la ee.(3.5)conZ .. ¡, .., encuentupara losnlvele1deenergla 
e1t adonarlos Ml po1ltronlo: 

E. - -fn1;- - -~eV. 

Loo verdaderos nivele• de energla nt'n dados par una exprosión "''' compleja 
porqu~ hay que !ntrodudr correcclonel rela tlvi1ta1. El po1itron!o Uene una vida 
transitoria acauoade la ¡>01ibllldaddeanlqu!ladóndelparconlormealaec. (9.1). 
Slelpar•lectrón-posllrón oe rnuevecon n1omentum angular orbital nulo (como en 
elestadofundamentalh)ylo••1pln"ironanUparalel0$(tstado •lnglele 1S),lasdo1 
partkula1 ..,anlquilan eventualmen\eproduclendodo1 foton" ,polarlzado1drcular­
mente en el mismo ien\ldo o p0larl•arlos l!nn lmente en pl•no• perpendicular .. , 
como•• expl!có anteriormente. La vida media del • •lado oinglete u J,2 x 10-,. •· 
SI 1u1 espines oon paralelos (estado tripl et o •s), la con .. rvadón d<:I mornentum 
angularyotra• r<glaJdeJClecclónrelaclonadasconla 1lmetrlade!1l•temaprohlben 
la de1 lntegradón •n dos foton es. En este cuo el par posltrón-olectrón .. u1iq ul!a 
produciendo tus rotone• . En ambos <uos las • ncrglu de lo• fotones deben sumar 
l,022 MeV, queu la energra tot al en rep<>10delasdot parUculasque11e aniqullan. 
La vida media del alado triplete es 1,4 x io-• •· Martin Deut><:h conílrmó la ul t-
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tenclll dd posltronio ~ 1~51. Cuando un hu de poslttona Mm ... ~• t.-"Yb de un 
gu, parte de loo poall.10ne1 fonnl n 6tomo1 de posltronlo an ta di! anlquilUM. Lu 
poslbllldad .. delormacl6n dcposllranloon looatad.ol1!ngleteytrlpleteat6nenla 
proporcl6nla3.Comoen eleat•dotrlpldeelposllronlotlene11 n.vld.am11cbo mQ 
larp, Jl""de internnlr en ruccto neo quhnlcu con los homN o molkulai det ¡u. 
E1 u/que M haobse..vadohaJo~nuro. dapo1ltronlo. EU01"«1mpua \Gl' "acortan 
l1vlda delpo•itronloporqueel p01ltr6n"'puede111lquUar conotro•lect róndel 
6t<1mo o molku!a que tuga t1pln opuuto. Act ulllmente se e11' reallu.ndo un. 
lnwotlgad6nln\en .. sob~ l1"qu!mka"delposltron lo. 

B.lll.WPl.OP_., Elexperimentodetantlprot4n. 

- El uperiment o que Un6 al dCKubrimlento dtJ antiprotón • poslblemt111t 
uno de kl& mh lntera.1ntea en la ftllca de la1 ¡w-tk.,lu fundament.alet. El objeto 
lkl experimento era deleclu p..tlculu que tuvieran urp _,, '/ mlllll ,,,,.. Se hUo 
Incidir 1111 llH de prolollu, •c•le1'11doo ha• t• 6 ,2 GeV en el bevatr<ln de la Unlve~ld•d 
deC.llfomla,11<>bre11nbla nooaproplado 

~¡~~~~~ur.~~:1~' ·:~:'~º~i:~~=i~: 
Mediante un Im án de denetcl6n M, H 
oelecclouron oólo p..tlculu ntpUvu. 
lu .,1ulMpHabanat1'11\'hlk uuaMr· 
t unenelbllnd-Je(tlg.IMl).EnlaBg.M 

:=,!t'::!. d:!~':tr:.::. ';;lt;.u:,~~.:; 
u thtoM!n1Ldotdemodotalque11<>n 
senalblt1"6loapartlc111Htonenerglaen 
unelertolnl•"·alo(ver elapfndlceVll). 
E11tRS,yS, 1&toloc6un1<gundolm"1 
M, dtflector.que hada de1&l6Clorde 
momen t111n, ya que el radio de la tra­
Y«lotl1 H \ab1 B)ado port1 potlcl6n d• 
la. detecto,,.., deíltcl.tndoN hadas, 
,¿lo Ju partlculu con momentum p -
_ ..,,... A ealllll de a lg11nu•-..nt9jHu­
perlment•les que ofrttla, 11e elltll6 el e&m· 

po mq;ntlkopara quecorre1pondle1'11• 
1111 momentum p - 1,19 eev¡e, q"" u 
11,.....lllf.ntemenorqueel q..., tendrlan 
la mayorlade lo.antlprot onual prod11-
clt1t (l,75GeV/e). 

PI(. t-1. Al'l'<!glO up.,lmenUI para 
observarel anUprotdn . 

A lt11vá del Un.in M 1 paubfin mud>H partleulas de carga negatin (K~, r, 11·) 
y 11nospococ a nUprnton"'l(Kt1Um6quel1propor(:l6ntradeut1 antiprot6'n por 
cada 40000 partkulH). E 1'11 nt«U.rlo determinar la vdocldad de LH partkulu 
para lden tltlcar Jos a ntlproton"'I. La .-elocldad de un a ntiprotón de 1.19 GeV/e 
H 0,7&, mient ras que la vtlocldad de un pion del ml1mo momenlu m es 0,99<. l.m 
ddecloru de centelleo S, '/ S, u tabu1 • 12 m uno de otro. E l t iempo neces••k> para 
queun 1nl\prot6nyunplon co n rllH Velocldade1 fuu•ndeS, aS,era5,I x 10-0• 
)" 4,0 X I0-1 1, "'1pe<:t!va mt nte. Por lo tanto, >1: pUIO 5 , '/ 5 1encolncldt ncla "'tar­
dadadem<>d.oquedle1'11n Un l oefl•l oólo 11101 pul11<>1 deS, y S,c1tab•n H pv1do1 
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porllnlnte..valode5, l><IO"º l, i.01ogo, se podla«1nslderar la ob,. rvaclón de u tas 
colncldencl.,. ...,tardaducomo una lndkacióndelpasaje de antlprotonts .SJncmbar­
go,e l londo de m....,ne1era t anlnten10 que fucncoesariotomarotru pruauclonu 
paraelimlnarlascolnddenduu.cidcn!alc1debida1al paoajedc dotplon .. dlferen­
teoporS,yS,cnnunntudodc 5, I X 10-• 1. EI detector de c;.,...,nkovC1 era sen-
1lblc...,lo a parUcula1convclocldadmayorque0,8Cl<yC,...,lo aparUculas«1n velo­
cidadentre0,7.'\<y0,78<.C11andoln1antlproloncollcgabanaloo det ecto...,1 deCe­
...,,.kov 1u veloddad habia di1m!nuido a 0,7& aproximadamente. Por lo t anto, C1 
na era 1enolble a los antiprotone1, pcros1 alo1 mcrone1;en C,•• daba la oltuaclón 
Inversa. EntoncH , para Impedir cuentas upllreas, .. conectaba el det ector e, en 
anllcolncidencla y el C, en coincidencia con las .. ~al01 de S, y s,. E s detlr, lo• 
uperlmentadoressabian queu .. antlprolónhab1aatravnado cl oistemacuando: 
fa) s, y s, ...,glslraban pulso• ...,lardados en 5,1 x 10-• 1, (b) C, no ...,gi•traba un 
pulso y (•) C, ngl1traba un pulso. A modo d• comprobación ad icio nal, se variaba 
el campo magnMlco de M , y ...,lo se rul bfa pulsos cuando el valor del campo co....,S· 
pondla al Uempo de vudo preescogldo para !01 a1>tlprotones. El OXJ>"rimento - n a­
Iludo por Chamberlaln, S<:gr~ . Wlegand e Ypsllantl s en 1955 - tuvo g..,. n h ito 
y conOrmó laexL<lenda del antiprotón . 

9.4 In estabilidad d e las porl iculas 

Los procrM:>s de creación y aniq uilación tratados en la sutión precedeot.e y los 
prooesos de desint.egratión ~tratados en la teCcilm 8.4 wn manifestationes de 
una propiedad más gene"'I de las particula1 fundamcntale!; : su inestabilidad. 
En otras palabras: dadas las co11diciones apropiadas, las parlleulas fundamenta/u 
puedm lran•formarsetn o/rasparllculos como ru ulladode su inltroe.:i611. Pronto 
aclararemos qué queremos decir eon !as condiciones.apropiadas. Las part(cula1 
inestables • ufreo dtsinltgrorión esponló11ca con una vida media bien definida. 
La bbla 9-2 muestra l0$ mOd0$ de desinte¡¡nción y las vidas medias de las par­
tlcu las intst..ab les. F.n lo1 caso1 eo que e1 posible m'1 de un modo de desinte¡¡ración 
se datambién laprobabiliJadrelativadecadamodo. Enalgunu delintegracfones 
apareceoantineutrinos ; es\0 11e debe aunaley deconservación(lade lM lep­
tones) que 1e tn1tar~ en la i;ección 9.$. Notar que sólo cua tro particu las (y su• 
antipartlcufos)S(>nestabtesres~ctoaladWnte¡¡r:aciónespont.i.nea:el fotón, el 

neutrino, el electrón y el protón. De todas las partleula• inestables, la que tiene 
vida media más larga es el neutrón. Esto puede explicar por qu é la materia está 
compuestadeelectrones,protonuy neutrones. Notarque losme.onos tienen una 
vida media del orden de!()-" l (con la excepción del K

1 y el ~") mientras que 
las vidas medias de los barioncssondelorden de 10-'1 s. 

Unacondicil>n necesari a - impuestaporlaconservación delaenergía - pan 
que haya dcslntegra.ción Cl! p-Ontáne.a u que la masa en reposo de la partlcula 
madn M'D mayor que la suma de las muas en nposo de las pa.rtlcu las hijas. 
Además de La energta, &e supone que u conservan el momenlum y el momenlum 
angular. Usamosest.a hip6t.esis como guía al analizar las dWntegracione1 de las 
partlculn fundament.alCl!. 

El muon negativo fue la primcn1 partlcula inestable que~ observó (ver 
la fig. 9-1). Fue descubierto en los rayos e6smicm en 1937. La d e:s inugración 
de un muon siempN: da lugar a la aparición de un electron. Estos dettronc• 
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f!r . 11·'1 . Detlntegn1dón de un mesón ,.-M-gulda p0r la d••ln\egraclón del muon. 
(Fotograflacortcs1adell.aboratortoNaclouldellrookha ven.) 

tie1Kn11n Hpfttnlcontinuo deentrglasimilaral enconln.do"nla desintegra­
ti6n 11 (flg. 8-11), con una enugla cinética mb.ima de 5J M<V. Deduci mos de 
esto1 dQl htchosque ladc1integraci6nd.Jmuonno puede1erunprocnodcdo1 
cuerpos y que se debe producir por lo menos dos pa rUc11lu neutr11 adernb 
del elec:tron. Como la energla mb.ima del eleclrón es mucho mayor que 111 enu¡¡la 
en "'"'*' (O.$ MeV), su momtntum mhimo es 

Pmu .oo E..,., /c - 53 MeV/c. 

Est.e mom•nlltm mb.imo conuponde a Lo. tmiMOn de b1 otras do1 partlculas 
en direetión oputsla a la del dectrófl, debiendo amb.s pa.rtleula1 lle,,.ane un 
momenlllm total de 53 MeV/c. Si la1 pa.rtlculu &011 nu 1lrino1. 111 enffgla total 
es 53 MeV. Luego, la energla total li~rada en l~ desin«gnoci6n de un muon 
es apruxlmad8mente 100 MeV, que et pnl.ctieuncnte la energia en repo10 del 
muon lUobla 9-1). ~ ha !Mdido indt~nditntemcnte t i n pln del muon h 1bi~ndoK 
eorontradoquers ! ; laM:ydeeon~acióndelmomentum angu lar r:aentonu:s 
otro factor que prohibirla la duinttgración de lln muon en un electrón y un 
ncut.rino. nmboseon espln i· l::sta ley ~rm.ite, sin embargo, que un muon se 
dclin tegn en un t le(trOn y dot neutrinos. En con&eeuencia, podemo1 1uponu 
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T A B LA t .! M••o••• • Hlatevaeld• d• l•• • • rtleaJa1 • 

- Neutrlno 
Lep tonn Elect rón 

J\luon 

Sigma 

Omega 

Modo de desintegración 

Estable 
Estable 

... - ...... - +• + ; 

.. •-..¡o.•+. 
_,.e• +v 

,.._T+Y 
-r +e•+r 

K • -+I'" + • 
........ + ... 
..... 2,.•+ .. -
-+•<"+e•+• 
...... ... + .... ·+· 
........ + 2"' 

Kº-+ "-"'+e"+ • 
-+ 1'-"'+i<"+ • : ;,:..+ .. -+ .... 

K'·:::2:,+..--
'lº-+y + T 

_,. ,.• + r + r 
- a .. • 
- .. ·+..-+ .. • _ ,.. + .. -+y 

n• ..... p • +e·+; 

A'-+ p ' +,,-
- n• +,.-" 

l:•-+p•+ ... 
_,.,.•+ .. • 

l:º-+ A'+ y 

n - ..... A ' + K · 
..... ::::• +..-

Probabll!dad 
rela tiva, % 

•OO 
~10--4 

" ' 
" " '·' ... 
"' "' " .. 
'" 11,3 

" " 
" ij 

" .. 
" " 

(9.1 

Vida media , s 

1,80>< 10 ... 

f----

8,56x lO-< 

6,0x 10-u 

7,0 x l O* 

1,76x l0·" 

2,0 x !O·•• 

t,2 x 10-1• 

•Pano.obtenerladeolntegraclónde hu antlpartlculas,roemp!a.zartodulaspartlculu 
por a ntlpart1culu en a mbo• mi u n bro1 de lu ecuadonei. 
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coa fundamento que se puede n pttsentar la desintegración de un muon negativo 
mediante el modo de desintegraci6n dado en la tabla 9-2. 

El picm íue la partkula que se observó a continuación. Fue deaeubierto en 1946 
en emubiones fotognlficas especiales (ver el apéndice V 11) expuestas 11 101 rayos 
cósmicosy producidoartificialmente pocodespués (pormediode protonesace­
lerados en el oincrotr6n de Be:rkdey). E l físico japonés Hideki Yukawa habla 
pred.ichoen19351aexis1"nciade estaparticulapara explicarel cortoatcance 
de laafuerzas nucleares(ver la sección 9.8). Los muones que resulta n de ladea­
integraciónpióniea tienen llistemáticamente una enuglacinét ica fijadealttdedor 
de 4,l MeV, locualindica que dichadesintcgración es unprocesodedos cucrpos. 
En ccmsecuencia podemos suponn que en la desintegración pi6nica se emite, 
ademb del muon, un ncutrino en dirección opuesta. El mornentum de un muon 
con la energla cinética mencionada es 29,5 MeV/c. y éste debe ser también el 
rnomenlurn del neulrino. La energla del neutrino es entonces 29,5 MeV. Por lo 
ta nto la energla total !ib.erada en la desintegmei6n de un pion u 105,7 MeV + 
+ 4,1 Me V + 29,5 Me V = 139,3 Me V, que concuerda apro:Umadarneitte con la ener­
gia en reposo del pion: 140 MeV. Podernos suponer enlonecs que el esquema de 
de•integraci611dclpion e$ clqueseindicacnlatabla9-2. Concluirnos de lades--

¡ : . . ~ 
p.:-
.,-}, . 
1 

Muón "d< 43 .'ol• V 

PI~. 11•8. D•sinleg,acl6ndel ruc56n I{ en lre• pionu(modo <).(Fotogratlacort .. la 
del Labo ratorio Nacional de Brookhaven.) 
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Ft r . 0.9. 1->eol ntegraclóu dd rnt•ón K t ndo1 piones {modo e¡. [Fo loM•9flo cort csla 
del l.:o bora\orlo Nuional de Urookha\•tn.) 

integnicil>n•<' - •l'• + •q11eel ei;píndtl pion tsttr00 11no.Elanálilisdcolrol 
procHO& qut Involucran piones indica que ti espln es O. l.a n11. 9-7 mutslra Ja 
dtsint~¡rraci()n (tn una d 1111ra de burbuju) d t un pion t n un muon ll'llu.ida 
por la dtsi nugración delmuon t nunelcctrón. Losntutrin o111roducidosnodejan 
traz.a. l.aob.ervuión deutosevtntoidob!Qei; muy comian. 

Ani logamtntela lig. 9-3mutatno la desinugnicióa de un kaón en lrts piunes 
en una emulsión lotogrillu. Et anitis.is dt los morMnta de los tres piones de­
muestra qut t n est e proceso no hay emisión dt oLn.1 partkulas ne11ln1, loc11al 
ti co1npatlble con la1 lcyc1 deconl!'tvlCi<ln del momcnlum y de la ener¡¡la. l'or 
otrolado. Ja llg.9-9mueslra lades.integracióndc unkaón en unpion u rgado 
y uno neutro. La íig. 9-10 mut1lla un proccao rda complejo en d cual hay iniciaJ.. 
mtnle un11nlquilati6n protón-1n tiprotón qut da lugar 111na .erie de partk11la1 
quettdesintegranposteriormeole.Se put dtupruar elpro<:aocom pltto mtdiank 

p·+P--il•+t...- +A' 
-r+A• 

L ..-+¡¡-

(9.5) 
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·V-
,-

1 
1 

1 
1 

/:¡o 
I 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 

t'l!f. &· 11). l::vcnloslnicladut µorunaanlqullullinprotón-antiprotón.(F'o tografla 
cortosla del Laboratorio Nacional de Brookllaven.) 

Cada pf0«$0 ha sido verifieado cuidad05amente por medio de las leyes de C<ln­
servación de la energla y del momentum. Esta verificación permite identificu 
1a1partlculasneutras,que nodejantra,za1. 

La producción dcvariH partlculu nuevas en una colisión dedospartlculas 
de alta energla es otni maneni en queae manifiesta la inestabilidad de una par­
Ucula. Por ejemplo, en u.na colisión protón-protón pueden ocurrir 101 siguientes 
,~, 

p•+ p•+ ,.o 

p• + p • ... 
" p•+ n + ,... 

(9.6) 
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.. \f\F .. 
.. 

!>' •• 

l'J¡. &- 11. Evcntos lnlci3dos ¡>0runa collslón K--p.(l'otograrlacorte>ladcl J,abo· 
ratorlo Naciona l de llrookbaven.) 

Notar que tn ambos cuos se produce un pion. La colisión protón-protón u el 
procesoqueseu~aparaproducirpíonestnabunda.ncia enellaboratorio. 
Si unode losprotoneaestáenrepoi.oenellaboratorio,elumbraldeenerglade) 
otro protón es 300 MeV aproximadamente (ver el ejemplo 9.3). A encrglas ma­
yores pueden producíne otras partleulas. tal como un par protón-antiprotón. 

LB fig. 9-11 ilustra un proceso má.1 complejo en el cual la colisión de un K-y 
un p+ da lugar a variu partleulas que postcrionnente sufren desíntegraciones. 
Se puede describir el proceso compldo que se obser va mediante 

K- +p+-+2L-+ ·e:: r 
r+A• 

Lr+p• 

(9.7) 
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F:IJ. 11-1:. Eventos Iniciados por un protón do 101 rayos cósmicos que chl>CI. con 
un protón de la atmóalera. 

Lu coli&ionea onrn partlculas a altas ~erglas 110 oon =looeu el,sticu. Ya no 
M: puedeconsiderarque lu partlculasM: c<Jmporta.ncomobolu debillar,locuRI 
e1 uoa apro!tlmaciónüti111.bajuenerglu. 

MuchOll de los procesos en que io~ienen part.lculllll fundamentales han sido 
obll't'Vado1 en 11>1 roy<>• .,.j•miw., ea de<:ir, d Dujo de partlculas (protones en 1u 
mayor parte) que caen .obrt la tielTll como n:sultado de Lo1 proceaos nucleares 
queocurreo en el w l yenotntparUsdelunivel"!o.Las Jl"lrtlculu de lo.rayos 
c6amicos inician una uden.adettae<:ionea cuaodoiottractúan con Los núcleo. 
en ta alta atmóelen. La !lg. 9-12 muestra una de tales nae<:iona Esto. pro<:eao 
contim1a hasta que nohayenerglasufldenteparaproduci.rnuevaspartkulas y 
ll>loquedanpartlculu eatablea. 
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EJBMPLO 9.3. CAicuio de l umbral de cnergla para un proaso en d que un proycc­
~!.":.~ c<>n un blanco en ""poso en d laboratorio dando lugar a >'aria$ parUculu 

Sol..nó"' Llamando P, y P, al proyecti l y al blanco, y P1 a !.u parUculas ""•ultanteo, 
podemos uaiblr 

P, + P,-+ ~,P,. 

Sl d momcntum de P1 es p •n el 1lstc ma do rderencla L, su Mersla tota l u 
cYm,'c* + p'. Como P, está en reposo en el sistema L, su encrgla tota l es ""'"'· La 
enuglatotal cn el sistema L •• cnlo nocs 

E - c~+m# 

y e l momentum total e1 p. En e l 1lnema de referencia C el momentum de lao dos 
parl.lculas •• .,.n:>, edo e• , p' - O (ver el apfndicc J). Llamemos B' a la enersta total 
del sistema en el marco de rdnencia C. lkb!dn a la r<:laclón energla-momentum, 
tacanUdadl:.,._,,.p' u invariantefrentcaunatransformacióndeLnronlzdeun 
•i•tema Inercial de r<:fer<:nda a otro. Luego, recordando que p ' - O, tenemos 

Lu leyes d e conservación de la e nergla y del momentum r<:quieren que despu~s 
que el P'º""'º haya tenido lugar, laenugla lotal de los prod uctos e n el s ist ema C ""ª" a~n B' y que el momentum tot al sea cero. Evldentemen1 e , l• energia mlnima 
necesarlaparaelprotesoco rTC•ponde alcasoenquetodas las partlculu esUnen 
reposo en el ai.tema de rderenda C, de modo que la enorgla total en ese si•tema 
es B· - L•"""'· Sustltuye ndo vlllor<:s en la ecuacllin prr ceMnte obtenemos 

Pero 1! E. u la energla dntllca MI proyccUI en el sistema de ttfcre ncia L, se llene 

c~- E. + m,,,s, 

~u~~~~r:ndo esta upr<:sllin en la ""uaeilin pr<:ceMnt• y cancelando el factor comUn 

Luego, 
B. - -QMf2m,, (9.8) 

donde Q - (m, + m, - ~m,)c" y M - m, + m,, + ¿m,. La ce. (9.8) da la energla 
clntllca mlnlma que debe tener el proyectil para que ocurra"" proceso dado. SI Q 
es posltl\•onohayumbralde energlacinétlcaylaenuglaenreposode laopar\lculu 
i~idalese1suftdentepara produclrlasparllculasftna lcs. Sólohayumbralde energla 
~:.~ :• negatl•·o. llu•l raremOJ c!empleo de la ec.(9.8) a plicdndolaado1 casosespe-

a) UmbMI para la producd6n d~ '"' pion rn una coliridn proldn-pl'Ot6n. 
ra ndo un pion neutro tenemoo que p• +P' ->-p* + p• + tr!', Luego 

Q - - m-"', M - 4m0 +m., y m, - m., 

E• - m.<'{~o +m.) - (2+~)m.c' "'29QMeV. 

Paraunploncargado sc obtlene un resultado análogo. 
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b) Um/mJI paro /<J produn:l6n dt un "111/pr0l6n •n uno t:oi/Jldn pt'Ol6n-prGl6n. 
El P~llO a ahora p• + p • - p• + p• + p · + p-. Tod.1$ las parUculas t ienen la 
ml1ma masa m,.. L11q¡o 

m, .. m,., Q •- 2m,.e', y M - 6m,.. 

lo cual d• ¡iarael umbral de e nergb, 

E• - (lmr:'J (8mp)/2111p .. 6m,,.. - 5,64 " 10' Me V - 5,64 ~V. 

llJl1Ml't.-O 9.~. Dctuminadón del momento magnt Uo:i dd hi perón ''°· 
'"'1ww .. , O.scriblnmos ahon1 un npttlmento inlHnante que llu1t"" las tknlcll 
que .., ttmplean pani det•rm lnar lu propiedades de las partlcula1 fundamentalts. 
Nos 1'f-fert mo1 a la medldón del rnorrn:nto magnético del hlpenln A•. El mHodo, que 
ti 1lmlla• a l utllludo para M termlnar el momento magntlk:o de cualqu i. r ll.lperón, 
conlla de lru dapas: (•) producción de un hu polarliado de ,\', (b) p&$0 del h u 
polarludo a travk de un <a mpo magnt\ll"<> lnt.,nso qu e produce un cambio en la 
d!"'cdón del momento magnt tlco , (e) medición del Angulo do rotación del mome nto 
mag,.t11co. 

Se h an rcalludovarlostxptrlmentooparaanallur ladnlntcgracló n en un can1 po 
magnttlco de los 1o.• J>Glarludos. Oncrlblremo• • I que se rullzó e n 196-t e n ti CEHN 
(Centro Europeo par. la ln vutlgadón Nuclear). Un hu de pionn negallvo1 <kl 
oh..,rotrón protónico del CERN, que tlene11 un motMnl um de 1,05 Ge \ ', Incide ..,bff 
un bla 11Ct> •l~ pnli~liknn(nit. !l-13), donde l ~nr lugar la tta«l<ln ,.- + p• ..... 1o.• + K•. 

~;:~~~2~~... ""~·-·"~" 
lL yzr-- -~ p · 

l>i,..oclún P"'""''1io u 11 ~ < U • · - :.. . :--..;: 

r.::.:"c: :1 ·~- • // ·--;:--.... 
l)IO<'ttl6np........-<k /!1 0ft 

t••~.~~·~=~ . 
lle <mblol• d<I piOll el& 

d,.ln l<Jrati6n<n•l ol>l•m• 
CM d<I lo.') 

i'l,. 11.11. Diagrama esque rn i llcu d• I experimen to ¡)Mf8 determinar • I momento 
m•gnttlco dello.' . 

Secllgcel momc n1Um demodoqucco,.,...1ponda• l• .energla paralacuallaoecdón 
efleu. de la reacclótl •• m6xlma. Como la e nergla de la partlcula ..- "'' """'ª dd 
umb .. I de enugla. 0,78 Ge\' (wr la u. 9.8), el 1o.• 3• el K• te produCt!n priMlpalmente 
hada dd• nte raJ)tclo • I laboM11or10 porque nUn pt iktlcamenle cn rt po$0 en ti 
1lotem• de "'fcrtncla e del proceto. 

Lo1 ,\' eo\6 n fu~ rlemente polubad.,., 1icndo 1u eopln S normal a l plano dt pro­
ducción (e l plano d•t•rmlnado por 1H dlreccloncs dt movimiento tl• l ,.- Incidente 
y tl lo.' r01ul t anlt). Se hace que lo• A' producidos e n un ' nsu lu u 1\"' i s• y 23• ..... 
peclo a la dirección de Incidencia Pª"'" a trav~1 de un u rnpo magnttlco inte nto 
dt UT, perJ)tndieular •'"'y.~. 
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Según la ec. (7.5), el momento magn~Uco del¡.,• se debe ncrlblr en la forma 

MA - gA(t/ZmA)S, 

(9.4 

donde 9A ••La razón glromagn~tlca. del A'. Empero, es costumbre escrlblrd momento 
rnagnt lleo del siguiente modo 

y la cantidad que se busca. Cltperimenta lmente et l'A - \gA(mp/mA), que da el mo­
mento mognétlc<1 del A' en magneto ncs nucleares. En prcs..ncia de un campo mag­
ntUeo hay un torque T - MA • 'll, por lo que la ecuación de movimiento del c1111n 
es dS/d! - T, o sea 

4f¡ - l<A(•/m~)S • 'lJ - - ¡>A(t/m0)'lJ • f<, 

y s Mectlla un movimie nto de prcc.-slón alrcdedor de 'lJ con velocidad angularº 

0 --l'A(</mp)'ll 

Si1<A•• ncgatlvo,la11r<<cn ióndcsalrcdcdordc'J:Je1enel tcntldoind!cadoporla 
nechaA enlang. 9-13yensentldoo11ucsto 1l 1'At1po1itlvo. Des11u~1de unt t.< mpol 

el c¡p!n s ha rotado un bgulo e - nt. SI 11nla velocidad dol A' y /la di•ta nda 
que se mueve en el campo magnMl~o, \enemM 1 - l/11 y por lo tanto 

(9.9) 

~~~~~· 11 se puede medir B, es posible determinar I'" en lunchln de eantldadc¡ cono. 

En la pr~ct iea, l• parte mh tntercs.antc (y dificil) dd ex perimento es la medición 
deB,que requierelodetermlnacióndeladlrccclónde SdcspuhqueelA'atravles.a 
elca.mpomagntllco. Se puedemedlrel,nguto6observondoladlstrtbudón a ngular 
de l03 productos de la desintegración del A•. Se coloca una plladocmul•ionnfoto­
grAllcaten la dlrccdón del haz de A', como se mueuraen la llgura. Muchos A'se 
detintegran e n las e mulsiones conforme al proceso A'-+,..... + p•. Como amboo 
productos de la deslnttgración lle nen carga, dejan trar.•t en Ju e mul •ionH. 

En ta dulntcgración .\ •_..,.- + p• IM pionn ticnen una distribución anl.sótropa 
(aunque1!mtl riea)resputoa la dlrocciónde8ene1 sl•lcmRdereft renciaC dcl A•. 
S! t e1 el 'ngulo entre el momentum del "- y 8, 1e encuentra experimentalment e 
que la dlotribución angular de..- en e l Si> lema C del A' U propotdonal a 1 + k COI t 
quc tlenc unmáximopronunclado cnladfrccdóndes.Luego, a nallu.ndoladl1trt­
buciónangulardelo1plonesdeduintcgraclónenunhudchl1>"rone1 A1polarludo., 
1epucdedelerminarladirtcclóndopolarlzaciónde losA'.quecs l1dlrccciónde 1J, 
yobtcncrdec1\aform acl6ngulo&. Luego,aplleandolaec.(9.9) .. puedehallar~ A· 
Para.reallzarlosc, lculo1eo precl1oeon1lderarculdadooamenteunlldade1refertdu 
a lM 1iolemas de rdercncia del laboratorio y del un\ro de mua dol A'. El v.lor 
obte nido en el CERN foe l'A - - 0,5 ± 0,28 magne1one5 nuci.ares. El valor predl­
cbo teóric• menle 1obre la ba .. de la teorla dc G<.IL- Mannllama da"caminoóctup!e .. 
( .. cclón 9.8) es - 0,9.'. magneto ne• nucleares . El momonto magn~lico del A' fue 
medido a nteriormente en Brookha ven, en Argonne y en la Unlvenldad de Call lornl• 
empleando mModo• bastanto parecld .... Lo• rooulla dos lueron, ttsputlvamentc, 
- 1,.'. ± 0,5 mn, O ± 0,6 mn y - 1,39 ± 0,7 mn. La m•dlda mú reciente (1966) 
realizada por Hlll )" colabor11dott1 en t i Lnboratorio de Brookhav• n u -0,73 * 
± 0.16 mn. 

• O.bulomoa of<du"' el dlculoemplnndo lo mec6nlco r<la\lvbto o <ao .. do las eB<rglu 
lnV<llu.,..W.Slnemoareo,usam"",..,...tlmpllll<uunalculonor<l•Uvlot• qucd••lraullodo 
oorrttto (en Jo que ooncl<rneal ~olor den¡ coondo •l A" .. mueve perpondlcWannenteo'll. 
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En todos los proceso• tratados en la sección precedente, se ha encontrado que 
las$iguientes leyesdeconxrvacWn1onválidus.innupción: 

(1) conservación del momentum 
f.l) conservación del momentum angular 
(l)conser1aci6nde laenergla 
(4)conservaci6ndelacarga 

Dentro de La1 limitaeione1 impuestas por tttas cuatro leyes de conservación, 
las part.Jtula1fundamentales se pruentan a primera vista como un grupo des­
ordenado de entes fü.icos que t ienden a translonnane unos en otros sin orden 
aparenl<! alguno. P<Hlemos comprender, por ejemplo, que el dectrón y d posit.ron 
seanestablesporquenohayotraspartículucargadasmblivianasenlas cu.ales 
puedan desintegra™' sin vinlar la conservación de la carga. Pero, ¿por qué el 
protón es estable y porqué no se des.integra, por ejemplo, confonneal esquema 
p• -+ " ' + ~?¿Por quéciertosproceios-tale!Jcomo y -+ e- + p•,A0 -+¡i- + ,..+ 
6 ir + p• -+ :i:;+ + ,.+, que cumplen aquellu leyes de c11nservaci6n - no ocurren 
en la 1utu..,,lei:a? ¿Por qué tienen !as partlculu un espectro de muas un tanto 
arbilrllrio? 

La &ituación es anAloga a la de un alquimista de la Edad Media tratando de 
comprender las reacciones qu!micu sin oonocer la estructura atómica o mole.:u­
lar. Los lisicos de hoy est.án tratando activamente deencontraralgím orden en 
este caos aparente. Afortunadament.e, se ha introducido un cierto ori:leo con el 
dueubrimiento de nuevas leyes de conservación que se pareceo mflll a La ley de 
oooservación de la carga que a las otras tres. Estas leyesaon: 

(5)conservaciónde los leptones 
(6)eonservaci6ndelo1 bario11es 
{7)oonservacióndetisospio 
(8)oonservaciónde laextrallei:a 

A continuación discutiremos brevemente cada una de estas leyes. 
Los datosexperimcntales llevaJ"(ln a la conclusión de que le» mesones y los 

fotooes(y,engeneral,todaslasparticulasdeespln06\) se puedenproduciro 
aniquilarcncua lquiernUmero(est.aesunade lurazonespar111Jamarl03 bosones). 
Por d contrario, 1113 leptones y los bs.riones están restringidoa en cuanto al nu­
mero que se puede producir o aniquilaren un proceso individual. Por ejemplo, 
el proceso de producción de pares electrónicos y ..... e-+e•, en dque dos lep­
t<mes - uo clectrón y suant.iparticula, un po1itrón -se creanapartirde un 
fotón, es po5ible. Pero no ocurre el procuo de producción electrón-protón 
T-+r + p~. que cumplirla !as cuatro primeras leyes de conservtción. En este 
procew (que no se observa) aóloseproduceunJ, ptónyunbarión.Sonloshechoa 
experimentale• de estct.ipolo•quedan lundamentoa lacuartayquiot.aleyes 
deconwvación. 
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Conservación d e tos leplon es. Introduzcamos el nümuo cuánli1:11 l~pl6nú;o 
ddinido como 1iguc: E - + 1 para la. partlcula• leptónicu y .e- - 1 para las 
antipartlculu lept6nicu.. E l nilmeroleptónico de lupt1rtleu la1que noaon lep­
lones es cero. Luego: 

ti m1m•ro l•pl6nico /ola/ ~rm~ con.ton/• fn cualquirr prrxuo. 

Consideremo1 algunas ejemplaa : en el proceao r-+e- +e• ti número lept6nico 
del primer miembro es E - O y d del i.e11 undo es 12 - l - 1 - O. Por el contra­
rio, en el pro«:IO T-+ e- + p•, que no H obten·•, tenemaa E - O t ll el primer 
miembro y 2 - + 1 en el i.egundo por lo que H viola la coni.el"\'aci6n de los 
~ptonea. La ley de conservaci6n de los ~ptones requiere que la ec. (8.14) H 
escriba en la fonna 

n--p• +.- + ., 

e - o o + 1 - 1 {9.10) 

para &Kg:unr que el número leplbnico tQtal 11n cero en ambol miombl'OI- Asl 
también, la consen·aci6n de los leptones rtqui(fe que e" la des.integ:raci6n -­
H emita un nntineutrino y 110 un ncutrino. También debemos escribir la te. (8.17) 
tn la lonna p • +; -+ n +e• , con ulO nilmero leptónico total í! - - 1 en ambos 
miembros. "- por esto que en el experiment.o de eo .. an-fleints {ejemplo 8.6) fue 
un antineulrino lo que te dettctO. Not.air que en Ju ecs. (8.15) y (8. 16) para la 
dtsintegraci6n ,. y \a eapt.uraelectr6nica ts neca.ario un neutrino pan u t»­
facerbconi.ervaci6nde lo1 leptones. E"'amlnandolose"luemas de desint.egnci6n 
delatab!a9-2,el ea tud.ianl.edeberlaveriflcar en cadacaso laleydeconservaci6nde 
l01 leptone1y juotiflcarqneae indique unantineutrinoenalgu11oscu01. 

Mencionem01al pasarque datoooexperimentalesrecicnt.u( l962)parecen1uge­
rir que lo:l neutrinos que resulta n de la deúnt.egraci6n de piones no son idénticos 
a los produd dn1 en la dtsint.egracilln de muonrs o t n la desintcgnicl6n ,._ 
La flg:. 9-14 muestra e.quem• ticamcnt.e el experimento re• l~ado por un ¡p-upo 
d~ la Univcnldad de Cnluinbia utilizando el acelerador de gradiente alternado 
dd Labor.torio de Brooklla\'en. Se expuro una dmna de cllispas ruertemcnte 
blindada a l01a11tl10eutrinaamultan ltt de lade.int~ci6n pi6nica "• '!'' + ;. 

BlllMloJo 

~~ 
Olagnom1 e¡.quem• Uoo del uperimen- c.nuo¿~_::::1•P"• 
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Lospioneshabian sidoproducidoshaciendoincidirprotones dealtaenergla 
sobre un blanco conveniente. Si los ant.ineutrinos quechocaban con 101 nildeos 
en la o:Amuade chispas fueran idfolicos a los producidos en la desintegración ,s, 
J>Odr!Bnprnduciruna de tassiguicnt.esreacciones : p• +;---o-n + é•óp•+ ; ..... 
..... ,,+.,•. Porelcontra rio.sihubieradosclasu deneutrinossól<>la ,¡egundareac­
ción estarla p<:•rnitída. i}espués devarios dias, d uranteloscualcs oeutim6que 
10" antineutrinos hablan atravesado la dmara de cltispas,"" oboserv6 cerea 
de 50 procaos en Jos que se producían muoncs mientras que no .., observó la 
J'feM!ncia de positrones. Esto sugiere qu e la primera reaccilm es!A prohibida y 
que los neutrino1producidosenlade1int,,,gracil>rtpil>rtica no son l0$mismosque 
los p roducidos en Ja d"'5integración ,s. En cons«uenci.a, adualmente se acos­
tumbra es<ribir 

..- ..... !'- + ••. ,.. _"". +~ •. 
"- ...... -+ •• + ;.. " ...... ;;. +;. + ... . 
n - p++e-+:;:.. p• -• n +ii++ ... . 
p• + ;.- n+ ii+. p++:;: . .... n +I' .. , 

dGnde •.designa elneutrinoaM1ciadocon elmuonde ladC$in1.t:graci6ndclpion 
y..., el nociado con el electrón en la desintegración dd muo" o el nucleón. 

Cu1U1enmci6>1 fle lmi bario .. es. lkliniendo " n númtro cu<intioo boriónico b 
tal que b - + 1 para todas Ju putkulas baril>nicas, b - - 1 para todas las 
antiparUculas bariónicas y cero para todas las partkulas que nG "°" bariones, 
podemos decir que 

d número bori6nico total permw•~• oonslonlt '" cualquier pt1XU4. 

El estudiant e puede vcrifiearquc se cumple esta ley en lodos los procesos 
mencinnado•en que in lA.lrvienen bariones, tales com<1 las eca. (9.2). (9.4). (9.f>) . 
(9.6) y (9.7), y los esquernas de des.integración de la tabla 9-2. Como el protón 
u elmb li\'ianodc todos los bariones,su des.integraciónenpartícu las máslivia­
nas (que n<1puedcn serbarioncs)violarla laleydeconservaci6n delosbariones ; 
esto explica por qué ~l protón es una partlcula estable. Entonces, el mundo en 
que vivimos es en cierta medida d resu ltado de las leyca de consen·ación de los 
leptone1 yde l<1sbariones. 

ConservaclóH fiel isospln. En la fig. 9-2 las part!cula. y autipartlculas cst.lln 
agrupadas conforme a sus muas o energlas en reposo. Si eon!lideramos .Wlo las 
partlculas afectadas por las inkracciones fuertca {mesones y bariones) notamos 
que forman mu//iplúa, esto eo: &inglete(>¡•, n-, A"'.>, doblete (K • y Kº, p • y n•, 
Eºy S-)ytripletes p .. "+, :i:• y i:-, ,.., "ºY..--).• Estosugierequecaraetericernos 
cada multipleto! con una cantidad ~llamada i101pfn , tal que 2, + 1 da el número 

' Comotl"' 0> ldénlk:o o•uOJ11lp&rtlcul.a,bo • ldoroloclldo•n<lcentrod•ldlogram.oy .. 
d<1>econ01d•to••lconjuoto,.•,,,.,,.-dcunm<>do<o~l 



Par//cu/Qt! {undQllWl/a/c; 

~i· '"º~~" K ',K1 1 (!, - !) 
~· o o 

Bor/fJ11u 
p',n 1 O-!) 
A' O O 
I:• 2:1,I: 1 ( 1,0,- 1) 
;;•,e- 1 (!,-!) 
o o o 

•Lantrai'l .. aylahlpercargade!aspai-ticulasli•n•n • lgnos 
opuestos a lo• de las coruspondlcn\es patUculas. Se designa 
frecuentemente a los mesonet y lo• bariones con el nombN: 
gen~rtco de ho.drona. 

(9.t; 

de partlculascncada multiplete. Es decir. que ~ = o,;, 1, ... para lostripletes, 
los dobletes. etc. Usamos la palabra "is05pln" porque &e refiere a partículas que 
tienen prácticamente la misma masa y espln y ocupan por lo tanto cl mismo 
Jugaren una escala de mas.as. • Podemos notar que tiene cierto pancido coo un 
morncntumangularJ,quepuedetener2J + l orientacionesenel espacioearac­
terizadasporunvalordesucomponente Z,J.,yéstaes laraz6ndelaralz"esp!n" 
en el nombre de~. PodernOfi en tonces considerar que el isospln ~•un ,·ector en 
un cierto espacio representativo llamado espacio del isospin. El vector tiene una 
longitud ~)y tiene 2~ + 1 orientaciones po!.ibles respecto al eje Z, las 
cuales corresponden a los valores posibles de su componente Z dados por ~. - ±~. 

± ("<-l), ± {'<- 2) ... Cadaparticuladeunmultipletecorrespondeaunvalorde<, 
as.ignado en orden de carga decttciente. Por ejemplo, tenemos ~. = + t para !~ 
protonQ y ~. - - t para los neutrone$. Los multipletes de parUculas y los de 
antipartlculas tienen el mismo isospln ~ pero valores opuest~ de ~ •. La tabla 9-3 
da el isospln de Jos mesones y los bariones. 

El Uospln total 'f de un sistema de parUcu!as ae obtiene sumando vectorial­
mente los isospines de cada parUeula, empleando las mismas reglas de adición 
que para el momentum angular (sección 3.S). Considcnmos por ejemplo el sis­
tema p• + p•. Las dos particulas tieneu ~ - i que u puede sumar para dar 
un isospln resultante 'í ,.. l 6 O. Pero corno 'í, - 1 + i - l, el sistema de dos 
protones con-esponde nccesariarnenle a 'í - l. En cambio, el sistema p• + n 
tiene 'í, - i - i - O por lo que el Uospln total puede &er 'í - 1 6 O. An~Joga­
mente, ,.+ + p+ puede tener un isospln total i 6 ~. pero como 'í, - 1 + i - i, 

'T1n>b\tn1<uUHuloonombTttde.,p!nlool>drlcoy .,,,lní..,6pl<0pand ... ribl>.,lo.propledad. 



··~ 
es ne«sariamente ,.. - J. En cambio ,.• + p• y r + p•, que tienen 1'", - ! 
y - t n:spectivamente,putdencorrespondu e 'l'" - fó!. 

Pa...,ce q ue la interacción fuerte o nuclear et in~ependienlc de la "'11'11ª· Por 
e jemplo, h.ay una evidencia t l<perimcntal amplia de qu e la U.terscción nuclear 
en10lpa....,$p•p+(T, - + l),np•('f, - O) 
y n n(1", - - 1) es la mlt.ma. l'or 
lotanto,lainln'2e<:iónfuv-tee1inde­
pendiente del valor total de,-, para las 
partlc;u!Qinlttactuantra. Luego, loinler­
OC<"f6n (wrt• mln dN parlfcu/a& de{><ndt 
$6/o de 1ui-pfn/oio/ 'f, 

l'or ejemplo, en el procuo de IÜ$Jlf'T-
11611 

.... + p• .... .. •+ p'. 

tcncmot ,. , - i. que eonuponde necc~ 
.ariamcntc •,. - i , t 11.,nbo1 micmbros 
de la ecuación y la """clón dlcu mtdida nr. 11-1:0. Sccd611 ellcu en fu,.clóH 

:~: :"m~.;_~; ~.111til'~u1C: ~ ~~ +·~~~· (b)~ +~·- aillllonet: 

v1(a), tc11icndounmhimo pronunciado 
1 una cncr¡¡!a cercana a 1<>1 300 McV, Sin embargo, en d caM1 de 

/,.-.¡. ¡i • (dÍSJl"nlón), 

,..-+ p+..,. 
,.• + n (rcacci611), 

tenen1111 '[", - -t, quepuedeeo<T<'$pnndtr •'l" - i6 t .Lasccci6n e ne:u.total 
ob$tn·ada nt.11 rtprco.cnl.d• J'OT la cun ·a (b) de la fl¡¡. 9-15. El picn cnrrupon· 
d.ientta 'l" - i apal'f)U pricücamente 11. l11.mism11.cncrgla queenel ea1<111.11terior 
,.. + p• 01111 igual il()Spln, fl'r<I te llbscn·a un tegundo ¡•ico cerca de los 1000 MoV 
quo.eatribuyea l n tado con'!" - !· 

Comort•ultadodel a11ALi llt de losproceM>se11 que i11tervie11en pa rt!cu lucon 
interacció n fuerte, podcmoa decir que 

ti iso•pln l!Hol K 001>1erva en /01 inlmt«ionu {uufu. 

La tomw:n·ació11 del lsMpln tota l n una ley ri11urou 10la1M11te pani inter­
accion .. fucrt.oa. pero puede ter vi.olada en procuos con intencción clcctromag· 
n~Uu o Mbil. Por ejemplo, en el proceso obKtvado K -+ ,.. + ,..-, tenemos 
,. - i en el primer miembro y ,. - l (¡ O en e l wgundo, de modo que ,. 110 te 

Adcm:IJ de la ley de cu n.en·adón del i1111pln total, te nemos que 

tanto la inluacc i6n fuer le "'1WO la t/tc/romag11'1ica constrvan lo 
oomponmle't",d•IÜO>plnlo/.a/, 
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Esta es una ley rigurosa que st sigue en tod<I$ kis caws y es completamente 
equivalen te a la ley de constn·ación de la car¡(a. 

Conserl'.'oción de la ezl ra il e.ea . Otro atributo inventado para caractcriur 
parliculas •ujcla • 11 interacciones fuerte• C• la u/railc:a '·definida de modo 
que la carga de una parlfcula de un multiplete esté dada por 

q =e{~. + ib + -i•l· (9. 11) 

Los valores de, estándodo•cnlatabla~.l.aspart.lculasylasantipurtlcu las 
tienen extrailcz~ upuesta. La ley de conservación de !a extrañeza requiere que 

la utrallt:a /o/al 5 debe permonectrconslon/een lo• protesosdt­
bido• a las intua«ionu (uu/e y eltclromagndica. 

Por ejemplo, d proceso ,,- + p+ _,. n• - Aº. que satisface todas la1 otras leyes 
de consen·ación, no se obscn·a porque la extrañeza tol•I del primer miembro 
es eern mi~ntras que la del segundn es - l. En cambio, los procesos tales como 
" ' + ¡>+--.. :i;+ + K • y ,,.- + p• - •Aº + Kº si e>eurTCn. En ambos caso• la ex­
traileia total pcnnan.ce igual a cero. Es decir, que en todaslaseolisioncs pion­
nuclelln (sistema que tiene extrañeza cero) los hi¡,..rone• se deben producir en 
pares con extrancza opuesta; este fenómeno se denomina prr>ducci6n asocioda. 
Fuepreci!.llmente laobscr,· ación sistem:lt.ica de la producción ase>eiada dccicrlo• 
hiJl"'roncs loqucdiolacJa,·edeJa lcydc•onsen•acióndelaextrañeza. 

Laconscn·acióndclacxtrarl <""za noesunal<""yriguros.a;)a,interaccioncstlébiles 
pueden violarla permitiendo un cambio de extraf1eza de ± l. En la mayoría de 
las d~•intcgracion es bariónicas (tabla !)..2) se ,·iola la conservación de la cxtra­
il~za. lo cual indica que las desintegraci0<1es Lifnen lugar por medio de inttrac­
cionc• débiles. Por ejemplo 

::.;:- ..... A0 + ,,- ( Ad= + t), 

L ,... + p• <M - - t). 

Los hipcrones no pueden desintegrarse en bariones por medio de la interacción 
fucrteconcon..,rvacióndelacxtraiiczaporqucelQdeesM J'TOCer.oses negalivo . 
E•tu explica por c¡ué los biperoncs se desint•gran tan lentamente (alrededor 
de 10-'ºs)en comparad/In con el tiempo involucrado en su producción oaniqui­
lación tn colision•spormedio de intcracciones fuertes, qnccs dcccrcade \0-D s. 
lle la comparaciónJ.crstosdo•ti•rnpo•podcrnMconcluirque la intensidad de 
la interacción débil es alrededor de 10-" vttes menor que Ja de la interacción 
fuerte. 

Podríamo• mencionar a e•ta altura que la hipercorgo es otro parámetro que 
sepuedeU$8.ren,·eidelacxlrañetaparaclasiflcarpartlcula<;scdefincpor 
)' - b + ~. La tabla 9-l da Jos Yalorc• de la bipercarg~. Se pu~de reem¡, lazar 
la ley de conscn·ación de la extrañeza por una ley de conscr.·ación ..i~ la hiper­
carga, debido a la ley de conser.·aciún de los bariones y a la dclinición dc.}'. 

Las nuevas ley~¡ deconservacilln que hemos introducido en estasccdón puffien 
parecer convenciones m~s o menos ad /loe para explicar Jos hechos experimentales. 
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Sin embargo, el que sean sistemAticamenle aplicables a un gran número de 
situaciones sugiere que tienen un .ignificado füico mAs profundo. Actualmente 
bconex.ii>ndees.asleyes conlas propiedades lisicasdelaspartlculasno se conoce 
bien en t odos los ca.os y constituye un tema abierto de investigación. 

9.6 l 11e«rioncia, s imelrla y leyes de conservación 

El origen de algunu de las leyes de conser;adón que acabamos de discutir se 
remontaaciertas propie<ladcs de invarianciaydesimctria de lo.sistemas flsicos, 
las cualcs considernrcmos brevementea continuación. 

'l'rflslaci611espacia /. Snp<ingarnosqueelespaciocshomogénw yunilorrne, 
es decir, que tiene simet.rla traslacional en todos 1us puntos. !Hbemos concluir 
entonces que un sislcma físico se comportará del mismo modo cualquiera ••B 
su posición en el espacio vacio. Utilizando una terminologla más matemática, la 
descripción de In proµicdndcs de un i.istema fii.i co ai$1ado es invarianle lrenle 
11 la traslación del sistema respecto a un 1istcma de r<:Íettncia. Por ejemplo. se 
deh<l de1cribir una molé<:ula aislada compuesta de ,·arios el...,tzones y n(lcleo1 
exactamente en la misma forma cualquiera sea su ubicación respecto a un obser­
vador. Por otra parte. •abemos que el momentum total de un si$tcma aislado 
es constante. S.. puede demostrnrentonces quc 

lo conscruoción dtl momenlum dc un sistema aislado nsu//a dela 
ÍlllJflriancio lroslacionol de los lt!JtJ que du'1 ibt11 (/ sislemu. 

El sistema puede no esta r aislado en algunos casos.pero el med.iofisico puede 
tener al¡¡uoa simetrla tr .. slaciona l. Coni.idcremos un electrón colocado entre dos 
planos infinitos paralelos <jUe tienen cargas iguales y opuestas. E,·idenlemente 
las condiciones fisicu nocambian si el electrón se desplaza paralelamente a los 
planos. Sabemos entonces que cuando el electrón se pone en mo,·imiento. su 
momcntum parolclo a los planos es constante. (eslo se enuncia comúnmente 
diciendo que el campo eléctrico producido por los ¡>la11os cargados es pcrpen­
dicubr a los mismos). Encontrarnos asl nuevarnent.e qut /u construaci6n dtl mo­
mcnlum m "''º dir«:citin dado ts ctmstcuencio dt /u invariancia truslacionol de 
/iucondiciMts flsicosmuadirm:ión. 

H otud611 P.HJ>aciul. Si suponemos que el espacio cs isótropo(es decir. que 
tiene i.imetria rotacional en cual<juier punto). la descripción de las propiedades 
de un sistema aislado debe ser indcpcndiente de su orientación espacial respccto 
a un i.istema de rcfortcncb dado. CoMidcrernos nuevamente una molécul1 ais­
lada: 13 d<$tripdón de sus propiedades es independlentc de su orientación res­
pecto al observador. Por otra partt. sabemos que el rnornenlum angular total 
de un •ist.t:ma aislado es constante. Se pucde demodrar entonces que 

lo ctln.<ct"IJflci6n dd momtnlum angular de un &isltma aislado ruu//a 
de la invarianeio r/1/aáonol de /os leyu que ducribtn ti sistema. 
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E,Q •lgunos casos el '"tem1f.WCO pu~etenerciert.a simelrla rotacional au nque no 
ali 1isl1do. Por ejemplo, un campottnlral de futnao1 tltnt 1imetria estmca. S.be­
mo. en tonca qut como oon1e<;utncia de la simelrla el momentum angular(n:apecto 
al ~tm de luena.1) de una partlcula que ge mueve bajo la acci6n de tuerus 
centrales a con•tante. Si el eampo tiene &imelrla eill ndri ca, como en d cuo d~ 
lafuen.aqueseejerce11<>breunelectrónenunamoléculadiatómicaoe11eldeun1 
partlcula cargada en un tampo magn~tico unilonne, la componente dd momen­
tum angulu resp«to al eje de 1imttrla es oon1tan te. Lucgo, encontra.mos t1mbitn 
que /o mnurva<:i6n dd momaitum 11119ulor ui un11 diruci6n doda u cons«uU>Cio 
dt lo 1/mtlrla ro/aciana/ dt /<Q tOllditionu fbicru rt1pttlo 11 u.. diruci6n . 

Tinto la lirnelrla tnslacional como la rotacional imponen ciertu limitaciones 
en la íonna matem!tiea de las leyet. fWcu; tm))(ro, cite a un t.en111 que no 
podemos '*"ll"ir nplonndo aqW. 

Traalación lemporal. lnvariancia frente a tru laclnnu temporales lignifica 
que 11 preparamus un '"tema flaico y lo dejamo1 evolucionar sin interferencias 
externu. la evolución"""' la mi1m1 cualquiera Ha t i in1tlnleen el cual lf! lo 
preparó. o en otras palabru, cualquiera. sea el orif!'-n dd tiempo que 1e elija. 
Em¡•leando un razonamiento mb elaborado, podemos demustn.r que 

lo con.Knoaci6n dt lo emrgfo de un ,/.s/una 11/slodo u ton1ttuweio 
de fo ÍllNT/Clllt'ill dt liu leya que deKril>ut d 1i.sltma rufXdo ll 111 
elttti6ndtfori~n ddliunpo, 

esto n, ~))(cto a lllll t ra1lacione1 temporales. Tanto las lcyn de la meo;A nicm 
cibica como de !a cmlnlica IOD invaria nte. írente a tnulacione1 lemporu.ln . 

Trana/ormación de a /oro. La cuarta ley de conservaci6n, la de la carga. 
es1lgoditlcildeasociaren lormaelementalcon unatransformar.i6nde&imetr11 
y una pMpiedad de invarianeia. Podernos demostrar que 

fa oim.KrNCi611 dt /u <!llJ'90 ruu//n dt lo i11wui11nd11 dt liu ltyu dd 
«unpo el<dromo9nili«i (o KO la& ecuocionu dt Monntll) frmle 11 

uno lr11111form(l(:/6n .. dt uforo", 

En ut.e t.uto no podemos explieu en detaUe qu~ se entiende por tram<formaci6n 
de aloro;• un caso &imple de tranlformación de aloro es un cambio en d ~ro 
del potential eltelrico (o ucala r). lo cual no afecta el campo eléctrico o la forma 
de las ei;uaciona de Max.,..ell. Otro tipo de tnnsfonn1d6n de &foro es un eambio 
en lafasedelafunci6ndeond1, 01e1tlniemplaJ:ode +por e"+. Evidenkmentt 
n tono cambialadtnsidlddeprobabilld.adl '4l"quees lacantid.adob$trv&ble. 

Ro lación del Í80.!lpfn. ¿Hay olns O))(tacionea de Jimctrla que es posible 
relacionar con leyes de eonserv1ci6n? Hemos indicado que ti isospln lf! con-

• Vn.porojomplG. Pan<>lokyy l'lollllp1, Cl<1al«itEt«1rl<llJ10,,.¡/,lagnftl1nt, Mgundatdlel~n 
(.-.d~lton•Wt1i.y, R ... dln(I. Ma .... l'l'&l),M<dlift 14 ,I, 



··~ 
lr>Dari(JJlcia, simrlr/a y /tyts de con1u11<1ci6n 

serva por<jue la intcraeción fuerte C$ independiente de la carga. Podemos poner 
cstoen lamismafonnaquflascuatroleyesdeeonservatión anteriore•diciendoque 

el iwspln 1econseruaporquela1 inluaccfon113 fuerlesson inll<lfiantes 
frmle a rotaciOl!u m ti espacio dtl isospln. 

Esta invarfanda signlflca que la interacción debe contener los isospines ,., y ,.1 
dclaspartJculas intcractuantes Wlo en rormas talescomo i ,.,.1 c¡uecsinvariante 
rotacional, pero no en la forma ~,,T,. que na lo es. Desafortunadamente no po­
demos extendem0$ m;U acerca del •ignificado matemático de Jos enu nciados 
anteriores. pero es evidente la analo¡¡ia con la conservación del momentuman­
gularcn uncarnpodcfoerzu centralcs. 

R e/lezi(m ile la carya. Las inlrracr;fonu rlulromagni/ica y {u<rle son inua­
rianlts fruite al rermpliuo de todw /asoor~' por /a1desi9Mopuu/o(estoes. 
q --..- q): e•ta OP"faCión so: denomina rrfluiQn de la carga. Se pue<\e demostrar 
que esto conduce a la consen·ación de la componente Z, '[,.del isospln total 
en dichas interacciones. 

Todavía nos.: ha asociado unapropiedaddesimetrlao unainvariancia simple 
con la conservación de Jos leplnnu y de los barion.,.. Hay, ~mpero. tres opera­
cion...s más de simetría que son de ¡¡ran importancia en el comportamiento fun­
damental de Ja materia. Ellas son: la paridad I', la conjugación de carga C y 
la i1wcrsió11 del ti<·mpn T. 

~
, ,:------- < ; {0 
i \[y. ~.L~ 1 ,, ., . ,., 

1.; ___ ' 
Sl>t<m• origino.! lm•~•n .. pecular 

t"lg. U· l tl. J\ c ll ox!ó 11 en un plono {a) dd mumen \um,(b) del momentum angular. 

Paridad. Este concepto, que ya consideramos en la sección 2.9, se refiere 
•la operación de reíl exión espacial nspcct.o a un plano o a un punto. tal como 
d origen de coordenada$. Veamos primero cuál es el comportamientu de algun<lll 
cantidades dinAmk:as en la reílexiiln en un plano Con•id""'mos la partícula A 
(fig. 9-16&) que se mueve con momentum f). La imagen especular de A es otra 
partlcula A' •1ue se mueve con mome11tum p" tal que p11 - PÍI• p J. - - p'.._ , 
donde 11 y .L indican r~spttti~antente las direcciones paralela y perp<:ndicullll' 
al plano. Con~iden:mos ahora una partkula moviéndose como se muestra en la 
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fig. 9-16(b) oon momentum angular L. La imagen especular de A es otra par­
tlcula A' gm-ndo oomo se muestra ~n la figu ra y que tie ne, por lo tanto , un mo­
mentum angular l/ tal que L¡¡ - -Lj1, L~ - L'~. Vemos entone..• que en la 
reflexión en un plano, p y L se comportan de modo diferente. Por esta rnz(m 
se dice que p es un vecto r polar y L un vector<12:ial. Todo! lo• vectores que 
aparecen en lu leye•flsicusoo polares o axia.les. El estudiante puede verificar, 
uaminando la fig. 9-17, que el campo cléclrico es polar y que t i campo mag­
nético es axial. E l vector fuerza tam bién es polar. 

' ,"'­
',.._q• @~

~ · · : 

Slot<moooi1lna l lm•@•n,..p.cular 

Pl 5. t• l 'I. flcílc~lón '"'un 1•l • n" (a) del "ª"'l>O cloi<:tricu, {~)del c~nopo onagnéllco. 

Las leyes de la mccio nica chi&icason invariant.'l$ frenteareílexiones. esdecir, 
frente a la operacil>n de paridad P. En otra• palabras: si un sistema füico dado 
satislacelas leyuclásicasdemovimiento,•u imag•n especular también satisface 
tas leyes de movimiento y puede existir en la naturaleza. E•to •igniflC3 que en 
el enunciado matemático de la.. leyes dela fisicachl.&ica las cantidades polare:s 
y axia le:s dcben apancude modo tal que la reflexión npacial no cambie Ju 
relaciones entre e ll as. Podemos decir, entonces, qne la mccllnica cibica es inva­
rian te frente a reflexiones espaclaln. 

Laley decoris.ruaci6nde laparidwle•tablccc que 

/1) paridad se consu"" "' un procuo si su imagm upttular u un 
procui:i qu~ lambiin puede uisll"r en la nolurol~za. 

Se puede demostrar que las ecuaciones de Ma.xwell para el eampo elecUornag· 
n<!tico 1oninvarinnte5frenteaf!lílexione1espaciales, parlo quelaparidadse 
coiuerva en Ju interacciones electromagnéticas. Los flsioos acostumbniban • 
aceptarsinreservasque /odoslasinteraccioneadeblanconservar laparidad, 
euncn loscuosenquenoltablae\'idenciauperimentalenapoyodeestalti­
pótesls. Tan convencidos estaban lo1 lisie°' acerca de esta. propiedad de la 
nahraleza, que aufrieron una conmoción cuando en 1956 T. D. Lee y C. N. Yang 
pw.icronendudala\'alideide la invarianciafrenteareficxionesc•pacialaen 
los proee..os debidos a la in terncdbn débi l. La propuesta de Lee y Yang fue 
motivadaporloque enaquel entoncessedenominabaelenigma <-&:se supone 
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l'l r. 1·18. Experimento con el -<"A 
p.,. poMra P""'btl 1a conxrvadón de 
la paridad en la desintegraci<'>n ~ 

que ~d.l~rtk\lla, descrita por 1u col'T'QpondienU!c1.mpoofunc;60 deond.I, 
tiene una paridad intrlJlllU8. dctnminada. Hay butnu nu:ones pan suponer 
que lot muone1 tienen paridad nt(lativa (ver el ejemplo 9.5). Examinando la 
ta bla9-2 vemos que t i kaón (potitivo o nt¡¡a t ivo) tiene, entre otras po..ibilida­
de., 101 modo1 de desintegnioión K"' - 2K"' + ,. ,., y K• - K'° + K•. Suponien­
doquecadapartl culatieneparidaddelinida,poden10. demo5tn1.r(verelejemplo9.6) 
que li la paridad K to nserv~ en el l)Timer modo de deainkgnición del kaón, no 
.., tOOM:n'a en tl ll'l!Undo, e in•·enamente. El primer modo de desintegracitm H 
denomina mGdo ~ y d segundo modo 11 (n:cordar lu ílga. 9-8 y 9-9). Cuandu ti 
dilem.1 apuuió por primrra vez lot füieot coll$.lderaron (p,an s.a lvar la ley de 
consuvación d8 la paridad) que Jos dot maones podrlan ~ diferentes, cada 
uno con su propia paridad, a paa.r de que man ldi~ticOI t n todo u.apto t n d 
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modo de des.integración. Yang y Ltt propusieron que se deberla aceptar b idea 
deque los dosm elloneseranldfotieos,conparidaddefinida,acostadedeshacersedc 
laconservacióndclaparidad cn la desintegración por interacción débil. También 
propu.<itron varios cxpuimentos para comprobar si la paridad se conservaba en 
los procesosdebidosainteraccionesdébiles.. 

Uno de los experimentos mAs famosos fue ~do por C. S. Wu y sus colabo­
radores en 1957 en la Oficina Nacional de Patrones y Medida. de IOll Estados 
Unidos. Se polariz6 una muestra de •'Co de modo que los nlideos t uvieran sus 
espines alineados (para lo cual fue necesario eol0<:ar la muestra en un campo 
intensoymantenertaaunatemperatura cert:anaalceroa~luto). Encontraron 
entonces(comosemuestraeu la fig. 9-!8a)que loselectronesresultantes de la 
desintegración ~- de loo nilcleoo de •oeo eran emitidos en la dirección del eapln 
del "oCo (o sea ladi«cción de polarización) en CRntidadesmayorellqueen la 
direcci6n opuesta. Esto demostró que la probabilidad de que un núcleo de •oeo 
emitaundectrónen ladir«cióndesu.,.plnes mayorquelade que lohaga en 
ladireo:ciónopuesta. Cuandoinvirt.ieronel s.Utemarolllndolo ISO' alrededor de la 
llnea L, lapolariiación., los espínea y el campomagnéticoseinvirt.icron: la nueva 
situación experimental fue como se muestra en la fig. 9-\8(c), estando rotada 
en 180' la dirección de máxima intensidad de la emisión de electrones. Por ot.ro 
lado, la Imagen especular de(a) es!A n:pn¡sentadaen (b), dondesehalnvert.ido 
espínea y campo magnético porque &0n vectores axiales, pero la d.incción de 
mbima inte .... idad de emisión de electrones es la misma. La comparación de (b) 
y (e) indica claramente que (b) no cmnsponde a una situación encontrada en 
lanaturaleza ,obteniéndose aslunaevidenciaexperimentaldirectadequela 
)N'ridad no se conserva en las interacciones débiles. que son lu responsables 
de la duintegración ~. Después del experimento con d "Co, se obtuvo muchas 
otras prueba. experimentat.,. de la no COl1$ervadón de la pruidaden las inter­
acciones d<!bile$. Por el contl'llrio, parece que en los procesos debidos a las in­
teraccionu fuertes (y a las d ed romagnéticas) la paridad u conserva. 

Como segundo ejemplo de la no conservación de la JNlridad, consideremos la 
drMntcgraciOn ,.• ..... ~ • + • old pion. mostrada en !a fig. 9-19(a). El pion tiene 

E1p<Jo 

llelld dad J: _, IJ .. 
'· 9· 

-· ílt ' · 
" . 

J: Hdiold&d .. íl +• 
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·<O>!J,. +• 

I, . 
(a) Oeo.l~tt¡raelón (b) O..integradón ...,lkj ada flg. &. Jt . N oeons.rvacl ón de 

original ospaeWmrnt• ~~,,.,!'=~!da d •n la d•Sintog,..,,. 
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eapln 1111loy paraqueteeont«Veel momenti.un angular IOI ttpi11es del muon 
y dol nntrino deben estar en dittcc:iones opuutu. Ademú., conforme a la heli­
cidld del neutrino, los ""l>inndeMn r:tlarcomo se indiCll M la figura (rtt0rd1r 
tambl~n 11 flg. 9-3). La im1¡¡cn especular del littema, m01lnda en la Hg. 9-19(b) 
no u.ill.tenlanaturaleza.porque tl ncutrinot.endria una helicidadi.ncorn:cta. 
E• prtciumente porque lot .,. de la desinl.ef11'3ci6n dol 11• tienen &istemfüc.l­
mCPl.e helicidad negativ1., q ue lo111!.icos concl11yuoo qut ti neutrino ~e heli­
cidad negativa. Si el neutrino p11dicn U:ner helicidad positiva o negativa, el .,. 
1pareceriacoahtliciddpoaitiv10Mg1tivaenlamit.maproporeiónaproxim1-
d1mtntc.. En tal cuo, la imqr..a espc:cular m01tnda u la 11g. 9-19 comspon­
dcrla a 1111 proct:SO obw'vado y la ¡n.ri<bd seco~ en la do:aint.rgraci6n 
dclpion.Lafig.9-20mueatn11111uperinm1t0Upicop1ndetenninar i.hclicidad 
dd .,•. Los poa.i!.Tones emlUdOI en la del.integrac:Kln del ... mmp~ se mueven 
tn una ditteci(ma ca..i 180" tttpectn a lain.icial del movirn;i,ntodol .,•y tiwtn 
hdicidad posili\•a ( /¡ - + l). Por cons.iguiente, la hclicldnd de las oltH par­
tlcul:u debe su co rno "' ntun!rn para c1 ue &e conS(rvt. el momentum angular. 

~:~ / 
~~e e=-

• ~\~s. 
Flr. 9·!0. D&tormlnadün de la hdkldad llcl ¡.¡'. 

Conjugcsd'ón d e carya. Ella opt.raci6n con&ilt.e en rttmplazar todu lu 
~rtlcula1 por sus 1.ntipartkulu &in cambiar ninguna otn propif:dad íblca, 
tal como el momentum o e l a pln. 

Un sill•mo u ir11111ri1JJ1l•fren/c o lo ainjugncidn d•corgn ri <UIJJlda 
un procua u po1ilil• en el •islemo origina/, d carrupomlltnl• pro­
uso /am~ih> u f'O'/ble tn ti sütuna con conjug<icidn decorga. 

Parece que loo proeesos debidos 1 \u interacciona tuerta y declromagntticu 
llOll i11variante11 fr~nlealaconjugaci6ndecargayatoconduce1\a«1nservaci611 
de ,., y, por consiguient.e, • la de el tambitn. • Empero, los proeaos en que inl.efo. 
vienen lnt.eraccionadBriles no1<1ninv1riant.e1lrent.ea laconjug:ui6ndecarga. 

•E:.pertmonlooredcntcanallu40oen8<00khovm1•n•ICl!RS"°""ladeslnt<vao16n dol 
~··n .... ,.•1,.-Un Jldoonalluodoolh>Kandowio,_.iblo"'llt>tlrlo•n • l <:0mport...,1ento 
d<l1''f t la-. l,.001'f111ulta<lolu ptrlm<nlaln honprovocadodl1<n1lon .. a«raidelalaltado 
lnvar1anclo de lulnl<l"ll«klDotol .. 1ron1111V'<\ll ... !n<1toa la<:0nJu1acl6"decatp.Slnem0 

bar¡o,llaalael1110-ntodooacrlbll a\o llbro~vlo.110 Nluooc:i.rodoloo,...116n. 
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Usando la desintegraei6n dd pion como ejemplo {llg. 9-2b) vernos que el W.. 
tema con conjugación de carga {fig. 9-21b) no puede ocurrir porqued antineu­
trino tendrla helieidad iocorncta. 

Sinernbargo,Lacornparacióndeluligs..9-19y9-21 •ngicreunanuevaposl­
bilidad. Supongamoi que primero se iuliu una .-,neJl.ión espacial u opera.ció11 
de paridad P sobreel&isternarnostrado en la fig.9-21(a)yacontinuaci6nuna 
eonjugaci6n de carga C, corno se muestra en La llg. 9-22; el listema resultante 
de la operación combinada (CP) también ocurre en La naturaleza : ..- - .. - + ;, 
Luego, 

/iu inluaixionu dihi/01 JOn invaritm/Q frw.le a la opuadón com­
binada CP. 

l ruieTsión del tiempo. ¿Qué ocunirta si se in...;rtiera el sentido en que fluye 
d tiempo? Es d~cir: li se pm.iera - 1 en ve de I, las ecuaciones resu ltante. 
¿deM:ribirlanprocesosposibles1Lascantidade.velocidad, momcntumyrnomen­
tum an~1>IM se invierten al in,·~rtir ~l tiempo y en una colisión ae intercambian 

H<lld dad J: _, ¡¡ .. 
'· 9 .. 

-·1lt'· '· ,. 
(• ) Oeslnt.gndón 

original 

~ 
t'lr. f.tt. Apllcacl6ndelaconJu· 

.(\.. ll<~~~•d g.:ic!ón decargaala d<1lnlegraclón1<. 

s, : ~ 

(b)Dffinl<paolóncon 
conju¡¡ullind•-

l'l r . 9-!!, Lll.opuaclónCPapll­
cada a la du lntegrad6n n 

!'' """"" '·1).:Q>.- +• 

6-­.nt.· .. 
(a) D..intognd6n orl¡lnal (b) Oeslntogtaclón Tdlejoda (<) ConJ~godo de eorgo do. (~J 

ospod&lmtnte 

los estado• inicial y linal {li¡:. !J-23). Nucslr.1 intuición, aµoyada e" una sólida 
ev identiauperimental tanto al oivelmacroseópico comoalalórnieo, oosiodica 
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que Lu leyu fllicu son invatlanteo fr<:nte 1 la lnv~On dtl t iempo. Se putdt 
demostn.r r•cilmtnte que lu leyu de I& mednit1 clhiea y dl:I electroma¡¡ne­
Usmo son inv.rian tes mote • la inversión del tiempo. Por ejemplo, dp /dt u 
Invariante lr<:nte a l&inwrsión del tiempo, ya que bta impliu losrennpluos 
p --p y f--1. El U.mpo t16ctrkG (;.U invarillJlte frr.ate a I& iavatllln 
del tiempo mlt ntru que ti campo magnétioo 1ufre t.a tnnllfonnaeiOn '1J - --<Jj 
porque la inversión del tiempo lmplica la invtrsión de la• velocidaduy, por lo 
t1nto,delucorrienleL Lut¡¡o, 111k<}Juinv1U"ianle fl'1'ntea l1 inveni.6ndel 
t.itmpo porque ambol factora cambian de Peno y la ecuui6n de movimiento 
de llH partltllla cargada. dp/dl - q(l: + 11 X 'lJ) .. i.avarianU f..,nte 1 la lnver­
li6n dtl~mpo. 

~~-·-· ne, .. MOo• ·~~-&"'º'°"'" 
,. ... _,. -,.. 

... 11<f.6" ... ,, "•.r.<ln ... _,, 
<OIJ~n <Oll•l6n 

~ ~ 
., ,. .. , - 1 ; 

~ ~ 

{o)Sl.Um•oritlnal (b)Si>t•motonel tl<mpolnnl11do 

n,. l ·!I. t.a o¡>enochln T. 

Se con&idtn. que Los inttnccicmu fue.U. y dl bilel son invar:ia.ntQ fttnte 1 
la ill\'eni6n del Uunpo aunque ll.ltimament.e; d probkma h• q""d.&do abiuto 1 
ditc~6n. Ex!""rimentoi recientes (1966) reítrentes a una forma t11peeial de 
deaintegnlclbn de l ka6o neutro que oeurn '6to en 0,3 % de loi ca.os. pareun 
indicar que Ju in ten.ecionts datiln pueden violard prindplodeinwriancia 
frenteai.inversió<odellttmpo. 

Concluiremo.ata seui6neounciandootro teorema impotta11t.e;: 

S. <:amid•ra qu• lodlU /1;11 l•yu. Mm inNrianlu frull• a la o¡Hra­
e/6n CPT, 

nto r:s, frute a a. opaaci6n combinad• de in"eni6n del tiempo T, pu\clad P 
y conjugaci6o de carga C. Elite; teonma vale aun ui los c:uo1 en que lu leyts 
pvedennoHthwarian teafrent. a lasoJl"nadonetindividualea. 

IUIUIPLQU. La paridad del p1on. 

-- Como el tema et lntere .. nteporou rdacl6n cou ot...,. c•Jculof, llUltnremos 
~mo.., detennlna ta paridad <kl pion. Suponp"'°' 'l"" LUI hu de"'"°'*' r 
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M m"""" • tnvl::I de deuterio llquldo. Dapul:s de frenarH, mnchoo pinna 10n ap­
t u.ndoa por deuterones y se mut••en en atadol tttadon.arloa slmll.ara •loo atadol 
clec:tnlnlros.. Loa Wte.,..1 ul lonn•do1 .e denomln.,\ dio""" mld.,... SI se uc:lt• 
un est•do ml::lko, lOI plontt pasan ripld•mente •lutado lund•mental I • con radl•· 
d6n dt e ne•lll•· El momento •nsul•r orbl t• l del ..- u cero en~• ttt• do !undament•l. 
C.01110 el 01pln del pion u cero, el momenturn ansular tol • l del Uorno ml!t.lco tt el 
del de utu6n, coto eo, J - 1. La dlmen•l6n de !a 6rblt• l1 del ..- .. l /280 de la 
órbita u de un electnln ; h ay, por lo ta nto, unasnn probabllldaddequeel pion 
c:hoquecon ddeuteron. L• ruc:dóndemayorprobabllldaddoocurr<:nd•tt 

.. - + d• ..... 20 (J - 1). 

En nte prouM>"" conHl"V• el mo!Df.nlum angular, par lo que los doa neulJ"ones ...,ul· 
tanleat•mblhdebentenerunmornenlum angular totallg11al•l.Pttok>lne11Lro­
nesobedeoenel prtnc:lplodeexdu11ónyt.lunclóndeortdacompleta(f11nelónorbl· 
tat )( lundón de a pln)de lOI dos neu\ronadtbeHrantl1lrnttrlca. La paridad de 
lu lunclonl!ldeonda orbiUJeoes(- l)'.Los dosne11\ronup""den te~ 1u1aplnu 
p,,,..elos (S ... 1) o anllpara lelos (S "' O). Las funcione• de uptn para S - 1 "'°" 
1lm<!trle11 y pa .. S ... O "'°" antlsl mt trlc:as (r<:cordar la Hcdón 4.2). Lueso, S ... 1 
debe n ur combinado con un momen tum an¡,iular orbll a l 1 "' t. 3, 5, ... irnpu 
!'n~=•~ co n 1 "' O, 2, ~ •..• par. Lo1 e•tadus pn1lbla da ln1 dos """tronn "'°" 

S - 1 : 'P., ' P1, 1P,, 1F,. •F,. 'F., .. 
S •O: 1S,. '0.. 1G., ... , 

donde, como M costumb,.,, se lndka el mornenlum •ngulu total mediante un aub­
lndloe. El 4nlco tttado con J • 1 n 'P, que debe Hr entonen el ntado de loo "°' 
neutronn y que com:1ponde a un momenlum a ngular orbi tal/, - l. 

Ll•memoo I'., P. y Po • lu paridades de las t"'" partlculu !nvolucnda1, l.o a l 
momentum angular orbl lal del deuterón y /, al mo1,..nl111n 1ngular orbital de los 
dos neutronH. La P"'ldod del prlrn•t miembro de la ec:u•ct6n e1 P.P0 P.,( - l)ld 
yladclHMundomlombro <1 P:(- t )'•,Lacon1orvaclóndola parid•dcnla1lntcr1e­
clonesfuertu,.,qulenquo 

P. P,P.,(- i )"' • N(- 1)'•. 

Peroel estadolundamentaldeldeutenlnllene l• "' º(conuupeq""fta""'•c:l•M 
t. • 2;verlaoecci6n7.7)yhtDlOf demost .. doque/, .., J . Lue11<>: P.P. - -r,. 
Sl 111po11Cmn1 qua el protón y el neotf'6n Uenen la mbm• parid•d (lo cual a .. zon.· 
blo, y o que 10n dlferenln ata"°' do e&rM• del nudeón), eondulmn1 que P. "' - 1 
OH•queetrlleneparidadlmpu. 

l'ara h•blar de la puld•d del mesón 1" McaltlmOI un anlillli• l!R<rarnenle mú 
complejo bando en que el proceso,.- + d• ..,. 1" +2n' no uJtte. El r<:1ullado eo 
compu!ble con la aslgnod6n de paridad Imp., al rl'. Conclulmos e ntonot• que todo1 
lo1 plone1 tlcnenparldadlmpu. 

l/Jl/,\ff'l.011.8. F •ltadtconHrvack\ndelaparldad en ladeslnlegnicióndelme&ónK. 

SolloCU.O, La tabla 9-2 Indica qua un mcs6n K puede deslnte.,-ane en dOI o en lru 
piones. Como mencionamos a nlertonnenle, cuando n obterY6 por prtme .. vu a.los 
Upoid1deslntegraclón, l0itlJleo11upu1leronquooedebt1nadoolDf.SOflea dilerentea 
llamldOI t y ~. Las dealntegniclonn eran escritas como 1lgue: 

... + .. • + .-, 
e• ....... •+-.!', " 

... +"'+ "' 
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O.ntro de la ¡:>rt.eblón uperlmental Jos mesonn e y • son Idénticos por lo menOJ 
en!oquero.1pcct•• m .. a,arga,npln yvldame<lla ,porloque la 1uposldónnatu­
ral d<b!a H r con1lduarlo1 e<1mo una ml1ma partlcula. La ruón en contra de eola 
1uposlclónuaen!D~quelaparldadno lflp<>dlaconoetvarenunodelo1p~sos 
sl H conservaba en el otro. AnallzaremosaoonUnuael6nest•punto. 

Ul!llzando el 1\otema <k ... 1eunda de la partlculaquesedelln\egra,ll~mo.-. 
al valor delesp!n del e•. La consuvaelón del momentum a ngular i10qul•rt. que el 
momentum angular total 1 Ml oiJilema ,., + .ti .-e•pccto al punto de d .. integr-.elón 
sea tambl~n 1., n to u 1 - .lt· Por otr. parte, la paridad lntrinstca del pion et - 1 
(ver el ejemplo9.S). Luego, !a paridad del 1!Jtema .. • + ,,On(- l)'(- 1)1 - (- l)'t. 
SlP1 n laparldad lntrlnS«o delmesón0y il \aparldiodocconaccvaenla dn lntcgra­
clóndel &', de~mostener 

P1 - (- t)' ... {.:'.:. : : : = = ~: 
Como hay una fuerte ovld•ncia de que ~. - O debertamos tenor P, - + l. 

CorulderemoJahorala.dtsl ntegraciónde laparUcula ,. uUllundonn ll$temade 
"'' º"'nda n¡o a la mism.a. Llamaremos•• al valor del esp1n del ~·. Uundo el w¡nema 
de desintegración " .... ,.. + .,. + ..- (~ pnede obtener el ml•mO reJnltado usando 
el otro esquema de dealntegn.clón lbdo anteriormente), Jlamemo• l • 1 momentum an­
gular del •l•tema ,.. + ,,. rel (l«lo a su antro de mua y l. al momcntum angular 
mpecto al ce ntro de masa del 1l1t•ma toW compueato por el 1iot•m• (Jr• + "') 
y ol mudn ,.-. El antro de maaa del 1lstem1 total colncld< con el punto en que tiene 
lugar la desintegración dol T'. La conservación del momentum angular requiere 
enton""" que 1 +z. .., .,, y la regla cuántica de adición <I• nwmonto angulare• 

~ 
1 ~20 !2 ') ~ 

1310(1') 1310(1') 
~ 

1210(1') 
IUlll ') 

!OllO(!') 
~ 

~ 
~:fü:¡) 892(1 • ) 

~ ~ 

Plr. i-U. R .. onanclas mesdnk•• ....!..E.!!.:l 
Elup1n y!aparidaddecada una 
.. Un!ndlcadosenlllp.,.t ntesls. a~------
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' . 
. - +1 .-+1 
·-t ·- t 
,-+1.0 •·:i.u. 

~~ 

.-11 ,-o 
·-· , •• •. o 

1!!!!l1 

' ··-1 
·-· ·--1,0 

. ·--i ·-· 

cu: 

ng. t.u. lluonanciaobarl6nlcas. l::l es ~ln y i.. paridad de cr.d• una u t•n lndl· 
cadoi•n1"par~ntes!s. 

11-Ll:-:::a.~l+L. 

Por otra parte, la paridad do loo produotol de dulntegraclón u (- !)'(- tJ'(- 1)~­
.. -(- t)'•~. Luego, 11 p, u 11 paridad lntrtrlffCI. del m•són, y 11 la paridad ... 
conHrYlenl1deslntegraclóndelT',debemoatener 

p, .. -(-1) .. ~. 

Como parece .. , que d espt n d•I mesón • H otl'O (-. .. 0), doberll rnOI tener 1 - L 
o Kl l+L -entero par por lo que p, .. - \ , Luego, 1i 1t"" '• "" º lenomoo 
quo P1 .. - P. o KI que 111 dos parUoulH no tienen la mllm• paridad. (Sl lt • 
- a. .. 1Hll•p111 mlsml conclu1l6n dupub<kunruonamlontomálela.bor•do.} 
En mns«uonda ifl 1uJ>O'lt;k\11 ele que las parUcular f y • wn lH mlsmu lmpllca 
queiflleydelaa>llltn'Ui611delaparldadl11 11dovlol1d1 t nun1delasdoocluln· 
t~n•. 
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Se puede consideT"ar que todas los partlculllll que aparuen en la tabla 9.-1 son 
de vida larga en la a.cala de partlculas. Además de estas partlcutu de vida 
larga, en loa últimos ado1 se ha acumulado evidencia experimental que indica 
la exUtencia de parUcula.1 de vida muy corta deoominada.11 ruommcia.i. Su• 
vidasJOntanwrtu(delordende lo-»s omenot)quenodejaotra:iarecon~ 
cible alguoa enLn cámara1deburbujasodechispaa. Sepuede cluiftcar estas 
partlculu confonne 11 número bari6nico, la hipercarga y el W>sp!o y se las de­
signa con 11>1 mismllll $lmlHilos que los bariooes y mesona que tienen los mismos 
números cubticos que ellas, agregando 1m sublndice 1,2,3, ,,, en orden de 
mua crecieot.e. El número de eslall resonancias es a~dedor de 80 incluyendo 
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tod os los estados de carga y laa antipartlculas, y está creciendo oontinuamente. 
La fig. 9-24 (p!gina pre«dente) mueoilra algunu resonancias mcsónicas y la 
fig. 9-25 da algunas de Ju resonancias barilmicas oonocidu. Se indica también 
la mau. (en MeV), el <:!1pln y la paridad. 

Las resonancia. s.on identificadas medianl.e una aplicación muy sutil de los 
principios de conservación de la encrgta y del mumentum. Supongarn05 que una 
partk ul a A choca con otra partkula Ben reposo en el laboratorio, ttsultando 
las partlculas !, 2, 3 (fig. 9-2611.), esto es: A + B - 1 + 2 + 3. Si ob&<:rvamos 
la partlcula La un cierto ' ngu lo respecto a la dirección del movimiento deA 
debemosobservuun eapectrocontinuo decnergla,ya que la conservación de la 
enngla y del momentum permite que las partlculaa 2 y 3 tengan diferentes 
direccionelldemovimientoydiferentes energluparaunadireccióndetenninada 
del movimiento de l. Supongamos en cambio que el proceso es en dos etap15. 
En la primera etapa se producen sólo dot partlculas: A + B --+ t + C. En la 
Begunda etapa la partk lll a C se de&integra en 2 y 3: e- 2 + 3 (fig. 9-26b). 
Comotlprimerproceso involuc rasólodospartlcu las,laenergla de lapart lcula l 
es fija para una dittcción demovímien to determinada y su espectro dc energla 
ea como se muestra en la figura. En este caso tambifo es lija la energla de las 
partlculai 2 + 3. La fig. 9-27 muestra una situación más compleja en la cual 
se pr<tducen cinco partlclllas. Si las partlculas 3, 4 y 5 result.an de la desí nt.,.. 
gración de una partlcula C intermedia , debe haber una cierta oonelación entre 
ausenerglaa.Entonces,analWndolacncrgla de laa partlculasproduciducnuna 
co!islón, Clltamosencondiciones dedetenninar slel proceso ocuneen una o en 
do1etapa1. 

La primera resonancia que se de.cubrió (alrededor de 1960) fue ~o {original­
me11te llamada .. "). Su descubrimiento se produjo como resultado del análi!iis 
de la ani<111ilación protón-antiprotón obs<!rvada en la c~mara de hurbuj.u de 

Flr.9-t8. Produeeióndetaruonancla-,fenunaanlquUaciónprotón-antlprotón. 
(Fotograf:la corteola del Loboratorio da Radiaciones Lawrence de la U11l\'enldad 
de C.li fornl a, Berkeley, California.) 
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Berkeley. La llg. 9-28 mue5t ra 1,1na de estas aniquilaciones, que corresponde a 
laproducciónde cincopiones: 

Naturalmente qu e el .,0 no ea visible, pero su ex.islenda .e puede inferir de la 
conservación del rnorn~ntum y de Ja energía. El pro«IO se puede representar 
como en el dibujo de La lig. 9-28. Analizando laaenergi<ls de loa masontten tste 
y muchos utros prl>Ce$0$ aimilaus, podemos concluir que tres de los mPSOn.,. 
len nuu tro caso lo• indicados con (1). (3) y (5)1 provienen de la desintegración 
de una part!cula de vida muy corta que tiene una masa en rnposo a lrede-

dor de 543 MeV y, por kl tanto, es un mesón ') que des.ignamos con 'lª· Luego, 
envezdel esqucma de dnintegraciónauterior, debemo1eacribir 

p++ p- ..... .,• +r+ ..--
L ,.... + ir + 1" 

Esta cs la formaenque el pro~so est:I repreaentad<1cnlafig.9-29. Notar que 
aunque el mesón '!ºse moviera con lavelocidadde lalui (3 X IO' m •-'), durante 
1uvida(IO-,.s)nose podriadeaplazarm6s de 3 x IQ-" m,quees unadistancia 
imposible de medir en un a fotoj,'fafia tomada en una cámara de burbuj as. 

La• resonancias se dei.inle¡¡ran por medio de interaociones fu ert.,., lo cual 
e>1pliea """ vidas c>1tremadamente cortas. Las de;¡integracionea siguie ntes son 
algunas de las observadas: 

1<f -->-1r•+ .. • 
') ...... ... + ...-+ .. • 
Rf -o- K•+ ,.o 

Nj--+p•+ ,..- Nj...,. o¡•+ ,... 

A• ..... i:• + ,.o A: ...... i:•+ ,,.-
l:./ -+ Aº+ " '· t.++--+ p' + ,... 

El ei;ludiante dem: aplicar lu leyes de con~rvación a esta• desintegradnnea 
para hallar si se viola a lguna, y debe dar razones de porqué"" J10$ible que estas 
desffittgracionu ocurran por medio de interacciones fuertes. 
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BJBMPL0•.7. Cálculo del.o.dl.!penl(>n de\"alore1de la energt.o.,en ella.boratotio, 
de 101 doo lotontt que ruulta.n de la de1lnt•grad6n de un mttón >t' de encrgi a E. 
respe<:toa.loiotema.derelerendal.. 

Sol""'""' Conslderemo1 un muón ttl de ene.-gl.o. E. y momentum p.. respecto a! 
sistema Lo de labora.torio. Se tiene entonce¡ E~ - efml,co + P:,. La \"t loddad del 
mesón es(vet aptndi« 1, ce. A.10) 

o - <"p../E •. (9.12) 

E1ta es Umbl~n la velocidad 11'S(ltCIO al t l1\ema. L d•l •l•tema C, en el cual el ttl 
esU. en reposo. En el sl1tema C 101 dos fotones ruu!ta nleo de la desintegración 
ttl ...... y + y se emiten en direcclone1 opueotas con energla E"T - tm..e' y momentum 
p; - E;¡e - tm.<. La emisl6n de !01 fotones •• lsótropa debido a la slmetrla 

~~.:~cf;!e7~n~~1E;ri~· ~lo111n0~-~!~~1!n :~l s~j~~~~/ ¿onde hay preferencia por la 

La energt a delOI fotones en losslstemuCy L no e1 lo misma debido al electo 
D<>ppler. En general, los dos fotones no tienen la misma ~n•.-gla en el 1istema L. 
Ladlspenl6nmhlmadevalore1deenorglaocurrecuando .. emlte unfotónenla 
dirección de p~ (ha.ola delante) y el otro en ta dirección opuesta (hacia a tMlts). 
En este UllO el eAlculo de la energla de 101 dos lotonu en d t i.tema L H muy •Imple. 
SiE ... eo laenergladellotónemitidohacladelanteyE,, I• del emitldohac!aa.trU, 
111s momenta respectivos en la. dirección de ,..,. llOll py, - En/< y py, - - E.,Jc. 
La con .. rvad(>n de ta energta y del momentum da 

E . .. E ... + E.., p.. - E.,Jc-EnJ<, (9.13) 

de modo que 

E,, - !(E~ + cp.) y E-.. - ¡.(E. - cp.). (9.14) 

Por lo tanto, las ent rglu de los fotoneo Uenen en el oittema L una dl•per1l6n 6.E -
.. E.,.,-E,,, - cp.. 

Apllearem<>1 ahoraeota.fórmula. • una•ltuadón particular. Seob .. rva que en 
unacollsl6n...--p• l<>1 product01 1lnalessonamenudounneutrón·yd<>1folone.; 
porlota.nto,podem<>1e.crlbirlareacclónenlaforma 

...-+p•-+n +T+T• (9.15) 

Sllareaceiónocun't enunaetap1(ts declr, 1lcottt1ponde alallg.9.26(a)conuna. 
ldentlftcadónapropiadadelaopl rtlculu ) ... 1 ... tade unproblemade tre1cuerpos. 
Suponlendoquetanto el...-comodp•ulinenreposoenellaboralorlo,la.energla 
1otaldl1ponlblets 

Q - (m- + mp -m.J<:" - 139 MeV. 

Eltaenergladebe a.part«rc:omoenergtatlnttlea de lu lre1partlculure111lta.ntes. 
Comoe1ta energlapuededlstrlbulrseenformac:onllnua.entrel u truputlculao,lo1 
fotones pueden tener cualquier energia entre « ro y •~si 139 MeV. 

Unaa.lternaUvauqueelprocuoocurraendosetapu, estoes: 

,.- + p•-n+-.t' 
Lr+Y (9.16) 

correspondienlea laftg. 9.26(b). En .. t e ca10(1lel...-y elp•.,,tánenreposoen el 
1lstemaL)la ene.-gla l!berada es 

Q - (m,... + mp-m. - m .. )c' - ~ MeV. 

Estaenerglaaparececomo t ne.-gla clnttiea del n yel ttl;lucgo, deacucrdoconlu 
leyes de con,.rvaclóndela. energlaydelmomenlum(ver a¡>tndlce 11, cc. A.27),la 



enugiaclnUlcadel,..a 

E..,,.- m.'::-Q,.3,6 MeV. 

Hemos uUUi.ado una fórmula rio ..,1athr!1ta, ya que la energla del pion a mucho 
menor quo 111 man en RJ><HIO. En consecuenel•, la energla total del,.. .. apro1llmada­
menlc 138,6 Mev, que curnspo nde a ~p. -31 MeV, lo cual H rla la dl•Pf'n!dn de 
ene<g1•d•Lo1 fotonnraullt111\e1deladc1lnlegraclóndclplon.L11energlaodelu 
fotones de~n caer en ton«t en el Intervalo i(l38,6 ± 3 1) MeV o ""ª entn e.., -
- 5-4 MeV y En - S5 McV, Eato a lo q"'6M obHrv• UPf'rlmentalmentevaiftcan· 
doquelacoll116n..- - p• .. unproo:esoendotetapqqucllenolu¡arconfonnt.ala 
ec. {9.16). Hn consecutncla, t1te ejemplo Ilustra lo que htm"" dicho ...... de 
laldentlncaclónde resonancia por medio decornlaclon .. do momtntumy ener¡la, 

JWll.Wf'LO f.S. O.tecc16n dela p...Ucul.o >f. 

-Como aeupllc6enrel .. ióncon\atftgs.9-llly9-29,\apartkula>ftlene 
una vida tan corta qU< no~ dejar una tnua medible en una d mara de burbuJu. 

' ~:.,:.::: i'-:':!"::::
0
• uto la partlcula >f aa compur1.a como un.a resona.Mla. Con-

"º+ p•-+p•+ .. •+ .. •+...-+"'· 
SltodoslosploJ>aoepn>ducenenelmomentodolacoUsl6n elproceso corn1ponderla 
a la Hg. 9-27{a) y no liabr1a correlación en\R la energ!• y el momentum de las cinco 
p...Uculu nceplo la lmp .... t• al ll•t•m• total por lu leyes de conHrvadón. Empero, 
nlste la po1lbllld.ad de que el procuo oewn en dot rtapa: 

"' + P'...,.P' +"' +'(__,., + w-+"' 

correspondiendo a la Hg. ~27(b). En u te euo la energla y •1 momenturn de las tru 
partlcul•• Tt>uttant .. d• I• deolnterr..,16n MI "Pf' deMn "'' compa.Uble1 con lot de una 
parUc'11& <k man del.,,,,lnada. Considerando que e11. ate euo deMmos tener 

B.+Bp-B;+s·.+B,, 
,. +~ ..... ,¡.+ , ·.+ .... 

podemos detennlnar uperlrntntalmente B, y ,.., mldl•ndo lu otra• canlld• dt1; 
con atoo v.lores <leMr1•mospoderobt•nerla mlUa del <f. La dlftcult&d .. que 

nr. 1-10. Mau e%per1menl• l de la 
,....,,,._,,el.o lnt• rmed\a "Pf'. SI uta pu­
tlcula no ni1Uer&, se oblervarl• u n.a 
dl1trlb11cló1tde mau.llnplco1. 
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obsuvamo1dosw•ynopodemos decircuál ese l origlnalycuAtelqueprovlenedelTf. 
En conHcuenda, debemo• calcular ta ma.a del Tf do• vece$: una para cada "'· 
La ftg. 9-30 muestra el result ado nperimental. EL pico pronunciado aln=dedo r de 
una masa equh·alente a :;50 MeV, oortttpond!enle al,., oorreeto, prueba que el 
procetO H tndo1etapaslnvoluerandounaparUcula Tf de u amasa. ELn:1to de la 
dlstrlbución do masa1edebea laelec<:iónequlvoo:adadeunw•encadacaso. Vemos, 
enlon.,.,., nuevamente cómo las leyn de 00115"TVación no• permiten inferir la uJ1ten­
cia de una parUcula por lo demáslnobHTVable. 

9.8 ¿Qué es una parlicula fundamental? 

A la luz de la di!.cusión piuedente, ¿estamo• ahol"ll en condiciona de definir 
unapartículafundamental?Sabf:mosque laspartlculasfundamentalessunentc1 
füicos pre<:Í$0$ caracterizados por ciertas propiedada como la carga, la masa, 
el a pin, ele.; que interactilan entn ellas conforme a interacciones má• o menos 
definidas (luerte, electromagnética. débil y gravitacional). y que todos 10$ pro­
cesos que tienen lu¡¡arentre ellas siguen ciertas leyes de couoervación. Pero hay 
ailn muchas preguntas H riu e importantes. ¿Por qué hay tantas partlculas ? 
¿Quéfuncióncumplecadaunaenla naturalez.a?¿Cómoestánrelacionadasenttt 
si? ¿Por qn~ tienen mas.as y espines detcnninados1 ¿Por qué estAn divididas en 
dos clases muy distintas: bosones y lerrnion~? 

De la misma manera que consideramos que los átomos estAn compuestos de 
cicrtosingredienlcsbásicos(electroneo.,protonesyneutrones)oqnelosnócleos 
estAn oompullStosdeprotonesyneutrones,podemossuponerquetodaslaspar­
tJculasfundamentalesesUln oornpuestasdeciertuunidadeso partlculassuper­
fundament.ales. GeU-~lann ha propuesto el nombre "quark" para estas partlculas 
auperlundamentales.• 1.os "quarks'" tienen den.as propiedades nuevas. tal como 
una carga lracciouaria (:lt ó ie). Pero hasta et preHnte nadie ha observado 
"quarlu" a pesar de la caza intensiva que ha habido. Siguiendo otra hipótes.is, 
pudrlamosconsiderarquctodoslos barionesys~resonanciao, por ejemplo, ion 
estados excitados de un barión W.sico (podriamos us.ar el mismo ruonamiento 
para los me$0nU), del mismo modo que un átomo de hidrógeno puede existir 
ensuest.adofundamentaloen m1,1chO!oelltado1excitados, teniendo cada estado 
suspropiosatributostalesconrnenergí.a. rnomenlumangularyparidad. Empero, 
hasta ahora no se ha formulado una teoria s.atislactoria en este Hntidn. 

De todos mudos lo que llamamos partlculas fundam entales no pattcea H T 
de n.ing1,1na manera entes simple&. Por muchos aiios los flsicos han cunsiderado 

• O.llnglfof"""'· l.• pololmo luotomo.i. <lou n ¡.a .. ]eh• oton! oOKUrode F1nn<gt>1>"• Wa.ltt, 
do J•mes Joy .. : 

TllrttfU<lrh(<>TMHOl<TMor*I 
Sunhe,,...n"tfOlmueho("WJc 
A.Mu•r<MVMll<uil"•atl~id<lh<mar.t. 

t:IW<btl«"o Now lntemollonolDlcllonuy, llHIL,d<llne'"qu.rk""<omo<llJTUDldod<lc"""'º 
o c ... lqul<r oonldo lmllall~o <l<I mismo. 

N. d<IT. : l.om<n<lonadoobro01lnlrodurlble,y•<[ll•Joyoemuol.oenelloelfolklore.l.o"'"ll 
~~;.!",.m!tologla,laley<ndoytodacla .. dejuc10.llnglll>lleoopa"'Jooqu•<ecu<T'<•<>.,... 
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quednucle6oeet6o;ompur:slodeune&l"OMl - unnuck!óa "desnudo" inobser­
vable - TOdetido de una 1rnbe de pi<>ne¡, del mismo modo que un i tomo ee Ull 
nú.ckorodtado de una nube electronlu. La dillribud6n radial dt u.r¡a de r:sta 
nubedepionn podriascr paraelprotón yelneutrónwmo M! ilustn.cnlafig.9-31. 
La urga tobl ea cero pa.rn. d neutrón. (Indiquemos al puar que esto es 1,10 medio 
de diatlnguir un neutron de un anl.incutrón, ya que Q te l•mdr1a invertido el 
'4fno de ludivfflllS camada1 decarga.) Estosgrificoason1lmilaresa lo1 de 
1ang.3-\Jco1tt1pondicntea ladi1tribuciónradial decarga dcuneleclrón en 
un Uomo. Alln no .e lln deun olladn nin11un1 Wlrla -.obre la dinámica de piont1 
en un nucle6n, Jl<'IV aparentemente la nu!M! plónlca "' podria excitar a nivelee 
<k cnergla m'' alt()5 dando lugar a los isóbaro1 nuc~n icm del mismo modo 
<JU~ k>S Uomos pueden existir en e5fad<IS dectl'llnicll!I ncit.lld05. 

)-~-< )---( )-''( )-<C< 
l'lr. U-3~. ln lor-~c.:iün lucrlc f\·>111l a111 c •Id lu~cn:~ 1u~lu <le ¡1iunos. 

Otro Uptci.o interesante C$ La intcrpmtaciOn de lllS intcraccionu como el resul· 
lado del int.en:• mbio de bosonu entre lu ¡1artlculas lnt.eractuantes.. Una inl.eT'­
acciOn e lcctromagn~tica res ulta del inter<:amblo de íolOnes enln: dos partlculas 
ur¡¡ad1s, como 1<1 lndicO en La fig. 1-12. Anila,qament.e, .., •cepta que la inler· 
1cci6níuerten:sultaddint.en:amhio de pionesenlre luputlclliu interactu1nl.e., 
como 1e indiao en la fig. 9-32. Lu parUculu lnt.ercambi1das .e denominan Pir­
lual<* porque no u posible det.e<:tarlu como entes 1<1parados.. Con este moddo 
para lu int.encciones se puede u.pl iaor elegantemente el corto akaJlce de las 
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fuerzas nucleares. El protón no es un sistema estático sino que está continua­
menl.e emitiendo y r..absorbiendo algunos de 101 piooeii que lo rodean. Cuando 
""emlteunpion virtualla cnergladelprot.tnvarlaen 

t>E-m...,.- 140MeV. 

Conforme al principio de indet.enninación de H eisenberg, ce . (1.49), este pion 
puede existi r sin violarningunaleydelamccánica cuántica durante un tiempo 

Despué$ de esl.e tiempo el pion virtulll debe wr reabsorbido por el nucleón 
o intercBmbiando con otro nucleón. Si suponem°"' que el pion viaja con una 
velocidad ceruma a la de Ja lux, la má><ima distancia que puede andarenestA: 
tiempo es 10-" m aproximadBmente. Esto da entonces la distancia máxima a 
que debe estar un .egundo nucleón para absorber el pion virtual. El estudiante 
debiera sorprenderse deque ¡ste"" P""cisamente el alcance de la interacción 
nuclear. Si pensam°"' un poco aobre este modelo de 101 nucleones y sus inter­
acdone1,vem05quedecirqucelnúcleoestáeompuestodeprotonesyoeutrones 
es símplificar demasiado. La mejor indicación de que un neutrón ligado no e1 
iguala un neutrón libree1 que los neutronesligado1son,engeneral,utable1y 
no se desintegran. 

En el caso del.u interacciones electromagnéticas podem051uponer que una 
partlculacargadaest.:lcontinuarnente errútiendoyabsorbiendofotonesvirtuale1. 
Los fotones virtualesemitido1 por las particulas cargadas tienen mai.a en reposo 
nula; por ello la fluctuaci6n t>Een Ja energla de una partlcula cargada puede 
tener un valor arbitrario, siendo también arbit.rnrio el tiempo durante el culll 
el fotón \' irtual puede existir antude ser reabsorbido o intercambiado con otm 
partkulacargada. Haciendo el cálculo se ve que la fuerzaentJ"e dOll partlculu 
cargadas que resulta del intercambio de dos fotoneii de m:ua en TI.lposo nula, 
debe variar como la invena del cuadrado de la distancia entre ludo• ca rgu, 
locuaLestádeacuerdoconlaleydeCoulomb. 

Pareceentonccs que l°"'pionessonl°"'portadoresde lainteracci6n ruerte. 
E• por cda r-uón que se ha postu lado la exi$tcncia del gravitón como el por­
tador de la ioteraccilm gnl\'Ítacional. y la de otra partlcula (un bosón débil W) 
como portador de las i11teraccionc1 débiles. Ningu na de estasdos partlculasha 
sidoobaervadaaUn. 

Aunque la teorla de partlculas elementales está aun en un estado ímper!etto, 
101 íl.icos han podidoobtcner(ulilizandoalgunosconeeploamatemático1clabo­
rado1) cierta comprensión de lu n'laciones entre las parUculas. La teorla mb 
in teresante es posiblemente la propuesta en 1961 por M. Gell-~ann y Y. Ne'emm, 

:~:ic':..d~.~mit~~~:m:::~:u:~: ~~~~o':~~::;'." ye:!:! ~e=~ºc:hti":di::~ 
tipldc• de ocho y de diez partlculas con relacio11es deterrrúnadascntre 1ns nU­
meroscuá11ticosy1u.m:ua1.S.. 1uponequce)tl¡;tcnotro1 gruposconunnUmero 
mayor de particulas. La teoria predijo Ja ex..istenda de Ja partlcula n-, que fue 
observada poco después (Febrero de 1964) en el Laboratorio Nacional de Brook.­
havcn ("erel ejemplo 9.10). 
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mb 1.ctivu y prometedoru ui la flaiea contemporinu. Se u.ti!. con•tantement.8 
con1t.ruyendo nuevos acelen1doru cada vez mayores para examinar Ion problemu 
ex..istentea, pero u tosaceleradore1 crean a menudo nuevos problema.sal t.raer a 
la 1111 prG<:UOs nuevoselnto1pechado.. Senpcn, li n embargo, que en pocos 
allotn11er.tn.c.imprensi6nde la1 parUeula.s tlemeo tale11.lUJ1ce un at.at111 1imilar 
~I de nuL-.lra compttnsi6n d e IM nilcleos. los 6tom0$ y lu moléculas.. 

Vl r. O-U. (a) Di11gr""'" e1<1uem, tlco dd experlrn onlG <le <1 1a.,.,ni6n pml6n·pn1ló11 
::::::~~: {b) Ru ultado1 experimentales que mue lt,.n 101 picos de dl1per1Um 

IUltMl'W •.l. Dlsptn l6a. lnelútlc& da prolonu da alta emrgla ei> lu collslonu 
prot6n·prot6n.. 

_..,_El .nililil de 11.1 colblona prot6n-prot6n u un uperimento Importante 
que muestra la Wstencla de cot.doa ucltados del n""lflln (uto n, i.<lb.,.oi nucle6-
nlco1 en lo1 que la nube pl6nlca ha aldo llev.da a un eotado uclla do dc t nergla), 
Lll ng. 9·33(•) mutstr a cl ordon experime ntal. Lo1 protonOI provtnlenteo dt. un 
I01!leradorlnclden sobrounbl1ncodehldr6genollquldo.Lo1protone1dl1p!!r111 d01 
un , n¡¡ulo8 RJoatravleoanun u mpomagnétlco ' llqut deRtclaalgun<>1 dttllo1Ksón 
un arco de clrcunltKncla de radio r ftjo, detenn lnado por la d iN>cclón lnlclal de l 
movimiento 'J la poslcl6n de lo1 ddtctora D, y D,. Ello pennllt determinar d mo­
""'ntum de IM protona, diodo por p - e'"tlr. Variando la lnleruldiid del campo m•s· 
nttlco podemos carnblu t i momentum de los prot~• que 1\l1lvie11n loo dd•<loru 
llJOI 'J a nallur l• dlsutbud6n de mo....,nt um de Jos protonts dl1penadoo. La 11 · 
s ura 9--33(b) mut1tn t i ruullado uperl....,nl.al. Adt mh del pico princi pal d• la 
dl1U\bud6n de -mo""'ntum de lol protone1 (c:o~pondlo.nte a la dispersl6n t lb­
Uca en t i blanco), ba'J varios pleo. Kcundarlo1 que com:1pondtn a protona de mo­
me ntum o energía cln~Uca menoru. E1\01 pleo. Kcundarlot M debe n a la dilJH! .. l6n 
lnel6stlca,en la eu1l\01prot oneolncldente1en\reg•npartedo1uenerg11 cinf llca 
1 unpro16ndt lbl1neo :e11eprot6 n KUcit11un u t adol1ob'1!eo dc energlablt n 
dcR nld1.ELeotudiante habr,notadoqueeoteexperlrntntoeo1ln1JlaraldeJ'rancl< 
'J Hert1, en o! que la col11l6n tltc:tnln·6tomo dcmostnl la exl1tencl1 d• ttt ado1 ella· 
do!lll"io1u<:ll•do•deenergladcftnlclaenel itomo. 
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Pis. U·U. Or<lenomlcnto M 101 hlpcron<S ""'' lh·l~nos con <Sp!n ¡ y paridad 
po1ltlva, K gún el ca.mi no óctuple de Gdl·Mann. 

IUH/llPLO ¡1.10. El uperlmento om•ga rm:noa. 

s..1-u.: S• gún la teorla del ""camino óctuple"" de Gell-Mann, lu part!culu deben 
estar agrupad u en fam!Hu cuy<>• miembros tienen espfn y paridad Iguales. SI M 
enln: lu ru onanciu mostraduen la Og. 9-2.'i repruentamo1 la famlllade ludle1 
mb Uvlanu que tienen esp!n ¡(y paridad pot ltl va), obtenemos el ot<lena mlento 
de la Og. 9-:J.li quetleneuna 1!metrfageomttrfea elegante.Cuand0Gell-Manntan•6 
1u Idea (1961) 141<> ae <:<>noc:ta el cu1dn!plete .l. y el triplete :i:. P<:ro poco despu~s( lll62) 
se descubrió el doblete E que enlajaba bien tn el e1 quema. Teniendo en cu•nta 
la regularida d de la u tructu ra piramidal <ra Udl predecir que la partkula que faltaba 
en la cima debla tener ., - O y ~ - O y ser, por lo U nto, un t lnglete. f\.demb ou u;tra­
neu. debfa aer~ - - 3resullandounacarga -e oonfonnea la ec.(9. tl). Final­
mente, K p<H111 Infecir de la regularidad de la1 dllerenclu de malal .l. - l: y l: - E 
que la nuev. partlcula (llamada n- por Gell-Mann) debla tener un a masa de 1675 Me V 
aproximadamente. La partlculafaltante .. taba, en <:<>nsecuencia . Ide ntificada te6-
r!camente. (La predicción de Gell-Mann tenia nn • ba11e teórico mb se rla que u te 
1lmple ordenamiento geomttrleo.) Teniendo en cuent• eatas propied ade1 y Ju leya 

:: ;~·~:~~~n.¡_ 1:: o"To~mR~~·.~~~~~Fn'::::."~u!u;b:!~.:,.::~:: !:.':~':::~": 
de1lnlt llf•cl6n ae pod!atuorunaclaveparaldentincareatapartlcula. 

Elpl10llgu!entoeraver1lerapo1lble prod11clry ob1ervula partlcula en ellabo­
ratorlo. Unproce110poolble de pro<1ucclón,eomp atlbleeon la1 leye1 de <:<>n1<rvacl6n, 
pod!• K r 

K-+p•-+íl-+K•+K' . 

En 1963 se prepar-ó el dlspo;sltlvo tl<ptdmental en ti Laboratorio Nacional de 
Brookhavtn. Un hu de protones de 33 GeV generado por el acele rador lncldla 
110bre un blan<:<> de tungoteno produckndo mn onea K- Junto eonploneo,antlpro-
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tones y olru parUculas. Pani extraer !01 mcaon01 K- Jos nperlmentadortt dlfflla­
ron un lngenlollO dllpo1ltlvo que la 119. 9-35 muu tn en forma 1lmpllllcada. Ellgle­
ron, por conveniencia nperlmental, mesQnel K- con una energla cln~tlca de 5,0 GeV 
(que u U muy por enci ma del umbral de energla del pl'Ol>elO que es 3,2 M1'V) y lo1 
extrajeron del tubo del a«luador por medio de un lmtn dellector. El h u u:tnldn 

~~1~:~a,;;:~~~.::. 1~/:~!~:~~ª~;~~1~uf,,.im .l-11:.:·r:. !::.-. ~~!".;~:.!~ :~~~: 

i'lf . U-H. Fotografla que mo» Lr<I por primera vex la producción de la parllcula n-. 
(Fotogrofla cortes!a del l..aboratorlo Nadonal de Brookhaven.) 
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por medio de Ull xgundo )uego de Imana <ktleci.ora y oepandore1 Junto con un 
dlspoohlvodettndiju. Acontlnu•ddnllldf:ronentrarel huc .. lpuni <kK-(con· 
1ent.J<llounlO%d•..-ynin¡6n.ntlprotdn)enunadmar•deburbu!ubllnd•d• 
de 2 m queconteiúa hldrogenoltquldoyen lacu• I POtJl• l•nerlugar\a reaccldn 
que produdrl• el O-. La longllud total de la tniyectorl• de to1 R- en lJ"e e l blanco 
y la c-'m11n1 de burbuju era de uno• 135 m. A ftnu de e nero de 1964, despuU de 
vulH x manH de trabajo corrido, 101 exper!~ntadoru hab1 an ob tenido «re• 
de50000lotogranudela1cua1Huna(moslradaenlaRg.9·36)corrupondlaaun 
procuoenelquesehablaproducldounO-. E l duatt911odelprncesoquexveenl• 
ng. 9-36 ueomo lllgue: 

K- + p• ... o-+ K• + K• (vtrtl« F) 
Ls-+..- (vtrtleeE) 

LN+[L (vtrUeeoJ 

L e• +e- (v&tloe C) 
t• +e- (Ytfti« 8) 

p• + "- (vtrllce A) 

Por 1upue1toquelasparUculHnt utr11nodejantruuenlacim,.,... L.a lotograna 
t11i anal!uda a la d•••cll• en la ftg. 9-3ó(b). AnaUundo 101 vtrtice1 A.By CH 
halla laenergla,el mornen1um y ladlrecclón de movlrnlentodel Aºy de los doo y, 
con lo que se ubica el vhtlce D qu«Sando detennlnadol I• enugla, el momentum 
y I• dlrecddn dd movhnlento del E'. Flnllfil>en l e, uundo la lnfonnacic'>n an1erlor, 
loo uperlmentado"" pudieron ob1'Mr de los dato• corrupondientu al vtrUce 8 
la energta y el momentum del O-. El an,lltll dio una m..., e ntte 1668 y 1686 ~leV. 
Una HllUttda fo\ogralla, obtenld• pocu x man u m61 t.,de, &Jiutd i• mua al In· 
tervalo entre 1671 y 1677 MeV, locuale11'enucelenteac11erdocon lapttdlcdón 
tedrlca. I.a longitud del• tra yectoria del O- en la cimar• r..e de unos2,5 cm, lo 
~·!~~.~:~•• qu o la vida del o~ et ap roxi madame nte 2,5 x 10-0 m/3 x !O' m .-• -
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Problem llll 

9.1 Calcularelradlo,laenerglay la 
\"CloctdadanguluoorrKpondlentuala 
6rblladc1Ktado fund.unenlaldtlp04l­
l l'Onlo. Detennlnu t•mblln la prime•• 
eMtr¡la de e><cllacl6n. del poailro nk>. 
¿C116nturevoludon1t1har6e11 promed;o 
elpo111ronloantesdeanlq111l.,11e1le1t• 
en(a)elestado 1!nglete,(b)elenado 
1rl1>Lete' 
9 .2 El muonio se lorma cuando un 
mcl6n¡;yunelcc1.r-Ono u npo1ltr6ngl'11n 
uno al,.,dedor del otro. De"rmlnar : 
(•) la energla ye\ radludel muonloen 
el<'"l•do l.,ndaimntal:(b)laener¡la 
de dtsocladón del mumolo. 

~~~d~n • .."'::a ":~:1~~vºe1r:;~" •~d;::; 
de un nOcleo, oomtituyeodo un dlomo 
m"lu. Suponiendo que se puede calcu­
lar I• e nerlfl a y el radio de la 6rblta 

:'.::':~~~~a:0e~e!~~~~~:'.u~";: :,·~~~;,.~·~: 
hldr6Meno (ej~mplo 3.1): (a)¿Qui ener­
IJI• M HI><•• cu•ndo un pion libre en 
,.,poto et ca pturado en el ut1do run-

~~~:~:~elal~~'!:d;~ l~6~:i1!':!f::tac:J 
funda ment1l de un pion que se mue.-e 
alrededor de un prot6n. (e) ~1tlmar 
p1r1q116n6cle<>elnidlodcla6rblta del 
::~~~o ~~nnd~.'::,~lal del pion et Igua l al 

9.4 Un ka6n neutro de 100 MeV de 
energ!a clnHlca se detlntcgra e n vuelo 
e n do• plond de carga opuu ta. U 

~rg:e~~tg.~c:i:r"~~ .i;~~:~~:.u: 
oidaplon y loi•ngu lot queforman 111t 
~~1orlucncl tbtema derefcrer:1-

9.5 Se obKrv• que un muón K• neu­
tro 1e deslnte¡raen un p.,deplonude 
carga opuu ta. lnlcl1lmenlc IH trua1 
de l1>1 plonc11onperpendlculare1en el 
si1tcma /. ,pero e n un campo magnttlco 
de 8,5 >< !1)- • T se deo v!an form1nd<> 
an:o1ilcl),8 m y 1,6tn dcradio.C1lcu­
lar la maH e n reposo del mesón K 'JIU 
ener¡¡t1clnt tlu. 
9.8 0..\crmln•r el Q de IH 1lgulenlct 
r.aoelonet y el umbnil de energ!• del 
proy«tll encl1lttema L: 

r+ p• -A'+ K•, 
p• +p• - p• + n + ,.., 
p • + p• _,. p • +Aº+ K •. 

En t odos 101 c1101 el proyectil e1 I• 
primera parllcula. El bla nco u la 11e­
gund1 panlcula, que 1e 1upone ut• en 
,.,pooo c n clh1.1>on1orto. 
9.7 Calcularlacner¡l1dn6tlumlnlma 
delprot6nlncldentcnettsa.rtaparalnt­
clarelprocuo mo1tudocnl11\g.9- l 2. 
9.8 Determinar l• energ!a del lut6n . 
en el proce110 .. · + p•-+ n +y, cuando 
!:~~puUculat qucchocanctt•n e11 

9.9 ¿Cu6l t1el urnbu l dc cner¡lacln t­
ticadelapartlcula!ncldenleenlo1 
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p.-osllu1tndosenlHllp..9-IO 
y9-t1' 
1. 10 ll •llar ti campo m•gn~Uco nec.-

¡t'':ie::: :: 1::"';,.;!r1:::~ 1:~1p~~ 
tón(ejemplo9.2). 
9.11 Con1lderar en e l procuo,.•-T + T 
elcatoen quelo1dos lotonts1<>ntml­
Udot , e n d 1l1\tma C, en dirección per­
pendlcul•r 1 .,. (en el 111\tm• L). ()e. 
mostra r que e n el 1i1tema L 1u1 eMrgl.u 
oon if;"oy qut H muevenforma ndo eon 
,._un6ngulodadopor•r<:t1m.e/p... 
9. 12 Un mtllln ,,Oque e n el sllltm• L 
tk!oa un• energt• cin, Uu 11u•I • 10 
eMrgl•enn:pooo, H dulntegr•en dos 
fotones. Suponlendoqueend 1l1tem1 C 
101 do1 lotonu Hemlten a 30• y 210• 
re1peclo • la dittcción de movimiento 
del ,.•en el 111\ema L, ¿cu61u ion 1111 

~~~f ~! ~ ':;.!~1~ml~~o 1':nm:~ ~': 
O.IS Considerar 11 dulnlegración de 
unmell)n..-endo1lotonu.Slluener­
llu de htot oon E, y H,, <kmostrar 
que est ,nrelacionadHpor 

E,E, - t{m,.c:')'/( I - co1 9), 

~~ .. 1~: ~= ~~:::e~lo.,~n!~e11::.,;::~e~.lone1 
9. 14 Un hu de piones nega tivos (1r) 
enlr•enun1dmandeburbuja1elnl­
cl•lan:1ccl6n..- + p•-+ ,\• + K•. Lo1 
1uoulvo:a pr<ICHOI de dellntegnd6n del 
A•ydel K•tambltnlienen lu¡ar<kntn> 
de ladmara.Seapllea uncampom1lfJl!­
Ueoenlare¡l6nocupadaporl1dm1n. 
Ha«r un dla¡rama mottrando todo et 
proce10.Se deberepre H ntarlu p1rtlcu­
la1 neutrH con lineas de t ruus y In 
ur¡aduconllneu lle nHdecurutura 
apr<1pl•d•. 
9.15 Un posltr6n de 1 Me V choca 
con un eleci.r6n en n:pooo en d 1htem1 L 
)' 1mbo1 H aniquilan. (a) ¿Cu'r ti I• 
enerljla,en el 1luem1 C, de lo1 do.foto­
"t1em1Udos1 (b)Si uno de lot folone1 
H emite en 11 dirección de movimiento 
del positr6ny elotro en d11'tccl6nopu .... 
ta, h•llar tH enerljlas en el 1l1tem• L. 

9.16 L• probabllidadde an!qullaclón 
depo1ltr<1nt1porunldaddellenipo u 
~ - 7,48 x 10-"n r ', donde n e• e l 

n lime.-odeeleetnonesporunld•ddevolu­
men. Mo.lrlr que 11 vtda media <k posl­
trone1 que se mueven en arg6n (Z - 11) 
e1 T - 2,67 )( HT-' /p, donde pes la 
pre1i6ndelargón e n a tm6sferu. 
9.17 En el 1lncrotrón de gradiente •1-
ternado (SG/\) de 8r<10khaven eo pool­
ble aoelerar protont1 hHta an1 energla 
de 33 GllV. (•) ¿Cu6n ta energl• ha y 
dl• ponlblep&r1n!1cdone1 oonlo1¡>ro­
tont1 (en reposo en el lllteiaa L) <k la 
dmara de burbujH de Brookbaven1 
{b)¿Cu6nt1 energl• bay dlsponlblell se 
• lm1cen1n los pr<1lont1 en un •nlllo 
clrcularyHlo1h1cechocarconlo1 
protonn de la misma enugla •lmace­
nado. en otro anll!o en el cual clreulan 
enHnlldoopu'"'t"' 
9.18 Un me1ón11de100 MeV H de•ln· 
legra produciendo un mesón ¡&tn dlrec­
ci6n del•nlera. C.lcu lar la enugl• d nt­
Uca del me.On I' en el •litem• L. 
1.19 C.lcularl1energl1del fotón emi­
tido cua ndo Una partlcuta r• que Ht6 
enn:¡>OIOen el sl1tema L, .., de1lntegn 
enunapartlcul1A•. 
9.20 /\plle1ndo la tranlformadóa de 
Lottn\a plrl 11 e nergl1 y el momenlum 
(aptndlce t, ec. 1\. 16), deducir Ju 

!,~~c:~~!)m q~: r:~~:~~".:.~ !~ ~;::r!:.~:! 
C y L. (Tomar el eje X paralelo• la 
velocidad rela tiva , que eoU d1d1 por 
laec.9. 12.) 
9.21 Con1lder•ndoelp....,.,001- + p •­
_. 11.• + K•,(1)¿euilt11<>n los valort1po-
11blelde,. par1 IH dot partkula1que 
reaccionan y para las do:a l'flull• ntu1 
Determinar d valor de 'í para el c11al 
HOODHtVatllto1ptn.~termlnartani­
bl~n 1J H conHrva n 'f, y d . (b) Repe­
tlr d an,li1t1 pau d proceso,.· + p•-+ 
-11.•+ ,.oyconclulr 1IHpuedee1perar 
queelproa:1<>ocurr1en la 111tura lu1. 
9.22 Considero• el pl'O('ff() p- + p• ..... 
...,..p- + n + "º·~terminar el l1<>1p1n to­
t al; ¿H n>ll#rvan 'í. y!• u;tr•l>eu1 
Repetlrparap• + p • ..... p• + n + t• + 
+ .... Eltep....,.,ooocurre<0nt1naprob·1-
bltidad mucllo menor que el primero. 
¿ Por qu n 
9.23 Compr<1har las dive rsas leyes de 
conMrvaolón (e~cepto energla, mon•en ­
tum y momt ntum a ngular) t n los •1-
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(•) p• + p• .... p • + 11.• + K • 
(b) ...- + P '-+!•+ K • 
{e) P' + p• -+ S '+ p• + K'+ K+ 
(d) A'+ p • _,. n + p• + K• 
(e) K- + P'-+K• +E!-

En c•d a CHO, determln•r 101 v. loru 
de'?'., ,. y d pani lH p•rllculH que 
R•cclon• nyl11rnulU.ntu . 

9.24 ¡CuAlu le)"U de MllHrVlclón H 
~';:!'len ycuAl~Hviol•nen loopro-

'l' _.. P. + e- y ''°-+T +T1 

¿Por qu~ a.curre ! ' .... A' + y pero no 
H obatrva¿•-.. p• + y?¿Porqutocu­
rre E--+ A' + ,.- pero no H ob1erv• 
s:- -,• + .-t 
9." Anallur e l procao K- + p• __.. 
-o- + K• + I(" dude el punto de •·lit• 
de la1 Leye1 de conatrvadón. Calcular 
el umbral lleenergl• cintila de la par­
tleul1 K-. 
9.U ~modrar que\odo1 I01 ptoefl0s 
,.-+ p·- n + r, n-+ d -+ 2n+y y 
" ' + d_,.2p• !mpl1can que e l c1 pln del 
plon esOó t .(Ver elproblc ma1l gult nte.) 
9.~7 Lta mc moo a,al1 1tcclón encaz dcl 
procuo p • + P'""""' + dyo, 1 ladel 
proc.e10 Inverso '" + d -+ p• + p•. P<>-­
demos demostrar que d lch11 M«IOnell 
enucese1UnRlacio n1dHpor 

.. , - !(p./Pp)'(lh + l )<t,. 

donde p. y p,, son el momentum del 
pion y t i del protón en t i 1l1tema C 
cuaodoaonlncidcnteo y .. eo el e1ptn 
del1'lo n.Se lucncontrado c~puh11e nt a l­
mMte que"• - 0,18 mb para protonc1 
con un• e nergla de 340 MaV e n el 11•­
tema J. y o, - 3, 1 mb pa ra plonu de 
29 MeV de energla e n el 1L1tema L. 
Verinc1rqueeitosd1 to1uperhm:n!alu 
son compatl b le1con .. - Opero no c:on 
'- • l. (Su~nneia: Para hallar p. 
y p,, en e l 11*ttm.a C, uu r lónnul"' no 
r<1lat1 vl1tu una •·ucaleu ladalaenergla 
dnttk•. I AdemA1, para Ju1Uflcuclem­
plcodela relad6n antcrloren\rea,ya,. 
verificar que las entr¡¡Lu e n e l 1l5lem1 e 
son de magnitud comparable. 

9.28 Ullliu.ndo la ley de collHT\'adón 
del momentum 1ng11lu, probar q ue en 
la deslntciir-ción A•-+.- +P' e l mo­
rnen t um a ngular orbital HIUlla nte de 
loo productoo en el 1lstcma C debe 1er 
ocero(ca n1l 1) 6t(can• l p).Como 
rt•uLtado, MI puede demo•lrar qut J1 
di•trlb11clón angulude lo1 plone1eo 
l'ropordonal 1 1 + kco»,, donde' u 
el , ngulo entre l•dlRcdónde mo"lmle n­
todel plon (en clslstomaC) yel eopln 
de la parUcula ti.•. Veriftcar que e1ta 
dillribucl6nangular a lncomp1tibleMn 
La conHrvadón de la paridad.. El v.lor 
cxpulmtntaldelt u 0,62. (Sugertnelo : 
r ... probar 11 llltlma parte, hacer un• 
RRutlón en un planoperpcodleular •l 
espln de la partltula A'.I 
9.29 Probar que l• de1ln tegnu:lón ~· 
"lola la conl<'rvacl6n del lso1pln. ¿Qu' 
in teracción podr11 1tr responu ble dd 

-"' IJ.30 Lla rnemo» u ,1,) a la f11nelón de 
ondadei101plndeunnucleóncorn1pon­
dltnte a~. - ± ¡,de modo que«. + ) 
cortt1pondc1 unprotóny((- )aon 
ncutrón. Por1n1logla eont.funclón 
deondadeesplndedo1 p1rt1eulu(1tc­
ción 4.2), ucrlbl r las fundone1 de ondl 
de isoo p!n de dos nueleonu,Mrr<11pon­
dlentes a 'í - o y 'í - t. Indicar t i 
valorde 'í,tn cadacaao. ldcnUflc1r 111 
parUcu lao lnvoluaadu en cada fun­
cióodeond•. 
9.31 SI r., u la dl1U.nd1 e ntre Ju 

~:'!1:"~:~~a~1Í' t~.i::.:..u::i. ~tt~~j~ 
nusl l•1lnteracc:Lones gr1vlt1clon1l 
r.~1~!~casonlnv1rlanttt lre ntea 1tas-

9.32 Hace r un a tabla que muestre la 
relación enln lu lnte raccionc1 fou te1, 
electromagn~Ue11 y d~b!le1 , y Ju 1l­
guiente1 leyes; co n1ervadón del lso1pin , 
dclacxtr1fieuyde!a parldad,Mnj u­
gaeLón de carga e ln~·enL6n del !lempo. 
9.33 ¿Cómo dttta la ln venlón del 
tiempo a loo u mpo1 elktrico y magn~­
t ieo1 Probar que lu ecuaclonel de 
Max'fl-cll son Invariantes fttnle a la 
ln~·enJ6n del tiempo. 
9.34 lkmo» tru que una r<1flnl6n en 
el plano XY(o e n cualquier otro plano 
coordenado) ca mbia un • istem• de re­
fer<1 nda d~ntho en uno i•q ulerdo. 
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9.:M ~m01lnr que sl A y B oon­
tof'el pol.,..1, A • a u un ve<.tor a:rlal 
yquesl A n poluynu.llJA•B u 
poL•r. I S~rttt<"ia: An.o.tlur cómo H 
comport1 A•• oJ haoer un1 r..OuJón 
en el pla no XY.l 
9.!16 EocrLblr la1 oomponentet cute-
1L•nu de L y anallur cómo camb ian 
enun•..,nniónen•lplanoXY.Com­
p....,.oonl•dl.ICuslónconoernlente•ia 
11¡. ~UI. 

9.37 Eltudlu el comportamlenlodela1 
e<.uaclonu de Mu;well a l ti.leer ..,ne:do­
nu en el plano XY. ¿Se putd<! concluir 
que ul» ecuadont1 llOn comp•Ubla 
conlaconserv•cldndela pu ld1den l» 
Lnttr•cdoneo electromagnUlca1' 
9.38 Probar que un a rene1lón "'"P"clo 
1l 0Mgendecoorden1d11(t1 dedr,el 
camblo de z,11,:por - z , - 11, - J) eo 
•quh.,.lenle• una..,nulónM eL plano 
XYMgulda de un a rot ación de 180°11-
~dor del eje Z. Concluir entonou que 
d comportamiento fnnte 1 pU'ldad 
tt1pec101rfllexl<lnenunplanoyenun 
punto, n e l mbmo. 
9.39 Se poededem<>1lHrqueenlal 
1 .. n11dont1 dlpolare1 elkt rlcu , e l cam­
po electromagntUe<> de un lot\\n lle ne 
paridad lm¡>ar. Pl'obuque langLa de 
oele<:clón 6.1"" 0 Introducida en la 1ec­
d\\n3.4,e1 ncouarl1par1 que lap1rld1d 
MCOnMr>"e•nlat ran1lcl6n o,enlorm1 
mUgenenl,quelo1ut1d01lnlclalylt­
naldebentcnerparid•dop11Hlll-
9.40 l!fllmarlu•..,.1bljolucurvas 
de. L1ng.ll-3ty com¡>a....,conlacarp 
delpt"Ot6nydelneutrón. 
9.41 Se ha observado que el n•Eu H 
<k.llntcgraporcapt uraeleclrdnlucon­
lorme a 11•Eu + .- --. ' '"5m• + Y. A 111 
vu, el 11mlrlo excitado .., de1lntegra 
porembldng1mm1oonlorme1 1'"Sm• -+ 

- "'Sm +T· L.o.n~deolde 1•Euy 1'"Sm 
Ue,.•,.espln~r9- 0bserv.,.dolOlrayo.y 
emltldoo •n dl.teccló11 opuella a la <t. 
emllldndeLo• neutrlno1, I01fllle<» h•ll1-
...,n qu• Los rotonet tienen pttdomln•n­
temente poL11lucl6n dencl>a(osea qut 
Ue nt n hellcldad nega tiva). Pl'ob11 que 
u to implle. que •l neulrtno umbl~n 

~~~11~:!~1e:':!~~:de11 !."t;.';:~':.; 
angul&ren todo•lproceso.J 
9.42. En • I proeuo 

r+p•-+Aº+K', 

10111.•ut'1l luertemenlepollrluod01con 
•ll.fe1plnupo:~ndkulare1al pl•no de 
producel6nenla dlttecldndelvector 
r. • n (ver nK. 9.37). ¿Se e<>n1erv1 
la p .. ldad en ti proa:•o? En la dt1ln­
tegracl6n1ub1Jgulentedcl ,1.• en..-yp•, 
los productot 1onemlUd01 p..,domlun­
temenle como se mutotra en 1• n1un. 
¡Se conier>·a 11 p•rldad •n d proceso 
dede1lnttp-acl6ndd,\'f(Com1>"nr con 
el problema 9.28-) 

9.43 Probu que 11 en el espo:rlmento 
conel"Co(ftg.9.18)\osel<ctron .. ll* 
n.n emltldo1 co n la mi oma ln tenlldad 
hac.la 1tr61y hacladel1nte,lapartdad 
.., conse rvarla en • I proceso. 
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Ea IOll e11p1tulos ptt«deot.a de est.e texto hemos estudiado los con1titu)"'nt.a 
fonda.mentales de La materia: partlcula.t, níicleot, Atomoa y moléculas. Empero, 
no podemos obw'var los •tomos o Las moltcula1 indi•·idu.al.,. en acción. Lo que 
observamos es d resultado de un gni.n níimero de ellos actuando de una manera 
m6* o mema organizada: CI decir, procesos macro111:6plco1. Lu propiedades de 
Ja mllleria como un todo (llamada& propiedades m1cro1<:6picas) son el resultado 
dt dicha1 accionescolect.ivu. E.lcomport.amientocolect.ivode u11gra11 nÍllTlf:l'Ode 
6tomo1 y moléculas ruulta fundamentalmenle de IUI lnt.el"llecioneii clectromag­
nit.icu, ya que la int.l'racción gravitacional d~mpda vn papel dc import.anclll 
menor y In int.eracciones rumes y débiles afectan lblo los proc.tsM ouclearu. 
ProotSOS íamiliares, ta1escomola íusióoy 1a,·aporiuci6n, la dilu&i60, laeondvo­
ci60 ~rmita y eléctrica, La emisión de dectrones por metales calienta y muchos 
otros, y tambii n concepto. talu como temperatura, capacidad cal6rica, ca lor de 
cambio de fJW!, et.e., se Incluyen dentro de esta c1tegorla de propiedades coleo­
tlv11. Es precisamente la comprensión y control de eito1 fenómenoscolectiv(ll 
lo que iol.cresamayormentc l l íbico aplicado, al ingeniero, al qulmico y 1 otros 
cientlllco1 en su esfuerzo por utlliur las fu ena1 de la naturaleza para et bien­
estar dd hombre. 

E1n-rioidcarmt todo1especiales pl!llldescribirlo1 procesosc11qucint.e,... 
viene un gni.n número de putJculq. Esto3mét.od.ot10n ne<:esariamente de natu­
ralcu estadlstica, y• que no podemos teucr en cuenta el mo•·imiento det.allado 
de 111 partieulas (tampoco ca neeesario hacer <'$C esfueno plllll obt.ener ruultados 
de valor príctieo). Por esta razón el catudio de lOI pl'OCC$OS macroscópicos desde 
t i punto de •·isla molecular con1lituye lo que se denomina fúfrn utad/Jlica. Se 
dcbe intel']!TI.ltar lapalabr• ·•e1t1dlsl.ica" oornocalincalivodc unat6cnicapara 
describir procesos que involucran un gran níimero de part!culas cuyas in tcrao­
cioncs JndividuaJe1 IOD conocidl.l, IÍll con.liderar el comportamiento indh•idual 
dec.da una. A estercspeclo scll• l• m011quesc haaplieadométodoseat1.U.tic01 
al e..tudio de fltomoa con muehot electrones y a níidcos con muchos nucleonta. 

En esta parte del texto desarrollanomos primero el mt!todo estadlsti.co conocido 
como m«dnica ulad/1/ita diúica, tntaTI.lmOs sus aplicaciones generales a lo que 
se denomina /umodimlmita y lo 1plicaremoa al an•lilil de propiedades de los 
gases. ConcluiremOI e.ta parte ton una introducci6n bnove 1 la mtc:dnito e.sla­
dWfro cudnlico ilu1trad11 con algun1.1de11111plicacionn. 
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JlJ.I l ntrodw.:d6n 

t.a meetnie. tsU. buad1. en cierto. principio. !u11darnt nt.ak$. como 11 C01Uolll"­
v.ci6ndelaenerglaydd1nomentum,quesonaplicablesalmovim.ientode par­
Ucul1.1 en intcrae<:ión. En este Cll pltulo ext.tndertmOI loa principioa de la me­
c6nle11 a liste m1.1 de muehu partlculas, enfatiiando lot mttodo1 utilizado1 para 
obtener propiedadeii C<llet;tivu o mauoscópicu del 1iskma, o.in corn.iderar el 
mcwimitnto detallado dt uda part.kula. Esta ticnica se denomina mn:6"ica 
atadfslico. Usamot aq 11I "pl.rtlc111a·· t o un sentido 1.mplio que incluye l. 111 
partk:ulu fund amenblet, C<1mo t i eled.rón, o a la1 asociaciones de partkulu 
!undamenUlea, C<1mo lo. l.tomo1 o 11.1 moléculas. Una ··p1.rt1eula'" seri tnloncet 
cada 11na de las unidades dellnlda1 y estables que componen 110 sistema fuico 
determinado. 

Ea po.lble d.ane cuenta récilmenlf: de que neces!Umo1 un tratamien to etla­
dlstko de las propiedad" ruacroscópicu de la m~terit ti recordamos que en un 
« nUmetro cúbico de ga1 1. U:mperatura y p!'elión nonnaln hay 11011 3 x 10" 
moll!c11l1.1.Eapráct.icamei.teimpoliblealavezque innece..riot.ener coc11enta 
d movimiento de Cllda molKula en cktalle para determinar las propiedadet 
mac:rote6picu del gu, talet como 111 presióno 111 t.empera t11n.. Por otn. parte, 
para hacer un análisis estadl1tico de un &iirt.tma coo. muchu part.iculu, t.enemOI 
q11e hacer una estimación ruonahle a«re11 del ntado din'miC<I de e11da partk11la, 
bau.da en Ju propiedadet11tntn.les de las part.1c111at. Ha«moststatstimaelón 
introduciendo el conceplodepNlbabilidoddtdisJribud6n de las particuluentre 
lo. dlvenos u tado1 di11,mico1 en que pueden enconttaflf:. Al introducir la Idea 
de probabilidad no eatamo1 implicando que auponemot q11e las partlculu se 
mueven al aur o cn forma CIOtJca, lin obedecer ninguna ley definida. El con­
cepto de probabilid.ad 1u"lle dt n11estto método de u timar l<.>1 t1tad<.>1 dinjmico. 
de lu partlcula1 dt un siat.ema, y no dd meca.11Wno por ti cual las ptirtlcu.lu 
dtlaist.emate distribuye11 t.n la 11aturaleu t ntre loapo&ibltiestadosdin,mkot 
como tt51libdo dt 1u1 interacciones. Luego, la validu del 111,lisU eatadbtico 
de un tistem1 de muchu partic11IU esti dincta.mtnt.e rd1eionad.a con 11 dt 
nut1tra.s hipóttsis aun:a delapro!Nlbilid.adde di1tribucióndelaspartlcul1.1. 

llJ.2 Equilibri.o eii tad it1Ueo 

Collliderem<.11 1111 JUtema aislado compu"lo de 1111 gra11 número N de partkulu, 
t.11el cu.al e11 da parUculatitnea 1udilposiciónv~e1t.dosde energla E,,E., 

E., ... L.o$ estados de e11ergla p11tdt11 tlllr cuanW..do. (C<lmo los eatados rota­
cionalt1 y vibncionalet de vna molttula) o puW,en fonnar un esptdl'O pricti­
camcnt.e continuo (como la entrgll ein~ca. ttulacional de lu molo!eub.t de 110 
gas). En un instante dado 111 p1rtlculu est6n diltribuidu t.nlre los dilt renltl 
etladOI, de modo que n, partlcuJas tienen energla E,. ns part.icutas ener¡¡Ui E1 
y ali 1uctaivamente. El n~n1ero lol.al de partlculu ti 

(10.1) 
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y suponernos que permanece eDMtantt durantttod<»los pror..e50Squeocu~o 
en daisttrna. La energla total del aisttrna es 

U = n,E,+n.Es+noE,+ ... - ~n1E1• (10.2) 

Esta exprWón de la energía total del sistema wpone irnpllcitarneott que lu 
partlculu nointtractila.n (oqueWlo Lo hacen ligeramente), por lo que podemos 
a.tribuiracadapartkula.unaencrgiaquedcpendewlarnentede1ll5coon:lenadn$. 
S.iconsidenunos lasinteracciones..U.~mosagtl'garala ee.(I0.2)tirmioos~la 

íonna EFIS + EFIS + ... + E,,. + .. . eDml$pondientn a. La coergt. potencial 
deinteracci6nentrepares de part1culas. Cadatérminoincluyelascoon:lenadasde 
arnbu particulas interactuantes. En este CüO no podemos hablar de la energla 
decadapartlculasino wlamentede ladelWterna. 

Puede parecer a primera vista que nuestro tratamiento no está de acuerdo 
con la.realldad,yaquetodaslasparlleuluquecomponen I011isternufüicos 
están en interacción. Sinunbargo, en eondicionesespeeiates podemoslWll' una 
tb:nlca denominada del campo aulowmpalible, en la. que oe enru.idera que cada 
parUeula. esU. sujeta a una interacción promedio debida a. lu otras, ttnieodo 
una energla potencial promedio que"6lo depende de sus coordcnad.u; podemoo 
entonres seguir escribiendo U como en ta ee. (10.2), !!<'>lo que a.hora E1 - Ek1 +E ... 
Enloscuosenqueesnecesariocons.iderarexpllcita.menteluinteraccionesen~ 

partlculas, hay que uu.rotras lécnicas. Hablaromos deellu t nelcapltulo 12 al 
tratar los ga11n roa.les. 

Sidsi1tem.a eotá ililado, la. energla.total U debe ser constante. S.in embargo, 
puede cambiar la <fultribuci6n de las partlculas entre los estado• <llilponib[C1 de 
encrg!adebidoa4us inkraceionesy t oli1iones. Por ejemplo,w ungas, una mo­
Lo!cu laripidapuedechocar tonuna lenta; después del ch<>quc la molo!culadpi­
da puede haberse f..,nado y la lenta puede habene acelerado. O un átomo excita.do 
puede ch<lcar ioel:it ticamente c<1n otro átomo. tran¡firicndo su energla de exc¡. 
tación como t nergla cinética de amboo átom<11. En ambos ejemp\<11 las partlculas 
eoU.n en estados diferentes después de Ja colisión. En otras palabras: los nlimeroo 
n,,n.,n., ... que dan la partición (o<lliltrib11ci6n)deluNpart.iculuentr.:los 
estados disponibl .. de energla, pueden ""tar cambiando. El razonable suponer 
que paracada estadomacrosc6picode un 1iskmade parUeuluhayunapartici60 
que « m:is probable que cualquier otra. De otro modo: podemoo decir que, 
do4ailul!Ondiciona(/J1'cosdelsiilemadep<Jrllc11/m(elnilmcrode part.lculas, 
la energía total y la estructura de cada partkula) hay 11na¡xutici6n mucho mó.< 
probable. Una vez alcanzada esta partici6n,sedicequeelsistem.aesUen«¡11i­
libriot.!ladfsliro. 

Un sistema en equilibrio eatadlstico no se apartari de la partición rn.ts pi'<>' 
hable (excepto por fluctuaciones n tadlsticu) a D<> ser que ... perturbado por 
un agente externo. Quc..,mOll significar enn esto que loa nilmeros de partid6n 
n,."to"o···· pnedenfluctuaralrededorde l011valoresco"""lpondicnteaala 
particiónm61probable$inque se produzcanefect<11macro.Wpicos.Supongamos, 
por ejemplo,qnetenemosuagasenequilibrio .. ta.dlstien,uaa decuyumotéculu 
con energia. E1choc. enn otra de energla E1; después de laenlia.ión sus eoerglas 
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son E, y E .. Podemos suponer que después de un corto tiempo otro par de mo­
Jéculas tale de los estados de energla E, y E, y que el mismo par u otro va a In& 
estados E1 y E¡, de modo que estadlsticamento, la partición no ha cambiado. 

El problema clave de la mecánica estadistica es hallar la partición (o ley de 
distrihucl6n) mb probable de un sistema aislado, dada su composición. Una vez 
hallada la partición m4sprobable, elproblema&iguiente es idear métodos para 
obtener de dicha partición las propiedades observadas macroscópicamcnte. E:s 
nece~ohaceralguna hipóttaisparaobteoerlaleydedistribución.Sepuede 
probar variashipótesisra1onableshutaobtenerunaleyde distribuciónqueest1 
de acuerdo con losresultadosu.perimentales. Actualmente se usan t.resleyes de 
distribución oseQ tresestadisticas. Una es la que se denominaltgd•diJlribución 
d• Mo:r:wdl-Bolllmann, que .,, la base de la esla<ilslica <iá&ica. En este capitulo 
estudiaremos dicha distribucibn . 

La mccán icaestadisticaclásica11tdesarn>llóa li nesdel&iglo x1x y comienzos 
del xx como resultado de lo• t raba.jos de Ludw~ Boltzmann (1844-1906), James 
C. Maxwell (1331-1879) y Josiah W. Gíbbs (1339-1903). La mecánica estadística 
clásica tiene un amplio campo de aplicacilm. part iculannonte en el tratamiento 
dcmuchaspropiedade1 de losgases. Lll5dosleyndedistribuci6n restantes,lade 
Fumi-Dirac y la de &.<-Einsl•in. pertenecen a la atadUlica cudnlica y serán 
tratad.Qeno.lcapltulo l3.Sepuedeeonsider&J'quelamecá.nica estadl1ticaclásica 
es el Umite de las dos estadísticas ewlntíeu (ver la sección 13.9). 

J0.3 Ley de d iA't ribuei6n d e M w:well.Bol fzmann 

Considenmos un &i1tema eompue3to de un gran numero de partkulas i"dlnlicai 
¡¡ di11inguibla. Por idénticas entendemos que la.JI partlcu las tienen la misma 
estructura y comp<>1icl6n. Pordistinguibles entendemos que es pos.ible distinguir, 
o decircualesladiferenci.a. entre una part!eula idéntica y otra. A primera vista, 
pareec ex.istir unacontradicciónentreidl:nticaydistinguible ¡yrealmente es asH 
Más brde consideraremos esta apannte falta de lógica; ~m~ro, los resultadoa 
que obt•ngamos ahora senln suficientemente &imples como para justificar un 
estudio prdiminar de un ~¡_,t .. nrn "~¡ compuesto. 

fl t preHntemos una partición determi­"------•.-2 nada n,,,,._n., ... mediante el ordena­,, _____ _ 
'·------,, _____ _ 
,,- - ----

mientogeomt tricomostrado enlafig. 10-1. 
Cadalineareprescntaunestadoparticu­
lar de energla E1 yel nllmero de puntos 
indicael nllmeron,departlculaJJquehay 
en cada estado de energia. En nuesll'o 
ejemplo n, - 3, n1 - 0, n, ~ 2,n , - 1, etc. 

Flr.10.1. Dl•trlbuclóndepart1eulasen­
' "'dlversosest.ados deenergla. 
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Nutatni. primen. •uposici6n a q~ todos los atadoa de enugla. son igua.lmeate 
a.culibla a. lu partlcul11 dtl sistema, ei decir que lodos los aladN de mtrglo 
limui lo mi•ma prab4bilid!ut de JU ocupad.os. Supondrtm05 entoncrs que 

lo probabilidad dc unn p<1rlición dtlcrminado u propardonol al 
número dc mantrlU di(crmlts m que /iu porl/cu/(U pueden dislri­
buirutntulosu/odo1di•ponibludttncrgfaparaproducirloparlición. 

Vuomos entonen como cjtmplo, tl numero de manua1 diferentes en que 1t putdt 
obtener la parl.ici6n de la flg. l~I. Por diltrentt;s qutrtmot dtc:ir que los niimttw 
n,, n. n,. ... son lljos, pttO que lu partlculu que hay en cada estado son dile­
rcnlff. E&lo es: se conlidcra que un p11rl.ición en la q~ la part.lcula a caU tn 
t l enado E,y lapan.lculape.til en el E,. ei diferente de una partición en la 
quelapartlculaaesUcn tlt1tadoE,y laparticulapentl E, . Estoprovit no 
de1uponcrque lasparllculucomponentesi.on di1tinguibles. Si fueran indiatin-
11uibles \tndrill.mot que suponer que lllll d0$parl.icionu son iguales. 

Pan comenzar a llenar el est.&do 1::1 podemos escoger la primen partlcul& 
entre tlldu Ju N partlculas dispo nibles. Hay entonces N modos distinguibltl 
de ncoaer la primera particub. L.a s.rgund.I partlcllla 1t puede eso;:oger de N - 1 
modoa diltrcnles, ya q~ 1610 quedan N - 1 partlculu disponibles. La mura 
particul& 1t puede etetl¡Jf:r de N - 2 modos diferentes. Por lo tanto. el nlunero 
de mod011 diftrtntts distinguibles tn que podcm<n acoger Ju lrt5 printuu p11r­
Uculu para cnlocarlu en el est.&do E, es 

N(N-l)(N - 2) - (N~ 3)1 . (10.3) 

U.memos a, 6 y e a Ju lrtl parllculu escogi.du.. Podemos lomarlu tn cual­
quitn de los siguiente. 31 - 6 6rdtnes o l""rmutaciones diluente.: ak. ka, cab, 
blx. acb, cba. Pero estos 31 órdents diferentes de colOC1tr 11.1 partlculas a. 6 y e 
tn E¡ dan la mi&ma partici6n, ya que lodos conuponden 1 las particulas a, 6 
y e en l:.'1• Una partición uti determinada solamente por el niimero y la deslg­
nadón dt las partlcuJu quc tsl!n cn uda estado y no por ti nrdtn en que lueron 
colocadualll,el cualnoticnelmportanciaunaveiconsliluid.ll&partici6n. 
En conM:(:ucnci.a. para obtene r el nUmtrntotal dt modosdistinguiblesdilcrtnt.es 
tn que podtmDI tseo~r 11.1 tres primeras partltulu para OCUpll r el estado E 1, 

debtmoadividir laec..(10.3)por31conlocualrctulta 

Nl 
3!(N-3)1. 

La upru.Um general del niimern total de modo• d.i1tinguiblts diftreotes dt 
coloc., n1 partlculas en el tsladn E, es entonce• 

NI 
n,t{N-nJ!. 

(I0.4) 
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Este es justamente el numero de permutaciones de N objetos loma<loa de n1 
por >'ez.. Al puar 11 stgumio estado E,. sólo disponemos de N - n1 partleulas: 
lngo,liqutremot1colot1rlloP•rlkulutntl estadoE.debemosemplearla te.( IOA) 
con N - n,en vez deNylloen vu.den1,l'!llultando 

(N-nJl 
11tl(N-n1 - n.¡1' 

(10.$) 

Par1el ter«restado nos quedan sólo N - n1 -,..ynt1mos colocando l1t p1r· 
tlculasen~, por loqueen >'e>.de laec.(10 • .t)obtenemos 

(N -n1 - n.JI 
n1!(N - n1 - n1 -n,)I. 

Sepuedeoontinuarelproceao hasta1gotar todoslosestadotdeener¡¡i1.Elnil· 
merolotaldemodosdiferentesdi5t.ingu.ibleldeobtenerlap1rt.ieiónn1,n.,n ..... 
te obtiene multiplicando lu expresionQ (10.-1), (10.:::0) y lu li¡¡llient.,,.. conapon­
dlentes 1io.1:1tados de energl1 rutantes. Al hacer tslo, el esludiante put<k >'tri­
ncar que cierlo1 factores, como (N - nJI, (N - n, - n,)I, de., i.e cancelan, 
resultando la expresión llmp!illcada 

(10.6) 

queda el nilmt ro de m6dos diferentes di1tlnguibles en que te puede ob tener 
la partición n,.n., 11t • .•. Supondremos aho1111quela probabilidad de obtener esa 
pa.rt.iciiln ea 1>roporeioo1l 1 P. Por ejemplo, par1 la part..idóo de 11 ng. 10.l la 
prolnbilidad P es 

P- --"'- . 
3!0!211 141 .• 

Debemost-OmarOI - 1,y1que hayuosólomododeeseogern1 - o. En laec.(10.6) 
hay que escoger Los números n1, n., n,. , . . de modoqueteoatilfag1n lntc$. (10.1) 
y (10.2). que dan el níimero total de parúeuhu y 11 energla lollL 

Hasta ahor1 hemos 1upuesto que todos los estados disponibles t.ienn I• misma 
probabilidaddeKrOCupados.. Puedeocurrirquelooestados teng1n probabilidadt1 
intrlnstcosg1 diferentes. Por ejemplo, undert.o esl.adodeener¡¡la puede sercom· 
patible con mb estados diferentes de momentum angular que otros estadoo por 
loq11ees mis probable queseaocupado.Sisetitneencuentaestaprobabilidad 
intrinKCa, la probabilidad P de una partición detennioada es dilenmte de la 
ec. (10.6). f...s t\·idente que ll g1 es la problbilidad de t noontnr uDI plrtltula 
en el ni>'d de encrgla e,, la probabilidad de encontnr dos p.;irtlculu en dicho 
estado es g, x 91- gf, y paran¡ partículas e1 g¡ X91 xg1x . .. x 91 - (;' . 
Lue¡¡o, la probabilidad de un1 partición determinada, en \'ti de cala r dada por 
laee..(\0.6), es 

(10.7) 
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LevantemosfinalmentelaC(lndiciónde di•linguibilidad.SitodaslaspartlculQ 
"°º idffltica1 e indislinguil>/ts, no pod• mos, por ejemplo. damot cuenta de la 
dilennciaproveniente de inte«ambiar lupartkuluaypen la partición de 
la fig. 10-1. En C(lnsecuencia. todas IM NI permutaciones entre las partleu las 
que ocupan lo1estados dilcrcntes dan la mi.mw. partición. Esto significa quede­
bemO! divldirlaee. (10.7) entreNl, resultando 

(10.8) 

E!sta es 11 el<presión d~ la probabilidad de una futribuci6n en la estadi.<tica. de 
Maxwell-Bolt.tmann. 

Podemosobtenerelestado dcequilibrio,que corresponde a ladidribución més 
probablt, determinando el mél<imo de P (dada por la ec. 10.8) compatible con 
la• condiciones (10.\) y (I0.2) con N y U con1tantes. El método es una tknka 
mattmática simple y se explica en detalle en el ejemplo 10.L El resu ltado e• 
que la partición que tiene méxima probabilidad esté dada por 

(I0.9) 

donde,. y ~ r;011 dos parimetrot que, como se verá, están relacionados con las 
propiedadeslis.icudeloistema. Se puedeuprt$>1rlacantidad .. e11 fuacióndel 
núm" o total N de partlculas. Utilizando la ec. (!0.9) tcnernO! que 

N ~ n, + "t+•,, +. 
_ g,e-'B1 +~-E, + . . 
_ e-(g,r1E1 + g~-E1 + g,r,llE>+ .. . ) 

- r ( ~gic-'E• ) -e-z, 

(10.IO) 

la cantidad Z, denominada (uncilm de parlici6n. e• una u presi.6n muy importante 
que apattce frecuentemente en rnuch0$ cálculo... Podernos escribir entonces 
e-- N/Zcon ln que lae<:. (I0.9) se conviertee11 

t11~-F9¡e-6E1. (10.11) 

La expresión (10.ll)eonslituye la le¡¡dedislribuciOnde l'lfo:wxl/-Doil2mOI1n. La 
cantidad~ está relacionada con la energla del sistema, o más precisamente con 
la energla media de una partlcula, como M: explican\ en la sección !0.4. 

Darerno1ahur-.. unaaplioacióndelaee.(10.\l). Confnrme a!a definiciónde,·alor 
medio, tenemos que el valor m•dio (para una partición determinada) de una propie­
dad U.ica F(E) expronble en fuación dc laenergia Ede nna parUcula , esU. dado por 

F ~ * [+ n1F(E¡)j, 
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yparai.dbtrib11cl6nm,1probableo deequilibrio t.enuno., 11u.ndola. ee. (IO.ll). 

( 10.1 2) 

Por ejemplo, li lu partlculu de un lilt.enu1. l<'>lo p11edeo utar eo ~ ut.t.doe 
:: ~::~E, -+ e y~ ~- •, a..WO., coo igual probabilidad (g1- g,- I), 

z - r'"• + r '"• - r~ + r~ - 2CO&h '"· 

ya.uerglamed.iade11napartkllla u 

E - ..¡. (E,r"'• + E.r' .. ) 

- ·~::;:;~ -- •t¡h, •. 

Latnerglat.otale1 

u - "!V! - -Nct¡b••· 

que nos pennit.e hallar, en función de U. 

/UllMPLQU>.J . Obtencldndel11partlcldnmhprobableodeequ!llbrlo. 

8.i-U...L1plrtlddnmh prob•bleodeequlllbriocorruponde(pord<=ftnld6n) 
al mh.imo de P . &l• mhlmo <»""'•ponde a •u vu •La ol tu lM:idn en que el e.unblo 
de P ,.. prkUeamente cero (llP - O) pano umbios pequelloo dn1, <In,. dn,. . .. de 
loo admeros de ocupac:idn n., n,,, n,. ... Sin embargo. en vu de obtenu el mbhno 
de Pu matemAUamente mú fokll obtener el mblmo de In P, que cofTflponde. al 
mllmo valor de P. l\hora bien, oegiln la ec. (10.9) l•ntmM 

lnP - ~~h+n. ln h+n. ln h+·· 
- lnn,l - lnn,,1 - ln n,,L- ... 

E mpkando la 16nnula de StlrlLns pano el logaritmo del lact<N'ial de un ndmero 
muy gninde{verel apfndl.,.V), 

)'"'poniendo qua n,, n1, n,. .. • .on ndmel'Olgr&nd•(yaquelosslstemundc:ol 
utAn compuatot ~ general de muchlllm11 partlculad, tenem<>1 

ln P - n, ln g, + n,,lng, + n,lng, + . . 
- (n, In n, - nJ - (n,, In n,, - nJ - (n,, In n.-nJ - . . 

-- n11nn.Jt1-n,, ln n,/,,. -. , .+ (n, + n,, + ... ), 

a .... ,empleandolaec.(IO.I): 

lnP • N -~ n,tn n,{fi. (10.13) 
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ob~l!:::iando elta expresió n (record•ndo que N es constutle por lo que dN - O) 

d(lnPJ - - ;Etd11.) ln11</go -¿ 11<d(lnn1//l•l 

--.± (dn1) ln nt//I• - .± l><(,dn,)/111 

- - ~ (dn,¡ In n,¡g, - ~ dn~ (10.1.f) 

Perodolaec.(10. l) se ded uce,y•quedN - OporqueNesconst.nle, 

+dn1 - 0. (10.15) 

Encon11eo:uencla, l• ec. (I0.!4)sereduu a 

- d(lnP) - +(lnn./111Jdn.i - O. (10.16) 

Eocrlblmos cero e n d Ultimo miembro de la ec. (10.16) porque estamos bu1<:ando 
el estado de equ!llb<io para el cual P es mh!ma o dP - O, por lo que d(ln P) -
p -• dP .. o. Sl todos 101 c•mblos dn,, dn,,, dn., . .. rueran arbitrarlos, podrla ­
mo1 1atlstacer laec. (t0.16) h a<:lendo 

lnnJg1 - O, tnnJg1 - O, lnnJg, - O, .• ó n, - 11,, n,, - 11., .. 

Eml"'ro,lo1camblot dn1no110n enteramentearbltrarlo.1debldoalacondiclón(10.l5) 
que proviene de la con1lancla del nOmero de par-Uculas, y a la condición lllláloga 

+1:.·,dn, - O, (10.17) 

que resu!ta de laconstancl a de laenerglalntema yqueteobtienedlferenclandola 
ec. (t0.2)yhaclendodU - o. 

Pa ,.,.tener encuentaludo•cOndicione1{10.15)y(10.17),lntooduclmosdo1par'­
metros arbitrarios a y Jj. denominados multiplicadores lnddcrmlnado• , confonne a una 
t~cn lca ma temétlca 1ugerld a por Lagrange (ver el ap4:ndlce VII). Multlpl!a.ndo la 
~-~~~. 1 5) por" y la ec. (10.17) por~ y 1umando el re1ultado de la ec. (10.16), <>ble-

+ (ln n.¡g, + 11 + ~E,) dn, .. O. 

E 1to ª llMllª dos coenci&nt .. arbitrarl o! <1 y ~ que 1!r..-en para COml"'llJat la1 do• 
condklunes rHlrktlv n (10.15) y (10.17) dándole• valorea con\'enientet. La distri­
bución de equl!lbrlo se obtiene entonces 11 

lnn,/111 +«+~E• - O 

EJEMPI.Q 111.:t. Un $l1te ma eaU. compueno de 4000 part!cula1 que pueden u t ar 
enunode lo1 trtt nlvele1 o estado1 deenergla lgualmente .. paclado.1 cuyasenerglas 
1onO,, y 2•,yque llenen la mioma probabilidad lnlrlnsecag(ver ftg. 10-2). Elle 
sistema podrla, por ejemplo, wn•l1Ur en il<>moo de momentum angular t<>lal Igual 
a l colocado• en un campo magnH lco. Comparar la probtiillidad relativa de la partl­
clón en que hay 2000 parUculas en el n ivel lnfe<i<>r, 1700 en el lntenned!o y 300 en el 
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1optrlor,co11 l• dcl•p"'11d611raol ta11\odela t n11•fcre11dadedospartklllu<kl 
11lvellntumcdlo.un••ll11lcrloryotn.al1uperlor.procc10queucompalibleco11l• 
eonttrvad<\11 de Lae11cr¡la. 

11,. :i.------

11,.0------ l'I,. l t •I. Sl1\cmaco11 \ra nL­
vclc1 deenerglll. 

~Conformca lace.(I0.8),l•1probabllidadcldclaprlrne .. y..,gundapartl-

P, -~,P, -~. 

En vu de ca lcular ¡.,.. valores de P, y de P,. Lo cual podr1am<>1 haotr utlllundo la 
oc. (1 0.13),hallaremo.almplcmcnteucoden\f>: 

~ - 1=1 KKl:o~ _ 2::: -4.s. 
Entonca, la simple tn.iulcrenela de dos partkula1 <k un to tal de 4000 a ot.ros nlvelel, 
eamblalaprobabllldaden u n ractor 4.8. ~101lgnlfleaque la1partldonoe1P,y P, 
HlinleJosde..,rlaparllddndeequlllbrio;utooedebeaunapobla6611u.0ttlvaen 
elnlvelln termedlo.Porlota nto,elobtematratar6 deevolucionarbadaune11ado 
en que el ni vel inlumedio uU menos poblado. Se 1uglore que el e11udlante repita 
e! problema co n1lden11do otn1 dl1\rlbuc1one1 J><ll'lbleo rto p1 rtlculH, co mpallblu co n 
la misma e nergla to ta l. (Ca niblar do1 p arUcula1 mh del n!vd Interme dio " ponu do1 
parUcul11múenelnl•·el ln tn medlo,un.a del nlveltupcrlor yotrade l Inferior y 
ree&lcularluprobabllldadeorelallvu.) 

/Uf!ltfPJ.-Ola.3. O.termln.arlapartld6nmhprobableo<kequUlbrloparael ob-
1ema del ejemplo 10.2.. 

Sel- El .... tema u\6 compuesto de N - 4000 parUculaa y conforme a los datos 
dadosenele)emplol0.2,1uenerglatotal(ver l'l.g. 10-2)U2000 X 0+ 1700 X •+ 
+ 300 x (2 •) - 2300•. Emplundo la upr<:1l6n (10.9) de la partlcl611 m i• probe­
ble. debem ... tener, conforme• l• notación de la fl&. 10-2 y co n ~. - g. - '' - ~. 

n, - ,.-, n, - ,.--1., n, - ,.--"'• 

o oe• que, lla mando" 1 ~-1., tenemos n, - "•" y n, - n,ro. L uego, Ju oondlclonet 
(1 0.1) y (10.2) que d•n ruptttlnmente el nllnKro tota l de parUculas y la ener¡¡Ea 
total,Hconvlcrtenen 

n, + "•" + n,ro - 4000, (n,.,)• + (111r") (2•) - 2300,_ 

Canodando ti factOJ' oomoln •en la ll<:¡lfOnda rebcl<ln, ten.emo. 

n1(1 +""+%") - 4000, 
n,(., +2%*) - 2300. 

Ellmln• nd o r.,obte nemo1 unaecuacl6npara:1: · 

•1ri + 11:ir.-23 - o, 
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o .. a :i: - 0,503-4. {Sólo .. lila la no!• po•lll va : ¡por queT) Por lo tan to, 11, .. 2277 
(el n<imeroha1ldoredond eado). En conse<:uencla,n,, - 1146yn, - S77.LaCQrr .. -
pondicnte probabllidaddepartldón e1 

P - 22111fi:'a15771· 

C.lculemo•ahoraoleambloque .. produocen Pcuandoseoaeados partlcu!a• drl 
nivel lntel"Tl\edlo yse tra nslieren una al nivel superior y otra al lnf<rlor. L a nueva 
probabllldaddepartlclónM 

P' .. ~· 
El«>denledelas dosprobabil!dadn es 

-F - j2j;:3 XX 1;74: "" : ~:! !~ - 0,91)66. 

Por Lo tanto.las do• probabllidade•son esencialmente l8uale1 como tenla que ser, 
ya quo 11 P to mbima, óP debe oer ocro o muy pequeil.a para un e1ombio peque~o 
enlosnúmeros dediatribucióndeunapartlcióndeequilibrio. 

10.4 TempeTatura 

El parámetro ~ de las ecs. (l0.10) y (10.11) está directamente relacioudo con 
una cantidad !is.ita, la temp.ratura, que !ue introducida originalmente m.ás para 
describir unauperiencia ..:nsorialquccomnpropiedadestadl..tieade unacolee­
ción de particulas. Nntemos en primer Jugar que para que haya compatibilidad 
dimensional en las ea. (10.lO)y(IO.ll), dehem0$expresar ~ enunidades invenas 
deen(fglll, esto es, J- 1, eV- •, etc. Usando la '°"· (10.11), tenernos que la energla 
totalde uns.i, t em.adepartlculas en'"Q11ilibrio estadlsticoes 

U- n,t::, + n,E, + n,E,+. 

(10.18) 

Usando la definición (10.10) de 111 función de partid6n, podernos escribir U en 
Jaforrnaequivafonte 

que.,. una relación importante entre ta energia total y la función de partición 
de un .Jsterna en equilibrio estadisticn. La energta media de una partícula u 

(I0.20) 
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Notar qu e, dado un .<istema fl.sko deserito por W g1 y Ju E,, la función de pu­
tidón Z(y, por lo tanto, la energla tolal U) y laenergla media E de una part.lcula 
son funciones de~ (y también de otros par.l.mdros qu.e detenninan el estado 
macroscópico, como el volumen y la presión). Esto es, podemos usar el pan-­
metro p para caracterizar la energlaintern.a del sistema. Sin embargo, se haen­
conlr:ldo que es má• conveniente introducir una nueva cantidad fisi.ca en vez 
de ~. Esta can tidad se denomina frmptraJura absoluta, se designa con T y se 
delineconforme a larelaci<in 

kT - ~. (10.21) 

Esevidentequeaedebe expresarlacantidadkTen unidadesdeenergi.a,como 
jou.Jesoelect.ronvolu.La.constanteksedenominamnRanlodoBoltzmonn.Su 
valorestidetenninadoporlaelecciónde lasunidadesde T. QuedapordemMtrar 
que la temperatura que hemos deflnidoaqul coincide con la temperatura medida, 
digamos con un termómetro de gas. Haremos esto más adelante (sección 12.2). 
Bute decir, por ahora, que cuando se expresa Ten una unidad denominada 
ktlvin, que se designa K (unidad introducida antes de que se desarrollara la 
mecánica estadlstica). el valor de la constante de BolUmann es 

k .. 1,3805 X 10-ª J K-1 - 8.6178 x l~eV K-1. 

Es claro que podrtamos hacer k - 1 y medir la temperatura en unidades de 
ener¡¡ladinctamente,comojouk=soek=ctronvoli..,. EslOHJH'rlectamenteposihlo. 
Sinembargo,la"lr:ldicilindeexpres.arlatemperaturaenl<elvins,origínadamucho 
ant.,. deque se dcscubritralanlación entretemperaturayestructura molecular 
de unii1tema, est.á.tanprofo11damt nte a1TBigada enlaflsica,queescasiimposible 
(e inconveniente quiZJis) suprimir su. uso. La cantidad ~es positiva (excepto en 
algunos caaos especiales), como &e dernuestra.mlisadclante, por lo que la tem­
peratura absoluta Tes positiva. La temperatura má.s baja es cero, y corres­
pondea lo quese denominactr0 ab'6/u/11. 

Es necesario tener p~senteque la defmiciOn estadlltica de temperatura dada 
en la ec. (l0.21). &óloes válida para un sistema en equilibrio estadlsticoy.por 
lotanto, no se aplicaaunasolaparticulaoaun sistemaque no está enequilibtio. 
La razón de estn es que el parámetro ~ Milo aparece en relación con el cálculo 
de la partición más probabk=de un sistema, fo cual enrre•ponde por definición 
al estado de equilibrin. Si el sistema no está en equilibrin, podemM aún hablar 
de una tempenitura "decliva·· de una porción pequel\a del sistema. suponiendo 
que toda porción suficientemente pequeña IOStá cai;i en equilibrio. 

lntroduciend-0 La definición (J0.21)de temperatura en la ec. (1 0.10). podemos 
ucrihir la función de partición de equilibrio en la lonna 

(I0.22) 
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Anüag11m11111.e, Ion oúmermi de ocupaci(>o en el fl¡ uilibrio IOo 

{10.23) 

que da la d.itlrihuci6n de Mu~ll-BolWn•nn en !unción de la l.empe111tu111. 
Como ~ - l/kT, d~ - - dT/kr. y podemos esc.ribir la ec:. (10.19) en la lonna 

u-kNrfr(lnZ). (10.2-t) 

La energia media por partlcula, U/N, esU. d1da por 

(10.2S) 

Obffr.,.•r que la ec:. (10.2!'>) tsla blece unl rt.lad6n • nl~ 11 tnugla media par 
p• rUculll de un 1i1tema •n •quiLihrio e1tadlstico y la tempe111tun dd miimo. 
La relación ex.acta depende t\'idcute....,nle de la .. truct11111 microo.c6pica dd 
""tema, upreuda por la funcl6n de particüin Z, y es difml'Dl.e pa... un gu idetl, 
un jjU ~•l, un liqu ido o un '61ido. Podemos decir entonces que laU:mpaol.uro. 
de un 1isltma m a¡uilibrio ulwl.lllico a "'"' (IUl/idad nlacionl>do ftlll lo. mugfa 
mdia por pru/feu/o dd 1i1/tmo, de~ndiuido dicho. n laci6n de /o ulruc/uro del 
1/&tuno. 

ElleleaJO¡¡enrnU,elvalormtdiodecualqui.,.propie<bdF(l:.)uociadacon 
laspartleula1,1econ.,.ierte1ho111t.a 

(10.26) 

y es, porlotanto,funci6n~lalemptta­
t11111.Porejemplo.eoelsisltm1compuos­
todepartltulucooentt¡IQ+•Y-• 
con.OdeT1do1lfonald..la1eCCi6nl0.3, 
latoergla media de un.a partlolaa,a 
la kmper1tufl T, 

E--•tgh(4k7). 

l'IJ. 104. Dhtrlbuclc'm de Max•ell­
Boltunann a tttt tempu:a\W'lf dllt=tes. 

t . ..- T<tapcnl•n .,u1 boj• 

;; ! 
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Coma e n la ec. (10.23) la exponencial r'WlT es una fun ción d~en.te de 
E1/ltT, cuanto mayor ¡ea f:llte cocknt.e, menor llU6 t i valor dtl nilmttn de ocu­
p.aciónnr. En coosecuencia,a un a temperatunt dada,cuanlo mayor es la energta E,, 
menor esel valordeo1• En otra1 palabraa: ta ocupación de !os estadosdisponiblea 
pa ra Ju partlculas di&minuyn a mtdida que aumenta la enu¡¡i:a . A t.emp<ratunu 
muy bajas, sólo los nive les má• bajos esUin ocupados, como se muestra to la 
n11. 16-3; JM:ro a t emperaturas altas (corresponditn tet a v1.lort1 mtoores de E1/ltT 
p.araunaenergiadada)aurnent1lapoblaci6nrelaliva de to1 oiveleslll tn1{co1no 
tambil!nsemueslr.len lafig. 16-3) aex¡M:DS1$delapoblaci6n delos ni v•lesbajoa. 
Notar q ue la rdaci6n entre los n úmeros de ocupación dt dos ni\"elts de energla 
E1 y E¡ es 

!!i. - lL ~11¡-B.~lT - lL .-toJ<¡tT 
11¡ ,, ,, ' 

(10.27) 

donde t:.E es la diferencia d e tnergla entre 105 dos niveles. Luego, n1 y n¡ 1610 
111 n comparables li ti.E es mucho menor que kT. 

lt.Jlt!WPLO 16.4. Dadas lu ltmpert1lura1 100 K, 300 K (temp<ratura a mbiente) 
ylOOOK,dUermlnarpaHuodauna el cocltnte de lotnilrm:rosdeocupacióndtlM 
niwlt1 corTUpondicntu a llE Igual a: (1) 10-• cV, q~ es del onltn del espacia miento 
de lot nl••tlts ro1adonalt1 de mud111 molkulu, (b) !I )( 10-• eV, que co...,spond• 
a los nlvelts v!bnclonalfl molecullll'ft, y (e) 3 c V, Q1>t ti del ot<ltn de lu cxct11clone1 
t lecltó nlcu en .itornos y molkulu. Suponer1 - 1. 

SolMtl~'" l\•oordando que k - 8,61 78 x 10 -1 eV K - •, lcnemo1 que kT - 8,6178 )( 
x 10-1 T eVyllE/lrT - 1,l&03 x 10'-E/T,dondeE u ttuprt1adaen eltctronvolU. 
Lutgo,paratosvaloN01lndl cado1 de 4E,los va lon1 de n1/n.1l11tn:1 \cmp<raturu 
e1ttndado1cnlatabla1lgule11 l&: 

llE,eV 

0,1138!> 0,9962 0,9988 
!> )( 10-< 3 X 10_. l,0 X 10•1 ~,60 X 10-1 

J,00 8 X 10- 8 X 10· '" 

Por lo t anto, para ti.E - tO·• eV loo dos nlvdet l le nen p r•cuca men te 1• misma 
población a todu lu lc mptr. tura1 con1ideradu. E 1to upllca, por ejemplo, q~ a 
temp<rllunonormal se ob1et\•et<Hioelespectrorotaclon.ldeabsorclóndelumolku­
LH,t•l eomoelllustrad0tnl1tlg. ~35 para el uso de HCI. Para!i.E - !> x 10 ... e V, 
la ,poblaclclnyaesaprttlablt a ttmpeHluH amblcate, locual 1lgnlflcaque muchas 
molkulH est.in en t1!ad0> excitados vibracionales a umpeno luno llfllhlcnte. En 
aomblo, para ti.E - 3 eV e l eocltnte fll/n, n tan pequello que resulta rawnable eon­
slderlr que e l nh..:l s11perior tst.i ese ncialmente vado • todH tas te mper:aturu coo­
sldenodu. Por lo ta nto, la mayort• ~ los .itomos y lu molkulas t1U n (a tcmpeno turl 
a mbiente) cu 511 ••lado el..:trónlco lundamcntal. Sel lo 1 temperaturas extremada· 
me nte alt as, como t n la1 cstn llas muy cal ientc1, los ' tomos y molfc ul a1 u\in e n 
estado1 cxeltado1elM:tr6nlco1t11cantldadaprt clablc. l.a1udtaelonc1 electr6n k11 
111n produeldH en ti la boratorio mediante colillonu lnt lb tlcas de lu molkulu del 
g11con electronu rApldo1enunadt11:Mgaelktt lca. 
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llJBMPW lf.11. Conllld"ar un •i.tem• de molku l•1 polareol col0<:ado en un campo 
elkt:rlco11nlfonne,peroq...et11'•lll•dodeeualqulerolro~nteuten>0.c.icular 
i.poLllriucl6ndel11.llttm•enlund6ndoi.tempe111tu111. 

ll'Gll-1 Oulgnemot con ~el momento di polar elktrlco de ct1da molkul•. Supon­
dremo1 que e l Unlco docto del campo el ~clrlco apllcado es modlftcar la orlentaci6n 
al uar do l llll molkulllll 1ln puturbar 1u1 movlmlen\01 lraoLacLonal e Interno {rola­
ck>n.al o vlbndonal), y que lu molkul.u son llbru de se¡11ir la aedón orientadora 
del umpo elktrlco. Y entr¡la de uaa molkul• cuyo momen10 dlpol.ar lorma un 
ingulo e con el campo tlktrlco ~ ti E(I) - - p,t. CO$ e. Como el •n¡ulo puede 
tenercu•lqulerv1lor entn:Clyw, lnenergla1 dt lotutada.dl1ponlblt1noson dll­
creln 1lno que voñan en forma continua. Luego, e n vez de buscar el ml.mtro de mo­
ltculas orientadas s.gOn un 'n¡¡ulo O, del>emot hallar el ndmt ro de molkulu co n 
1u1dlpolo1orlentadosdentrodel ' "Aulos61idod0, <1ennidoporlosdoscono1coal<la-

M ~ 

n, .. ,. 10-4 

lea de a~tlurllll e y f + de (llg. 10-4). 1::1 valor de este -'ngulo l'llldo es dO - 2,. s.n f 
dtl;tmplundolaec.(10.22Jcond0enver.deg,e lntegrandoenvudeumando, 
podemo1 tscrlblr la fund6n de partlcL6n e n la lorma 

Z - f.c">'-0:••2,.s.nldtl - 4><(.ltT/p..(:)senh(p..t../ltT). 

Y orientación de las mol~cu las ddio .. r llmftrlu n1pecto • I• dlrecci6n do.l campo 
e lk \rlco l)Ot lo quo d v•lor medio de l mon>ento dl¡iolar •• paralelo a I!. LU•IO, 
P""' h• ll1r P dcbemo1 calcular p, cOI 6, ya que Po COI e ti la com1H>nt.ntc del momento 
di¡io1Helktricoenl•dlreed6ndc ~. Uandolaec.(10.26)con un• Integral en ve1 
deuna aum• ,lenemoa 

ji '"' t f. {p,,co1&)<M-•1•r::..s.n&de - p. (coth* - 1:t}• 

n:1ultado quo se denomina /6rmufo <k L1m91'1>in. Cuando ~ ti muy grande o cuando 
la lempentu .. e1 mu y b•l! (o sea pl 111 p.¡: > tT}, tenemos que cotb (Al /ltT}-+ 1, 
y tTfAI -+O, por lo que p - p,.. Htto 1ignltlct1 que cuando el um¡io tlktrlco ea 
muy lnun10 o la tt mperatu,.,. ea ttroana al ttro a.bwluto, pricUc•rm"nte to4H W 
molk ulu eot'n urlentadH para lelamt.nte al <ampo. Para I! pequci\o o T grande 
(c1to•1,p,t./kT <( l),uHmo1 eldtll1TOl1011siutótlco 

colhr - 1/r + r/3 + . .. , 
yoeobtlene 

Si hay n moJk ul ao por unidad de volumen, la p0larlHcl6n de La 1u1tancla H 

? - nP .. (n,,:,W.T)l". 
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E$tauprnlón H usa en el cl.lculo dela permltlvidad elktrla de u11 TMdio oomput1to 
de molkutu polarq,. t.. magndlucl611 de u ... 1u1tancll coloalda en un tampo 
magn~tlco externo H obtkne, cuando 11.1 molkulu poHtn un momento magn~Uco 
pernianente, por medio dt un cl.lculo 1lmilar. E1te u el efecto de orlentadón que 
da lugar al paramagnetismo. Empero, en este cuo 1ur¡¡c una comptltaclón. El mO• 
mcnlo magn~Uco est ' rtlaclonado con el momentum angulu, cuya orientación t1t• 
rutrl nglda como se Indicó n la HCclón 3.~ . Debemos entoncu sumar en vez de 
lnte¡ni.r. El resultado n ... 1 u , 1Ln embargo, muy similar al obtenido para un mo­
mento dlpolar dktrlco (nr el problema 10.8). 

10.5 Hquilibrio t érmico 

Consideremos un sUtema C(lmpuesto por dos grupoa difcttntes de partlculu. 
DitemOI que tada grupo de ¡iartlculu constituye un Jubbltmo. Por ejemplo. 
\05 dos subsistemas pueden ser un Uquido con Wl sólido 1umergido en ~ l. una 
muela de dos 11~1 o de dOI Uquidos, o doa sólido• en contacto. Por medio de 
choques y otra. interaccinoes, puede haber un intercambio dcencrgla enlnl las 
part.iculu que componen IGs dos 111blistcma1. pero H 1upooe que la cncrgla del 
oisterna total es fija. Llamemos N y N' 1\ numero tota l de parUculu de eada 
1ubsis1ema, y E,. E. E. ... y ¡;;;, E;. E;. ... a los con"ttpondie111.C1 niveles de 
ener¡!adUponiblesparal11putJculas.Sinoh1ytt1ccionesentttlasparUcul11 
de J05 d111 1uhmt.unas, el nUmuo total de parUculu de cada subsi5tem1 u con1-
tante; la cnergla total del sistema también lo es, pero la encr¡¡la de cada 1ub­
.Utema no H com1erv1 porque pueden intercam biar cncrgla debido a sw. inter­
acciones. Por lo 4nto, en una p1rtiti6n determinada, Jo1 números de ticupaci6n 
n,, n,, n., , , . y n;, ,,., nj, . . . de cada subsistema deben utWacer las condi­
cionu aiguientcs: 

N =~nr - conll, 

N' - ~"; - w"' 

U - ~n1E1 + -?"ÍEí =const. 

(1 0 .28) 

(10.29) 

( 10.30) 

U. probabilidad de una partición o distribución detennin1d1 está dada por el 
producto dedos exprcaiones anAJogas a la ec. (10.3), una para eada 111bsistema: 

( 10.31) 

PodemOI obtener el equilibrio del listema compuesto imponiendo que P iiea un 
mb.imo oompatiblc con las ecs. (1 0.28), {L0.29) y (10.30). El resultado es (ver 
el ejemplo 10.6): 

( 10.32) 
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donde Z y Z' w n lu resptttivu funciones de partición de los dos subsistemas. 
Notemo1 queparaquelo1 do1s.istemas esU!n en equilibrio deben tener t i mismo 
parámetro~. Envi$tade nuestra definición(I0.2t)detemperatura,concluimos que 

do: :islemas rl.ifutn/ts inluoc/uantu de parUcu/as en equilibrio 
eslod!.<lico debt:n luitr la misma ltmpero/ura. 

Este enunciado se denomina ltyurodela /umodinámica. Se dice, entonce'!, que 
los subsistemas están en ~uilibrfo /irmioo. Reemplazando ~ por l /k T, podemos 
escribirenlugardelaec.(10.32): 

n¡ -f g~•T, n¡ _f. gjrlill•T, 

donde T e>1 la temperatura absoluta comOn de los dos sub1istemas .. Las expre­
siones de n1 y nj muestran qu en el equilibrio U!nnico cada sublliatema alcanza 
Ja misma partición má1 probable que alcanzarla s.i estuviera ailslado a la misma 
temperatura T. Estas relaciones expresan entonces que una vez alcanzado el 
equilibrio térmico, la cncrgta de cada subsisUma JH'nnancee constante en &en· 
tid<iestadistioo .. Esto significa queaunque losd<>ssubsistemaspuedenintercam· 
blarenerglaa nivel miero.ropico, dich<>intercambiotienelugar ena1,.bnd.iree· 
cianea, no habiendo en promecli<> un intercambi<> neto en ninguna de lu dos. 
Se1iguecnton~quecuandoseponeencontact<>doscuc'l'osatemperaturns cli­

fercntes, intercambiaránenerglahastaqueambooalcanunclcquilibriotérmicoala 
misma temperatura. En ese momento cesa de haber intercambio neto de energla. 

La ley cero es la base para medir ta temperatura de un cuerpo; esta tempe­
ratura se determina oolodndolo en wntacto con un cuerpo patrón calibrado 
adecuadamente (tenn6mctro). La ley cero también esté. de acuerdo 0011 nuestro 
c<in<.:epto común de temperatura, segun el cual ai se pone en contacto un cuerpo 
"frlo""conu11o"caliente .. ,elfrlose cal icntayclcalicntese enfrlahastaque 
"se siente" que am bos eatJ.n a la misma temperatura. En consecuencia, aunque 
el concepto de temperatura se introdujo originalmente para corresponder auna 
experiencia sensori.alqucpor supuestoestá asociadaconunaconcliciónflsicadel 
cuerpohumano,ahora&elopuededefinirenlormapreclsapormecliode larcla· 
ciOnestadistica (l0.21). 

EJEMPLO /0.6. ObtenclOn de las relacfonu {10.32). 

S""""6oo: Cuando PesO dada por laec. (10.31) tenemos,&lgulendo el mismo pro­
cedimlento utililado paraobtellfl.l" la ee. (10.16): 

- d(ln P) - ~ In n.¡g, dn, + ~ ln nl/g; dn; - O. (10.33) 

L u condiciones "''trictlvu(I0.28), (10.29) y (10.JO)dan en este caso 

.:Sdnt - o, 

*dní -0. 
+E,dn,+;;;E;dnJ .. O. 

(10.34) 

(10.3!>) 

(10.36) 
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Multlpllcandola«. (10.34)por«, la cc.(10.35)por .. 'ylaec.(10.36) por ~ysumin­
dolu a la «-(10.33), obtenemo1 

.:f: (lo n./g, +" + ~A',)d111 ++ (In nJ/gf + «' + ~E¡)dn; - O, 

querequltre(por lamltmal"ll<ln queentl caoo deunasoladasedcparUculas)que 

!nno/f•+« +~B, - 0, lnnJ/¡f,+«' + ~BJ - O. 

no "" g¡¡.-4 1!.;, ní - g;.-•48"¡ 

0 1ea, ullllzandolurelacione1(10.28)y( I0.29)paraeliminar.-ye-', 

"' - f g¡¡.4 1':;, ní - f. (,e4B"f. 

Nóttse que wamos " y ... porque el nó""'ro de parUculu de cada subsistema '" 
conserv• separaduncntt, peroutlllzamo1un solo~ porquo u laenergla total laque 

10.6 A pliooci6n mi gllll ideal 

Nucsl.ro próximo paso et dderminar si hay alg(ln siAtema de partkuLu en la 
naturaleza cuyo comportamiento colecti"o'" parezca a las predicciones de la 
ley de di&tribución de Maxwell-Bolb:mann. Hasta ahora hemos prt&entadG esta 
diatribución solamente C<Jmo una construcción teórica mAs o meno1 ruonable. 
La experiencia co nfirma que se puede describir la mayoria de lo• gases con la 
e1tad!ttica de Max,.-ell-Bolb:mann eo un intervalo de temperaturas mu y amplio. 
Para simplificar, considera..,rnosahoralosgasesidealescompuestos de rnoléculu 
monoatómicas. De este modo no tenem1>1 que incluir ni la energ!a potencia l de 
las íuen.u intermo!eculares ni la energ!a uociada con los rnovimi•nlos internos 
derotaciónodevibracióndelasmoléculas;pot lo tanto,todalaenerglamolecular 
estrulaciGna.l ; estoes, laE1 q11eapa~en laee.(IO. l\)es 

(10.37) 

Not<:mOOI empero, que, como se explicó en el ejemplo 2.4, se puede con•idernr 
que la energiacino!tica dtun gu ideal que ocupa un "ºlumen suficientemente 
grandenoest.Acuanti.iadasinoquetiene unespectn.>continuo. Debemoa eot.Gnces 
"ºl"era escribirlaec.(10.22),reemplazandola sumaporunaintegral,enlaforma 

z - I: c-lll~T g(l:.) dE, (10.38) 

donde g(E)dE reemplaza a g1 y rep....,nt.a el número de estados moleculares 
en el inten'alo de energla ent re E y E + dE. &te nlimcro proviene de la& di/t­
rentes orientaciones que puede tener el momentu.m p para una energla dettrmi­
nada. Conlormcala ec.(12.19),ttoemos que 

g(l:.)dE - hV~" E' il dl>, (10.39) 



lfl.6) Aplit:a{:f4n a/ flU idm/ 

donda Va el volumen ocupado por el gu. Por lo tanto: 

z - 4xV~)'11 I: E'flrltl•TdE. 

Seeneueotra que La inlegr•l dd oeguodo miembro (ver el 1páidi« IV) tiene ti 
valNj:y-;{.ttj'i. L~¡¡o. 

z - vri-m,:n'", {10.40) 

q11ed•ll lunci6odeputlciOndeunga1id••lrnonoal6mie<1enfonci6nde l• 
ttrnpenilura y el vohunen del ge1. Tomando el logaritmo nuural de arnboo 
rnlembrw ttnerno1 

lnz - c+tlnkT. 

donde C incluye todu lu dernU uotidada tonabntea. Sustitu~ndo este valor 
de In Zen la ec. (10.25). obttnern•pa111 laHer¡la media dalu inolkulu: 

E - fkT. ( 10.41) 

Por lo tanto, b en..-gi• cini!tla medil de Ju molb;u!Q de un gu Ukal en eq11i­
librio esbdli\.ie<1espropon::lonal 1 la ttrnperalu ra 1btlllutadclgas. llist6riu­
mente, la ec. (10.41) fue Introducida en el siglo x 1x mucho antes del d""'rrollo 
de la mecánica estadl$tita, en tonu.i6n con la teorla dni!t.ita de los gaJU. Fue 
tala rt!Lati6n la que .ugiri6 la lden tillcati6n de ji con l/kT, La energla total de 
un 11•1 compuesto de N mol~tulas e1 entone .. 

U - Nlt - iNT. 

J'1J.IO·i. D11\rlbud6ndeentrgl1mo­
l«11lar a dos tempuaturu {100 K y 
300 K). Notarque1egllnlaec..(I0.'4) 
ladlstrlbud6ndoenergla .. tndepen· 
d.lcnteckla,,.....rnol<cular. 
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ConclWm•, por Jo tanto, que i. tntrgla intema de un g11 tdeal monoat6mico 
llllo depende dt 111 ttmpentun.. l::lto rs un fftultado directo dt nurstras dt6-
nlcione1 dt g:u ideal y dt ttmperalun. No rs de rspuar que Ju mismas ... 1.­
ciones valgan pan lDI gues l't'alel y otrassll!ltanci.u, ya qutplrlt de 1u ener¡¡la 
interna o:apotencial y depende, portanlo,dtl.o. separaci(ln dt las mol~culas, HIO 
es, del volumen de la 11U1tancia. 

Si 1< es el nWnuo de moles• del gas, y NA. - 6,0225 X 10"" mol-1 rs la con¡. 
tante de Avogadro, o sea d nilmero dt molkula.t en un mol de la JllJl&nci.a, 
que es ti mi&mo pan todas 11111ustanciu, tenem• "' - N/NA.. Luego, 

donde 

R - kN,. - 8.3143 J mol-'K-1 

- 1,9860calmol-•K-• 

- 5,18!)4 x lll'' eV mol-• K-1 

(10.42) 

(10.43) 

te denomina con.stanledelolgases. 
l-aupn:si6n(I0.23)dtlldistribuci6nde 1nolb::11luenludilerentesenerglu 

es, rMmpluando fr por g(,l:.) dE dada por 1l ec. (U>.39): 

dn - -Fr!l/lt'l'g(,f:.)dE - -F hV~" E'ttr1111tTdE, 

donde dn es el nilmero de mol~cu lai con energla entro E y E + dE. Introdu­
ciendo el valor de Z dado po r la ec. (10.4(1), tenemos 

(10.4~) 

que es la fórmula de Maxwtllpan la dilltrihuci6n decnergb de laa molb::ul11 
deunp.iduLEsta lónnullfucunadelasprimera11plicacionrsdelosmflod01 
utadislicoseníiaica. JamesC.Max .... lllaobtuvoporprimenivei hacia 1857 
empleandounra1onamientodilerente. Enlafig. lo-5e1til't'prt'Hntada laec.(IO.«) 
pan dOI temperaturas diftl't'nttl. 

A veCtl 1e necesita ta distribución de velocidadu en ve:z de la distribución 
deener¡¡la. Teniendo en cuenta queE - ! m.,., se tic.ne 

!!!...-~~ - 11111~. 
d~ dE: do dE 

Sustitiiyeodo E - im.,ae.n lace. (10.44) tenemo. 

~ - 4,.N ( 2:T rll ñ--'/DT, (10.45) 

• R-urquo"" mo1 .. 1oconll<lodd<..,.\uell.ongt11moolpol o•u ,. ... ~lutnumo. 
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FIJ. Ht-f. Distribución M vol<>cidad 
molecular en el ox.Jg<no • dos tompe­
raturas (80 K y800 K). Notarquose-­
gdn la te. (10.4~) la dl•trlbudón de vo· 
locidad do¡>ende dt la masa molecular. 

·L- ,_~,. 
T• tiOll\ 

o ' 8 12 16 

que es la fórmula de Maxwell para la di stribución de velocidad.., de llls moléculas 
en un gas ideal. La mi1ma da el nllmero de moléculas que se mueven con una 
velocidad entre u y u + du independientemente de la dirección de movimiento. 
Llldistribudóndcvelocidades en eloxlgenoados lemperat.urasdifcren~eslá 

represent.ada enlaflg.11).6. 
Una prueba cn.icial de la aplicabilidad de la estadlstica de Max..-eU-Boltzma nn 

alosgasesldcales csver silas distribucionts de energfaydevelocidadilustradlls 
en las fi¡¡s. 10-5 y 11).6 ocurrt.n realmente. Una manera indirecta de llacer edo 
ts analizar cómo la velocidad de las reaccionts qu!micas depende de la tempe­
ratura. Su¡><Jngam0$ que una reacoió11 de1Alr111inada ocurTe sólo~ las moléculas 
quecllocantienen dertaenergia igual o mayor que E •• La velocidad de reacción 
a una temperntura dada depende en loncu del mlmcro de moléculas que tienen 
una energla igual o mayor que E •. En la fig. 10-7 este nilmcro está dado para 
dos ternperaturasdiíerentesporcada uuade la.Meassombreada.sdebajodclas 
curns. Notemos que hay más moléculas disponibles a altas ternpcr~turas que 
a bajas. Con un cálculo apropiado podernos predecir el cf~cto de esta1 mulfrulas 
adiciona.lc1 ycompararlocon l0$dal.o$experimcntales. Esto•muestranunacucrdo 
cxce l~nle con la ce. (10.4.~). In cual confi rma la aplicabilidad de la estlldlstica 
de Max..-e\1-Boltzmann a los gaies. 

Una ,·erificación más directa consistirta en "contar·· realmente el nilmero <le 
moléculas que hay en cada intervalo de velocidad o de energia. C<>n e..te r,,, han 
l.ido utilil.ado1 varios diJpo1iti,·os experimentale... La fig. 1(1.3 ilustra un método 
que U"8. un selector de ve locidades o "cortadora··. Dos discos Dy D', rada uno 
con una muesca, rotan con velocidad.•ngular ... Lasmuescu u tán desplazadas 
un llngu lo G. De las moléculas de gas que escapan de un llomo a cierta t~mpe­
ratura {proceso denominado efusión) sólo pasan por las d<>1 mu"5taS e inciden 
en el detector aqui!ll aa cuya ve locidad es v - 1 .. ¡e. En realidad, como ambo 
muescas tienen un ancho finito, laa moléculas transmitida. ticneu velocidad<:s 
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dtnlrodeeiertoinkrv•lo .a..enel entDmodel >"alordado. Sep11edtcambiar 
la >'tlocidad de las molkulH redbidH en el detector >'Arlando .. o e. Haciendo 
>'arlas ob.avaeiones pan divtnH velocidades o se obtiene las distribuciones de 
velocidadeiy deenergla. Lo1 re111 ltadostxperimentale1 contlnnan la predicción 
de la estadlslica de Muwell-Bolt zman n t xpreudtt por las tell. (10.44) y (1 0.45). 

··~ " 

3'~• " • . 
'~~) " 

:!\'.·, 

(/ ,:.. f: 

Flr. I0-7. NOmcro de molécu!H con enugla mayor que f:. •dos temperal lll'U 
dlferentea. En ambos C.IOI el admero está indicado por d tre• sombrtada. 

f' IJ. 10·8. &lector d• velocldadea molecularu. 

Como se explicó en la.lll!Ceión 8.6. es posible di$mlnuir la velocidad de los 
ncutron.,. produeidos enunproceao de lafisióndcntrodeunreactornuclear 
pOT medio de un mO<lendor apropiado hasta que est6n en equilibrio térmico 
a la km~tun del reactor. Los neutrones de un reatlDr nuclear Urmico te 
comportan entone.,. como ungu idtal ysu distribución de entrgla concuerda 
con la ~y de Max,.t ll. ec.(10.4-1); estoes. losntutronet t.érmicossiglH!n llf:llta­
dl1t.iu de Maxwcll-Bolllmann. E.ate huho es esencial para et disel\o de re1c1Dre1 
nucleare1. Silosneutronesqueem~~natra,·Qde 11111ventanaen el reactor 
p11anporunselector 1imilaral (le lafig. I0-8, seobliene unhaimonoenerí[étlco 
dencutrone... 
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IUB.lfPLO 10.1. Obl•n•r la energla y la v• locldad m'-s probables do lu molt<:ulu 
de un ga$ a una temperatura determinada ; U lM valottt co.,.,,sponden respectiva­
mente a !os m.idmos d• dn /dE y dn /du. 

Soh"'"'"' Para obtenu el m h imo de dn/dE, ec. (10.44), a una temperatura detcr­
min• da, tó!o es necesario calcular el m.i:dmo de y - E >'>t--"l>T. Luego: 

* - {¡E-'"-fi).-•1•r - o, 
de donde obtenemos E . 0 - !kT. A•! que a te mperatura ambiente, para la cual 
kT-0,02!> eV, tenemo• E . 0 - 0,012 eV. 

Anilogamente, para ob\enuel mhlmo de dn/dv, ec. (10.45), bula hallar d mhlmo 
de y - * --"''· Luego: 

* - (20 - ..¡y.)...-,..• - o. 
Por lo ta nto, ""• - J~ Esta velocidad corresponde a una e nergla E - kT 
quee1 diferente de E ... ¿ Puede el estudiante ex plicarla raz<}nde esta d!!erencla1 

B.JHMPLO 10.s. Velocidad media (ii) y velocldad media cuadr'-tícit ("-l de las 
moléculas de un guldeal. 

PI!. 10-9. Velocidad .. mh pro­
bable,mediaymedlacuadrállca de 
un gas. ··~ 

. 
o ..... .... • 

S<>l,....6to: Seddlne !av• locldadmedl ap.or 

o- -ir- r.~dn -t f.o* do. 
Inlrodudendo clvlllordedn/do dado porlaec:( I0.45),tenemos 

¡; - 4,. ( 2rr~T )"' r. u'•·-11"• do. 

¡;~';;:'° lran!J'otmamos la Integral poniendo u - o', de modo que du - 2o do, re•ul­

t r;u~-1'"11",,..du. 

Luesolntegramos porpanu,,..,sultando !(kT/m)', de donde 

;; - (.!l!!-r - (~r- 1.1:w-
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~flnlmo• la velocidad media cuadrith:• por ok - ? y obtenemo1 el promedio de 
u'delaup"'1lón 

ii' - j¡ r.u'dn. 
Teniendo en cuonla qu• 11' - 2E/m, lambi~n podemo1 ncriblr 

¡¡> .. ¿¿r,Edn - ¿s. 
ya que la onugla media esU delln_lda porl: - (1 /N)/Edn. Poro para un gaa ideal 
se Uene,conlonmalaec.(10.«).E "" jkT. Luogo 

~ - ii' - ¿ (lkT) - ~ 

"- - (~)"' - 1.2s... .. 
Uutruvdocldadei,,..,iiy.,_e1tinlndlcadas•nlallg.(I0.9). 
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10.1 Rel'lr1~nd02 al ejemplo 10.l, 
t•lcularelumb!oqueie pr(Mi11ceu1I• 
probabll!d.d dedl •trlbudón l.l ie tra n0+ 
l'lere do• parllculn al nivel intermedio, 
un•delnlvel•uperloryo tra dtllnlcrior. 
10.2 CalcuLllJ' el cociente PJP, en el 
ejemplo 10.2 ull!ldo I• et. (10.13) para 
"'P. 
10.3 Ddermlnar La temper•tur• dd 
ll1km• del ejemplo 10.3 cua11do nt• 
e11 equilibrio estadloUeo. Suponer • -
- 0,02 cV. 
10.~ Hallar el cadente e11t~ d nómero 
declectronesooncsplnpara lcloyclde 
aqutl101 co11 e.pin anllpualclo 1 un 
campo magnttko t n función de la te m· 
IH'••tura. Calcullll' d >'alor numlrico 
para \tm¡H'ralwu T lgualu a 10 I<, 
300 I< '! 1000 l<. ISurtnnda: Rft:ordar 
que el momento m•IJ'tllco de npln de 
loo cltctronea n t • dado por ·"'~ -­
-z..,,s, ec. (3.33).] 
10.5 (a) Ikmoslrar qua la funeMn de 
partldón de un g11 de electrone1 colo· 
udo en un campo ma¡ntUco 'll H 

z - 200111 (l'•<l:l/tn. donde ~· e1 el 
magnetóndeU-Obr.(b)Calcularlaener­
¡¡la magnUiu de un gaa deeltctront1 
en dicho un1po magnHlco ; demootrar 
lue(lo que el paramagnelluno de los 
cleetronn llbru conupondt a 11na mag. 
netludón M - ""ª t¡h (pa ti;tn, don· 
dennclnúmcrodedectronnporunl­
dd de •·olumen. (e) H alllr loa >'llons 
Umltu de la fundón de partición y de 
11 magndludón para temp<Hluru muy 
bajHymuyalta1. 
10.& l.Htnerglasposlble1deunapar­
Ucu!1 e11 un 1i1tema de par\lculaa wn 
O,•· 2f, .•• ,nf, . • . (a) O..mo.tr•r que 
la función de µ.rtldón dtl ll•tema n 
{con ,. - 1) 

(b) C:.lcut.r l• cnergl• medla de lu 
parUeulH. (e) Han..- ti \"llor llmlte de 
I• e nergl• medl• cuando• ti mucllo 
menor que l<T. 

10.7 Con1lderandoun •l1 tem1 depn­
UculucuyHenerglu1onO, <,2<, .. ., 
n•, •.. reprewnt11t gr•Ocamcnte 101 nll-

mero• de ocupación p11ta (•) 100 K, 
(b) 300 K, (e) 800 K, 1i el valor de la 
energla •ti(•) 10-"eV, (b) 0,1 eV. 
(Su~nndo : U1arel reiultado del pro­
blema 10.6 para l• función de partl · 
clón. I 
10.3 El momento m•gnHlco de un 
itomo (o moltcul•) que tiene un momen · 
tum •n•ut.r J ntj da do, ocglln la ec. 
{3.40), por M -- ¡ugJ . (•)Obtener 
UDA exprulón qu& dtcl ndmero de"""" 
mosquetltnenunvalordeJ,lgu1l 1 mA, 
cuandoMl01«1locaenunumpomag­
nt llco 'll paralelo al eje z. (b) Ikmo•-

~~:aq~: !~o'~:~l~~ de partición de l 11•· 

Z • ocnh j(/ + l)t<!dWkTI 
ocnll[tpaf'»/k TJ 

{e) Ikmostrar qu& para f - ¡ la tundón 
dtp1rtldón1t~ucc1laoblcnld1p•n 
looeltctront1en.el problema 10.5. 
10.9 Obttner laenergl• magnfUca me­
dia de loo i\011101 «1nsiderado1 en el 
problem• prttedente. UUlltando u te 
resultado ' 't:rll'lca r que el momento 
magnHL«1m edlode lo16tomo1endlrec­
ci6n parale la a l c•mpo magnttlco ti 

M - 1<l1f[U+ tl cotbU+ nz- tcoth !.rl 

~:;~. ~;J;!!~r.;.:,·::~u~:º ';~:e; 
gnnde«1ntt•pectoal. 

10.10 '" qut temp<ntun el n~mero 
de moltculudeunga1 idealporunldad 
de Intervalo de u1ergl1 alrede<lor de 
2 x IO""'eV, ti la cuarta p•rtt del 
n~mero «1rre11>0ndlt nte a t x 10-1 eV1 
10.11 H all ar el cociente e ntre los nd· 
meros de nio!Kulao de un gas por11n l­
dad de lnterv1lo de energla 1lrtdtdor 
dt luenerglu0,2eVyO,OleVparal.al 
llgultnltt tem~nturu: (•) 100 K, (b) 
300K,(c)600K. 
10.12 C:.lc11l1r el nllmero 1ufldente de 
pun\ot como pan con1truir gr•nCO'I de 
la rundón de dl1trlbud6n de la energl• 
moleculardeung11Ldeal para un kllo­
mol a 2QOK y 600K. 
10.13 (1) Calcular lH vcloddadt1 m ... 
di• cuadrAtlca, media y mú problb\I 
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de lu molk11lu de oidgtno • .. ,.. 
ltm~t11,.<1e300K.(b)C.lc11lu l• 
vtlocldtd m ib p..obable de l•I molk11~ 
lu dt olligeno a IH 1lg11ltnt H tempera­
turas: 100K,900K,1000Ky 10.000 K. 
10.14 (•) Calcular la enor11I• clnHlca 
tra1laclonal medla dt un. molk 11la do 

~=l~·;.~d·:.~:1.a ~.~,~~ c::~~~l: ~~ 
SH u hldr6¡¡tno (H,), oJdseno (0,) y 
vapor de mtttllrio (Hll). Comp..., los 
rauttadoscortt1ponditntHalhldr68tno 
yelo:1lgenocon la vtlocldad dd..,nldo 
tn lnf ml1mos. 
10.U Calcularlanlocldadmedl•cua­
d r6Uca dt(•)lo1~tomosde htlloa2 K, 
(b)lu molkulu de nUK>geno • 27'C, 
(c)lo16to11101dtmercurloa IOO' C. 

10.16 ¿A qu' temperatura la enugla 
dn"lca lrul.clonal media dt una mo>­
lkuladeunguldealu l1u•l• l•de11n 
Ion monoc..rgado dt la ml1ma mHa q~ 
ha sido aoeluado • partir del reposo 
enunadilereneiadtpottndalde(a) 
I Y<)lt,(b) IOOOvolU,(t)l.000.000volUl 
Ot1prtdar IOI dectOI Ttll\IVlllH. 
10.17 Dtlcrmlnu el nAmtro relativo 
demol k ul11 d'!_ 11 n ga1_ldeal«1n velo>-

~~ªfiQ.4;)1:n "c•f 111 ~i ~u~~·:d;,J~ 
(b)11 - 1,1iy d .. - 0.2". 
10.11 Demostrar que ti nOmeto de 
molk11ludtungHldealque1em ... •·tn 
con vdoddad cuyas componenles esUn 
en los lnten.'llos "•y"•+'"'·.,. y 
.,. + d.,.,"' y"' + d ... uli dadn pnr 

dn - N(mfJ.dTf"' ,...-'/UT ""•""'do,. 

(Nntarquep1raesteca1n,dtbtmo1reem­
pl11ar en la ec. (10.45) t! elunen to de 
lntes111clón '"""do por dv. d,,,.do,. Ju i­
tl8car ule reempluo.J 
10.19 O.mostrar que el n úmero de 
mnlklllu de un su Ideal que tlt!M l• 
comporMnle X de 111 vtlodd1d entre 
11. y 10.+d.,, lndtpendlenlunente de 
ln1valnra delu componentu .. yp.,es 

dn - t."(mfJ.><kT)'"'r""'""rd,,.. 

[Sugutnda : lntegrarlauprulónobtt· 
n!daenelproblema 10.ISrespectoa.,. 
y a,. En ambos CUOI ln1 l1m!IH de ln te­
IV•cldn dtben oer - oo y+-.] 

10.20 uunu.r ti rallll .. adn del pro­
blema 10.19 pl,.oblu>trtl valor medio 
de(•)"" (b) al, (e) l..f to el caso de un 
su Ideal. 

::;!:a n~ dtnna l• /uncidn •m>r ert(:i:) 

ert(>=)•-kJ:•_..dz.. 

Enlatabla 10-1 d1mosalgunosvalo"'1 
de uta fund6n. Uundo el Nt1ultado 
del pmbltma 10.19, demostrar que ti 
númem dt molffutu de un gu ldoal 
q~ titnen la «imponente X de 1u 
velocldaden treoy.,,u 

t."(O,o,) - Ntrf(:i:), 

dnndez - (mf2kT)'"'""·Yqueel nOmero 
de molkuluque t ie ne n la«1mponente 
X de 1u velocidad maynr qlle ... e1 

10.22 ¿Q..t fr1cd6n de IH molkutu 
dt un g11 ldt1l tlenen componentes X 
dt 111 veloddad mayo,.. que :Z.,..! 

TA BLA 10· 1 ValorM de t ri (:o:) • 

erf (:i:) erf(.:o:) 

' ' '·' 0,082 

'·' 0,11 13 '·' 0,4946 

'·' 0,1141 '·' 0,4977 

'·' 0,3019 '·' 0,4991 

'·' 0.3711 '·' 0,4996 

'·' 0,4214 '·' 0.4999 ,, 0.0~2 '·' '·""" '·' 0,4762 '·' '·""" 
• Par• valores mayoru de :i:, ert (:r) 
tlenevalore1«1n1tan1u,h.aslacua1ro 
cifruslgnlncat1v11,de0,5000. 

10.23 cak11lu la fnccldn de mo1kl>­
lude uo l&J Ideal cuya •·tloddad tltne 
una componenta X (•) menor q~ """" 
(b) m ayor qu! ...,,. (e) menor que"· 
{d)mayor que•.(Su,..nnela :Vertlpro­
blema 10.21.1 

10.U ¡,Qu~ l"'cddn de lu molku lH 
de un g11ldt1l t ltnen la componente X 



da 111 Y<!lodd•d entre -- y + .,.,, 
10.~ O..mootrar que •I n!lmtro de 
niolk 11lH de 1&ng.u ldealqu1 !1enon 
un• Y<!locld•d entre""'"" y• HU d•d• ,.,, 

N(O,•) - 2N [uf(:rJ - -¡l; :ro-']. 

donda.11.' • ~//t:T. H ollar tamblfo ol 
n!lmet"O de molk111•1 q..., tlene11 un• 
\"olodd•dm•yorque•.ISlrf<TrMl<1:U1U 
l•ec.(10.4!.)•lnlograrporparltl.I 

10.26 UtllizandG •l HIUltado del pro-­
bkm• 10.23 calcular l• lraccl<ln de 
molk ul11 deungaoldul quel1ent nun• 
\"elocldad (a) menor que ...,, (b) mayor 
'l"" "-P• (e) menor que o, (d) mayor 
queii. 
10.27 ¡Qut poruntlOje de mol k ul q de 
oxtgeno tlenenve locid•dH m1y1>tt1que 

10.30 S11pong.om111 que se hace 110 
pequefto1gujuoen lapared de11nhomo 
que conlknouni•t• l• tempe"'tut1T. 
l>emo•l•• r que ti númoro de molk ulu 
connlocldad onl"'DY•+doqueu­
ca p1npor11nld1ddo6reaypor11nldad 
de tiempo ea 

dn - 1N ( 
2
,;;T }"' n-l"r do, 

donde N et ti n~muo total d• molkul.u 
por unidad di volumen que hay en d 
horno. Hallar el n~mero total de molk11-
l.u q ue ucap•n por unidad de m• y 
por unid ad de tiempo. O.mot trar tam• 
b1tnque cn el hnquetal<, lat\•eloclda· 
::lu:::ol=~l a l"< t "media y med!a cul· 

::, :, •(~) ~~naK, 1 ~~~~c:;:¡;•Kf"n~~ Y 
- -~ trar grliftcame nle 11 .. ndo la fund6n de 

dlllribuc16n. 
10.28 Utilizando el ... ullado del pro­
bltml 10.25, h.allar el pon:ent•l• de 
molk ul u de11ngasldulquetkne11un1 
tn••il• mayur que 0,5 aV 1t la tempe· 
ratura n (•) 300K, (b) &00 K, (e) 
IOOO K. [ Su~,..nda .- Notar que en la 
cxprHlónobtenlda • n • lproblema \0.25, 
:r -(R/.tT)'".J 

10.211 O..mostr1rqueelnOmt,...dem<>­
lk 11l11 de un p1 con , -elocid• d t ntre • 
y• +do que cti.oc.n por unidad de 
tiempo y de 6n:a cont"' l.al pan:du de 
un n:elplonte, n ¡o(dn/d•) ihl. 0.moo­
trar lueMO que el mimuo 10\11 da m<>­
l~cu lH que ohocan contra la pa..,d p<>r 

~~~:.,d.~" ~~~:' o:"w! "~'1 ~ºo~~:.; .i: 
molkulat p<>r unidad de volumon. N<>­
t •r <¡llC lu molo!culu con \"clocld•d o 
quechoc.anporun.ldadd•'"'"Ypor 
unidad de Uemp<> y q.,. se mue•"en en 
11nadln:eelónq.,.form111nb1Ulo8 

:: ::1':..rm:! 1u ~1 !,~!:11c:1~!::~·~·~ 
1.llura • co. l. Adem••. la rr..,dón de 
m<>lk 11l1t quesem11eve dentro del i n· 
1ulo oólldo dOu 

**dodíl y d0 - Zrt se n8ote. 

Comp•rar con los v.loru cornspon­
dlen1upanlHmolkulHq.,.h1yen t l 
bornoyh1cerun••valuati6nnillc1 
de los ,.,1ultado. deluperimontoH111-
lrado en la n,. I0-8. ISug<nnelo.- Uoar 
loorotult adotdel 11toblemapn:eodcnte. J 

10.31 (•) l>emo1trar quela long!\11dde 
ond1dedelltoMllOdeunaplr1lcul1de 
mHI mqueMm.,.vec:onll velocidad m•• problblode11n1 dlttribuci<ln mu­
welllana 1 I• tompenl11"' Tu l .. 
- h){21nk T)'".dondekH l1contl1ntede 
Botumann. (b) Crilcular la longi tud de 
ond1dedellrogllode11nneulró1tque 
se muo.,.,conl1v•locldad rnU prob• ble 
de un a dlitrlbucl6nm.,twellianaa2()• c. 
Comparar .. tu lonillud .. da onda con 
lasepuaolónln1cruórnlcaenun161ldo. 

I0.32 ¡ Q11, fnec:l4nde(1)4tomo»do ll 
y {b) m<>lkulH de HCI ntart.n en el 
primor a tado excitado a 300Kf 

10 . .33 Suponpm• quesepuedeupre­
.., la c...,..ia de lH molkul.u de un 
~I~"."" como turna de dO$ t~nnl110ll, tt 

B1•Bw+E. .... 

donde .E."o.v ff "'"""' al movimiento 
\r11 laclonalyJ::,. 1o, se reHerealo1gra­
da.dellbort1dlnttrnos(tlieomoloade 



rotación y vlbT11.clón de la molttula) o a mos que g, - g., ..g,, '"'· Demostrar: (a) 
la interltCclón con un campo e l ~ctrlco que Z - ZuZi.1, donde Z es la !unción 
o magnHlco. Sl g~"' y g,,., &0n las de partición total y Zv y Zi.t &0n lu 
¡>robabllidadt1lntr1nsec11Seo'"'t !>Ondien- func!onttdepartlcióntrulacionale!n­
tts a ambo1 ti po• de movimiento, lene- tcl"Da; (b) que U ,. u., + u .. ,. 
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JJ .J / rdroduccWn 

En el eapl tulo 10 hemos duarroUado un modelo utadlstico pan tratar ailtemas 
con muchoa componentes idtnticoa. 11 cual denomimunot estad.lstica de Maxwell­
Doltunann. Ilustramos este modelo aplicándolo a un ejemplo especial de pu­
tlculu que no interactú1n t ntre 11: el gas idul. Pero Ju particulu que encon· 
tl'amOI en la nalunleu. están siempre en interacción mutua.. Luego. nuestro 
proxirno paso es di$cutir Jos agn:¡ados de partlculu en interacción. tales como 
los•tomosylasmolkulasen l<)lestadossólido, liquido o vapor.o aun loa n11-
cltones en un núcleo. Por 1tr igualmente importante. quen:mosestablecer un 
correlación entn: lu predicciones de la med.niea utadlstiCI y Lu eantidades que 
medimos u Bb!ltrvamos experimentlllmente a nivtl macr<l$()Ópico. AdemU. en 
lugardeconaiderarun ai.tltm11isladoenequilibriot1tadl1tic&,queremos uber 
qu t 1ucede cuando un sistema intenctúa con el medio que lo rodea, ya que ésta 
e1 la ailuación má1co1nian en la naturaleza. 

Existe un puente entre ta mecánica estadUtica y las propiedades macroteó­
pku de la materia: la rama de la flsiea llamada lmnodindmieo. Históricamenle, 
la cif;ncia de la termodin,mica 1e desarrolló durante lo1 l.iglos xvm y XIX (ant.n 
de la inlrod11«ión de los mttodosesl.lldislic:os) cuando b1 nociones de ealor y 
tempenitura no eslllban todavla bien comprendid11. Evolucionó huta constituir 
una tcor1a formal y e~gante cuyoa resultados y m~odos llegaron a su ntrema· 
damente important.n para llnH de inll"nieria, debido a que más o menos por la 
milma época se desarrollaron las máquinu a vapBr. La krmodinámica culminó 
nl final del g¡glo xix con los lrabajOI de Carnot, Joule, Kelvin y otros, prtcisa· 
mente en la época en que los mHodoseoitad!sticoscomenz.abana serintroducidOI 
1 trav& de los trabajos de Mayer, Bol\.Zmann. Gibbs y otros. El desarrollo de 
loa métod0& esbdl1tien1 y Sllll l plicaciones a los proeeso1 qulmicos han hec:ho 
n«eMriaunarevisi6nde laformulacióndelatennodin.tmica.SinemblJ'l!O,desde 
d punto devUta deluaptie.cionn, no se han introducido cambios esenciales. 

E.atsteC11pituloe1tud.iaremos la tennodinimieadesdetl puntodevl$tadela 
mecánica e1tadlstica. 

11.2 Co11 aervaci6n 1le lo energfo de un ala terno de p11rllcul111 

Consideremos un ailttml de particulu sujeto tanto 1 ' u' inleraccionH mutu11 
romo a fuerzu extemu. El siltema puede. por ejemplo. estar ronstituido por 
una tola molkula de hidr6genn (en cuyo caso In parlkulH que lo constituyen 
son doaprotonra y dos electrones) o 11n gas que contitoe 1111 grao numero de 
mol«11l11 de hidrógeno. En ti UltimB caso lu partlculas que componen t i J.b.. 
lema IOn Ju molkulu; por lo tanto, en primen. aprox.lrnaei6n se puede igrtOrar 
la estructura interna de tos componentes. Si Ep1¡'9 la ener¡¡ia potencialdeblda 
alainten.cci6n delasparticuluiyj, laenergfopoteneiotinterno del l.istemae:s 

éprnr -~- E1>11 +E-+ ... + E,_+ . (ll.I) 
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Análogamenl.t, llamemos mugla cinilica inluna a la suma de la energla cinética 
de luparticulasreferidaalcentrodemasa delsi$tema, 0 es deo:ir, 

(11.2) 

Obsérvese quela ec.(11.2),corre!;poodienl.tala energlacinética,tiene unténnino 
pararodaparticu!a,mientrasquelaec.(11.1),correspondientealaenerglapo­
l.tncial, tiene un Urmino para cada fJ"I" de particulas, porque se refi ere a inl.t,... 
acciones de dos parUculas solamente. Entonces la energfn inltrna lo/al U del 
sistema es 

(11.3) 

En un gH ideal, no existen fuerzas intermolecu\ares y Ja energia interna es pre­
cisamente Ja energla cinttica. En algunos casos la energla potencial se puede 
expresar como una suma de ténninos, uno para cadaparticula, eomo se indicó 
en la sección I0.2. Estoesposiblecuandoenprimeraaproidmación, taenergla 
potencialentrepartku\as se puedereemplazarpor la energiapotencialmediade 
cadapartlcula. Si sobre las partlculasdel sistema no actúan fuen.asexteroas 
(esto es, si el sútcma Cl!tá 8.Ílllado de acciones externas), U no cambia. En otras 
palabr&11: 

!:ns~:~:.'º in/una dt un aialema de p<11"llcu/1U aislado ~rman«e 

Cuandosobrelaspartlculasdel&istcmaactúanfuen.asextcrnas, la energia inl.tma 
del mismo en general no permanece COMtanl.t. Supongamos que inicialmente el 
s.istemaseencuentreen un estado con una werglainterna U., Las fucrzasex­
~rnas modifican continuamente este estado, por lo cual despuéa de un cierto 
tiempo la enugla interna es U. Designemos W0 d al trabajo total realizado du­
rante el mismo tiempo por las fuerzas externas que act6an .wbre las partkulll. 
Este trabajo w • ., es una suma de muchos termino•, uno para eada partlcula 
.wbre la cual actúan fuen.as externas. Luego, la conservación de la energlare-
quiere que 

u- u. - w ... ,, (11.4) 

la cual establece que 

t i camb io en la mugta inluna dt un 1Wema de parllcu/iu u igual 
al trabajo hech<> sobrt d 1ülem11 por las fueniu r.zltrnlU. 

Puede ocurrir que aun cuando haya luen.as ~xtemasactuandosobreel&istema, 
el trabajo total realizado por est>Q tuerzas isea nulo: w .. , - O. En tal caso no 
hay cambio en Ja energia interna, est.o es: U - U0• Si se realiza trabajo sobn 
el sistema (W .. , positivo), su energill inl.tma aumenta (U> UJ, pero si el tra­
bajo es realiutdo por cl sislema (W .. 1 negativo), su ucrglainterna disminuye 
(U <U.). 
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Lo1 liatem.as que considcn.mOll tll la t.ermodidmiCll ut.in compuutos de un 
mlmero muy grande de partlcuh ... por lo que calcular el trabajo externo como 
1uma de 101 t.rabajo1 lndlviduates ..,alizados IOb.., cada partkula presenta difi­
cultadn serias. Por e.a ru6n ee ha encontrado conveniente eJ<preaar w ... como 
una 1uma de dos 1'nnima. amboa de naturaleza utadht.ica. Uno de etlo1 se i.lgue 
denominando trabajo y al otro se le llama color. Muy 1 menudo. upecialment.e 
cuando t:ltlmO!I t.n.tando con m6quinu tbmicQ, "' pl'derible cakubr el tn.bajo 
utemo hecho por d liat.:ma. da.igoado por w...,, en lugar dd trabajo extano 
hecho Mlllu el l.istema, IV .. , . Como ambos In.bajos conuponden al mismo du­
plaumiento. pero 1 fuenu Iguala y oput:1tQ, los mlsmoa IOn de igual valor 
1b10luto !"'TO de signo. opuulol; "' decir, w,.., - - W .. ,, En adelante eacri­
blrcmo1 W en lugar de W"" para el trabajo h l'!(;hO por el .Ulema. 

rn ' 
' 

l-u-1 

f'lr. 11 · 1. Tn.bllJoreal.Ludo duranU 
l1expan1l6nde 11 ngu.. 

Considt..,moa., por ejemplo, un ¡¡u en el interior de un cilindro (llg. 11- 1). 
El gu puede intercambiu energla y mo meotum eon el medlo exterior a lrav~ 
de choquu t lnttrauioM1 de 1u1 moltculu con las molkr.1111 de \u partdeJ dd 
cilindro. El intereambio de momentum t:1U. "'PfeKnUdo por una fuena que 
ejen:e cada molécu la en ti punto de colisión con la pal'fll. Estas luenu indivi­
duales varian de punto a punto, pero como hay ungffln n(imero decolisionet 
rtpartiduen unli..,aexten11, eldecto lotal M puede ..,presentarpor unafoena 
media actuando sob.., toda el '~· La presil>n p del gas se define como la fueru 
promedio por unidad de Arta. Por lo tanto, 1i A es el •ru, 

p - F/A 6 F - pA. (11.5) 

Sl .na de lu pan!des del ~ipknte es móvil, tal como el pist6Jl de la fig. 11·1, 
la futna ejen:ida por el gas produciri un desplaum~nto d:i de la pare<I. E l in­
ttte1mblo de energia del sist.em• con t l mundo exterior se pllede eJ<pn!Pr como 
el lrab•jo httho por ata fu' n. durante el despluam~nto. Por coruiguknte 

dW - Fh - pAd:i - pdV, ( 11 .6) 

donde dV - A d:i 1':11 la v11ri1cio)n del volumen dd gu. Enton~ si el volumen 
umbU. desde V0 hasta V, el trabajo t J<t.emo hecho por d gas durante la upan· 
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(11.7) 

Panca.lcularestaiotegraldebemo1 co11ocerlardaci6nentrepy V. Estartlldb 
se ha eatudiadn deta lladanteute pan lo• ll""'" y otru 1u1tancia" y 11eri. comi­
den.da mlit adelante. 

Evtde.otemente, el tnbajo hecho sobre d gu ea 

W.,., - - f:.pdV. (11.8) 

Recordemos ahora algun1.1 de ln unidades mb eomunes en lu cuales K mide 
la prui6n. Obsuvar primero que la pre..il>n lle debe u prtaar como el cocltnte 
entn una unidad de fuen:1 y una unidad de áru. Lutgo. en el Wtema MKSC 
ta pru!On se uprtaa en ntwton1 pqr muro cuadrado: N m-1. Otru unldadea fr&­
euentemente ur.adas so n dimu por ewtfmdro cuadrado (din cm-1) y ltl/ogramn­
fuu::a por un/fmUro cuadrado (k¡¡:f cm-"). Otfl. unidad ~til. uuda principalmente 
parau;pn1arlaprt1l6n delos¡iues,e1taalJnNfu11,que11eabreviaat.my1t 
deflnt de acu«do 1 la1 tqllivalencias 

1 atm - 1,013 X 10' N m"°" - 1,033 k¡¡:f cm-1. 

Una 1.tmliafera ea aprclllmadamen te La prui6n nonn.al q11t La atmWen tenul.n 
ejel'C4loobre loscuerpo1alolvel delmll1'. 

K.IKMPl.0 U.1. Un ¡u qut ocup• un ,·olumt n do 0,3(1 m' eje,..,. una P"'l lón d.­
~ )( 10-0 N m-". El gai se u pande h11t1 un volumen de 0,0 m', llf'rmanecl<!ndo cont­
tante la pralón. Halla r el \rabi.jo "'ªlitado por el IQ. 

Sol_,_ t;Mm01 l1..:.. ( 11.7) y, 111 la prulón penn.an«e constante, 

w- f:.pdv - pf:.dV - p(V - V.J, (1 1.9) 

Reoultadoquaacompletamento11enCTt1lyseaplial1cualquler 1l1temacuyovolu· 
nMn cambie a pruk\n constant• . Insertando los valo..,. numfrlcol, obtenemos 

l/Jl/Ml'tQ JJ .%. Un ga1 se u~nde de UI modo que se curnl)le la relación pV - C 
(con1t1nte). EIU "'ladón "'quiere que Ja temperatura Ml su penn• ne«< oonountt 
y oon1Utnye l• 1t11 d< &¡¡lt., H•ll•t ti t rabajo n:alludo cu•ndoel volumen seupande 
detde V,haota v,. 
s.i_,t;aandolaec..(11.8), obt•nemos 

w - J::p<1v - J::c~ - 1n.f:-. (11.10) 

En consecuenc!a, e! trabajo n:al!u.do dellf'nde .U1 cociente VJV, entre loa volOmenu 
(ute cociente se denomina l'(/u<ldn d• upanJ/6n). En el diseno de m6qulnas de com· 
bu.tlón Interna, la "'lac l~n deeornprul<ln (oupans!ón)es nno de !os factoreaque 
determinan la potencia de la mM¡ulna. 
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11.4 Sistemas de muchas particulas; calor 

Et importante tene~ presente que la ec. {tl.7) expreu. un promflliomacnnOOpiro 
que combina lo$ intertllmbios de energia individuales entre las molk ulu del gu 
y las del pilitón. Pero, ¿cómo calcular el intertllmbio de energla que oeurn debido 
alainteracci6ndeJumóléeulaadelgucon laspareda,quepennanecenlijas? 
En este caso no se puede aplicar el método que hemos usado para Clllkular el 
trabajo Wrealizado por el pistón. Aunque todavla podemos definir una fuerza 
media ejucida sobre la pared, no podemos definir un desplazamiento medio 
de la pared. A cada interacción individual ent.tt las moléeulu del gas y la pared, 
corTe.sponde una fuerza pequena y se produce un desplazamiento pequdo de 
las moléculas de la pared. Si pudiéramos Cllllcular Clllda una de estas cantidades 
infinitesimal~• de trabajo y sumarlas, podrtamos tener el trabajo e:i<temo corres­
pondiente realizado por el .J..tema. Empero, esta tttnica es obviamente casi 
impol!ible debido al gran número de factores que intervienen. Por lo tanto, ddi· 
nirem<a un nuevo concepto macroscópico o estadístico llamado UJ/or para da r 
cuenta de dicho trabajo. 

El valor medio del trabajo e.:temo o energía intercambiada ent.tt un siltema 
yelmedioquelorodea,debidaalosintercambiosindividu~de energlaque 

pueden oeurrir como conaecuencia de los choques ent.tt las moléeulu del s.istema 
y Ju del medio ae denomina calor, Q, siempre que no ae pueda npresar como 
fuerza multipliC111da por distancia. Por consigu.ient.t, Q está compuesto de muchoa 
trabajo$individualespequen!simos,taleaqueno aepuedene.:presarcolectiva· 
m•11te como una fuerza multipliCllOda por una distancia media. 

De acuerdo ala convencióndesignosadoptada,elcalorQ seconsiderap<isitivo 
cuandocorTeSpondea untrabajoexternonetorealiudo.sobrcelsilitema y nega­
tivo cuando es equivalente a untrllbajoutemonetorealizadnporel,,;.tema. 
En el primer caso decimos que el sistema absorbe calor y eo el segundo que el 
aistema cede calor. 

Comoelcalorcnrre$pondeaunt.rahajo, aepuedeexpruar enjoules.Sinem-­
bargo,elcalor aee.:preaa.amenudoenunaunidadllamada cu/orlo,quese abrevia 
cal y cuya definición, adoptada en 1948, es l C111loria - <1,t840J. La caloria ae 
introdujo como una unidad de medida del calor cuando la naturale>.a de éste 
no estaba comprendida claramente. Pero la caloria es simplemente otra unidad 
paramedirtrabajoyeoergia.ynosóloC11.lor. 

En este punto debemo1 advertiralestndianteque no considere el calor como 
una fonna nueva o diferente de energla. Es un nombre dado a una forma especial 
detrabajootransferenciadeenerglaenlitcualparticipaun nUmeromuygrandede 
partlculu. Cuando aún no ei¡taban claros los conceptos de interacción y de es­
truct11ra at6mica de la materia, loa l!sico1 clasi.flcaban la encrgla en dos grupos : 
energlamtcánicn,co1TC1pondientealasenerglucinéticaypotencialgravitacional, 
y energla na mecánica que comprendía el calor, la entrgia qulmica, la energ1a 
elktriCllO, la radiación, etc. Esta diviliión no tiene ya justificación. Hoy en dla 
losflsi.cos distinguensolamente la energía eintticay la potencial, teniendo esta 
(¡]tima expresiones dif~nte& ugún la naturaleza de la interacción fllica COITel­
pondiente; el calor y la radiación expresan dos mecanismos de transf~ncia 
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dectnergll. Energla qulmica.,.anlhmi.ullllll.CfOICÓJ>ICO US1dop1radeteribír la 
energla uodad• con intencdontt eW:et:ricu .... tn. •tomos 'J molttulu, y que 1e 

pone de manifiesto en IOI procesos qulmicos, es el«~. en lot reagrupamitnlOI 
@•tomot en las molb:ulu. 

11.s l'rimeT11 ley d 11 la. termodinámica 

E.11 lu dOI .,.ccione1 previu hffnOI visto que eu1ndo !!SI.amos lrlll.ndo lilt.tmu 
compuestos de un gran nU~ de partkul.u., debemos upraar d trabajo at..-no 
/ollll como la suma de dot partes: Q + w0., donde w • ., uprua t i trablijo u · 
terno cuando te puede calcular multiplica.culo u111 lutru media por una d¡. 
tanci1. como~ discutió tn 11 ttecUln 11 .3, y Q repre.t:nlli t i tnhlijo eatemo 
cuand1111e debe expn:u.r oomo calor, como se "'ludió en la '°""'ión 11.4. LI tX• 
presi0n(ll.4)delprinciplodeconservaciónde laentrgla1e puedeescribir tnlon· 
cee en la tbnna 

u-u.- Q+ w .. ,, (11.11 ) 

la cual se puede expresar t n p1labns como sigue: 

EJ CM!bio t11 /11 tmrglo inlcrna de un 1i.sltm11 u igual ol calOI" 
absorbida mdl d Ira/Ja.jo aluno h«ho ll!Obr• d Jis/tm11. 

En la fig. 11-2(1) se puede ver un esquema represenllitivo de la te.. (11.11): el 
sittema absorbe una cantidad de calor y se hite un tnhlijo Woxt aobM t i 1i .. 
t.tma. La 1uma Q + w .. , se almacena oo mo energla interna U- U1 del 1i1t.tma. 
Algunu \"tfle'I, espeeia lmtnlt en aplicacione. de ingenltrla, 011 ....mhimo1 t i 
t.nbajo externo w .. , hecho sobre el lillt.trna, sino d tnblijo externo W ~ho 

por d sistema: como ya te ha explicado, ~te corresponde 11 trabajo hecho IObrc 
ti llilttma con Mgno cambi..ldo. Ha~itndo w .. 1 - - W, t.tnt m<n, en lu¡ar de 
latc..(11 .11), 

u-u.-Q-w. (11.12) 

En la llg. 11·2(b) se Uu1tn la ec. (1 1.12): el sistema absorbe una cantidad de 
calor Q 'J hay un t nhlijo W htcha por d sistema; la diferencia Q-W 11: alma· 
cena como en•rgla interna U - U, del W tema. 

LotenunciadosreladonadOI con las ea. {11.1 1) y {ll .12) con1tiluyen lo que 
se: denomina prinKra lry de /11 lumodinlimica; "' simplemente la ley de conser-

Flr . ll•t. Relación •ntNcalor, trabajo y encrgla Interna. 
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vacióndelaencrglaaplicadaasistemasquetienenungrnn nilmerodepart.kulas, 
con d trabajo externo convenientemente dividido en dos términos esladi!ltiC<ls, 
uno que se sigue denominando trabajo y el otro llamado calor. 

Podemos observar que debido a su definición, lo uiugfa in/una de W1 sishmo 
depuidesolam•nlede/tsladodelsisluno, esté o no en equilibrio, y no depende de 
cómoellist.<lmallegóaeseestado. Sinembargo,sólocuandoelsistemaeo¡táeo un 
estado de equilibrio y las particulas que compooeo el sistema obedecen laesta­
distica de Maxwell-Boltz.mann se puede usar Ja ec. (I0.24) para calcular U, es decir 

U - kNT'-/:rQnZ). 

Por otra parle, el trabajo W y el calor Q son cantidades directamente relacio­
nada• ton los procesos que el ~temaexperimentacuaodop1sadel estadoi11icia l 
al fina l. Esdecir : cuandoel sistema pasa deu11estadoinkialaotrofinaldeter­
minados, h.ay varios proce5"' posibles. En tod<K los procesos por los cuales se 
alcanza los mismos estados, los valores U1 y U de la energía inicial y final son 
IOll mismos.. de suerte que la di ferencia l!.U - U - U1 r1 independiente del 
pro<:e$0. Eo otras palabras, la división del inten::ambio de energla eo calor y 
trabajodepende del pra<:eso. 

Un caso especialmente interesante a<:urn: cuando el sistema experimenta una 
transformación rlclie4 o simplemente un ciclo. Esto:> lignifica que al final del pro­
ceso el sistema r;,gresa a su estado inicial. Por consiguiente 

U-U• y AU - U - U0 =0, 

lacual,sustituidaenlaec.{1 1.12),da 

Q - W. (11.13) 

Luegn, el calor ab$0rbido eo un ciclo por el sistema se transforma tota lmente 
en trabajo realizado por el mismo. Esto u, precisamente, el principio de funcio­
namiento de lu m~quinas térmicas, cuyo propósito ~ absorber calor y r.:11lli:ar 
trabajo de un m<;do cldico. 

Si ti trandormación que experimenta. un sistema es infmiltllimal, debemos 
reemplazar l!.U - U-U, por dU, Q por dQ y W por dW en la et. {11.12). Con 
e!loseoblicnelasiguienteexpresión: 

dU - dQ - dW. (11.14) 

Esta es !a forma diferencial de la primera ley de la termodinámica. Ob.ervar 
que estamos escribiendo dQ y ¡/W y no dQ y d W para to~ cambios infmitWmalu 
deQyW.Esta es conelfin de enfati.l.arque,aunqueUesuna foncióndeesta.do 
ysu variacióodependesólodelosestadosinicial ylinal, Qy Wson cantidades 
asociadas solamente con los procesos. En lenguaje matemático decimos r¡ue dU 
esundiferencialexactodelu•·ariablesusada.paradefinirel esta.dodelsistema, 
mientrai que dQ y dW no lo son. 
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Cuondo d tnbajo dW se debe a una exparuJ6n o cambio de volumen, l.enemos 
se¡¡Un la te. ( 11.8) que d W - pdV, y la ec.. ( 11 . 14) se convierte en. 

1W - dQ-.pdV. ( 11.15) 

Pero advertimos al esl11dl1nte que puede h1bu ol.ral clases de lfabljo ademis 
de\dehldo aLaeicpani.160,lol cualud111.diferentesexpraionesenfnnci6nde 
lu variablu del problema. Por ejemplo, .i.i una carga dq se mueve deb;do a 1111.1 
fem v,, debemos escribir d'W - v, dq. 

H .6 Rqwesento.ci6n. gráf ica. de Proce110<f 

Para d6Cribir macro1cóplumente el utado de eq11ilibrio de 1111. 1istema de •tomos 
o molk11lu, usamoa 11¡¡:11001 parimctroa m1croscópico1 o ealadblicoa. ~ á tos 
los mi1 u .. dos oon la pruilln, la tempu atu .. y el volumen. Se podrla u .. t lam­
bifo la e11ergl1 interna t.olll. pero esto no es común. Si el t.ill.e ma esUi compuesto 
de dos o mlit 1u1lanciu inde pen<mntu, • lin de upeciflcar el estado del abl.ema, 
d~bemos conocer l.lm bi~n 1us propon:iones relativa$. 

Lao variables macrolC6picu o ealadlsticu que describe11 t i estado de un sis­
kma en eqllilibrio 11.011111. todu independicn lel; utJ.n relo>cionlduenll'e lipor 

Ple· 11-1. Superftcla lermod ln•11.11<·"· 

nna expre.;6n matem•tic• llamada tcunci6n dt atado. que.,. ca .. cterbtica de 
la eotructu .. l is.ka del 1i9tem1. Pur ejemplu, La eeuaci6n de e.tado de un flH 
ideal(ver ""cci611l2.2) u 

pV - HR T, (11 . 16) 

donde H es el nWnero de mules y R u la cunslante de lu1 fllllCS definida en la 
ce. (\0.43). Uno de lu1 problemas mis importanlel de la lllica estadbUca u 
deducir La tcUlleWn de t;ftadu pan diferentes cl.alQ de 1u1Ullciu, ya q11e 1111 
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u 
'"' f'lr· U-4. Expansión y comp~lón revenlble do un gas. 

con&elmiento de u ta eeuacilm es de inmensa importancia tanto t eórica como 
práctica. 

Designemos La ecuación de estado de una sustancia homogénea por f(p, V, T)- 0. 
Podemos representar esta función por una 1upuflcie \lanuda •llpt.rficie l<rmo­
dinlfmica, w.ando una terna de ejes de!ignados p. V y T{flg. 11-3). Un ••lado 
particular de equilibrio de un sistema, caracterizado por ciertos valores de p, V, 
y Tesú representado por un punto SllObre la superficie. Si el sistema experi­
menta un proce.o o transformacióo, eventualmonte pasa a olro estado de equi­
librio S', también .obre la superficie. En general. los estados intermedios 6Cu­
pados en la tn111$.lormacióo s - s· no llOO estados de equ.ilibrio y no pueden 
est.arrepresentadospor "punto1110bn:ta1u1"'rficie 

((p,V,T) = O. 

Sin embargo, si la transformacilm ocurre muy lentamente (desenvolviéndose por 
etapas infinitesimales, de modoqueencadaet.apa elsistema se apartesólo leve­
mentede•uestadode equilibrio), podemossuponerrazonablementeque encada 
instante el $istema está en equilibrio estadi•tito. Una traodonnadón de ""ta 
dase se dice rt~rsible. 

Podemoi; usar la npan$ión de un ga1 para ilu•trar una trandonnacilm rever­
sib le. Supongam°'queelpiotóndelafig. ll--l 1e mantiene en posición mediante 
gran número de pei.as todas muy pequei\as, como se indica en la fig. 11--l{a). 
En el equilibrio, !apresilm delgas ucerradouigual a la presión debida al.u 
pe.as más la presión atmooférica. Si quitamos una de lu !"'!ilS. deslizándola a 
un!adosobrel.a plataforma,lapresiónexternadisminuyeenuna pequeña can­
tidad y ti equilibrio del gas se perturba ligeramente. El gas uperimenta en ton""' 
unapequcña expan&iónhastaque elequilibrio se restaun(nipidamen1.e).Cuando 
se repi1.eelproceso unnúmerodevetti1.elgas c,·entualmenteseexpandchast.a 
el volumen que ae muestra e{I (b) y las pesas. que previamente estaban sobre el 
pÍ$tón, esLll.n almacenadas como se indica. Puesto que el proceso ha ocurrido 
muy lentamente, !Up<.memos que el gas ha pennauecido continuamente en equi­
librio estad!stico y que la expansión ha ! ido "''·ersible. Para que el gas vuelva 
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FIJ. 11 -'- Ezpan116n y comprHkin ltft\'U'llble de un ga1. 

••11 atadolnidal,t.odoloqueteniemosquehactracolocar denuevo111b~el 
pistón. en orden in~l"$0, llll mismo ~ que le ltabiamo. qWtado. Al final, 
el gu a t.átn 1u est..odolnici1l,habiendocompletadounciclo, aln habe!'lepro­
ducido cambio.en el medio q ue lorodu. l::n otru palabru. m un ddo utl<'­
rlllflml• (Ompuulo de lromformodJmn r-rtfbla. a [>O'iWt arreglar /u c:w.:rs dt 
modo fo/ f!IC "" u produ>CM cambios ..i.au .... wa ni tri ti 1iilom11 ni ut ti mtJio 
qutlorodUJ. 

Por otn. parte, un pr<>Ce$0 inevenible oeurn cuando ti alltem.a le aleja dtl 
esl..odo de equilibrio. Durante un proceso tal, lu cantidadea u ladlaticu, como 
preal6n y temp1,.·11 tura . no eaUin definidu. Eventualmente. a l ftn.al dtl proceta, 
d alltem.a a lcanu de nuevo dequilibrio en un ealado diferente caracWriuido 
por11riapnai6ny11111Wnperaturadetttminadu.Engeneral,losp~irr'&­

vnsiblea oeunen con gran rapidu. Usaremos nuevamente la expan~11 de 1111 
iru para llustn.r un proc:uo im:venlble. En Ja flg. 11""5{1) "" encuentl'11 el gH 
como estaba en la fig. 114(1). pero con todlt tu peus ttunidas en una -61B, 
que designamos con A. Obtérveae que hRy adcm's una pna ll en el nivel 1uperlor. 
Si se qWla la pu& A, la preal6n externa dWnlln1ye inmediat..o.menle y d gu"" 
upude deunmodoripido,conunagran t urbulenciaen1urnovimie11tomo­
leeular; es d«il'", que ti procfll) es im:vtni.ble. DW'lllte d proeuo lal velocidad• 
moie(:ulun no liguen Ja ley de dirtributi6n de Maxwcll-Boltzml.nn. Flnalmtnte 
el pist6n .., detiene en un a cierta p<WciOn ynentualmente le rataura el equl­
librioa11n1.temperaturay p""1iOnbiendefinidu,oomoi.elndlcaen lalig. ll .s(b). 
Pan hR('n" volver el gu • 1 11 atado inici1I. podemos colocar b. pesa 8 endm1 
~lpistón, con lo cual l!steblijayhlceq11esobttel gui.etlectOeunprocet0 
q11C pllftleonort:petir,in~mente, d1.nterinr.Alfl.nal,tuandose,...tabla:>e 
el equilibrio u ... vez mú, •l gu ut.t de nuevo •11111 estado inicial, como oe ilu1lta 
en la fig. ll -5{c); ti gu hl completado un delo. E:m pttO, ha tenido lugar un 
cambio tn el medio lUJlbienUt. La pCM IJ, que utaba. inlcl1. lmente en el &Xtl'cmo 
111ptriore.Ui1horaeatl fondo. Lue¡¡o:muntlelocompuulo,poreialolololmutle, 
rlt lrom(ormat:ionu irrou1/61a, ti 1islt11111 rt/01110 o u.i alado inicial, ptn u pro­
rluu 1111 ramllio finilomnliWetn dmalio am~ienlt. 
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Es cbro que 1111a tn11dorm.aei611 nven.il>le IM: puede "'Jll'Uelll.ar por 1111a linea 
10breb111perflcie lermodiUrnica f(p, V, 1) - 0, 1111iendoelestado inicial 50011 
elllnalS',pero11nprocesoirnvO'Wlle110puedeftl'""'P"""ºb.dodt estemodo. 

U. ltt.s pu:imetroJ p, V y T 110 0011 ind•pendlenles, ya que est411 "'lacio nado. 
por b ""Ull<'ión de ClltlldO f(JJ, V, T) - O. Por consiguiente. eo geo•nil. oólo a 
notttario wu dos coordcn1du para ttpl""9!:11lar 110 procuo detennintdo. Ea 
fffilutnle uaar, upeci1lm<':nUI para los gua, un dlagrama p-V. Por ejemplo, cn 
b flg. 11-6.., ba npruenu.do 011 1111 diagrama p-Y, una l.ralldorm.acióo nvu­
lible desdetlesb.do ..t con pm.lóa Pi'/ volwnui V, al estado Bcoo prui611 p. 
y volumen v .. lfo e11d1 but..olt, b tempen.tun te obtiene de b ecuriOn de 
eslado.EltediagramlesapeciahMnte1'ltilparaproceoosco11gues,porq11eest011 
~guardanunalntim1..,l1ci611con eltn.b1Jollel:hoporel gaLR­
da11do bec. {1 1.7). observ11noa quepdYeii el M-:a dt una franj a de ancho dV 

'~"' ¡ (2) 

¡ (1) B 

i 1 

Ylt. ll ·f. Olagnmodeunprocuon:· Fl11r, 11•7, Eltr1b1Jorc~JW.<loal1>asor 
venlbl< en el pla no p-1'. El irc1 som- dd u 11do A lll B depende del procuo 
bre1M rfpttoent• el lrahlJo n.lliudo queaig'IH: t l alJttllUI. 
porolsbft ma.. 

'1 •hura p, y, en oon11e<:llfcnda. d trabajo h'""ho por el li:i:tema al puar dwk ..t 
huta 8 por medio de 1111 cierto proceso está di.do por 

w,.~• - J:: pdV. 

En la flg. 11-6, ti trabajo realiu.do conupondieate 1 la tnlldorm1ci611 a. t ll• 
!.onces. d 'rea bajo b curva ..tB. F..Jl.o nos ayuda 1 comp~der lo dicho en la 
teccl6n 11.!i attn:a de que d trabrijo dq>tnde dd procao. Eo .ti.11¡. 11·7.,. indic:oi 
varlooiproc-,corttspondie11te11lucurv•s(l), (jl)y(3),lodosloscualesUe,,.11 
1 un listema del ttt.ado ..t al 8. Como el 'ru bl/o 1:11d1 Cul"V>I es diftr<:nte. t i 
t.rabljo lltcho en ud.& proet10 tt t.ambifo difcnntt. Lnl estado• inicial y flnal 
aon los mismos p 1r11 los ttta proctlOI y. por lo tanto, el c:oimbio o.U - U,. - Us 
de la tntrgl1 intema tll d mbmo en cada caso. Por coos.iguiontt, t i calor co~ 
pooditnle 1 cada pr(l(UO, d.ldo por Q - ti.U + W, Kri difutole. Sl el procuo 
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eo mvtnible no se puede representar en un diagrama p-V y el Cllkulo del tra­
bajo se hace m:ll diftcil. 

Considtremoe a continuaciOn un ciclo, tn el cual el .Ulema va desde A hasta B 
(fig.ll-8)atravésdelprocea.o{l)y~dcsdeBhastaAses~Delprv«10(2). 
Al puar de A a 8,tlsi3tema realiza un tnibajDigual alArea bajo la curva (1). 
Retornando de B a A el s.i•tema rea.liza UD tra bajo igual al valor neyolioo del 
Area h•jo la curv1 (2) porque el trabajo se hace sobre el ilitema. El trabajo 
neto W hecho por el 11.Í•tema duranll: el ciclo eo d Area !Dmbreada encelTllda 
porlacurvarepresentativadclciclo;eotoes 

w ..... - f pdV - Ana bajo (1)-Area bajo(2) - Ana encem1da por A(l)B(2)A. 

Como u indico eD la sección 11.5, las molquinas térmicas elect~an trabajo a ex­
ptn!IU del ealor absorbido M unprocesodclico. Siel pr0Qe$0eorevenible,el 
trabajohechoporelcielosepuedeealcnlarunavezqueseconozcaeldiagrama 
p-V del ciclo. Este trabajo también e. igual al ealor neto absorbido por el •i8-
tema durante e\ ciclo. 

Plr. 11-ll. Ciclo. El tn.bo,Jo hecho ¡ior 
elslslemaque desctibeelclcioen..,nUdo 
borarlo es Igual a l ~""ª encerrada ¡ior el 
c!cioenundlagramap-V. 

Consideremoe algunos proceoos especiales, limitándonos al caso en el cual el 
trabajo se debe alaexpans.iOn !Olamente. Entonces la te. (11 .15)eo Vli.lida para 
UD procuo infinite&imal. E:sto es, dU - 4Q- p dV. Una transformación isoalrica 
: ~~~I~ :n la cual el volumen permanece constanll:. Luego dV - O y la ec. (11 .15) 

dUv - 4Qv, V - consl, (11.17) 

donde el 1ublndice V se uu. para recalcar que esta ecuación es vAlida .Oto a 
volumen corutante. Para una translonnación finita obtenemos, integrando la 
ec. {ll.17){odela ec. 11.12con W = O). 

U-U1 =Qv, 
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De modo que en una translonnaci6n isoc6rica el cambio de energla U.tema ea 
igual al calor abwrbldo, lo cual era de esperar, ya que O(l hay trabajo externo. 

Introduzcamos ahora el concepto .apaddad calórica a uolumrn am&lanlo Cv. 
quees igualalealor absorbidoporunmol delasust.anciapor unidaddevaria­
ción de temperatura, a volumen conat.antc. Luego, podemos usar la ec. (11.17) 
y obtener 

Cv - ~ ~ -+ (Tr-)v· (1 1.1 8) 

donde N es el nü.mero de moles en el aiatema. Para calcular aU/i!T, debemos 
indicar que V es constante, ya que podemos también cambiar la temperatura 
de otro modo, con lo cual resulta un cambio dilerente de la energlainterna. En 
general, la eapaddad calórica Cv no es constante, sino que vllrlacon la tempe­
ntura. Es una cantidad macro!IC()piea o estad!stica importante, ya que es una 
caracterlsticade eada1u1tancia. 

Unalramformacilm üobdrica es aquélla en la cual la presión permanece con,_ 
tantc. Entonces dp - O y podemos sustituir pdV por d(pV). Introduciendo esta 
relación en la«. (11.15), tenemos 

dU - dQp - d(pV),. p - const, 

donde el 1ublndicep sin·eparadar énlamque la ecuadónesválidaapresión 
constante wlamente. Por lo tanto 

4Qp - dUp + d(pV)p - d(U + pV)p - dH,,, p - const, 
(11 .19) 

donde la cantidad 

H - U + pV (11.20) 

le denomina wtalpta del slltem.a. Para una transformación finita, tenem03, 
integrando lau.(11 .19), 

H-ll, ~ Q,,, p = coosL (11.21) 

Luego, en una translonnadón isobárica, el cambio de ent.alpla es igual al calor 
absorbido. El trabajo hecho en una transfonnación i.aoW.rica es, de acuerdo a 
laee.(11.9), 

(11.22) 

La ropacidad calórica a presión ron.slanle c. le define como d calor abwrbidu 
por un mol delasuat.anciapor unidad devariaci6ndetempentura cuando la 
pres.ión permanece constante. Por lo tant-0 

(11.23) 
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Observu que ambas eap111:Kbde1 celóricu e~ y Cv K expruan en J K-• mol- • 
en el alst.ema MKSC de unidada. Sin embAr"go, ae l1P por i:ostumb~ la unid.Id 
equh-·alentecal •C- lmol-l. L.a<:llp«Cid.adcal6ri<:llmediadelaguaaprcsiónatmos­
rérice co11Stante e1 18.00cel °C-.l mol- 1• En UD principiolaeaJ.oria fue definid.a 
como la energla neee.trla pan. elevar la tempera.tu ra de un gramo de agua 
(1/18mol) en 1 "C a presión con1tante. 

Una lrrvuformación ilOIUmica es aquella en la cual la temperatura no <:llmb;.. 
Para un gu ideal, cuya energla int.erna U - isRT depende solamente de l.ii 
temperatura, la energla interna no cambia en un prottSO bot.trm.ico; tilo es, 
dUT - 0. Porlotanto, la ec. (11.14)da 

d'QT - d \VT 6 QT - \VT, sólo para un gu ideal. 

Esta relación, repctimo1, ti ""ida I0/11mrnfc para. transformaciones ilot.trm.iea1 
de un g.u ideal. 

Una /r11mform11ei6n odiubótica es aquella en la cual el liatema ni absorbe ni 
da calor. Entonces 4Q0 - O y la ec. (11.14) da 

( 11 .24) 

donde el 111blndice a algnifiea adiabttica. La ellprui6n (11.24) indica que en 
una transformación adlaW.tiea el trabajo t.e fellliza a upen.as de la energla 
interna del l.i.ste1D.11. Luego, 111 temperatura de un gas ideal {y de muchas 1ua­
tanci&1) debe disminuir durante una expansión adlaW.tiea y a wneotar durante 
una compn!Si6n adiaMlka. 

JJ .S Enfrl>p((a y la •t9"undo ley d e to termodinámica 

En el cap!tulo 10 obtuvimos la partición de equilibrio de un sistema, la cual 
depende de Ju propiMad.<':11 de lot componentes del 1istema y cort"f!lponde a la 
distribución mis probable de las molKula1 dd milmo entre 101 dileren lel estadot 
de energía dilponibl<':ll. En talu condicione. P (o In P) n m.b imo. Si el aistema, 
aunqueaidado,noeiitiienequilibrio,podem01 1uponer queutii enunapart.i· 
ci6n (o dislribuciOn) de menor probabilidad que la mh.ima o de equilibrio. A 1u 
debido tiempo, t i sistema e•·oludonari a causa de las inttraccionr:a entre 1u1 
componeni..s o molécul u , hasta 1tcanzar 11 partidón de mbinu probabilidad. 
En este instan te el 1istema llega al equilibrio estadlstico y no aon de espen1.r 
1umento1 posteriore1 di! P (o di! In P), a menos que se perturbe el sistema por 
mediode una ac:ei6oexkrna. 

Pira describir esta Undenda natural haeia el equilibrio estadl.stico por evo­
LuciOn hacia la partición demAxima probabilidad, t.e invent6elimport.antecon· 
cepto de uilropla, S. La entropla ae defina por 

S - klnP, (11.25) 

dnnde la comtante de Bott.zmann se intrl)ducepor conveniencia en la expre1ión 
de fu turas relaciones ma temit.ieaa. De este modo, lo uilropla de un lf.slema u 
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prof'<Jrcional al logaritmo de lo probabilidad P de lo parlicidn r:orruf'<Jndiulle .U 
u lododeisi•lemo. Esta definición deeotroplase aplica a cualqu.ier partición o 
estado, sea de equilibrio o oo; "5toCootrutacoo La temperatura, que se define 
sólo parapatticiooesoest.adoadeequilibrio. Ladefioiciónprecedente!li¡¡nifica 
ademá1 que la eotropla de un sistema "5 una propiedad del estado del mürno y 
por consiguiente 

cuando 11nsislU1«1pasodeun ul.odooo/ro/01111riacidndcs11ut­
troplou inde¡wtdientedt/0$procuwre/ÚU<>Jw, 

ya que este cambio e.U determinado por \u probabilidadeoi de la1 particiones 
inicial y final. Es evidente que para estado1 de equilibrio, la eotrop!a.., puede 
expresar en función de las variables macroscópicas que definen el ertado. Una 
translonnación reversible de un sistema, aislado o no, en lacud La entropla del 
sistema no varia. se d11nomina translonnación ÍIOUllrópfoo. 

Cuando tenemos dos sistemas con probabilid.tdes P1 y P., la prol»bilid.td 
total de la partición ttsult.ant.: de la combinación de lindos si.st.:mu es P - P,P .. 
Luego, lnP - lnP1 + 1nP1 y S - klnP - lr:lnP,+lr:lnP, - S,+S.. V&­

rnosul que la entropia es una cantidad aditiva. Esta es una de las ruones por 
lucuale1eloo11ceptode eotroplaesm;l.1r.cil demanipularqlll!elde probabilidad. 

Teniendo en cuenta nuestra definlcióndeentropla y recordando(sección 10.2) 
quedestadodeequilibrio est.ad.lstioown-esponde alapartlciónmúprobable, 
concluimosquelaentropladeunsist.:rnaaisladn enequilibrioestadlsticotieoe 
el valor máximo wmpatible con lu condiciones físicas del $i!t.:rna. En con1e­
cuencia, lo1 pl"<'>U$0S que pueden oeurrir tn u11 Mst.:ma aialado después de alcanzar 
el equilibrio estadbticn son 11610 aquell03 compatibles con ti requisito de que La 
entroplanocambie.,esto es,dS - O.Esto1prnces03sonevidenterneotereversibles 
porqueelsistemaaislado est.t en equilibrio. Por otra parte, 1i un •i<lema ai5/ado 
no u!d en equilibrio, ewlueionord nolurolmml~"" la diruci6n en lo eu/Ú su ut­
lropla oumwl<l.ya que éstos son los procesos que conducen el $i!t.:ma hacia ti 
estado de rn~:<ima prol»bilida<!- n de equilibrio estadbtioo. Asl , lM procesos que 
es más probable que ocurran en un sistema aislado son aquellin p$.r1L loseuales 

dS<I= O; (11.26) 

valiendoladesig11aldad cnaodoel li1t.emaooest;iinicialmente en equilibrioy 
losprocesossonil"Teveniblu. 

Podemos entonces emmciar Ja segunda ley de la ltrmodinámica como ligue: 

En un iislcma ais/adn lo• procuo• que pueden ocurrir con moyor 

~'!i~il:~~I::::. aquelll>S en IDs euolu lo entroplo oumenlo o pu.. 

Sedebeinterpretar esteenunciadn eosentidoestad.lstico,yaque,enuncasn 
particular y debido a !u Ouctuacioneo en la distribución molecular, la entropla 
deunWternaaislad.npued.ed.isminui:r,perocuantornayoresla di.vn.ioución, 
menor es la probabilidad de que ocurra. Luego, la variación deeotropla durante 
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l'l r. 11-t. Var:lael6nde l••nlropln i 
de un 1l1tema alslado dura nte •u .:¡ 
evolucl6nllacla el equlllbrio. 

Tun>po, t 

la evolución dtl listema hacia d equilibrio "" puede fl!pttte:otar por la llnui 
iJRgularde la fig. 11-9. 

La segunda ley de 11 termodin,micaexpreu el heeho biencooocidode quee11. 
un 141.ema aislado hay una tendencia o direcci6n blt n definida de ocurre.ocia 
delproces<.i,y e&ta tendenciaestidetcnninadaporlldifecci6nenqueaumeota 
laent.ropla. 

Lotfen6menosdetran1porte. tale1como l& dilusi6omolec11lary lacoodued611. 
Unnica,son butn01ejemplosdtproce.o.q11taiempnUtoenlugarenuoadirec­
cl6n. En ambos K puede verificar que la eoltopla dtl ailtema aumenta. La dilu-
1i6n tiene \11gar en la direcci6n en l1 eul.l la conttntraci0n üendt 1 igul.lane, 
l'Hultaodo un IAtcma homogtneo. El proct50 invtl'90, t i cambio espo.o t.beo de 
un 1istemahomogtneoeo uno no homOfj~neo, quccoJTeSpondea unadisminucl6n 
de la entn>pla, nunca ha ~do observado. Por ejemplo, 1i una gota dt tinta K 
coloca en ti punto A en ti interior dt un vaao lleno de agua (flg. 11-\0a), l.11 
molHuW. de lillta K nparc:eo por todl ti agua y dttpu'- de algíio tiempo, bta 
nU oolofl!llda unifonnetntnte (fig. 11-10.:). En este procao la entropla dtl .U.. 
tema ha au mentado. Sin embar¡o, al en un io&tall.ta dado iu<:1"1.n invertidu 
euctamente lu velocidades de t odaa Ju molHulu, eventuf.lmente toda la tinta 
retomarla al punto A, con lo cual raultarla una di&minuei6n de entropla. Pero 
tilO es evidentemente un fcn6mcno ext remadamente improbable, y huta a.hora 
nunca ha .ido ob1t1"Vado. Por otra p1rte, p11tdt habu pequenu nuctu•ciones 
en i. conuntraci6n de IH molHulu de U..ta en dilettnltt l i¡garu, aU.O dupu'­
q u.t K ha alcarou.do d equilibrio. Pero estu fluctuacioon no 10n ohlf!l'Vablea 
en.Ja mayoril. de lo. cuos. 

Si un sistema oo t1tJ.aislado, 1u t nlf<lpla puede disminuir debido a La inter­
acción to n olf<11 li1temas, cuya entropi. debe, dtide luego, cambiar tambito. 
Pero la cantidad total de cambio1deent.rop!a de todo1lo.1lstt"'" involucrad01 
en ti proceso debeeatardeacuerdocon late. (11.26), tlendodS - Opara un 
proctlO nversibleydS > Oparawioirrevenible. 

Por ejemplo, 111 una comb.inaci6n de dOI llistem.u t11' .W..da y la t11tropb. 
total t1 s - S, +S., la1 prooeiOi que ocurran en este sistema combinado de.ben 
utWacer 

dS • dS, + dS. ~ O. 
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(•) (b) 

en.a ! 

Flf. 11 · 111. Olfu•ión de uu a gota de tinta en agua. Pro<:UO lrr1'Vetiible. 

La entropla d,e uno d.e los componentes pued.e disminuir durante un prooeso, 
p-eroel eambio netode entropla del sistema total debeserpot.;tivoocero. 

La gran importanela de la ugunda ley de la termodinámica, t.at como se ex­
preu. eo \a ec. (11.26), es que indiea aqueU°" proccsos que tienen mayor proba­
bilidad de ocurrir en el universo como un to<io. Pnr cnnoiguiente hay muchos 
pr<>eesos que podrlan ocurrir, ya qu e cumplen eon otru leyes tales como la con­
tel'\'ación de la enugla. Emp-ero, es muy improbable que <>Curran. porque vlo­
lartan la ugunda ley, o sea la r:xigeocia (11.26). 

E.IBMPLO 11.a. Hallar la entropla de un sl1tema en equit!brio estadlslico y q11& 
obede« a la .. t adl<Uea de Muwell-Bolumann. 

Soloocl6n' Recordando laexpn:Jión (10.13) para In Pen la .. tadhlica de Maxwell· 
Boltzmann y que N - ~'"'· tenem<>& 

S - klnP - k!+"'lngo - .:fn1ln14+ +"'l 
- - k+n,ln(1'off<) +kN. (11.27) 

Ptro segónlaec. (10.2J)tenemos 

n. - f~-"UIT. 

Tomando el logarltmodee$1a...,uaclón, obtenemo1 

Jnf,- - - f¡- - 1n -f¡-. 
Luego,laec. (11.27)seconvterteeo 

s ... 1c [+n•fi;- + +"' ln -f¡- + +"'] 
- +(~>")+>(++i-rn 

Slrecordamo1 1lboraluecs.(tO.l)y (I0.2) ,obtenemo1DnaJmenle 

s - .!f+ kNln i-+ kN - .!f+k ln~. (l l.'18) 
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EJl!IYPW U.4. Entropl• de un gu ldu l e n equilibrio esta<tbtloo. 

Sol- SRbemos que I"'"' un gu Ideal u U - ! kNT, y de 1• ec. (to.(()) obtenemos 
!atunclónde particlóndeungu ldeal 

z - V(2"':Tf" • 

H aciendo IR 1U1tltuck\n en la ec. (11.28). t• nemo1 

s - fkN+tNl n vc~ry~. 

s - tNln(o'.l"')+S., (11.29} 

donde ~ - V/N u el volumen por molécul a y loda1 hu cantldade• que no w n varla­
blet se han !ncluldo en S,. ttto e1, 

S. - \l'N + kN Jn <2~"/:Y' " . 
BJBMrLo U.ti. C.mblo de entroplll de un gas Ideal durante una t:<panslón libre. 

Sol""l<loo' Cuando un recipiente que contiene un gas se conoda con otro vado, d 
gu experimenta una upami6n libre. Tal proceso es Lrnverslble, y el ""IUlllbrlo ,., 
destn.1)·• durante un d erto tiempo hasta que"" alca nza el ut • do nn al. E1tocon1· 
t!tuye. tambl ~ n. un ejemplo de la unidire<:cion alldad de !01 proceso• lrnvers1ble1 

Flgura ll · ll 

porque. como observamos en la ng. 11-11, 11 el gu uU Inicialmente en el rfflplen U t 
y por algOn mecanl1mo (tal como quitar la P"""d w) "" le permite npandlne llbre­
menU dentro dd reci piente 2, e n un breve Intervalo de tiempo Ju moltcu\as del 
ga111fl handi1tribuldo enlo1 do1 \·olOrncne1 comblnado1 l +2. Empero,nadleupe­
r.na que dc1pu ~1 de un cierto tiempo y como consecuencia del movimiento molecu· 
lar, todu laomolkulo• del guaporecieroncon""ntrada1 enel recipiente 1. Este 
P'"""' º •• poslb!cpero a/r(lln<nl<improbahle. Lu<go,el proceso de u panolón libre 
V ..... 2 V ocurnen la nal urale .. , ¡>el"O el prouso Inverso no. De acuerdo con ta ..,gund• 
ley de lo termod!dm1ca, el primero d•M corresponder a un aumento en la entro pla 
del g'11 y el 111:gundoauno di1mlnuclón. 

Pt<>cedamo1 aho,.. a calcular dcamblo ~ enlrup1a. La entrop!adel llH en el 
primer estado et 

S, - kNln(o1'"") +S.. 
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Una vu que.., rutable« el equ illbrie> y e1 volumen .., duplica, la entrop1a H 

s , - kN ln(2vT"") +S.. 
La temperatunl ne> ha variado porque la energh clnWca media de Ju me>lkulu del 
gu !dul no ha cambiado. Lao me>lóculaa .., mueven ahora en un espado maye>r. 
Elcamblodeenlroplaenelprocesoe1porcorulguiente 

s - s,-s, .. tNJn2>0. (11.30) 

De me>de> que el prouso (lrTevenlble), que ts uno de IGS que ciertamente ocurren 
enla naturalna,produce unaumt ntoenta enl r<>pia delgu. 

Sin embarge>, et pr~so ln\"erso, en el cual .. 1up1me que el su e>cupa !n!dalmente 
tod<>el reclpiente(el volumen 2V), y que despuH de un cierto Uempo ocupa sola­
mente el volumen V de la Izquierda, corre1ponde • una dl•mlnudón de en lropla, 
H declr, 

OS - S, - S, - - kNln2 <: 0. (l l.31) 

En con .. cuenda, u te proceso, aunque pnslble, es muy Improbable que 1uceda 
naturalmente 11 el gu est i aJ1lad<>. E1 cierto que podemGI comprimir e! gas lso­
llrmlca~nte reduciendo su volumen de 21' a V, con la corTespondlente dl1minudón 
deentroplalguala!valordadoporla ec. (ll.31). Peroo:storequlereuna ac.:!Onexterna 
y enton«1 ts ne«ur!o tomar en con•lderación los cambios externos de enlrop1a 
para obtener el cambio loto/ de cn t ropl a del universo. 

Esln1trucUvoestudlarlamlsma 1ltuacióndesde unpuntodevl1ta probab llbUco. 
Según la dennklón (11.25), tenemo>que 

S, - S, .. klnP, - kln P, .. kln7,. 

Comparandontaecuaclónconlaec.(11.30),ttnemo1 

ln* - Nln2 - ln2"' O ~ - 2". 

En general, el número N de molkulas del gas u muy grande y, en con .. cuencla, P, es 
mucho mayor que P,. EstQ explica la rapidez oon la cual el gas H. expande libremen te 
hasta el VQlumen 21'. Para o\ proceso lnverio, 2V--+ 1', obtenemo• P,/P, - 2-", 
q<K ti una cantidad extremadamente pequcll• porque el número N de moltculas que 
hay usualmente en cualquier muestra dd gas es muy grande. Por corWguiente, 
e1 utremadamente Improbable (aunque posi ble) que en un cierto in•Un\t todas 
lasmolku!asdelguapar01can,aconsecuencla de•u1!nt erac.:lones,concentradaa 
otravuen la "Rlóu 1' dela lzquiuda. De1de luego que para un pequefto número 
de molkulas (N .. 1 O 2, por ejemplo), tenemo1 P,/P, .. ; O f, y el posible obHrvar 
"todu'"lasmolkulH(unaodQs)delladoi•quierdoenunbrevelnlervalo deUempo. 
Pero entonces, los mótodo1 .. tadistlcos son, de1de luego, innecesarios, carecen de 
•lgn!fü:a do,ypodrtase rpo1lblecalcularlo1instanlc1enclo1tnlG1walulaparUcula 
oludospart!culase1tartnde unladoodeotro. 

Ahora debemos ver cómo e.U relacionada. la entropla con las otras ca.ntidades 
ttrmodin!micas introducidas previamente. Supongamos que un sistema en equi­
librio estadbtioo experimenta una transformación infinituimal como conse­
cuencia de su inttraceiOn eon el medio que lo rodea. El resultado del.a inttracciOn 
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'* 11n cambio dt los 11~mtro1 dt particilm ni "J dt Ju dt tntr¡ba E, dt los titado. 
poaíblea. Como U - !:1n1E1, ttnemm qH 

dU ... ~E1 dn1 + ~n,dE,. (11.32} 

Estaec11aciónesv•lida1e11011orevtni.blt t lpl"OCUO.Sinembargo,tn.,.taste­
ci011 nos limitaremos -<>lo 1 ia. t1'llD.tormacion.,. rtwrliblu, de modo que tn todo 
momento ti listtma t1U. esencialmtnte en equilibrio tstadbtico. El pro«$0 debe 
i.er t nton0!5 IO "'flcientemtnte lt nto como para que en cada instante la diltri­
b11ción de las mol~IH p..m., 1justarse 1 l1 COITt$ponclie11te partición mli1 
probable. 

Examin1.ndo la ec.(ll.32),obttrvamosq11ela~1iuna,:t1 E1 dn1,to­
rrt1pondt a"" cambio dt tnergla interna debido 111 rediltribución dt lu mo­
léeutH entré los niveles de tntrgll disponiblt11, mitnln1 qut la segunda 1um1, 
I:1 n 1dE1.correspondtauncambiotn la energlaintern1 debidoaunav1ri1ciOn 
tn los nlvtlt1 de t nergl1. Vamos a ~minar tite IN'gundo túmino primero. En 
la IN'CCión 2.5 d.W:utimo1 los catados .,.tadonarios de 11n. putkula tn 11u1 eaJa 
dtpot.ncialunidimtnsion.ldeancboa,yt11contramo1quelosnh·elndee11ttg11 
atándadospor 

Si u cunbi.ael ancbo aen la cantidad da, los nivt ltsdeenerglaexptrimentan 
un cambio co!Tttpondion te dE., como se indica en la llg. 11-12. Un cambio 
simi lar en losniveludeener¡¡la 111ctderi tambltllen unacaj1depotencialtri­
d.lmen1ional dtcualqulerforma. De modo que, para dcaoodelaexpansiOn de 
un gu, ti cambio dt energla I:, 111 dE1 H debe 11 cambio en lu dimtm.ione1 o 
HI en d volumen dtl recipitnk y, por lo tanto, corrt1pondta lo que hemos 
llam.ado lnbajo. Rtc(lrdalldo la ce. {11.14), dU - dQ-dW, co11cluimos que ti 
traba/o hecho por ti sistema u 

4W--+n11161. (11.33) 

IA ec. (11.33) da t i tra bajo hecl10 ¡1or el listem• en funci011 dtl cambio de IOI 
niveles de entrgla, que resulta, por ejemplo, de un cambio dt volumtn. e.to 
coloca la definición utadlftica de trabajo beeho por un 1istema i.obre bast1 mib 
firmes dt lo que fuera nue1tr1 dellnitión preliminar. dada en la HCciOn 11 .3. 
lntroduci.11do las ect. {11.32) 'I {11.33) en dU - dQ - dW, coneluUnos que 
dtbtmOI escribir 

4Q - +E1dn, (11.34) 

para el c1lor ab$0rbido por ti sistema. Esto es, la unUdad estadlstica que hemos 
dtllnidocomocalore1uncambiodeenergiadelsi1tem1debidoalaredistribuclOn 
de la1 molé:(,ul.u entn LOI nlvt lts de t nergla, reaultantt1de 101 intercambios de 
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energla con el med.io; ••k ro•ultadoeotáesenci.almeotede acuerdo con nuestra 
definiciónpreviade calordadaenlasttción 11.4. 

Cuando el proceso esrtuusib/t, ltay una relación importante entre el cambio 
de entropla, el calorab&0rbido y la temperatura absoluta. Est.a relación ta 

as - .!f,-, para proce&0s reversibles solamente, (11.35) 

y es coruecuencindirecta de las definlciones (ll.2.'i)para laentroplay(ti.34) 
para el calor absorbido. En el ejemplo 11.6 se da la prueba. La relación (11.35) 
indica que la entropla se expresa en J K-• o eneal K- 1, lo cual e.taba impllcito 

ennuestradefinición(ll.25),cn'·istadelas 
uoldadesdek. 

J 
~ la ec, (11.35) tl:nemos dQ = TdS, qae 

-------- ~~------ ~:e~,:~:~~';:b~: la ec. (11.M), dando, para 

e, --------~~~-----

'" 

dU = TdS-dW. (11.36) 

Cuando se hace sólo tnbajo por expan!lión, la 
relaciónanterior se convierll:en 

dU - TdS - pdV, (11.37) 

que expresa el cambio de ener¡¡la interna du­
rante un proceso reversible en términos de los 
camhiM de entropia y volumen. Insistimos en 
que !a «. (11.14) es universalmente vá lida, 
mientnuquela• ecs.. (11.36)y(l l .37) se pueden 
usarsolamenteparaprocesosrevenibles. 

De ta ec. (11.37) TQuita, si el volumon es 
constanl.I:, dUv - TdSvo se.a 

+ - (~ )v - klu(lnP)v. 

Se puede demottrar que, en ll"nera!, P es una 
F1¡. 11-Jl?. Va<lao!ón d• los función crecienl.I: de la ener¡¡ia del $]&tema, es 

~:~~~ ~t ~~~!~. ~:ª~~- oe ~eci~, p~:~~~~ ;i~:r ;:i::ió:~e~a~~t:>'~ 
volumenpermanezcaconstante.Porcons.i¡¡ulM· 

1.1:, para estos sistemas !a l.l:mpcratura abwluta Tes una cantidad positiva. Por 
esa razón el valor T - 0 se llama cero absoluto, ya que en tal., casos no 
pued• haber ninguna tempera.tura inferior a ese valor. 

Históricamente,el conceptode entropia se deu.tTOlló on!Jsicaenordenopuesto 
al de nuestra discusión . La conveniencia de la rdación dQ/T en varios c•lcalos 
tennodinilmicos fue reconocida por Kelvin. Clausius y otros a mediados del 
llglo xix. En 1865 Clau!i1111 introdujo el nombre de ~ntropfa para designar una 
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u nt idad cuya uarioci<in durante el proceso revcnib le fuera dado por la e<:. { 11. 3~) ; 

ttto tt, dS - dQ/T. La nelaei6n entre t ntropla, como la dellni6 Clausius, y la. 
probabilidad de una partlci6n, como la. dada por la ec.. (1 1.25), S - k ln P, fue 
establecida primero por L11d,.•ig Boltzm.ann en 1877. Una \'U que le rtt0noei6 
como miis fund• m, ntal el enfoque molecula r de los procel01 termodinimicos, la 
definiei6n de entropla dada por Boltzmann le hizo miis relevante, d~e el punto 
de vista teórico, que la dada por Clauslus. 

•"''<>l••o"""ehlf,..d•le l...,1-'".,.."°º"''&. 
Podemos an.allur la •·arlaclón de la probabilidad P con la energla total U a volumen 
constante de un modo lntuillvo, como sigue: supongamos que el 1!1tema de partlcu· 
la1est~encerradocnunacajadevol11n>tnRJo. Entonu1lo1po1lblu niveles deener­
sC11, tamblfo son n¡os. E n contecuenda, •I oe quier<: aumenlu la ener¡Ca del 1lstema, 
tedebellevar als11naopartkula1delosnlvelulnferlornalos1uptcrioru. Suponga­
mos que para una energla total dada, los nUmeros de ocupación de la partición 
0011 n,, n.. n. ... , donde n, > n, > n, . .. 11 el 1l1tema uti en equilibrio. Para o.lm­
pllllur suponsamos tamblfo q11e ' ' - lh - '' .. , •• - L La probabilidad de uu 
partición de equlllbr!o es entonces 

,. ___ •- . 
n 1!n11n11 .• 

Supongamos ahora que oe •umtn ta I• entrgla total U dt l sbtema y que ule 
•umento de tnttgla 1ene•H1a lle•·•ndoun• p1rtlcula dndetl nivel E, hasta el ni­
n! E,. La probabllldad de la nuev• parllcl(ln ts ent onces 

{n1 l)lrt.,l{n,+ l)l .. 

porlota11to 

1F- - n.tt· 
SLn,esmayorquen,al mtno1endos unldadts(tngtntntl,n,t1muchomayor q ue n,) , 
ttnemu• que P' es mayor que P. Por lo t•nto, condulmos tn ¡¡e11ual, que a volumen 
c:onotante P •umtnla con l• energl• U. Ot.de lu t ¡¡o, ti pot.lble que tn dtrl&I dr­
cunstantlu I• probabilkbd departLdónno cambie, o aun quedlsmlnuy1cuando 
11 tt>trgl• total au mente. En particular, cuando 1&1 partlculu de un o.l1tem• s(llo 
Utnen un numero limitado (llnlto) ~estados acculbles, oe puede demost .. r qut P 
puedesu una funcl(lndttretlentedtlaentrgiaparadertoslntervalosdela111lsma. 
Bato da rl a !usar a una tempera t ura absol11la negativa para eiu energias (ver tl 
problema 11.17). 

IUllMPLO 11 .•. Deducd6n de la ec.. (11.35) utilizando la nelatlón enln! ti cambio 
de tnlropla y el calor aboorbldo por un sltttma en una tru11fonn1clón revtralble. 

liolwtlh : Supongamo• qu e nuu tro sls tema 1l¡¡ue laedadlstlca de Max,.,.,ll-!3oLt._­
mann,locualuunahlpótt1l1devallde.tmuyamplla. Entonce1lat11\ropladeun 
es\ado deeq11U!br!outA dadaporlaec:..{l l.28),e1toes, 

s-f+•Ntn ~ +kN. 
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~~ ~":.til~~: :ez~~x~~~ri1:1~t,~: .. ~e~n~t,~~~J.~ ~ee~~~~n~~e" de part!ci6
11 

dZ --+tr,r;i•T + +Tfr·~TdT. 
Por lo tanto, u .. ndo I• tt. ( 1 0.~). podMIOS ualblr 

kNT - - t +f rrr;¡orde, + * +frr;1•r E,dT 

---F +n,dE. +* +n,E,dT 

- .!f + *dT. (11.39) 

p..,.,.obH~•tlO.ltlmoruult•dohemo1u .. dolH«1.(I0.2)y( l1 .33).Su11ituye11do 
laec.(1 1.39)0111a ec.(1 1.38), obtent1R01 

ds ... _ilf+_!f .. dU~4W. 
E11to11-. como ... g611 la ee. (1 1.14) te11em01 dU + dW .. dQ, obtentmOI flnalmentt 

dS - ~, 
que tt la upre1l6n ( I LM), que relachma el cambio de entrop1• y el calor ab10rbldo. 
Debtmol tener presente que l• ec. ( ll .3S) u v'lld110l1mente para un procelO 
re•·enlble en vl1\1 de que en nue1\1'a deducción usamot I• lul\d6n de parUd611 
enelequllibtlo. 

11.10 & ludio de p roc:eaoa m edia•te lo enlroplo 

Cuando un sistema pa .. deun estado L • un estado2por med.i<.>deunatn.n ... 
fonn1ei6n ll'Vtni ble, t e11emos se¡¡Un la ec. (11 .J!i) que 

s.-s, - f, ~ (11.40) 

dael cambio de entropl1. Ciu 11do el.;stuna pasa del est1do 1 al estado2.la 
integral dd ... gundo miembro es indep.ndiente de la tnoafonnatWn ttvel'"lible 
reatiu.da, porque la entropla depende 10lamente del estado del sistemL L~o, 
AS - S.-S, de~M 161o de los estados inicial y nnal, pero no del proceso. 

En t i taso de una t111nl.fonn1ci6n n:•·enible isolbmlca, T es COMtante y 
la ec. (11.40) se tonvieru en 

s.-s. - -j. f. .to - ~ 6 Q - T(S.-SJ . 

pan prooeso1 isotúmleo1 solamente. (11.41) 
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Por lo tanto, el cambio S,-S, espo.itivoo negali\'O, segUn que e\ calor ¡¡ea 
absorbido o cedido por el sistema, puesto que Tes positi\'o. Como para una 
transformación adiabática re•·nsible dQ. - O. la ec. (11.40) da 

s. - s, - o 6 s - const. (1 1.42) 

Luego, las transformaciones adiabáticas "'versibles son a ent.ropl~ constan te. 
y por esa raz6n .on también isoentrópicas. Observar, empero, que una transfor­
matiOn adiabáticai~versibfo no cs neeesariamenteisoent.rópica. 

De la ec, (11.35) obtenemos también (¡ ue 

Q- I', TdS (11.43) 

da el calor absorbido al pasar del estado J al estado 2 por medio de una tran5-
formaci6n l'e\'Crsib le; esta integral depende de la transformaci6n particu lar. 
En electo, la transJonnación U\'er:..ilile se puede upresentar por una linea en 
un diagrama en el cual Ja ordenada corre!lponda a la temperatura T y la abscisa 
a la entropla S, como en l~ fl¡¡. 11-13. Entonces Q es el área bajo la curva entre 
s, y S.. Si la transformación es un ciclo ta! como A(l)R(2)A, flg. (11-14), el cambio 
deentrGpla es 11ulo, S.-S, - o, ya que retornamos al cstadG inicial, y 

<!.S - f~ - o, ciclonversible, (11.44) 

mientruqueel catornetoabsorbidopor el sistema dui anteelciclGes 

Q - f T dS - Mea encerrada por el cid o en coordenadas ( T, S) 

- trabajuhcchopor d ~istema dura n te el ciclo. (1 1.45) 

l' llt. 11-t:t. Dia¡;roma de un pn>eeso 
rev~r>ible en el plano T-S. El ca lor ab-

:f'~:~: ~~~;~a~a~>roceso ••tii dado por 

Th : (l) 

i 
' . 
: (3) 1 

i i 
o ' 

Pl ft. 11-M. Clclo. El calor absorbido 
porelsi•t•maald•scriblreldclocn..,n­
tldo llorar1o es Igual al área cncemida 
por el dcloenundlagr:ama T-S. 
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E.ta relación el de gran importancia en lol clilculos l.ermodinimicoa. El utu­
dianl.e debe dane cuenta que laentropt.au unav.riableque"" piude..,ar p1t'I 
describir un proceso del mismn mndo q ue la presión, t i volumen o la tempet'ltura. 

Ul!..'tl/PLO 11.1. E.fldtDda tttnllea de una m6quln1 que open por medio dd clclo 
de Camal. 

~ El ddo U c .... ...,, e1 un cldo compun to de dos tra lllformadon .. llOU.. 
mleu y dos adlabi tleu n:venlblcs. Cualqulen Ha la clase de 1u1tanda que H 
UH, H ••p •tHn\a por el n:cti ngu lo ABCD dt la .fl11. 11 · 1 ~. donde AB y CD IOD Lu 
tra nsformadon"' lsoUrmlcas y BC y DA IH 1di1Htlc&1 o 1-ntl"<!iplca1. El ciclo 
tsl~ du cr!to en H ntldo hurarlo, como lo Indican lai necha1. Du l1111emos lu tempera­
turas de lo• dus pr06tl01 iwlf rml e<>5 por T, y T., con T, > T., Durante el proceso 
boUrmico AB, n:a.lludo a la tempeHlura mayor T., la enlropla aumenta y ti 111· 
t ema absorbe una cantidad de calor O,; du t10ntt t i pr00ts0 ll<ltttn>lco CD rulludo 
1 la tem!"'••lura menor T., la en tl'Gpla d l1mhi uye y oe ceda una centldad de calor O .. 

Durante lu do1 tn nsfon:naclones adlabi · ,,'a B ~·~~~e:;:~~¡~o~~~en:~~~o~:::.; 
m~Jón IOD, ••Hlln lu ecuadonu ( 11 .~1 ) y 
(11.42), 

4s •• - QJ T., llotbmlc.,1e1b10rbecalor, 
r. o: :e 45.., - o. adlabUJce, 

1 i :;:; : ~QJT,, :'.!.r::: oe cede calor, 

i 1 El ea mblo netodetnlroplaen el delo eo nu-

0 ~. l s :~ - t,-~-o 
1'1¡ . 11-11>. Cklo de tamo! en un 6 
diagrama T-S. (ll .46) 

que dala re l•dónentreel calor ab10rbldo ytl cedido y lH cortt1p0nd!entt1 tem­
peratu ras. La ec. (11.46) es v61id1 para cualquier 1u1t1ncia que •xporlmente un 
ciclo de Camot, Ha la 1ud1ncia un gu Ideal o no, ya qu e no hemo1 hecho hlp6tui1 
e1pecJKia aouea de la eatructura lntt m l lk la 1U1Uncl1. En el cuo de un gu, el 
dclo1ecumplepormedlo deexpan1lonesycompttllones. 

El celo<" neto abtotbLdo por el r.lltema dunnlt t i delo a O - Q, - Q.. que tun­
blln es Igual al trabajo W hecho por el .i1tem1 durante d c:klo. De ar:uerdo a la 
ee.(1 1.45),podemuse:saihiT 

W - Q - irta del rttt6ngu lo A BCD - ( T, - TJ(S, -SJ. 

Por otra parte, 

Q, - T, 4S•• • T,(S, - S,). 

Por consiguiente, la elldtncia de una mi qulna thmlce que opera Hglln el delo de 
Carnot (detlnld.aoomotlt:Qtienteent.teel tr1bajo rulludo1el t:11lorlbsorbldo e l1 
t emperatura mayor, porcido) a 

e- f - (T,~(~~(S~~S,J -?· (t t.47) 
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Vemos as\ que la •//ciencia de una mdquina tirmica que opera 1egdn un ciclo re~l~lt 
de Camol u lndependlenle tU la ~u•l<lllcla y lldlo depend• d• '"' ltmperalur<n a lar 
eualu opera. Este reaullado se denomina oomQnmente ltorema d• Carnol. 

La ec. ( 11.47) m ue1tra aQem.h que la t• mperatura abllOluta debe te r una cantidad 
po1iUva. La ruón tt que si T, ru .. e negativa, ent onces la •Oclenda Hria mayor 
que uno (ó > 100%), lo cuales lnoompa tlble co n laconll<'rvadón de laenergla. 
Adem ob de su Importa ncia e n e l di••"º de máquinas t frmicas, el t eo...,ma de Gamot 
mueatra que una miqulna t~rmlca revel"$1b le H p uede usar oomo termómetro. Para 
eotnOneo nece•arioquedlcha máquina opere entre una temperatura pa t rón y la 
t emper:a turaque ll<' Vaadctermlnlll". Midiendo la eficie ncia de la máqui na yapll­
cando la ce. ( 11 .~7), ... puede e ncontrar la temperaturadcsi:onMlda. 

&lllMPLO /UJ. Discusión de l e nlrtam!ento por dtsmagnetlnclón adlabátlca.. 

Soh•d.S.C Una de las Ucnlcu más importantes usa das para e nfriar unas sustancia 
ltast a t emperaturH del orden de JO _. K es el m~todo oonoddo oomo de• ma9Mliu­
ci6n adiab6/ica. Sólo ha.remo¡ una dlstus l6n cua lllatlva, sacando a relucir las idus 
t1slca1 Involucradas y omitiendo en 
:!\~.J!emplo la discusió n maumi llca. d e- T 

La entropla de u na 1u1tancia a umenta 

~~7I~~{~iJ;:~:r.~~~1li.}J;~ :: =~=~=~¡~if-· 
los momentos magnl tloo1 de IH molkulao 

~!1~11t.:O~ :!:~!!~~:~.C:c'rrun':~~~!~~~: 
~l:~.d:~~ ~~-t::~~·~ ':u':~!n:~":'6~ ~~rv:.~~ º 
!:'oi:~1;:_uoo hace dlgmlnulr e l dellOrden ~~. 11-16. OesmaHuclltacl6n atlia1>:1-

Supongamo1 llhora quela 1ustanda e•tA 
lnklalmenle en el C5\ado A • In campo 
magnl Uco p resente, y que "" aplica i1ot ~ rmlcamente un campo rnagnfflco. L a sus­
t a ncia upcrtmenta la trandormacló n AB. Luego anulamos adiabAtlcament e d 
campo magnHlco . SI el proce11a es revenlbl c la entrop!a no cambia y d sistema 
upcrlmenta la tundormacl6n BC, tlnallundo en el punto C d e la curva (1), que 
co1Tesponde a una t emperatura T , m ucho m enor que la temperatu ra ln!c!al T ,. 
J\epltlendo el procew varias ~·ecu ,.. posible alcanzar t emperat uras muy bajai. 
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Probl t:rrl4& 

11.1 ~manlloneun1a1apml6neont· 
\ ante do 20 Um mltn lrH H. upando 
dtadeun volumon M~ >< L0 .. 111•ha5ta 
uno d• 11 >< 10 ... m'. ¡Qu~ cantidad do 
tnerg!acal6ricaMdcbtl1uminl1lraral 
gH: (•)pan. manten•• 1u enrrgla ln­
tema co1t1lanltT (b) para aurnentar1u 
tll<'rgll lnltrna tn la mltma cantidad 
que d trabajo rHllu.d01 Expro .. r los 
ft1ult•dos •n calor\as y •n Jo~lu. 
11 .2 Un gas, lniclaln1tnte a una pre-
1lón do 4 atm y un volumen dt 4 x 
x 10 ... rn', se upandtdtmodoquese 
\'tr1ftcala relaciónpV - conat.Entales 
eondklonu la le mJ><ratur~. y IK'' lo 
1lnlolaenerglalnlunadol1n .11trma­
ne""n con•lllntn. Calcular el l rabaJo 
ftalltadoy tlcaloraboorl>ldoeuando•l 
volumenHduplica. 
11 .3 Cu.ando un li1ttm1 M lleva d•I 
nll6o A al n tado B •lo largo del• 
lr•yectorla A.CB (>'er llg. 11-17). el 
•lattm• ab1<1rbe 30 J de calor y hace 
30Jdatrabajo.(a)Si•ltrab•Jor<:a· 
lliado n LOJ. ¡ Cu6ntot•lorabsorbecl 
1l1tem1 1 to largo del comino ADD T 
(b) El 1i1tcnia regrua rlcl n\ldo n al 

L§_ 
' ' 

t'lg• r• ll -17 

n tadoA.11tgiinl1tn.'J•"tor11curv1. 
El trabaJo ftal!udo oobrc •I 1l1tema 
es 20 J. 'AblOrbt o libera calor el 1l1-
1una1 i Cu•nto1 (e) SI U~ - O y Ua • 
- tO J, determinar el calor ab1<1rbldo 
en los p....,._ AD y AB. 

11.4 Un IH uperi..,.nt1 el eklo que 
mue1tr1l1111. 11-18. El clclostr<:pllt 
100 \"ttll'I por minuto. O.t~rml.,... Ja 
pot•nela ~nnad1. LoJ d1\os 1<1n: en 
A la pre116n p•30 atm y el volumen 
V - 2utros:tn B 11 prttlónts I0 1tm 
yol\·olumon8lllros. 

-~~ 
D 2 4 G 8 V,til'°" 

l'l5u r1 11- 1.• 

11 .S Sobft un• ml•m• hoja de p!IJ><l 

~=n °1tr~~:m~~:SIJ~~:. ~~ 
un g•11dcal¡»1r•ll'tlvorn .... ne1dlfe­
r<:nln. H•11ttlrlo pa111 t111111lormAdonn 
loobirlcu 1 trtl prnlonn difcrentu y 
para trt1n1form1clonu lsot~rmtcu a Ira 
lcm11tn.lun11dlltftnlt1. 
11.6 Probar quo t l trabajo ftalliado 
porungulde1lduranteunaupa111lón 
lsolbmlea u 

Wr • 11TR In V J V1 - 1<RTlnpJp.. 



¡Qu! canlld~d de calor se absorbe du­
r•nle d procuo ' !Sug<r<nda 1 U.ar I• 
ec.(11.1 8).1 
11.' Laupadd1d .. l6riudel1mayo­
rta de la1111stanclH (ootpto a \em­
¡Miraturu muy b-.Jas) K puede e:1pre­
ur p\lst1ctort1"""nte por le lórrnula 
emplriu. 

C, - a + 2bT -cT-", 

donde a,b ye so n con1t1nles y Tn la 
temperat ura absoluU. (a) Calcula r, e n 
rundcln ck a,• y•. el calor necaarlo 
p•raelevar la lemperatur• de un mol 
de la 1u111nda do r, • T,, a pre•lcln 
constante. (b) Hallar I• t11p•cld•d ealcl­
rtea me<lla entre IH tempera l uru T, 
y T.- (e) Para el magnHlo loo valores 
de 1 .. ron1tante1 so n o - 25,7 x 10', 
b - 3,13 y • - 3,27 x Hl' cuando C, 
se upn,¡a e n J K- • mol-1• Calcu lar!• 
upacldadca lórle1Mlmagnulo1300 K 
y la copacldad calclrtc• media e ntre 
200K y400K. 
11.8 EIC<Kllclentedeup1nslcln d1bleio 
•presión coru ta11te K deHne me dian te 

~ - (l / \l}(aV/OT),., 

y el módulo de elasticidad de vol umen 
a temperatura con1tante medl•llte 

"--(l l V)(av¡ap)T. 

Probar que 

11.9 U11 11•• • 11 te mpenatura T que 
lle ne N molkuln, ocupa un ...clplenle 
de ~olumen v, Kparado por una pared 
remo~lble de otro recipiente vado de 
volumen v,. Cuando se quita la pan:d 
el ga1 M11pa el volumen total v, + v .. 
Probar q ue (a) !a temJ><iratura dd gas 
pumanece oon$\ante y (b) el u mblo 
de entropl• es '1S .. tNln(I + VJ l'J. 
(e) Vuiüur qUfl 6S e1 positivo, 
!l.IO Ctln1ldc remo1 dos mues tras de 
11aaoudl/urnlu,de1lgnado1oy•,•rnbo1 
• 11 mllm• tempera t ura T, compuestos 
de N. y N. molo!culu "'"l"'clivamente , 
yocupandoreclplente1 1dy1cente1de 
>'Ohlmena V, y v., Kparado1 pw una 
pared "'movible. Cuando ht• se qu!t• 
yambo1¡a1usemezclan,ttnemo1 quo 
luN.molfl:ulH del11l11oy l11N1 dd 

g .. t ocupan el vol11men V1 + v,. M Oi· 
t .-.r (! Ufl (•) la tem pe ra tu ra l"'rma neee 
oonstante y (b) el cambio de ent ropia 
tt 6S - k.V. In (1 + V,fV,) + tN. ln 
llv:. V,¡VJ. Verlllur quo 6S es posl-

11.11 Ctlnllderemos dos munlrlll del 
ml•mo 11a1, ambas a la temperatura T, 
com¡>UHt H de N, y N, moltc11lu ..,,_ 
pectlv•mente,yoc11pando,..,cip1entu 
1dy1centttdt volUmene1 v, y V1 Kp•­
rados por una pared removlble. Cuando 
sequltl tap1...,d,tenemo1 un1 muu tra 
dd 111 comp11est a de N, + N, molk11-
l11 ocupando el volumen V,+ v,. De­
mostrar quo (•)la temperat ura permA· 
neoo constante y (b) el cambio de en­
ttopla u 

6s - tN, 1n /lZ:: ;~~; ) 
+ tN, tn [ fZ:: ~~·~: ] · 

(e) ~mostrar tambltn q11e IJ los do1 
gues hu biuan e1tado ln icl•lmente a ta 
mi sma presión, el cambio de enlropla 
hublera1ido n11lo. ¡Por quO 
11. 12 La ~nug/a 11m tk lr.tmholl• se 
define por P - U - T S. Probar que 

P - - tNTl ln (Z/ N) + IJ. 

HallarPpn1ung11ldeal. l'robar1de­
mú qUfl el par,metro"' deftakloen I• 
ec.( IO. ll) t1lgual1 - P/tNT. 
11.1 3 Heft rl t ndooe a l sistema deicrllo 
en d problema 10.33, probu(a)que la 
upaddad ulclrlca del 11lsum1 se puedo 
escrib ir en 11 forma c . - C,," + 
+ c.,-.,y(b) que la enl ropfa M I 1l1-
lemasepuedee$ttlblr e n l• lormas ­
- Su + Sa.t, donde 

s .. -"*+ tNln -}¡- + tN, 

s,., _ u;' + tN Jnz.,,, 

Esto..,apl!ca,p<>rejemplo, parae11lcu­
larl1capacldadcalclrlc1 de un lllllP•••­
magnttlco colocado en un Cllmpo m1g­
ntlico,oon 

s_ - u..;r + tN In z_. 



11.H Un 111\ema se compone de p.,... 
tlc11la1c11yosgnidoldelibertadlnltr­
noscol'ft1pondenaat.,t01deoergla 
O, •· 2<, .,., IH, ... donde n va.U de 
euoa lnftnlto. H a llar l•entroplayla 
eap•ddadcalórlcadeblda1alo1g,..do1 
de libertad lnternosdel1l1tema.[S1<g<­
,..nda : Rdulne a loo problemas 10.6 
y l l.13.] 

11.15 Un 1l1lema se eompone de P•"" 
tlculuque,debldoalo1gradoode llber-

!~d .. :::.1e;neº:· or::.·~~n l=~~l; e-::~·:i::n~: 
energl• - •r+ • ,adem,1del•eno.gla 
dn~l lca de lrHlaclón de la1 parUe11la1. 
H allar la entroplaylacapaddadcal6-
rlca (• vol11mell comlalllt) del 1i1uma 
debldHa loag .. do1dellbertadlnternM 
de IHp1rtlc11IH.ellfuncióndela tem-

!:: ... t,:~ .. d~,.·,~::;:· e~·~~e:!n ~~ft': 
tempt,..t11,..abll0lu tadelo.illem1.[S11~ 
rtmla: Ver el problema 11 .13.) Aplicar 
elre1ul tadoaldlc11 lode laenlroplamag­
nttlca y de I• capacidad calórica m1g­
nttL•a de lot eleetron« en un campo 
magnt tlco. 

11.16 Un 1lstema com puuto de N mo­
l~cu l n1, cad a una eon un rnome ntu m an­
gular f y 11na ruón g!romagnHlca g, sc 
coldt'• e n un ca mpo magn~Uco 'll. Mos­
trar que la entropla debida al eampo 
~~n;:lcocuandosealcanzaelequJU-

s. - -kN/•[{1 + +,)cou. u + l);r 
-f,-eoth lr+ln "" 11!~~t>r j , 

donde :s • 111-a<JJ/lrT. Calcular tambltn 
~~ .. ~=~.cldad cal6rlu a volum• n cons-

11 .17 e1 nUmero de partlculu de un 

:~·,i:rm: .. e:!'.; ~ª;,~r~l:"1~: :::: r.':!~~~ 
conenergl•-•Y + •.peronotlenen 
nlnRuna cnergla clnttlc:a tra1laclona l. 
SI la e nug!• tota l del 1i1tema tt U, 
prnbarquelatcmJ1Craturaabsol11tau1.6 
dada por 

..!.. • ....!..in N-UI•. 
7' 2c N +U/ • 

Verlftear que la temperatura absoluta 
tt poiltlv. (n•111Uva) al U a ne11•Uv. 
(poil tl va). Esta lltuadón se •plica, por 
ejemplo, a un conjuoto de partlculu 
(decU<>116) de esp1n t cua ndo e116n 
coloead11enuncampomagnttleoy ..Slo 
seconlldera lacncr¡fadclnterattl6n 
delespln conclc:ampomagnHico. [Su­
gert.ndo : mo1trar primero que 

In P • N ln '..! - HN+UI•) ln(N + U/c) 
- t(N - U/c) In (N-UM; 

haotr luego el gr6Aco de ln P e n fun­
ció n de U. Observar que U var1a ent ro 
- Ne y Ne.] 
11 .18 L11 molk ulH deoxlgMoll•nen 
un uptntguala l. porlo queel oxlgeno 
es un 1111 paramagMtico. Determinar 
lafunelónde partlcióndeHplndel 
ox igeno colocado en un campo magn'­
tlco 'l:I. Obtener la energla del gao, 111 
momento magn~Uco medio. 111 cntro­
pta .i. upln y 111 «P"dd•d calórlu a 
volumen conllallle d•bldos al campo 
marn!Uco. 
11 .19 Mootrarqueelumblodeentro­
pla de una 1u1toncla calen ta darevetal­
blcmcnte • presión co n•t•nte (1upo­
nlendo queelcalornpeclftcoptrmancce 
con1\anle)u 

s, - s, - ,.c, ln (T,/T,). 

Aptlcar el re•ultado • 1 kg de agua ca­
lenta do dude la temperatura ambiente 
('..198K) h11U ti punto de ebullldón 
normal(373K). 
11.20 Cuando una 111standa Uptrl­
n>cnt• un cambio de lase(fu11ón, vapo­
r1ucl6n,1ubllmación,etc .• ocl lnvuso), 
MabsOrbe(o libe,...)calor atcmpcra· 
raturacon1tanle. Pa,..elagua,el c:alor 
de luslón u 1440 cal mol-• y d calor 
devaporlud6n u9720 calmol·•.Calcu ­
lar e l <:amblo de cntropl• de un mol 
de agua 11 se callcnta re•·enlblement c 
dcodtl -20' C huta 150ºC •la pn-
1lón co111t an te de 1 atm. La capacidad 
calórica del hielo u 9,0 cal K ·• y la 
cap aci dad calórica dd vapor a pre1lón 
con1tantctt6,6cal K· •mo1·•. 
11.21 SI ( eo una función de lH varla­
blur,1,set1cnc 



Y• tlnur- que conforme a la ec. (11.37) 
t • nemosque 

T - (IW{8S)• 

Escribir Ju expr•aionea correspo ndlon ­
tes que seobtl<' ne dlfercndando(a) U -
U+ pV, (b) F - U - TS (llamada 
rnergfa libre dt lfrlmho/!1.) , y (e) (; - U + 
pV - TS (llamad a tntrgla libre d• 
Glbh). 

11 .22 Si d~ - XdX + YdY es un 
dlfcre ndal exacto de modo que X -
{ilUhJ.. y Y - (ilUHg).. tenemos qu• 
(ilXfilgJ.. - (8Yf8z) .. Dadas las funcio­
ne• t ermodinámica. (a) U, (b) /1 - U+ 
pV, (e),. . .. U-TS y (d) G - u+ 
pV - TS, dd• nnlnar las ...,1acione1 
deltlpoenuncladoquete d• du<:<: nde 
e1as funciones ; las ml •m•s se de nomi­
nan ...,/11<ionu do /ltazwdl. ISugtr• noia: 
Yerelproblemaantulor.J 
11.23 Algunas cantidadu termodln~­

mlcas w n prof>Orclonale• al n(imero de 
partlculaa (o a la mau del s!$te ma) y 
otraawn lndependl•ntes d<! número de 
parllcula.. Las del prlm• rtipo .., de no-

~~~~v~•~rl~~~Dr~l!a ~ª~u~~~ .. ·~~n~~ i~: 
gulent es canlldadrs perUnecen a uno 
u otro Upo : U, W, Q. p, V, T, S, lf. 
(8H/8p)6, (ilU¡aS)o. C., C., F - U -
TS y G .. U + pV - TS. 
11.:H Probar que C0 - C, - ~1 TV/mr. 
[Sugtroncia : Expresar primero dS en 
luncióndedTydV. Luego mostrar que 

(8Uf8 V)r + p - T(ilpfóT¡v . 

La deftnld6n de ~ y de /t utáen el pn.>­
blema ll.8j. 
11.25 21p u lapn:slón a la cual d os 
fase1 de una 1ustanciaex li tenencqul­
librioa latem~ratura T,y V,y V, 1on 
los \"ohlmen .. de 1 mol de dicha MIS­

tancia en cada lase, probar que 

L - T(""*-)<v, - V,), 

donde L••cl calor molar de cambio de 
fa1c,e1declr, e l ca lor a bwrbldocuando 
un mol de la1 u5t a nclapa1a de nnalase 
a oln. Esta expresión .., denomina 

f:."::::~ó": Clapcgron. [Sugerencia: usar 

(8S/8V}t- - (ilp/8 T¡r, 

deducida en el problema 11.22.] 
11.26 Un mol de un gu Idea l a 25' C 
y¡ alm Hca!lentaap«"sión coiutante 
basta que su \"olumense trlplica.Caku­
lar(a) 4U, (b) W,(c)Q, (d)4S,(e)41/, 
(0 41', (g) 4G. La definición de ¡.• y G 
u U c nel proble ma 11.21. 
11.27 Calcular el cambio de cntropia , 
dccntalplaydeenerglalnternadeun 
mol de ag ua cuando se fund e a la tem­
peratura de o•c yalapreilónde l atm. 
Ladensldadd• lhlclo c1 0,9x!O'kg 
m-' y la de l agua 1,0 X 10' kg m -'. El 
':.':!~~1 .de !uolón del agua es IHO cal 

1\ .28 (a)Sepone encontactnlkgde 
agua a o•c con un cuecpo muy grande 
a ioo•c. Cuando el agua ha alcanudo 
IOO' C, ¿cuál ha • ido el ca mbio de en· 
tropla del agua? o Cu~l e l del cuerp<>1 
¿Cu~I el dd unl,·erwT (b) Si d agua 
se bubl• ra ca lentadu de o•c a JOO' C 
ponJtndola primero en contacto con un 
cuerpo grande a 50oC y despu" oon 
otro cuerpo ta mbién grande a IOO"C, 
¿cuál hubiera 1ldo el cambio de entro­
pladelaguoyddelunlve<M>7 (e)E~pll­
car cómo .., podrlacalentarel agua de 
~:~ :nli~;;.•in que cambie la entropla 

11.29 Uncut rpode capacldadcalórlca 
c., y que contiene N, moi..s a la te m­
peratura T, se ooloca e n contacto tú­
mico con otro cucrp<> de capacidad 
calórica e,.. que contiene N, mole• a la 
t cmJ1Cratura T ,. El únloo proc<:1u que 
puedo ocurrir es un intercambio de 
calor. 4I::s revcrslbleo1r...,veniblecl 
procew? (a) DemM\rar qu.: cuando H 

:~~~":;~:q~~lbrJo térmico Ja tempera-

T - N,~;~ ! ::~:T, . 
VerHlcar que T u una temperatura 
oomprend!da ent..., T, y T,. (b) Probar 
que el cambio total dcentropla u 

t.S - N1C., In i + 1<,C,.. ln f. . 



Vcrlftcar • demih que AS ci po51tlvo. 
¡Sug<rrnt/11: 1>ara l• ólllm• dcmu1tr•­
clón1uponuqueT,umenorque. T,.de 
modo q ue. las t- temperat uras esttn 
en el orden T, < T < T,. Luego sumar 
yt<:1lara laexprr1lónantcrlordcAS 
la ca ntl dYd N,C., ln(T/ T,).t 

11..XI Se vada 100 g de agua a IKlºC 
en un "'Plcientcdc 1lumlnio de0,3kg 
Lnldalmenle a la temperatura 1mblcnle 
(2!.ºC). Cl.lcular el cambio de c ntropl• 
dd 1lu mlnlo, el del agua yel de todo el 
1l1tem•después que se ha akanHdoel 
equillbrlo. ,Ei..,vc"'lblcolrnlvuslblc 
elprocelOt 

11.31 Semncl• un llquldo • lempet1-
tura T,conun1cantldadlgualddmlsmo 
Hquido a ten1pe,...tura T,. El 1l1 tema 
coU al1lado tfrmicamcnu. Probor que 
el cambio de entropla del unlwrio es 

y mo11 ... r que cote u mblo u neoosa­
rl•mcnte poolllvo. 

11 .32 C.Jcular W, Q, AV, !J.H y !J.S, 
cu1ndounmoldev1por deagu1a IOO'C 
uoondenupor medlodc unacompre1!ón 
l111tbmlu a la pmlón de 1 •tm. El 
calor de v1p0rlzadón del 1gu1 ti 9720 
cal mol -• y lo densidad del vapOI' de 
1gu1cn1alescondldonuul,686 kgm .... 

11 .33 Un lil N>do unga.1 ldu l 1300 K 

r111:~:~1~':!~~e ~.:.~ ",!;:' v":1 .. ~~n:: 
10 lltroo.. C.kulu W , Q, AV, Ali y AS. 

11.34 Un mol d~ nltrobcnoono 

(C,H,NOJ 

u >'•porlu • 21o•c y a la prulón de 
1 atm. El u.lor de v1porlzadón es 9730 
cal mol-1.C1lcul .. (•)Q,(b) W,(c)AH, 
(d)AU,(e) AS,(O AF)'(g)AG. 

11.3.'.> La dtnsld od de energ11 • de la 
rodlaclóndeuncuerpootgroHfuncMn 
del• ttmpc,... lura aol1mcote (rrcordu 
la«. 1.8). Ademb la prulón ejercida 
l)Of'Unaradlael611llótrop110bf'Cuna 
•uperncle perfect1mente 1boorbenle es 
fw.Por nledlodelau.(l l .37),mo1tror 
que11e1 proporclon1l1 1",quecola 
ley de Sldan ·Boll1m1nn (ejemplo 1.4). 
(Sugerrnci<r.' Eocrlblr U - a V en 11 
ec..(11 .37)yoblen•1rquedB - (dlt/d1) 
dT; apUcar luego In pN>pied•de• de un 
dl rercnc!al exacto, como en ti pro­
bltm• 11.21.1 
11.la MO$l .. r qu.epara un delo f'CV<"r-
1lblc en ti cual 116lo h1y lrlb.-jo Mdto 
pnrcxpan1l6n, 

f •H: - o. 

Ohll<'rvar la 1lmlU\ud de tila ttu•clón 
con lltt. (ll.U), 
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606 Propltdadu llrmlcas d~ los gasu (JU 

En 101 dOll capitulo. ptec..dcntes hcmO• sen tado l•1 bue' para una <llicus.ión 
de lu propie<Udrs gtcntralrs m•Cn>t<Xlpieu de la m•teria: Ju propicddes me­
d.nka1. eléctric••· timtiClls y qulmiCllS de I• m•I~ o de •¡regados de mucha& 
átomos o moltcuJas .. Podcmo. cnfocu La discusión de estu propiedades seg(ln 
do. puntos de vi.ata opueslos. El rnfoquc Uptrlrnrnlal que exige medido nea 
extensivas en el Laboratorio y tabulaci6n de propledluiestale.wmo densidad. 
calor up«lRw, conductividades eléctriCllS y U:rmlca, viscotida.d, m6duJos de; 

claltlcidad, t.enl.ión SUJM:rficial, di lataei6n ~nnicl, velocidadcs de nacción qui· 
mic1, etc .. , y La dependcncil emplrica de cst.u Clntidadu de laclom ext.emM 
talitl como pttsión y tempcnitunl, campos eléctrico. y magnéticOI 1plicad<>1, 
etc .. E.tehal.idoelproccd.imitntotradicion•lpnraaqueU01int.errsad0&prima· 
riamcnt.een un conocimien to de eaas propiedade1 paraaplitacionrs CSP'cilkaa. 
El otro enfoque es el Ubico, quecons.iste en la ev1luación de Ju propied1des 
mu:l'OIC6picu de la m•t.eria en túminos de la eatnKh1n 1t6miea y mokcular 
y en t<!nninot de hu lnt.er.cclonn eolft •toma& y molécula::.. Aunque eslu 
interacciones aonttenclalmenteclectromagn~ticas. se hacea l¡¡unuhipótc"'5 1im· 
pliRcativas de uturaleu mayormente fenomenollltiica (tloles como un1 energ!a 
potencial intennolecular ruonablo). Ea ti tnl.amit nto t eórico rs preciso uu.r 
mHodOI estadlsticos, debido al gran mimtro de p1rt!cul11 in•·olucndH. 

E n ntc capitulo ilu1tnremo1 el proccd.imienlo leórico resolviendo al¡¡unoi 
proble..,...n'!prnent.11tiv011ttl.ckln1d05COn l1.1propitdadest~rmica1 de losgate1-
Laulens.i60de losmttodos de eatccaplt11loaotros estlod011delam1teri10a 
tópicos especiales pcrte11ecientu • la in¡¡rnierla, a la qulmica fls.ica y 1 la fbica 
1plicad1. no11td.U;cutirinene1letexto. 

12.2 Ec 11aei6n de e11 le>do de "" 9 ™' ideal 

El mh oimple de todo1 lo1 llistemu de pan.lculas ~ 11n gu idell; r o e&tlo sección 
obtcndn'!ma& IUH:Uaclón deestado. En el ejemplo ll.6dedujiP1oslaec.(l\ .39), 
esto es, 

1tNT -T +*"1" (12.1) 

E1tlo ecuación relaciona el cambio de la funciOn de put..icióncon el trabajo reali· 
ndo por el sistema y la ~ariaclón de su temperatura .. Para el caso de un gou, 
en t i cual el llnico tnbajo rs el de upanaión, tcncmo:s dW - pdV. Ademb 
d{ln l) - dZ/7... Luego. podemos ewihir de nuevo la ec. (12.1) en la lorm1 

J;NrJ(lnZ) - p;v + U~T . 

Si ta tempentun es con1tante, dT - O: despejando p. tenemos 

P - ltNT liJ(..J.anvZ) ]T· (12.2) 



12.2') Ecuaci6n de a lado de un gf'• ideal t.07 

dondecl 1ublndi«T indicaquelalempt-rn tun.pt-rnt11.neceooMt.ante,La e<:. (l2.2.) 
re laciona la presión de un sistema oon su lemJH'ratura T, su volumen V y la es­
tructura interna del mismo. a través de z. Por con&iguiente, dicha ecuació n es 
una relaciO n de la forma f(p, V, T) - O. En CO!LS<'cuencia, podemos llamar ecua­
ción de utadodd•i•lema a lace. (12..2.) . 

Para un gas idea l, la tunci0nde parlici6nestádadaporla ec. (10.40). 

z - V(2.,.";,.k1)''" ' 

quesustituidaen laec.{12..2.),da 

•NT 
P=-y· 

(1 2.3) 

(12.4) 

La e<:. (12.4) es la ecunddn de a lado de un g.u ideal. Est.a ecuad6n se ncribe 
alguna. ve<:es en la forma 

pV - kNT, (12.5) 

o sea. como R - kN,. - kN/N, donde N - NfN,. et el número de moles del gas 
y N,,..,,. el nUmero de Avogadro, 

pV - NRT. ( 12.6) 

Podemos deducir esta ecuación por otros modos, quid más directos. En uno 
de los métodos se calcula la presión delgas analiutndoen cu tnto varia el mo­
mentumdelaa moléculasal ch ooa r conlasparedesdelrecipientequelascontíene. 
En otrométodoseusael teorema viria lpara probarque laec.(12.5)da lapretió n 
de un gascuandosed.,,.preeianlasfuen:asinterrn oleculare&.• Elhechode que 
llegamos al mismo resultado en todru; tu deducciones demuestra la compatibi­
lidad de nuestros métodos. 

Nol • ool>ra la m...tld6R " • la •en•_,,.,..., En la sec:dón 10.4 Hodamo• la lem. 
pera tura de un 1is tema de partlculas con la energ!a rnodla de una de ellu. En La 
ec. (10 . .(1), 1;'; - lkT, fuimo1 molo eopec!Hcos acerca de la relación e ntre la tempera­
tu ra de un gu Ideal y la energ!a cinética m edla de sus moléculas. Empuo, d• beme>t 
conslderarahoradosaspectosimportanttt :primero,enlaecuaclón ddlnltorla( I0.23) 
Lnlrodujlmn& do• cantidades nuevas, T {tempera tura ab1oluta) y k (conltanle de 
Doltzmann) y debemos decidir «imo se ''ª a medir u tH ca ntidades Inde pendiente­
mente . Sesundo, todos Los seru hum anos tenemos un concepto lntultlvo de tempera­
t ura basado on exporlenclas sensorlalts, como lo refl ejan nuutras sensaclonu de calor 
y de frlo. Todos utamos acn1turnbrado• a medir la temperatura en función do un 
nómoro dado por un Instrumento llamado /ormómdro. Por consiguiente, debemos 
correladonarnuutradeflniclltnestadlsticade temperat uraconlanoctónlntuLtlva. 

Con•lderemo1 una maa lit de un gu que contiene N mol~ulas. S! de1protelan1os 
el efecto de laoluerzasl11tern1oluuia....o , laecuaclón dee•lado u t6dada por la 
ee. (12.!>), esto ea, pV - kNT. Suponsamos que ponemos et sas en equlllbrlo tfr-

• Ve. por eje mplo, el primor volumen do nta .. rie, F/11"'' MO<dnf.,,. KU!lm t. 13 J ejem· 
plo ~.15 
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mlco con a lgún Olr'(> • lsUma füico que 1u¡>0nemoa pueda H r mantenido a temperatura 
n¡a. El slstema puedeHr uname.cia de hielo y aguaen equilibtlo a lapuslón nor· 
mal de t atm. La t emperatura de equlllbrio de este 1l1tema se denomina punto normal 
de ruslóu del agua . Medimos la pu slón y d volumen del sas a tft a t emperatura 
n)a y obte ne mos los valores p. y u,. uspecllvamcnl<. A continuación d<cldlmos 
u lsnarunvalorT0 conv<nlente (peroarbltrarlo) a tatempera l u1"11. ftja ,queeo t am­
bl t n !a tempe1"11.tura del gu . En con .. cuencla, p0demos e=iblr p. V0 - k.NT0, lo cual 
fi j a autom~ llcamente el valor d e !a constante de Boltzma nn, Ir - p.V.JNT0 , ya qu e 
p<>dem0$ obtener N 1i conooe mos Ja masa ~cada molkula. 

Para dete rminar la tomperatura del gas cuando su pl'C1ión H p y su volum<n V, 
de modo q ue .., iatMa¡¡a p V - lrNT, ellmlna mo• simpleme nte el factor /r N usando 
101 valo,..,1 normaJeo yobtenemo1 

T - T IJ> V/J>o V,). 

que da Ten función de nuestra temperatura de refe rencia normal T, y otras canll· 
dades medible•. De este modo nueotra ma.a de gas se ha convertido en un ltrm6-
mtlro dt go.t. $! • l volumen del gas sa manll<ne constante e Igua l a V., t enemos 
T - TJ.p /pJ, ret ult ando un lumdmdro d• gu a oo/unun comtanl<. En lugar de 
gaoses podemos usar otru sustancias como termómetro, tales como 11quldos o metales 
cuyu dim•nslones (volumen o longitud) ca mbien con la temperatura. En otro• 
termómetros se us.a conductores clk t ricos (tales como alambreo d e platlno) cuya 
reol1\encla varia con la te mpera tura, Comola eeuadóndet•tadadets tas1u1ta ncias 
es mó.1 complicada, en la pri cllca callbramoa eolos t ermómetro• compar6ndolos con 
uno dega1. En n te casoel termómetro colncide conelde gao sólo en la1 puntos dc 
callb1"11.ció n. Como la propiedad ••cogida puede no variar linealme nte con la t em­
peratura del gH, ha brá ligeras di scupand•1 a te mpera turas Intermedias. 

rodemo1escogcrelvalordeT0 basJ.ndono1en otro1 puntos de vlita . Por ejemplo, 
tomar otro proceso que ocurra a una tempe1"11.tura ftJa, tal coma el punto de ebu­
Hlclón del agua a la pre1ión norm al de t alm, que oe de nomina punto nonnal de 
ebulllción dd agua. Luego podemos d ecidir q ue la temperatura de este Hgundo 
punto de ..,feuncia u 100 unidades o gradoa mayor que T., e..,ogldo como punto 
norm al decongelam!enlo del agu a . SI p, y V, i on la preolón y el valume n dd ¡¡o,1 
a H la nueva t emperatura. te nemo1 que p, V, - /r!'(T. + 100). [).,.pejando k.N 
de la ecuación p. V, - kNT, y s u stituy~ndolo en Ja ecuación anterior, encont,.,.mo1 

T,- 100p. VJ(p, V, ~p,, V0), 

de lacualpodcmuso bte nerun\"alornuml rico para T,en e1ta escala arblt,..rlament e 
elegida . El u1ultado que se obUene para T, on este tipo de experimento {y otro• 
m ó.s que .. h an reali za do empicando di!eren\01 t~nlcas) es T, - 273,1[>. Cada una 
de las unldades .. lh•makt/uln , y .. deslgna ¡>0rK. Ac\ua lmente,oie preOere aslgnar 
1lmple men\e , por deOnlción, el \"alor 273,15 K a la temperat ura del punto normal 
de luslón del agua. El \"alor de Ja constante de Uoltzmann res ult a enton<:es Ir -
- t ,3805 >< 10-" J K-• . 

E • lmp0rtante comprender quo la t k nlca para nu d!r temperaturas que hemo1 
explicado se. basa en ta aproximación de ga1 Idea l. SI usamos ga .. s dife rentes, los 
result ados no w n los m lHnos, ya que el d edo do las ruen u lnt crmoletulan s eo d!s· 
t!nto paracadagas,como apareceenla ec.( 12..7)de lapróximasecdón . Gencralmente 
se u5ahldrógenoahelio. E s más con,·e nle n\e teneruna .. cala de tem peraturainde­
pend!ente dc la 1ustancla que1e use paramedlr. E 1t0H puedel1t \"ar a efecto usanda 
una m~quln a térmica n\"erslble opera ndo e n un cicla de Cu no\ ("er ti ejemplo 11.7). 
Entonces, el ..,ndimlento de la m• qulna es lndepend!en\ ~ de la suotancia que en 
•Ita se. use y e5\á d ado por la ecuación ( 11.47), E - (T, - T ,)T, . Sl T , u nuu tra 
t emperatura normal T, y T, " la t emperatura T que .. va a medir, tenemos 

e - T-;T, • 
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En consecu•ncla 11 m<dlmoo E . obt<nemot T. Expetim•ntalm<nl• .. h <ncontn.do 
E - 100/373 para una máquina térmlCOI que opera entt• IM pun\M normales de 
ebullidón y de cong<lami•nto d•I agua. SI tomamM T - T• - 100 para la dlfu•n­
ela •nt"' ei.u dos t•ml"'n1luras, 01>1enemo1 otra vez T, - 273 K. L• tempen1tura 
obtenida uundo una mi qulna ..,v<rslble .. denomina ~mperalura lttmodlndmieo. 
Este método fu• propuesto por K• lvln. Joule y Kelvin hicieron upetim<ntot cuida­
doso• para comparar la temperatura rnedida¡>orun ltrmómetrode11asavolumen 
constante con la tempuatura termodinámica. 

12.3 F...:uación de estado para los 9ares. reales 

Al tratar gasu reales, debemos tomar en consideración las fuena s intermole<:u­
lares y la1 dimen~ones finitas de las molécula11. Las fuerzas intermolecu!ares son 
de alcance bastante corto y disminuyen ri.pidarnente ron la distancia entre mo­
léculas. Porron1iguiente.laprcsión de un gurealseri.tanto más cen:anaa la 
del sas id~al. u . (12.4), cuanto menor sea <l número de moléculas por unidad 
de volumen, es docir, cuanto menor sea N/V. Esto sugiere que e~preaemos la 
presión de un sas real en tCrminos de la oerit 

de potencias de N/V. Podcmosron&iderar la ec. (12.7)to"1<) latcuació11d•ulrula 
de ungasrra/, A,B,C, . .. son cantidadcscaracteristicas de cada gas. llamados 
.. gundo, tercer, etc. CM(icionl•virial. Estas coeficientes son !uneionesdela tem­
~ratura y dependen de la inte..,idad de lao fuenas molecu!a'*8. :\1idicndo p a 
temperaturas y volllme1>e$ diferentes, podemos obtener los coeficientes viri.ak:s 
A(7). 8(1)... uperimentalmente. Sln embargo. para hallar un indicio de la 
rorrelación entre los coeficientes ,·jrialesy !u fuerzas intermolecularei.debemos 
obtener ciertas relaciones teóricas. Una posibilidad es 11sar el /toremo ~iría/, que 
oededu«1en lotte~t05 de mecánica.• Aplicadoa lossases, esteteo"'mada 

pV - NRT ++ (~ Fr¡·r'11)• 

~--

(12.8) 

donde 1111 es la tuerza que la mol~culaj ejtrcesohre la i, r 1¡esel vector de pmi­
ción de la molécu!a i con respecto a la moJéculaj. y la suma oe cxtiend< a todos 
los pares de moléculas. Comparando ta ce. (12.8) con Ja e.:. (12.7), obtenemos 

+(;._:wri¡) • N (~+~+*+ ··· )· (12.9) 

la que en principio nos permite cornlacionar los coeíicientes viriales A. B. C, .. 
conlufuen:asintermol..:1113'*8. Losmétodosdtlamecán icaestadbtkaperrnit •n 

• V..-,por <J<mpl<>.<lprim<rvolurncnd<Ul.0 .... t, Pl•l<~:,\/,.6nlto,O«<lónU2. 
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un. d.lculo rn!1 directo de - roeRriml.e&, como v~mo. inmediatamente.. Sia 
embargo, omi~moa algunN dtd.1.u:ciona debido • que la med.nlca eit.<lbtl .. 
de los t.iltemu comp11estol de putlculu en int.er.e<:i6n es mb complej• que b. <k 
lot Jiltemu de partlculu no lnteNctuant.ea. 

lnt.rodulClimOI la untidad !E. - ZN{NI, ll•m•da rrnn funci6n de parlici6n oio 
un ,i,tema de part.lcu lu no lnteractuantes. L11ego, teolendo en cuenta que 

In !'! - to (ZN/NI) - NLnZ-to NI, 

podtmoa Wnb;tn es.crilJIT la ec111ción de estado (12.2) en la forma. 

p- kT l-iv (la!E.)lr· (12.10) 

P•N un gu id.tal, unndo la ec. (12.3), tenem111 

~-Yi[ Y(211i::7)'11r (12.11) 

Al con1iduar guu rules, y por co~ente tratar mol&ulu que lnteNctWua 
entni 11, debemos exttndu IOI mttodos de la mec6nlCI atldistie& u.plicadoa 
en ti eapltulo 10))9.fa incluir la tnugl• potencial interna E~ - Lr_,_,..,. E1'1· 
No podemos entn.r en los detalla m•temiticol de esta u.tensi6n; a auficlente 
lndiC11Tq11eeadcasodeungurul,Lapníunci611 depart.ieilln!E.tieD.tlafonna 

2-Yt\<2,.,,,;n"'T fL~t::"v,.tv •.. . .tvN. (12 12) 

donde la1 N inteples de volumen conuponden un• 1 U.di mol""=ul.&. &;t. 
expruil>nde1pariencialmpruloo•nte,esenrnlidadun11impleexten.ión de 
11 funcll>n de part.icil>n de 1111 gu ideal, porque para 1111 g .. ideal debemos haoe<" 
E, - O y entonot1 ~r - l. Luego, la int.t¡n.I m6.ltiple te oonvKrte e11 

[LJ::.::• ··· "vN - v.v.v .. - vN, {t2.13¡ 

y1queeada motkulaputdeencontrarseentodoelvotumendillponible.Entoncet 
11 ec. (12.t2) to ma la forma 

~-~ [ (2-:.Tl)'llrVN - ~[ V(2..m:7)' 11 r 
qu.ecoincideoonlatc..(12.11). 

Ahora bitn, volviendo 1 la ee. {12.12), podwiOI escriblr la eougla potencial 
en 11 form1 
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y ui.ar una uprealón ruonable pan la ener¡la potencial in termole<:\l.lar. Un.t. vu 
conocida E• es poaible en principio talcular Z. Aplicando la ec:. (12.~0) podemo. 
obtener la p~ p y desamilllr el l'f:tuhado en poteocla$ invnMJ del vo\wneo V. 
De esta manen.queda 0$1abl«idA 11.na ..,laci611 ~b'ela energlapotenci&l iater­
molecu la.r Ep¡¡ y IOI coeficienta viriales A, 8, . , . Lll ddemtln.r.ción npaimtota\ 
de e•toi coeficiente. es muy útil para obtener la forma del pokncial intenno­
Jecular Ep11 que permita c. lcular len citado. coellcU.nta corftCt.ament.e. En lo 
que rata de esta K«ión iluttnremoe algunu de eatu Ucn.lcu. 

Considerano1 la iate¡ral múltiple de 
laec:.(12. 12);utoes 1>,.¡,,J 

1-[Ll.::::.dV,dV, .. dVN, 

contiene tN(N - 1) UrminGt, que es 
e l 11iimuo total de pares de molk\l.l:n 
dife..,..tes. T eniendo en cuenta que 

e(r+11 ... ···1 - ez.,,-.r< .... 

~k't - ~:tT, 

/ ;¡-- 1 

donde el ilml>olo n &igrtlfica producto 
de todot loetbminotque apa..,c:en. Lot !:!ie:!i!:. l:':nerif• potenclal tnter-
factoresnponencla le1aonprict.icamente 
l¡¡uales a 1 cuando lo. E.i¡ ton muy 
pequettos y ato u lo que ocun-e ..,almente (excepto cuando lal moleculu t1t.6n 
muy cerca unu de otzu). debido al corto alcanee de tu fuenu intermokcutar. 
(""r flg. 12-1). Lue¡jo, Ullodo t i desarrollo r4 - 1 - :r + !z"- ... , podemOI 
ucribir 

r,;,1••- 1- *++ (W-)' ·· ·- 1+ru. c12.1•> 
donde la canlidld (r¡ es muy pequeAa, exoept.o cuando Ju dOI molkulu tal.in 
muy juntu. Por lo tanto 

rllll•• - y_(I + fo) - t + ~fr¡+ . ... _ loo-
Lol UnninOI que .e han omitido contienen lol productos de 2. 3, •.. fo y lo. 
delpnciamoe, aunque en un atnd>o mú detallado deben lel' cqoaidu..dOI- Coa 
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esta apro><imación la integral I oc puede escribir en Ja forma 

Dtspués dela lntegraciOoel ténninoque contiene el factor 1 da, e, ·identemente, 
V" de confonnidadcon el resultado obteni.Joen la ec.(12. 13) para ungu ideal. 
Loa tkrminos qu e siguen dan entonces la contribución de J.u fuero:as intennolteu­
lares. Loa !N(N - l) ténn.inos de la suma ll0n tod0$ i¡¡\lales porque f¡¡ tiene la 

'• ' 

' 
' 

x, r.----J./ 
'• 

misma forma para todos los pares de mu­
lécul.u. Luc¡¡o, 1u contribución oe puede 
escribir en la lonna 

(12.1$) 

donde hemos escogido el par de moléculas 
ly2,y ellactor yN_. resultade l• 
integralde vohunencorn:1pondienle a l.as 
restantes N - 2 moléculas. Para calcu-
lar la integral doble. podemos primero 
tomar el origen de conrdenadu en la 

molécula 1 y eftetuar la integral sobre dV,(flg. 12-2). Designando con r la dis­
tancia entre 1 y 2 ¡wdemos entonces t.SCribir 

donde hemos usado dV, ~ 4 itr' dr para el elementn de volumen, debido a la 
simetria eslérica del problema. La integral 

~ - r.f.,(r}-h<r'dr (12.16) 

es independientedelaposlcióndelamolécula 1 (entantobta noestéc..rcade 
lasparedes delll:cipiente)yporconsiguienle 

f.f. r..<.r) dV, dV, ... f, ~dV, - ~ f dV, - ~ v. 

Reemplazando !N(N - 1) por i N', que es una aproximación válida cuando N 
es muy grande, tenemos entoncea la ec. (12.1$) • n la forma tN'V-"- • ~.y pod~mot 
escribir la. Integral I • n la forma 



12.3) Ecuaci6n de ulado para IM gasu nalu 

Sin embargo, • i u toma en cuenta los términos suce•ivo• dd de5a1'1'0llo de ~1u, 
elresultadoqueuobtienepara /es 

1 - vN(• +~( 
En el resultado hallado pttvi.ament.e aparecen precisamente los do• primeros 
términos del desarrt1Uo del binomio contenido en esta última expreaión. LB.gran 
función de partkión del gaa real, ec.. (12.12), esta ahora dada por la expresión 

(12.17) 

con una aproximación de primer orden. Esta ecuación &e debe oomparar con 
la ec. (12.11) para un gas ideal. El último factor de la ec. (12.17) es la eoutri­
bucióu de laa fucrz.as intcrmoleculatts a Ja gran función de partición. 

Para obtener la ecuación de estado de un gas real, usamos la ec. (12..10). De 
la expresión (12.17) para 2 ru ulta 

ln 2 ~ N ln V + N in (1 +~) +F(T), 

donde en F(T) incluimos los términos restantea que son constantea o que dependen 
de la temperatura, los cuales no Qfectan la derivada en la ec. (12.10). Aproxi­
memos ahora el segundo término, usando In (! + x) - % en la hip<!ltesU de que 
% ( • Nr.{2V) ea pequeño en eomparación con la unidad (la cantidad Nr,{2V es 
del orden de lQ-<la tempera.tura y pttsión normales). Luego, 

ln 2-N ln v+ ;: + F(T). 

Por lo tanto 

[fv- (ln !!)]T - -v- ~V: 
quesustituidae.,laec.(12. 10),da 

p ~ kT [~-;'~) - k~T _ k~~~. 

Pero recordando que N = sNA y R - kNA, podemos escribir 

(12.18) 

que constituye la forma vlrial de la ecuación de estado del gaareal, en el primer 
orden de aproximación. Ob&ervemos que en la ec. (12.18) hemos obtenido Wlo 
dosténninos;locualesconsecuenciadeltipodeaproxim.ació11hecho enel 
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cd.lculo de~. Al tomar en consideraci6n loa términos deapreciadosretulta ti 
desarrollo virial completo. Comparando la ec. {12.18) con la (12.17), vemos que 
else¡¡undocodlcient.e.virialennuestraaproximaciónes 

A(T) - - !;RTN~~. (12.19) 

que ...,Jaciona directamtnt.e. la interacci6n molecular (identificada por ~) y ti 
~ficient.e.virialA(T)(det.e.nnioadoexperimentalment.e.). Elltaeslaeonexión 
enl.re la interacción molecular y los coeficientes viril.lea a que hadamos rd&­
rencia ant.e.rionnentt. 

Nollevart mosnuestradiscul.ión m:kadelaot.e.;1oque hem05dicho es suficiente 
para indicard método deenfoquedd ¡>roblema de lae<:uaci6n de estado de un 
gil!I rfl\ y, en general. de cualquier sistema eompuesto de part.lculu en inter­
acción. Para h•s llquidos y los sólidos la lloituación ea mb eompleja y 110 seri 
di5culidaen eate texto. 

tiJtiMPl.O 12.1. Calcular el otKUndo C<>fcftcie nte vlrlal en t i cago de un gas com• 
puutodeesferasrl¡¡Jda1deradlor, nolnterac1uantes. 

&>l'°<'f<IR, Este es un sas rtal que no esttenleramente deacuudo con la rulldad 
porque oe 1u¡>0neque noexistenfue<>ulntennoleculareo hasta11ntoloocentros 
de las moléculas no estfo a una di•lancla igu•l a 2r., Hlabledtndou una fuerte 
...,pul•iónenuelruunte.Dtestemodolaenerglapo\enclallntermoleculart1E.,, - o 
pano r > 2r, y E.,, - oopara r < 2r., en «>nKCuencla (11 - O parar > 2r, y f,. -
- -1 para r < 2r .. E•te potencial de "carozo rlgldo" , como <:<>m~nmente.., !e llama, 
HU ..,presentado en la ns. 12·3. Dtthnoaque .. u energla potencia! llO n!A de 
acuerdocon larulldadporqMnopu<deproduc\rcondens.a.clón.yaquecaTtttde 
mlnlmo y por consiguiente no hay oeparadón estable Mtre laa mol~culu. Empero, 
nos sum!nlstraun mode lo 1lmplecone!cualverlftcarnuestrasldeasfl•!ca•sln eom· 
:~:::!:::matemillca1 lnnece1arlu. Jntroduclendolo1valortsde/,.en!aec.(l2.16), 

,_ I>-l)"~"d.' - - !>«2r,)' - - Eg1-. 
~~~~ºe~u•Utulmos t1\e valor en la ec. (12.19), el oesundo C<>fcl!cienle virlal oe con-

A - RTNA('s;:) - Rn. 

donde b - NA(16,,,..o/3) U cuatro vecu el volumen de lu molkulu que hay en un 
mol. Entonce1 la ecuación de e•tado de un gas compuest<> de eaferas rtsidu es, en 
prlmerordendeaprodmaclón, 

r<RT N'RTb 
p - --V- + --v--· 

E .ltiMl'LO 12.l!. Eatender el ,....ultado del ejemplo anterior a l caso en el cual lu 
luenca1 lntermoleculart1 son de atracción pero muy dtblles, elCcepto parar < 2r., 
donde oe "'lablKC un a ...,pulslón lu<rte, haciendo que las molkulas "" eomporlen 
comoulerasnsidase&!ll!mpenetrablos. 

Sol""'6"' Como una tJ<\enslón ló¡¡lea del cllculoeJecutado en el e)empln anterlnr, 
pndemos introducir fuuu1 lntermoleculares de atracción bastante d~b!les, para 
r > 2r., co mo oe ilustno en la ng. 12--<I. Entnncu podemos eonUnu!lr con la hlpó­
teals de /., • -1 parar < 2r .. Peroconfonnea laec.(12.14),•IE,..,//rT t1pequeño 



12.3) Ecuad6n de alodo poto lo. pa '""'ª 616 

6'•" e,., ... 

l,, __ , 1 '·--·-··"' 

~· 
Yl1. 12-3. Energla 11otenclal lntermo- rL1. lt-f. Enngl1 potencial lntermo-
lecular de urow rlg!do. No ll•y atrae- lecu1ar con un urow r1gldo y • lr•c-
dón a ninguna dl•Unda. ción d~bU a m•)'<)tn dUtanclu. 

comparado con I• unld•d, pa.demot etaiblr f,. - - B...Jl<T pan r > 2r., Por 
con11gulente,laec.(12.18)d1 

~ - J~(- l}br'dr + r:. (-B.,Jli~,.r'dr- -~ + -fT- · 

• • r:.(- E..J',.,.dr 

es un• cantidad poslUva, ya que B..,. es nc11ativa (ver H11. 12--f) pua r > 2r,. Su.­
muyendo en la ec. (12.19), usando nuntra deH nidón pnvla de by haciendo o -
- t"'1. •o, obtenemo1 A - RT6 - " pano el Hgundo eoellclente vlrial. En primer 
orden de aptoilmaclón la ttuaclón de uUdo u entoncu, usando la ec. (12.7), 

p - r<~T + 1<"!'.R':.-") +.. (12.20) 

1t1ucho1 ga1e1na lcs1atlola0t.n co n buena apto:idmaclón '8ta ecuaclón,Hpeclal­
mente 11 101 valora de N/ V lOn peque1'ot. Lo1 toeHclentel a y b "" denoml n•n «1..-­
~:. th ....,, dtr Wo"1•. En 11 tabla 12·1 •parecen •111 valores pua varios 11ues 

llello 
H ldrógetlO 
N .. o 
Nitrógeno 

~~::~:co 
016.ddodecarbono 
D16Ildode1Zufno 
A1111 

"· b, N m' kr' mol· • m• kr' mol-• 

3,H8 x 10" 
~ ... 
21 ,2.8 
140,~ 

01,2 
362,11 
678, t 
:;51,9 

0,02370 
0,02661 
0,01709 
0,03911! 
0,01!183 
0,03707 
0,04267 ,,,.,. 
0,03049 
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12.4 CoJ)(ICidlldes col6ricas de un gaa ideal nwnoot6mfoo 

En la sección 11.7 definimos las capacidades calóriCllll a volumen constante y a 
presión con•tante de una sustancia mediante 

donde H - U + p V es la entalpla de la sustancia. AdemAs de la importancia 
qutienen como coeficientesen variosclk:uloaprácticos, el Clllculoteóricode 
las capacidades calórica• de una sustancia •uministra un medio de verificar la 
exactitud del modelo escogido para describir la sustancia. En esta sección calcu­
laremos las capacidades calóricas de un gas ideal, y la comparad6n de estos 
valores con los observados para los gas.es rea lea nos ~nnitiri. conclWr hasta 
qué punto elmodelodeg""ideal es nnabuenaaproxirnaci6n. 

Con•idcremos primero un gas ideal monoat6mico. La energia interna de tal gas 
es 16lo energia cinética de trulacióo y utá dada por U - iNRT. Uu.ndo la 
ec. (12.21), obtenemos 

Cv ... iR = 12,4715 J mol-• K-I 
= 2,9807ca.lmo1- 1 C-•. (12.22) 

Teniendo en cuenta la ee. (12.6), (pV - NR1), obtenemos para la entalpla de 
unguideal : 

11 =U + pV - ;NRT. 

La ec. (12.21) da entonces 

Cp - :R - 20,7858 J mo1-1 K-1 

= 4,9678calmo\-l ºC-•. (12.23) 

Por consiguiente, todos los gases ideales monoatómicos tienen las mismas capa­
cidades calórica., independientemente de la estructura de los litomo1. PodemOll 
ob1ervar que seg im los resultados anteriores, 

Cp - Cv- R. (12.24) 

de modo que Cp es mayor que Cv en la cantidad R. La ntz6n de esU! es que Cv 
está relacionado solamente coo la variación de la energla interno, mientras que 
Cp incluye, además, el trabajo de expansión delga• cuando su temperatura 
aumenta\ grado a presión constante, quees igualaR.En efecto,cuandolapre­
lión del gu es constante. p dV - NR dT, y si el aumento de temperatura .. un 
grado,eltrabajorealizado ea 

Wp - f pdV - ¡;., NRdT - NR. 

En consecuencia, el trabajo por mol hecho por el gu es R. Por esta prueba vemos 
que la cc.(12.24) esválida paratodo1 los gastl! ideales, aeanooomonoat6mico1. 
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T - C,JCv - ; - t,667. (12..~) 

La mayoriR d e l<ls gasea monoat6mlcos siguen esta rtl•e16n can mueha aproJti... 
maci6n, como ae muestra en la labia 12-l(altlnal dtestecapltulo). 

IUll /HPW ir.a. Ecu•dón de Ulfldo de un gu ldul on fundón do Ja pl'O'fl6n, el 
volumenylaentropia. 

,,_Como la entroplri a un• propled..i. del u t•do de un gu. 11e P""de ll5al' 

como una vu!abk pano deOnlr el at•do de un gu lo mlamo que i.. prnlón, el volu · 
men o I• tempentura. De t. ecu•cl<ln de ulfldo, p V - wRT rault• 

lnp + ln V - lnwR + In T. 

22..+~-.!!..!... 
' V T 

(12.26) 

Pan el """° de un gas ldHI, en el col l• energl• tntem• del"'nde oahtmenle de t. 
temper•lura, tenemos que dU - wC. dT, Luego, I• primera ky de I• termodl1"mlu, 
ec. (11.)7), dU - TdS -p dV, d• 

1<CrdT - TdS - pdV, 

delflcu•l(dlvldkndoporTy....,ndoi•ecuaclóndeest•do)obtenemOI 

(12.27) 

~l=~=ndo dT/T con tu ecs. (12.26) y (12.27) y uHndo 1• relaclón c.-c. - R, 

7+T% --*• 

dond6 ,. - c,.¡c •. lntegnndo, .. obtkne 

lnp + rln V - ,.~. +ln(co"'t) 

pV'l' - (tonst)c""'"•• (12.23) 

q11ee1laecu•dóndee1l•dodeunp.1ldeal Ml11nd6ndep, V yS. Slun• tran¡.. 
~o~:a1cl6n ff •diabitiu y reve.,.Jble (esto u, 11 t i ltoentr6plc•), la ecuación llO,.... 

pV'l' - consl. (12.29) 

12.6 Capaddfulu caldrlcaa de un goa Ideal polia t6mico 

Cu•ndoel ¡¡uid~al no ti mono.tómlco, d ebemos tonuiren cuenta la elllnict11ra 
de 111 mol6culu para cakul.ar Las capacidades cal6ric11. l..a energla de 11na mo­
l~ul1 poLiat6mica est.A comp11u ta. de tres~in<»:energl1detrulatión.e.nergla 
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derotaci611yenergiadevibraci611;csto ea,• 

{12.30) 

lgnnnnmog la enttgla eleetroniea de la• moléculu porque bta rara vez participa 
de La excitaci6n ttnnica del gas. La excitaci611 electron.ica nqui"'l! una energt.a 
del orden de 1 eV al menos; esta energla es aprorimadamente 40 vecu mayor 
que la energla cinética térmica media a lernJ"'r&tUf'll ambiente (298K) y, por 
lo tanto, se necellita una temperatura del orden de l()lK paraproducirunnli­
mero apnciable de molk lliu en .. tadO& electrónicm excitadog (ver el ejem­
plo 10.4). Desde Luego, a estu lemJ>llltUf'lls la mayoria de Ju mok!culu del gas 
oe disocíanporchoques.. 

Por ot.ra partt, la eocrgla cinttica rotacional de lu molt<:ulu poliatómicas 
ca del orden de llT" eV y.por lo tanto, las moléeulu puedenoer licilmentelle­
vadu a niveles rotacionales excitados, aun a tempentturu baju en compara­
ci6n con la temperatura ambiente. Lllll energlu vibntcionales ..U.11 en el illtefo. 
valor 1o-a eV a 10-1 eV y, por lo tanto, a temperatura ambie11te se puede encon­
trar moléculas en UDOS pocos a tados vibracio11aleaexcitado1 de baja energla. 

Para calcular la contribución de 101 movimientos illtemos a Ju capacidades 
cal61icude ungu poliat6mico, dcbcmosprimer<>{uu.ndo métodosestad.lstient) 
ha!larladistribuci6nde la.molt<:ulas delgu e11lo:1 estadosrotacio11ales yvibra­
cionales. l.imitbi10&0os alcaso nUis sUnpledeung.udi.atómico. Laenergla cinética 
rotacional de una moléculadiat6micaes, de acuerdo a laec. (S.12), 

E it'l(l + l) 
~ --,-, -, 

donde Jeselmomentodeinerciadela rnol6culal"Clpt<:l0 a un eje perpendicular 
que pasaporelcentrodem.uay/detenninaelmorn..ntumanguiarde larno­
lécula rupecto al centro de masa. Como ""npLic6 en la sección 5.7 el rnomentum 
aogulaT puede tener 21 + 1 orientaciones difenntel, todOI con la mi&ma energla, 
de modo que el tactorg1 ....ado e11 la ec. (10.23) es 21 + 1. En el equilibrio, la 
distribuci6o delas molleulasentrelos estado:1 rotacionales d.isponibleaes en­
tonces, usando la estadlstiea de Maxwell-Bolt:i:mann, 

n,.. - ....!!__ (21 + i)r''llH ll/2JU'" - ....!!__ (21 + J)r'tHt)Ol,/T, 
z.... z .... 

(12.31) 

do11de 9, - 11'(2/k te denomló• tunpul>lura caructublica tU rolaci6n. En la 
tabla IZ.2 ap~n los valol"CS de 9, pano unos pocos gases diat6mic01. Ob.e,... 
vaodoestatabla,podemosverqueau11pan. el hidrógenoestosvalol"CSS011muy 
pequell.o• comparados con la temper:atura ambiente. Lo& valore. den..,. nlllo 

' Supoadr<....,..,.,.1lmplillQrqu•1"1UUontrPo1100 • dltlv.,. Empcro.eotlkl.amentoh•­
bluclo, luly &1- Unn.IDOO cruud<n eatn tu •l>Ulllu rotaQon&I y vlb.-a..i. 
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\ 
\ 
\ 

o l l ' 

r1~-
n~. lf·6. Ocup..,16n d• IOI nl\'t ltt rot•clonal., tn un 8•• d!•lómlco pano tus 
valoro de T/9.. 

ihutndoa en la flg. 12-á pan l.t'ts v1loftl dt T/e .. A medid• que T •u1M11ta. 
d nWntro dt molku.Ju tn ~dos rotacional., txcit.dos tambii!n 1umenta. 

LI función depart.ici6n rotacional z,... tt, de1cuerdo al• definici6ngeneraJ, 
ee..(10.22): 

z,... - ~('U + 1 )r'l'+iie.tT (12.32) 

Una va calcul1dl la funcl6n de partlci611 rotacional z,..., podtmot obttner 
latner¡I• rottciona.I U,...dd¡¡ulllllndo latt.. (10.24): 

u,.,. - kNT'-/r On Z,.,.). (12.33) 
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TA BLA U -! Temp .. &t•rNearwkrbUe..•• .. lad4• 
r •• '11Helh • • molkelH il1t••leN 

8.,K 8., K 

Hldnlgeno 11~,5 6 140 
Mon61tldo dtearbono 2,77 3120 
Oitlgeno 2,09 2260 
Cloro 0,347 
Bromo 0,11 7 470 
Sodio 0,224 230 

0,031 140 

La energl• intema total d el gu es 

U - U,,, + U...._ - f><RT + U,.., 

(JU 

(12.:W) 

ya que U,. - f " llT. Pu a obttMr la capacidad c•lóriclCva ,•olumen consta11te, 
1ustitulmo. la ee. (12.34) en la ""· (12.21). La 1:11p•cidad 1:11l6riu. aume11ta gn­
dualJTWln te co11 la ttmperatura. cumo se llu1lr• en la fi11. lU, debido a que se 
11oecaita energl11.nolÓ]opa.raaumentarla entrgl1de trasl11.ci6nde las moh!culu, 

:: --1--=~~~-----
M• 

ln11ad<ioft 

F111. l t·•· Varl.cl6n de la ca p1cld1d 
a.lórlca • volumen oonslant • de u11 

~ .:!¡~~~:',!:° ro~~~:a~es.IA r.rdtacl611 

1lno también para awnentar au energla de rotación ll evando más moléculas a 
nivelu rotacionaln cxdtlldon. J..lj fi11. 12-(1 indica que, a temperaturas altu ~ 
1>ecto a 0., Cv K mantiene pr~cticamente l11ual a ! 11. Podemos explicar esto 
como 1lgue : a tempenturu mucho rrub altas rape<:to a e, (de modo que 0 ,/T es 
muy pequefto), un gran numero de estados rotaclonalu u t.in ocupad111.. Adem.b, 
el espacl11niento de los nivel.,. rot.acio nales seha~ muypequeñocompanodocon 
la energla tinn.ica, y pod.~mos cakular z,.. l'ft'mpllU ndo la suma de la ec. (12.32) 
por una integración. Ademh sustituimu 21 + 1 por '21 y/(/ + 1) por l'. Entonces., 



Luego, In z,,,. - ln T - ln e, y la ec. (12.33) da 

U..,¡ - kNT - NRT, (12.35) 

ya que kN = NR. Por lo tanto, la energla total para T > e, "" 

U = U,. + U..,¡= JNRT + NRT - :sRT. (12.36) 

SU!ltituyendo la ec. (12.36) en Ja ec. (12.21), obtenemos 

Cv -fR. (12.37) 

A~. a temperaturas altas comparadas con 0,, la energla cinétiCll rotacional de 
una molécula diatómica contribuye en una C1111tidad Rata capacidad calórica 
a volumen constante de un glllldiat6mico ideal El mi$more¡ultado es cierto 
para los gases compuestos de moléculas poliatómicas linealea. 

Calculemos ahora la ene rgla vibracional de un gas diatómico ideal Supon­
gamosquelasvibraciooes110narm6nicas!imples;entonces, losniveleadeenergla 
vibracional, de acuerdo a la ec. (5.16), están dados por E...,, - (v + t).li0>. Por 
consiguiente, s.i u5amos nuevamente la estad.lstica de Maxwell-Boltzmann con 
g1 - l,quecorre.ipondeaestee&llO,laocupaci6ndelosnivdesvibracionaleses 

nv11> ~ -i;;r<• +•r.>JA<>1•T - ~ r •+112)e,1T, (l2.38) 

donde e, - fi.,/k ae denomina ltm,urruuro caraderfslica de oibraciOn. Su valor 
s.edaenlatab\a 12-2paraalgunasmoléculudlat6micas.Obilervarqueentodói 
los ca1101 e. ea mayor que e,.. También en la mayoría de los casos 0 0 e• mayor 
que la temperatura ambiente. La fig. 12-7 muestra los valores de nTlb para tru 
valores de T/0 .. A medida que T aumenta, el nC.mero de moléculas en los niveles 
vibracionales excitado• también aumenta; pero debido a que 0, > 0,, 101 nive­
lei vibracfonalei más bajos comienzan a esta?" apreciablemente poblad O$ a tempe­
raturas a !.u cuales muchos niveles rotacionales están ya ocupados. En algunos 
casos las molécula• se disocian a ~nerglai m:h bajas que aquellas a la• cualei 
los niveles vibracionales m.b altos contribuyen apreciablemente a la energt1 
interna. 

La función de partición •·ibraciona! Zv1t1 es 

Z o1b - ::;; r • + •l"l•·IT - r•.f.I.• (~ro9·1T) · (12.39) 

Usandolaexpres.i6nparalasumadeunaprogresi6n¡¡eométricainflnitadecreciente, 

¿:z:" - l + o:+o:' + i' + ... -~. parao:< l , 

y obser"ando qu~ en nuestro caso :i: -r• •IT, tenemos para la función de par­
tición vibracional 

(12.40) 
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T/tlr0.6 

Flg. 12·1. Ocupaci<ln do los niveles vlbn>.cional .. en un gudi.1.t<lmlco para tru 
valor .. de r¡e .. 

In z'Flb - - e.f2T-Ln(l-re•l1) 
y también 

-/r(lnZ,uJ - ~+ 08~~1:_ 1 · 
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Empleando la ec. (10.21), 11: obti..ne il. ~te upresi()u pan. il. cnugt... vibn­
tlonal del gu: 

u.1• - kNT"-ir- (In Z...J - ! kN90 + •• ~Z':. 1 . (1 2.41) 

Rec<mfandode la secci0n5.8que J:k80 - J:A .. nil.tntrgl1 vlbracional de punto 
cero corntpondiente a un1 mol6eul8., tteonoumos que ti t&nililo V·Ne. es 11. 
eaergl&totll •ibraoio11.1 l depuntoceroquecon"ttpondeal¡u.E.!t1ener¡la 
C>On$tlnle,1unquepuW.etener 11n•"llorgnnde,noafectallingúnproeesou 
el cual es~n in•·olucnd11 M>lamente di.fuwcias de entr¡la. Pan caleu1-r la ca· 
pacidad calórica 1 volumen co115tantc. debemOI "8'"ffl&r u- a U., + u,.., y 
111lie1r de nuevo la«- (12.21). Pan. leml"'fll ll"ll ali.U, la ca.nt.ida d 9.JT es 
muy P"'l"'ila; en coraecuencia, 1,15.1odo la aprol<imaci6n ~ - 1 + z: + ... ¡>ara z 
pequdo,podem<>5""'1"ibir 

···"- 1 - (1 +f + ··· ) - 1-f+ .. (12.42) 

de modo q1,1e la ecuación (12.4 1) M: convierte en 

u_ - !•Ne. + ANT - i:NT(I + 9Jl1). {12.43) 

E ntonces IH vib!'llciones molecularu contribuyen 1 la tnergla interna en una 
cantidad cuyo valOI, para temperatu"l! mayores qu e 9., es 

U..., - kNT - NllT . {1 2.44) 

F..lltl t nt r¡¡la=1,1lta..,rlgual1laenerglarotaolon1ld.adaporla«. {1 2.3!>). 
A temperaturas m1,1y a ltH, ti •·alor asintOLico de la enu¡¡:latotal es 

u - u..,+ u,..+ u..., - ii<RT + PlRT +1<RT - lsRT. 

qutC01tt&pOnde1 uaacap1tidadcal6ricatotal 

(12.45) 

ComJ1*r11ndo est.: valor con 11 ec. (12.37), condulmOll que a ttm.peratwu altu 
lu vibraciones de lu mo14!.:ulu diatOmicu contribuyen con una caot.idad JI al 
calor e1peciflco a volume n con1u.nte 
del gaa diatOmico. 

l.Aflg.1'2-8muestn.il.fonnagencral 
en que variaCvparaungu diatOmico 
cundo 11. temperatura aumenta. Ütl 
•·ariad6nesti bienconllrmadaporm~ 

d.iduupnimtntales. 

n i. 11·8. Ylltiaci<ln dft la cavaddad 
calóricaavolumenoon•t•nledeungao 
dlatómlco debldaa laudtul<ln delo• 
ttlvele• rolaclonalesyvlbraclonalu. 
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12.6 Principio de equipartición de la energla 

La energía cinética media delas molécula1de 11ngas ideal.debida a111smovi­
mientos de traslaci6n, es 

E - ikT. {12.46) 

Ahora bien. el movimiento de traslación está allociado con las tres C<lOrdenadaa 
necesarias para lijar el centro de m»>a de la molécula. En ,·irtud de Ja simetrla 
del espacio, podemos entonces suponer que la energla cinética media conu­
pondieote al movimiento oegim cada uno de los ejes de coordenadas es 

• = !kT. {12.47) 

Por conolguieote, si uo gu estuviera restringido de modo que llll molk u!as se 
moviesen sólo en un plano C<ln dos grados de iii,.,rtad (do•coordenadas), seria 
de C!lperat que la ener¡¡ia cinética media de las molkulas tuera dos veces ~. 

o oea. kT. 

l'IJ. 1 ~ · 9. Para fij ar la orl<ntacl6n de una 
molkula lineal en d e•paclo se ,,..,,,.ltan dos 
ángulos. 

Conside..,mos ahora la rotaci6o de una molécula diatómica {o un.a lineal). 
La orientación del eje de la molécula (fig.12-9)e11.á.determinadaporto1 ángu­
lC11 • y ~ que forma con do• ejes de coordenadas cuales.quiera, tales como X e Y. 
Entonen la rotación de una molécula dlatómica (yen general decuaJquiermo­
lécula lineal) tiene do1 grados de tii,.,rtad. Podemos as! esp.rar, por el!.tensi6n 
de la iic. (12.47)almovimientorotacional deunamolécula,quela energiacinética 
media de rotación de una molécula es 

y que la energla total de rotación de un ga• «>mpuesto de molé<:ulu dlatómicu 
{olineales)ser:I 

U..,. - N'/!:..,._ - kNT - sRT. 
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Que e.t.f. de aellUdo con d resu.ll.lldo dado cm bi ec. (1 2.3!>), la cu.ti es dlida 
panU.1n~n1.turasalWco11 respectoa 9 ,. 

A11Alogamenle, el movimiento vibn1cic>nal de una molécula diatómica tiene 
só lo un grado de libertad, y la energla vibnteional media de tal mol6cula aenl. 
, - i1rr; sin embargo, en est.e ti po de movimiento knunos l.lln lo energla c:ln&­
tica como poU.ncial y IUJ va lores medios son igualet. E n COnHCuencia bi energla 
vibneional media de a u:La molkula es dos veces la energbi cio~Uca por gndo 
de libertad.011ta 

E'...,-2, - kT, 

Y bi energla total de vibntdón del gas di.ritómico Rri 

U.i• - 'Fl"t.,. - kN T - NRT 

qnedenuevocoincideconelresuU.adodado enlaec.(12.44),que esválidapara 
Um~raturas aJt.u re1pec:10 •e. 

Podemos entonces establecer una regbi muy import.nk, llamada principio 
de<ful¡>flrlici6n de ln mug/11 : 

A funperoturas 1uficimlunm/o aUas como Pfl'll que kT Ull grande 
rup«io o/ UpllCiamimlo de las nilldu de entrgfll <UOCiadas con 1111 
eitrlo grado de libertad de /as mo/ku/a,,, lo cncrgla moluularmcdia 
par grodo de llberlad u !kT. (Lo M•rglo oibrociono/ contribuye 
"""lo conlldad do onugla kT por grada de lib<crlad uibroelonol 
debidoo /0 111<rgfapo/Mciol inuo/ucrado.) 

E1u principio 1101 ayudari a ulender la di.J.cuslón de la teeción precedente a 

!u moléculas poliatómicu. Consideremos una molkllla poliatómica que tiene 
3 gndos de libertad pan el movimiento de tn.1l1ei6n y f gndos de libe.Ud 
lntunos pan los movimientos de rol.ación y de vibnción (contando dos gndos 
por ct1da vibneión). A lemperatuns altas, la energla molecular media de un gai 
eompueoto det1ta1mol«uluestA dada por 

E - (3 + n~ - 3 ~ f kT. 

ylaenerglatotaliot.un1dtlgueot.ldadapor 

u- m - 3 ~' lr.NT - J~f HRT. 

A ttmpuatura. 111.11, la ct1 paeldad ClllóriCll a vol umen con1tante del gu tiende 
al valor 

c., - S~f R. (12.48) 
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fil· 12-10. !'ara lljar !a orientación de una mol ~cu la no linu l, tal como el H,O, 
H nett1ltant- Angulo5. 

Ahora bien, se¡¡Un la ec. (12.24), C., - Cv - R o Cp "' Cv + R. que es vélida 
para todos los ¡¡ases reales independientemente de su estructura molecular. Si 
usam0$ la ec. (12.48) para Cv, ohtenemos 

(12.49) 

El cociente y = C.,/Cv tiene entonces el valor 

(1 2.50) 

En estas fórm ulas, f realmente corre.ponde sólo a aquellos grados de libertad 
para )05 cuales un ¡¡ran número deest.ados excitados eslán ocupados a Ja tem­
peratura dada. Luego, si T es mayor que e, pero meaos que e;, f corresponde 
sólo a los ¡¡radas de libertad rotacionales. Pero si T es mayor que 9., [corres-

TABLA U-1 RelaelóD <aire IH eapatlddH ealótlcq t e al ( llUOI pHI 

Neón 
Argón 
Hidrógeno 
Os.!g<no 
Nitrógeno 
Monó1ddo de carbono 

t,659 
1,64 SulfuroM hldróg<no 
l,&68 Vapor de agua 
t,410 Amoniaco 
l ,404 
1,404 
1,404 

1,3~ 

1,32 
1,3U 
1,310 

""' 1,255 
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ponde B lodo1 fol grados do libertad. Para un gu moooatómlco { - 0 y Y- t - 1,67 
comoseindi tópreviam..nl.atn latc.(1225). Para unljll$dilt.ómico(y engtneral 
para cualquier molkula llnu l en el estado gaseoso), tenemos a tempen.tun. 
ambie.ote (cua.ndo sólo cuenta t i movimiento rotacional), que f- 2 y y- }-1,olO. 
Si la mo~11la no Q linul Uno plana, como t i agu• (H,,O), o lridimt11slo~ 
como el amoniaco (NH.), hay t res gra.dot de libertad rolllcionalu porque, ademU 
dolo1 ángulo1.yfl,quesenecuitanparafljar l01ej t1 {flg. l 2-IO),necHilllmos 
el Angulo 1 de rotación alrededor dd eje. Luego f '"' 3 y y- : - 1,33. Por lo 
tanlo, la medición de y puede 1uminiltnr información importante acerca de la 
utruclun. lnltrna de una molHula. Por ejemplo, en la tabla 12-3. que da el 
valor de y para variO!I gu.ea, vemos que lftO es plana y no lineal y que todos 
lOI gasea noblu son moooat6mlcoa (f - O). LA molieu.la de CO. ea 11na ucopción 
notable porque au nque n lineal, tiene y - t ,304, cercano al valor de y para 
una molécula plana. SabemOI que la molkula de C00 u linea l porque su momenlo 
dipolareMctricoeanulo.1..adi$cttpaociaapare11te se alribuyea que t i modo 
vibracional Otcta nlt en t i CO. tiene una ener¡p.. de ,·ibn.ci6n relativamen te 
pequeda.Estavibraci6n1¡¡ngadosgra.doadelibertad,por loquetl«>citnle 
entre las capaddadu ca lórica.a dtl co, senl cercano. r- 1,285. 
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~ta Prt>pltdadu lbmica1 de /~ ga.n 

12.1 u ... ndo el duarn>llo virial pan la 
ecuad6ndeatadodeungucnt.forma 
dadap0rlaec.( l :2.20),C11lculudtnbitjo 
rulludopo.-unga1euand0Hc:lp•nde 
too"rmlct1men te dude el volumen v, 
a] volumen v .. Apllcarel ruultadoaun 
mol do hldrd8•no • 300 K cuando se 
opandedudcunvolumcnde3 x \0-• 
m' a un volumen d o S x 10-1 m•, Com­
parar con oL valor que oe obticne con la 
upruldnparael g.o1ldu1. 
12.:2 Un• ecuacldn emplrlca propuella 
p0rvanderWH1'pa.radescriblr un1u 
... a1 . .. 

(P +~) (V - I<b) - I<RT. 

Eat:ñblrutaccuad6ncn la rorma vlrlal 
ycompararla conlaec.(12-'20). 
1:1.3 La l<m~l'Glura 11• Bo¡¡lc de un 
1u ,..al e11qutllapara lacullle l segundo 
coellclentevlrlale1nulo.Ptoba.rqutla 
temperatura do Doylo u lgulll a a/ Rb. 
C.lcular la temperatura de Boyle para 
11g,.not de lo1gaJ01queapan:oen tn l• 
Ubll 12-1. [O~IUIHl<i6n: La tcmpera­
tura de Doyle u aquc lla a !a cual MI 
pucdecon1ldcrarque ungaoffa l obf:­
dccel1ecu1clOndelgHide1L, hHt••I 
Kgundo orden de aproxlmaci6n.J 
1:2.4 E l coeRdentededl11tad6ncúblc1 
a pffsi6ncoiuuntedeun11u>tlnd1M 
deRne por 

~ - +(%); 
Hall•• • pan(a)un goosldeal y{b) un 
111,..ll]que.obedeoelaecuacl6ndev1n 
duWHlt dJda enel problema 1:1.:2. 
U.S Elmódulodeelaoticldaddevolu­
mon a temperatura conllanle de una 
1utUncl• se deRne oomo 

N~ • -+ (*t· 
HaUu r~ p•ra (a) un 111• Ideal y (b) 
unguffalque11Hu•laccuad6nde 
v•nderWaaltd•d•enelprobleinal2.2. 
1:1.6 Una ecuación omplrlca de a tado 

~:r~"';~~=~~f~h!ª ~;,Ole~: 

blr la ecuad6n en la fonna vlrllll y com­
pararla con la .e. (1:1.20). 

1:1.7 E•PffflJ' la ccuadóo de"" pro.. 
cuo lllOentnlplco en un gu Ideal en fun­
ción dc(a) la pffli6n y la temperatura, 
(b)el volumen y la temperatura. 

U .8 Mot tru que el t rabajo ff•Hiado 
porunga.Ldealdurante una tra nslor­
maeldnlsoentr6p!ca{oadlabátlurever-
1lb1')t1 

HH(T, - TJl(y- 1). 

12.9 Compararenundlagramae-:V la1 
pendlentudela1transformaclonolloen­
tnlpl<:U e tHtkml<:U de un gas Ideal, 
u el ml5mo punto. De la comparad6a 
condulrq,..en una e:l!>"rtfldnlso<Ontró­
pleadeun gHldeallatcmperaluradis­
mlnuye. E1pltc1t el porqu~ de u10. 

1:2.10 H•cerelgr•nooenundlagram.a 
p-VdeunclclodeCarnotcuandola 
1u1Uncl1nun1•1 Ideal. Prob., que, 
11 V,, V., v, y V, "ton lo• vol ~mone1 del 
r~~eal flnal de cada \ranilonnaclón, .. 

V,/\11 • VJV,. 

12. 11 Calcular d trabajo ffRllzado P<>• 
el gH durante cada una d• lao t randor­
maclonu qu. componen un delo de 
~:.~:.td¿:""trar que el trabajo neto 

W • MH(T, - TJln v,¡v,. 
\'er1RurluegoqoetesaUsracei..ec. 
(11 .47). [S•r•n</a, U&1relff1ultado 
del problema 1:2.10.J 

~~-1~! ; 1 d':n~:1:,,;::,. oompmi6n adia-

~· --+ (*).. 
Halla r r, P"ª un gai ideal. La propa­
gaclón de onda1 el•1t1cu en un gasa 
unproc .. oadlabátlooylavelocldad 
depropag.oclóneu•dadapor• • \ii:i;. 
donde pu Ja densidad. Explicar C<lmo, 
mldlendoo,Hpuedccalculary.Mostrar 
que• depende odio de la temperatura 
a baoh1\a. 



ll.13 Un gas Ideal a 300 K ocupa un 
,•otumen dtl O,~ m> a una pral6n de 
2 a lm. El p1 M upande adi•bitic.­
mt nte hul•qlH!HV<>lumenu l,2 rn". 
A con\lnuad<ln se lo comprimo iso6drl­
comtn!• ha1t• qu• •lca11u au volumt n 
origlna l. Fl nalmtn to se aumenta la p...,­
•16n /IOC6rfc""'<nl< hHta que elgH 
rttorna a1u t 1tado lnl<:la1.(a) l"lepn,.n­
tar grAncame nt e el ¡>rocuo e n un dia­
gram a p-V. (b) Det t rminarla temptra ­
tura al nna l de e.da transformacl6n . 
(e) Hallar el t rab•JO n•Jludo du rante 
el ciclo. Tomar T • !,•. 
12. 1• Un g11 ldo1I • 300 K ocu pa un 
volumen de O.~ m' a una P"'•l6n de 
2 atm. El RH te upando •dlabUlca­
menl• hHll que 1u volumen a 1,2 m>. 
A eontlnuacl6<> te lo comprime both­
ml.,.mente hu U que alcanLI I U volunxn 
orl¡lnal. l'inalntentese a umtnla ta P"'-
1l6n JIOC(ortumenle ha1 ta que el IH 
.., torna a 1u e1t1do Lnlda l. (•) Repre­
sent ar gr6ftumento el pro«<o en un 
diagrama p- V. (b) Determinar la tem­
ptrltura al ftnal de la transfumiacl(in 
adla b6Uc.. (e) Hallar el tra bajo ... an­
udo du ra nte el delo. Turnar y "' 1,4. 
1 2.1~ Un ga1 u tA lntla hnent• a T , • 
• 300 K,p1 • 3 .imyV1 • 4m'.EI 
gu1 te u pa ndtl llDl~rmlcaniente ha1ta 
un volumcn de 16 m'. €na ,.. ..,guida 
porunp.....,.ooloodlrico h•llaun a p...,­
t.1611 tal que una eompral6n adlab6Uca 
lln·a el 11•1a1u atado ortlJLnal. Suponer 
quetod01 I01ptocflOl10n...,verslbles: 
(a) ..,prewnt1r eldelooob..,d lagramH 
p- V y T-S y ..,l'l• l•r i... valores num~­
rico• en IOI punto1 • ><lrcmoa de cada 
p....,.....(b)Cllcular eltr•bajorcalludo 
y el u mblo de enlropia durante ct1da 
proceso y e n todo d delo . Tomar 
y - l,4. 
12.16 E1tlm•r e l erro• que se comete 
cua ndo a l ca lcular z,... lt ..,empl11a 
21 + 1 por 21 y1(1+1) por /1 en la 
ee.(12.32). 
12.17 Calcularelporcent.jedemolku­
lH de un gas dl1t6mlco en Lot eJtadoa 
l"OUclonaJe1 lundamental (/ - O) y prt­
mero udt•do (/.., 1) a laa lempcratP­
ru T -8,. y T - 28,.. 

12.13 Comparardn6-rodemol6cu­
l,..de h klró8f:nopormol enellf:gundo 
estado ro11clonal ucltado (f • 2) con 
d n6mero de mol6culu dt cloro por 
mol en e l m ismo fll • do exd t1do cua ndo 
11 temperatura H de 300 K. 
12.19 Comparar el nUmero de mol6cu­
IH de hldr61!"no por mol cnel 1tgundo 

!~:~~:~~~3!º~~~~:~:~:n~~~:!t~~'. 
pcratura e• de 300 K. 
12.20 Con1lde ra r un mol dol gu CO. 
Calcular ol ndmero de molkulHen IM 
1..,1 pri...,.ro1 e111do1deentrglavlbra­
elonaJ 11empcr1tura ambiente (300 K) 
y a !OOOK. 
12.21 Dtmostr1rquelact1p1cid1dcal6-
rtai vlbraclonal de un gas a volumen 
con1t1nteat6dadapor 

c~ .... - n(* )' < .... ~1:. 1 >' • 
Hallar loa v110 ... 1 llmlle• para T -( 0. 
y T> &.. 
\2,2'l Uu ndo ol ru ul tadu del pro­
hlt n> a ll .13, probar que la e ntropla de 
::,n01~~ 1=d::lcodcblda alHrotadone• 

S... • .t.\'[1 + ln(T/9r) J. 

¡Noto: Se pwdt demostrar que debe­
mos u"'r T!2e. cuando la molkula es 
bomonucle1 r; H in M debe a que loa 
u tad01 d fHID11Ulbla1t...,dueen1la 
mlt1d comorauLtadodela1imetri1de 
la "'olkula.1 
12.23 U11ndo el "''ultado del pro­
blema 11 .13, probar que l• entn>p!a 

:.:'.~ ~~l:~~:~!C:. debida a las dbra-

s ... - .tN](&./7")(<1•/T- 1) 
- ln( t - e1J1)]. 

Verlnc:a r que IN'J"• t en>pcraturas balu, 
s ... t iende 1 cero, mientras que para 
~",X.i;"raturH al\ H s ... '" aprollima a l 

.tN¡l + ln(T/e.) ]. 



13 
ESTADISTICA CUANTICA 

13.1 lniroducci6n 
132 Ley de distribuci6n de Fermi-Dirac 

13.3 Gas de electroneJ 
13.4 Aplicaci6n de la eslatfülico de Fermi-Dirac 

a fus tlttlrones de los metale$ 

13.S Ley de di.slribw::ión de Bose-Eiri.stein 
13.6 Gas de fotona 

13.7 Capacidad oo/6rica de los sólidru 

13.8 Gas ideal en la estadislica ctufntioo 

13.9 Camparaci6n de las tm estaifütica.I 



JU) ~ydtdillrlbucidndt ¡.·umi-Dirat S31 

En el capllulo 10 no1 ocupam0$ de la estadlllica dhica, que 111 cal'11.CUrlza por 
elmHododedleulodelaprobabilidadde unapartición dct.enninadalnd.lcado 
en la ec. (10.8). y por b ley de dillribución de Ma:i<wcll-Bollzmann, ec. {10.9), 
para la partici6n rnb probable o de equilibrio. Al tratar la utadislica clhiu 
ignoramoscualquiercon1idt1acióndeaimetriarcl1cionadaco11ladistribucióndc 
lupart.lculasenlo1direrenteseatadosuociadosconcadaniveldeenergl1 1cce­
a.ible 1 Ju p1rt.lcu.lu. Sin embar110, puede haOO, como dijimos en el capitulo 4, 
ciert.1 restricciones en el nfunero de modos diferenua en que un gnipo de par­
tlculal 1e puede distribuir entre Ju funciones de onda d.U.po<lible NOCUulu wa 
cad1tstadodeen~1.Eleviden te queeata1reatriccionesdeorigen cuh.tico 
afectan la probabilidad de una partición detennln1da. La teor11 que t(lml en 
cuenta elt.e.1 consideracionea de a.imet.111 se denomina utadl5lica cudnlico. Hay 
dOI clues de tsladbtica cu.6nt.it1. Una ts para lu partlculu que obedecen el 
principiodeu.chWóay que esU.n, po:rlotanlo,deo.ait.uporfunciontsdeonda 
anli8imilrlcu; se denomina ulad/Ulca d.e Fuml-DUac y lu partlc11l11 se Uanu.11 
"f•rmionu. La segunda utadíst.ica es par11 partlculH q11e OG e1ulo restringidas 
por elprincipiodee!tclulllm y es~n deacritasporfuocionesdeondallmtlrica1; 
se denomi111 alndfllkn de 8'Jr.e-Ei111/ein y 111 plrt.lculu MI llaman 6o1011u. En 
Ju dOI e.lasa de estlodlitica cu'nlica K au pcme que lu partlculu son ld~oticu 
e lndistingWblu La e1t1dlst.i1:11 cibica y lu dOI d.a$CS de esLldlstiCI cuJnUca 
dan pnlctleamente 101 ..U.mos n:1ultadoa • temperlturu alt.111 y den$ldadts b• Ju. 

En este c1 p!tulo lTl lU• mos bnovemente ambu clu e• de ell1dl5tica cuéntiea 
yl.uaptican:mosaalgunosproblemuflsicosimportaotes. 

13.2 l,ey de di.,tribuci6n de Fermi.Dirac 

CalculemOll nuevamente la probabitid1d de uo1 particillo de un sistema de par­
tlcuht• 1uponiendo que lu miamu aon idhttiuu e illdiUittguill/.u. SupoogamOI 
adtmh que la partfcu/a okdeun tl prindpio d.t uclu~i6n de modo que no 
pu.edt haberdo1 partlculasen el mismo estado dlnémicoy l1fu.nción de Gnda 
dd1l5tem1 completo debeserantisimtt.ric:a. La1 partlcu.la&<1ue.alillfau 11 est.as 
cund.icionca 1e donomin1n fumionu en honor 11 rlaleo nortu mericano naddo en 
ltaliA Eorieo Ferml (1 901-1~). quien fue d primero en estudiar esl.Cll 1isumu. 
Se ha t ncontn.do uperimenb.lmt11te que todü 111 parllculu con rsplo ~ aon 
fenniones. 

Para dctermlnarlos modo1dilerente1y <futingu.ibles enqu.esepuede d.lsponor 
un Wtenu. de fermiones para una pa.rtici6n dada, debemos n:visarnuestn. defi­
nición de 11 probabilidad intriolf:l:ll. ,.. En La estadllliCI cu'8Ut1, g, esU dada 
por loa difen:ntes estados edotitm que eonesponden a una tnergla determinada, 
o tea por la degeneniclón del utl dG de eo...-gl1. A cada estado cuJntico corns­
ponde una función de onda de IU partJcu.las. Esta1 funciones de onda esUn 
dcterntln1du11uvezporcadauoode .,. jutgo1p0$iblesdeoümcroscu'8ticoa 
correspondientes a un nivel de eoer¡¡l1 dado. Por ejemplo, en d caso de par-



(JU 

tlculu de apln 'i que no o:sUi n en 1t11 campo nagnttieo, cada una de las partltulu 
puedeat.arencad1 atdodeenergl1con el a pln Plf'I arriba.o par1ab1jo 
{m. - ± !)por lo que g, - 2. En el movimkolo en un campo cenU'al, la tntrgll 
a lndeptnd.ieote de la orientación dtl momentum angulll' orbiW, lo cual i.otro­
duce una dtgeneraci6n 21 + I q11et1el valordcgpa111eseestadodeeoergla. 
U.-mos a toi resultado u la l«cl6n 12.5 a l ofucutir la lunci6n de parUci6n rota­
cional de lu molkulu. Si Lu putlculu tienen a pln, 11 degene111ción lota! a 
2(21 + 1). Si hay ademis varios estados de momcotum angular compatibles con 
la mlsma energta. e&mo tn un campo colllomb¡,,110, raullan valora mayO!'tl de,,. 
Como d principio de uclw.i6n prohibe que dos pan.lculu esún t o ti mismo 
alado de t ntrgla con los milmoa números cu.f.n..w;... /OJ! g, d1U1 d nÚlnUG mbimo 
di JHUtlculas ((ermionu) que u pufth acamodar ui un niPd de uiuglu iin ltiolar 
d príndpio d• e:rclusián, Por lo tanta, en una particl6n detennioada los valora 
den1nopucdeoeitcederelcorru pond.it nt.eg1 detadanivelde energla, et decir : 

"' " ''" Para llenar un nivel de energla E, con n1 partlculu, notemos que se puede 
colocar la primera pa.rtleulaencualquieradc losg,.,.tadotdioponibl"l,01t11 
que lt podtlIIOll Hignarcuillquieradtlosg1 juq¡ot disponiblade n(uneroscu•n­
Uc,._ Podemosenlooen colocar la partlcula en uno de los g1 modoo diferentes. 
La HgUnd.a ¡N.rtleula puede il' a t uak¡Wtn. de IOI g1- I atadosJ'CStantes. La 
tercera partleola va a eualqW..ra de losg1- 2 estados rata.ntes, y asl 1ucesi­
v1mtllt.e hula q11e ae h1 eotoe1do tun1 partleo luenel nivtldo n ergta. El 
n0.merototaldemod09d.ilue.ol.ude di$pooerlasn1 p•rtlculasentrelotg1 utadot 
too entrglaE1 aentoncCI 

gÑJ1- t )(g1-2) ... (g1-n1 + 1), 

que te puede acrihil' en la lonna 

(13. 1) 

1-lastaahoras<>lo hemottenidotncucnta elprincipio deexclw.iOn. Si ademU 
Ja1 parUculuwn indi1tinguible1, no es pos.ib le not.ar ninguna diferencia si &e 

redi1trih11ye lun¡partltuluentrelo1e1tad01qucoc11p1nelni•·eldeenerglaE1 
(ate número es n1!, como vimOI 11 estudiar la ley de d.iltrib11ei60 de Muwell­
HolUmann). En ronsecue11ci.a, podemos obtener el número total de ~IOI 

difttt11/a y di$tinguiblm de n1 parllcul&J idént.iea1en g1 aladOldtenerg!a E1 
d.ivid iitndolaupreai6n(l3. l)t11tren1!,reaulta.ndo 

,,, 
n1!(g, - n,)1 " 

(13.2) 

Podemo1 hallar ~ número lotal de modos d.ilettn tel y dUtinguihleoi de obtenu 
l1puticiónn,,n.,n., •.. ea l01 niveles deenerglaE.,E.,E., .•. mult.iplieando 
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entre ti tod!l'I luexpresioneo como la. ec. (13.2) correspondientes a. cada uno de 
loanivelet deenerglad.isponibles,obteniéndoseparalaprobabilidadde partición: 

P --'-''-·-~-'- ·-'-•'- .. n,l(g, - n,)! n.1(91- n.)! n11(g1-nJ1 

- ~ n
1
1(g,g'}_n1)1. ( l3•3J 

Tal como con la ley de distribución de Maxwdl-Bo lUmano en el capltulo 10, 
debemo1 hall ar la partición més probable c.alcula.ndo ol méximo de In P. (Haremoa 
~~:.e::!:~:plo 13.1.) El resu ltado es que la partición m.ú probable com:spoode 

(13.4) 

Esta txpresi6n es la ley de dislribuci6n de Ftrmi-Dirac. 
El partmetro ~juega aqul el mismo papel que en la ley de d.irtribución de 

Maxwoll-Bolt.zmann, ec. ( 10.9). Por lo tanto, tambifo aqul definimos la tempe­
ratura de un •isUma de fennion es en equilibrio estadbtico mediante la ec. (10.23), 
euo es: 

kT - 1 /~. 

La cantidad "' se deunnina im)'Mmiondo que 1:1111 - N. En la mayorla de 101 
casos es una cantidad negativa. Sin embargo, ae define u1ualmenU fyljUt tiene 
d.intl!nsiones de energla,lacual est.é.relaciooadaeono:porla ecuacióo 

~ .. - -..xr. 
Laec.{13 . .f) se coovierte entonces en 

n, - e',8-!i;lT + 1' (13.$) 

La energla ~,, es positiva en la mayorla de los ca.os y juega un papel muy im­
portante en las aplicad<>n•• l!sicas; se la puede considerar pricticamente inde­
JH'ndientc de la tempttatuni.. Observemo• que aegOn la ec. {135). para T - O 

Pl r .IB-1. f."unclóndedlslrlbuo!ón 
nJg, en la e•t•dl•Uea de Ferrnl-Di­
r•cparatre1 tt mperaturu . 

~tt:__· '"" ,..,, 

T olto 

o • ' 
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todos los atados de energla haata E - .,, tstfi n completamente ocupados (111- g¡). 
mitnlra1 que los utadoa eon E > .,. estala •·ad<>& (111 - O). La rllZÓn de esto a que 

~/E,-<p)/~T - {~ ::: ~: =:: ~ ~'. 
Eata 1it11a.ción estll mostrlda en 11 llJi. 13-1, donde ae ha npresentado la lunrión 
de dillribució n nrfg1 para difennta ttmperaturu. n ecordtm01 que en la ata­
dlstlca de Mnwtll-IJ.olt.zmann, por el eonlnlrio, t.odaa laa part.iculas deben eatar 
en ti nivel fundamental de tncrgla a T - O. En la atadblica de Fr:nni-Din.c, 
ti principio de exchuión prohlbtataacumulación en ti nivel fundamental y 
• T - O lu partlculas OCUl'ln los niveles mú ~jos de eoer¡la disponibles hui• 
la energl1 •I'· Porlotanto, laenerg11 .,.da un1idude l1energiamllximade 
IOI fermionea del siste1111, por lo que es fl¡u.ivalente 1 la enngia de Ferml que 
introdujimoo to la oección 6.4 al IT'lltar lo• tll:ctronee libn1 en ]05 metales; le 
danmOI entoncu el mismo nombn aqu!. A t emperatu r11 m6s altas, IOI estadOI 
deentrgla mayorque .,.eornienun 1ter ocupadosp<lr lraolfen-nd1 departlculu 
provuitntes de tstadot de eoc:rgla mb bija. Sin embargo, para ttmperaturu 
taltsqu"ltT <( •p,prictlcamente-'ilo...,..rectadotlolnivelu de energl1i::er­
ea111a •I'· Larazónesquetodoslosnivtlesb1josdeenngl1estllncompleta­
mente ocupados y el princlpio de exclusión impide agttgu rM1 lmniona 1 los 
mismos. Luego, como muestran Ju curvas de 11 flg. 13-1, sl>lo los ftrmiones cuya 
energl1 ttUI cercana de •P pueden puar a estados desocupados mh altoo absof'. 
hiendo 11 energla ltT nl1tlv1n1ente pfl¡Uefta. La temperatura 8" para la c111l 
lt0p - •. ,. te denomina lunpuoluM de Fermi. 

l/J ll lt'll'L</ 11.•. Obtención de la ley de dlslrlbuclón de ftnnl·Oirac. 

ª-'""""'Como en el easo de la ttt•dlltlca de Muwell · Bolt~m•nn (ejemplo 10.l), 
el problema confltle en enconinr el mblmo de In P 1ujeto 1 111 condlcionet I• "' -
- N y I• ,..¡;;, - U. C.lcultlDOI primeramente In P u .. ndo l• aproximación de 
SUtUn¡lnd • :i:ln:r-:r.Setltne 

In P - +1,.1n,.-n, lnn1 - (11-11,) ln(g.-n1)1. 

Calcu lemo1 a eontinuadón - d(ln P) e lgu•l~moslo 1 ~ro pi ra oblen• r el mblmo 
de P : 

- d(lnP) - ~[lnrn - ln(l, - n,)]dm -o. (13.6) 

Combinando 11 ec. (13.6) con \11 eta. {10.15) y (10.17) (ato a, Iodo. - O y 
L H• dn. - O). qne tamblfn IOn vAllda1 en etle caso, mulllptle1d11 rapccUvamenle 
porJ.ol l•clora«yll(ncordartleJemplo!O.IJ,lle¡amosa 

lon1-ln(l< - n,) +•+~Et -o 

'' ~"' - r--1!<. 

Delp.ej1ndo "' obtenemo1 nn1lmtnte laec. (13.~). 
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13.3 G&1 de eler:frowu 

El &istema de fenníoncs m•1 cu11cter'btico es el do los electrones .,n un metal, 
ya que corno virno. en el capi t ulo 4 , los electrones obedee<!n el principio dt ei<· 
clu&iOn. En el capitulo 6 considerarnos los niveles de tnergi& de los electrones 
de un metal y vimos que c1U.n agrupados en bllndu. Las band.as rnb baju 
esU.n llenas de electrones a prtcticamentetodu lai temperaturas por lo cual 
no Ju com1ider.nemos. l'tro la banda 1upcrior aólo csU. parcialmente llena de 
electrones huta cierto ni•·tl de encrgll. Fue i.obn esta bue q ue introdujimos 
elco11ceplo decnugla de; Fennin. laKCCión 6.4. 

S61o debemos con1idcnr la dittribución de ckctrones en d intervalo continuo 
de niveles dela banda superior, Uarnada tambiln banda de conducción. Co~ 
u.remos cntontQ el c.!ro de b. cnergla en el fondo de la banda de conducción. 
S11pond~rno1 tambi¿n que lot electrones se mueven libremente por el conductor 
entanto111 energlaest¿cne1tlbanda111pcrior deeonducci6n,locuRlcsuna 
aupo!.lclO n razonab le que se j111tiflcO plename nte en el capitulo 6. Tambifo, como 
ele.pedro dcencrgla de lot electrones en la banda cs prtetkamenlecontlnuo, 
debemos rttmplaur g, por tf(,1'.)d.Een la ce. ( 13.5), como hicimos 11.0tcriormtnl.e 
enelcuodcungu idu l. Lu~,el nlirnerollndecklct.roneseuya energia csti 
enln! Ey E + iJ.E es 

lln tf(,1'.)dE 

-~· 
(13.7) 

donde laenerglaE1emidede1deel fondo de la bllndadccond11cci6nyg{F.}r/.E 
da t i nümt ro de estadot que hay en el intervalo de encrgla entre E y E + dE. 
Tambihl aqul podemo1 uaar la expre1i6n (10.39) pal'll g(_!.), pero dcberno• m11l· 
tiplicarl1por 2par11tenerencuental11 do1orlentaclonuposible$dele1plnde 
lo1eleet.rone.,cadaunade lu cu1les daun e1tadodiferenteconlami.una encrgta; 
te tiene: 

g(_F.)dE - S..V~• E' 11 dE. (13.8) 

Su1tit11yendolaee. (!3.8)tn l1 ec. (13.7),obtentmosilliguicnlee1<preti6npara 
el nümero dn fdE de electrones libret por unidad de lnterva.lo de energla: 

dn hV(2m'}"' E'" 
dE - --~- .,l,,,_,.)¡Of + 1 • (IS.9) 

I-::.u. el la IOnnula de Fenni-Dil'llc pan la distribución de energía de Jos ei­
tront1 librts o, en gmel'lll de renniones librc$.. E'.t;t.6 rtprtse11Uda en b. llg. IS-2 
para T - O, para uoa Umpcntul'll baja y pal'll. una tempel'll.luta alta respecto 
a &,. - ~,.¡~. En la oec:clón 6.7 ya hemos COll~l'lldo esta distribuci6n en forma 
c111litati.,1,alttatar laeonducli.,idadeléctrica. 

Se puede obtenerla entrgil de Fennit11 fu11cl6n de la tempen.tura exigiendo 
que la ce. (13.9), inlegrada sobretodas lasenerglu, d'el nilmerotoW N de 
t lectronea que hay en la band,a de conducción. Suponiendo que q-es prltctica· 
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mente Independiente de T, se puede ddcrmlnar N ~ra T - O. (Hicimos esto 
cn lasecclón6.4). El res ultado es 

(13.10) 

Podtmot entonces obtener ta cnugia de Fermi de 1.,. electrooes en un meta l li 
conoccmw el nllmcm N/ V de electrones de conducciOn por un idad. d.e vol umen. 
La tabla 13.1 da los valores de ~P y de la temperatura de Fenni a,.. pan divcnot 
rne\.llles . .. 
-~' . 

" 
Q •r K 

u 4,72 

"' 3,12 

" Co .. 

l'IJ. 11-1. OLW1b..ci6ndecncrgla 
de un slitema de lcnniones para 
tres ttm~rah>...,s. 

0~, K 

5,5X IO' 

'-' 

'·' ... . .. 
UY.Ml't.Q l :t.i. Determinar la cnergl• total de un grupo de N lcrmionea a tempe­
ratura muy baja. 

s.r""'°"' l.acnugla lotalVes1'dadapor 

v - fBdn - f B-*dB. 

Como la temperatura c. muy baja, podemos un r (con buena apro~lmaclón) el valor 
de dn /d T para T "" O, que c1 1lmplcmente 1(1'). l. uc¡G: *"" 8K V(!m')

111 
E"'· 

Tamblfn,lnlcgramottoólo cnl~Oy ••· l. ucgo : 

U - 8K V(~lll f.' E""dlí "" l 61<Vl!m')"" :~'· 



13.3} 

Ut!llundo la ec. (13.10), podomos escribir esta expruléo en la forma 

U - iN•p, 

~~~i!" .~ onugla mlnlma de un slst•ma d• N formlonu. La energla media por par-

1> - * -¡.,.. 

BJEMf'(,0 13.a. Detuminar la onergla dntt lca de los nncl«inu de un nlldeo 1u-
11<>nlendo que bay dos sfattmu de fermlones (ne11trone1 y proton.,) a temperat11ra 
m uy baja. 

8<>1""'6"' Podemos usar la oc. (13.10) para eliminar.,. en la ezpre•lón de U obtenida 
•ncl ejemploprecedente, rn ult ando 

u - -fo (~f~*· 
En el caso nuclear tenemos dos clasts de parllc ulas, neutrones y protone" alendo N 
yZ •u nllmuo\otoly Vel volumen co mún. Luego,desprec!ando la pequeila dlte­
rencla demasaontrelasdosparllculas,laenor¡¡:lac\ntl\cato tal es 

Poro [reoordar la ec. (7.2) ] el volumen nuclear ea V - fi<R' - , .. ,..,t. Por lo 
tanto, 

c- -fo- (-b-)"' ~ -3,7.f X IO·" J - 23,4 MeV. 
Sabemos que A - N + z. Llamando D - N - z, l t nemo1 

N - !(A + D) y Z - !(A - D), 

d" niodo que 

SuUltuyendo estosvaloresenlae,;presló nde U, obtenemos 

Empleando el de.arrollo binomial (1 + zY' - l + nz + tn(n - l)z" + .. . , y te­
niendo presente que D{A es en general peq uei\o rupecto a la unidad, oblenem1>1 

(1 +fr - l +tf + %% + 

(i -l})"' - i- tf+t%-·· 
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Lutgo, t n t i orden de apro:dmaclón que hemos t lt &ldo: 

u, - 2 ... "•A {1 +%-f. +· ··} ,. 
- 2_. • •A +(2-•••)% (N~ Z'/- + .. 

(JJ .4 

El primtr ttnnlnoda una <nerg1apropordonal a l nUmerotota l deparUcu1a1 , mie n­
tras que t i ~1111ndo da un a con trib ución proporcional a l cuadrad<> dt la dl tt und a 
N - Z. l\tcordando el 1 .. tamlento hecho t n la ~ttlón 7 .. '>, \"t mos que ti prlmtt 
t~rmlno t1\ ' Incluido en t i ttrmlno proporclon lll a A t n la fórmula de la energla 
total, et. (7.11), mlentraa queel ..,gu ndocorre1pondtaaJ, N - Z'f'/ A, por lo que 

a, .. 1{2 ... ~) • 8,33 MtV. 

Eatevalor uaproxlmadamen tc11 n terclodel tts111 tadn t mplrlcn parao•.!::1dtsacuer­
do no d~bf: 1nr prcnder tcn!t ndo en cuenta lo burdo d<l modelo 11\iliado. 

13.4 Aplicaci6" de la a ladistica d e Fnmi.Dirae a loa d er: tro"u 
de los me lalu 

Considerattmos ahora a l¡¡ unot erectos fl!ico1 en los mt t.ales, electos que Mm 
explicablt1 en thminos de la estacl.btka de Ferml-Oirac aplicada a los e lec­
trones libra de los mel.alel. En l1 li¡¡. l3-3t1Llli ttpttl<!ntada Ll tnttgl1potencial 
de "" llect rón dentro de 1111 iMl.al y H 11 1uperfü:ie. Cuca de Ja 111pu flcie la 
energía po1:< nci1I eos; t.11 dada por la cun·a AB. A tempe .. tura nonnal la banda 
dc cooducci6n e1tá ~ncialmente Uen a declectrooessólo hasta la ener¡¡la de 
Perini ' '"como muest?a la curva de cl.btribución en la J>*rl.e (b). Para txtraer 
un elect r6n d~J metal l'I por lo tanto nccuario darle por Jo menos 11 cnt rgll 
dcsi¡¡oada con ~ en la flg. 13-3. Elto PJ1 loque ocurn, por e;emplo,en el efecto 
lotod éelrii:o(l'ltudiado t n lasecci611 l . .C), en el cual sólo lll!emitenfototltd.ron1'1 
M Ir. > ~;. La cantidad e; se deoomina cnugla de arrlll!qut dt l metal. A tem-

Ple. 11·1. lland3 de eonducción de un meta l 3 temperatura ambltnl•. 



JJ.l'J Esladl•lica d• F•rmi-Dirac a las •/«:/ron"' d• las mdala M9 

perntuni$11lt&$, sinembar¡¡o,L11ocupacióndeestadoselectronico•..,extiendea 
energlasbienporencima de.,,.Silatempernturnes • uficicntementealta,a!gun011 
electrones adquienn energiH mayo""" que •P + •</>y e.capan del m<:tal. Este 
procew.., denomina uni.lótl Urmoi6tlica y es fundamental para el funcionamiento 
dela• vélvuluele<:trónicu. 

Utilizando la ley de distribu cióll de Ferrni-Oirac para calcular el número de 
elcctron" qu e lleganala 1uperlicie delmetalconenergla•uficienteyconuna 

TAB LA IB-Z Valor .. •e lanerl!'la dearrnqaee~ J de 
la .. >mllnte te r molhlu A, o~IHl40I upe rlmemt.al111Hte 
uuado laee.( I B.11) 

" '" 
" .. 
w '" " " "" " T• " " ..• " c. "' .. 

"' .. 
'·' .. 

dirocción de movimiento apropiada para escapar, podemos obtener la densidad 
de corriente t.ermoel~clricn j que sale de la •uperfide del metal en !unción de la 
ternpcraturadel misrno.Elnsultadocs 

(13.11) 

que se denomina eeua.:ión li• Riehardwn-D111hman. Eata ecuación no .., ligue 
ri,guro.amente por varias razones. En primer lugar, la emisi6n electrónica ea 
rnuy..,nsibleal 111 condicio11e1 de la •uperlicie yalaorientatió11detttanspecto 
a la red cristalina del metal. Adcmb, a medirla <JU e la temperatura aumenta. 

l'lg. IB-4. Origen de la dllucncia d11 potencial de oontaclo. 



MO Estadllliro tuán/ir:{l (13 . .S 

la energla de arranque varia debido al aumento del níimero de electrones que 
tienen una energla más alta que el nivd de Fermi. La tabla 13-2 da algunos 
valores experimentales de q, y de A para diversos metales. La estadística de 
Muwell-Bult.imann da una dependencia diferenU de la Umperaturs, por lo que 
la emi.ión Unno.iónlca es una prueba indirecta de que los electrones siguen La 
estad.lstiea de Fermi-Dirac. 

Otra ilu1tracióo de la exi$tencia de un.a ene:rgla de Fenni en los metales es 
la diferencia de potencia/ do contado entre dos metales. Supongam1111 que tenemos 
dM metales A y B que no esl.lln cone<:tlldos elé<:tricamenU (fig. 13-4a). En ausen­
cia de cualquier campo eléctrico exUrun. ta energla potencial de un electrón es 
ctro fuera de los metales y lo• re~pectiv<n niveles de Fenni esl.lln a las energlu 
•4'.1.Y •4'apordebajode la energlapotencial fuera de lo1metales. Supongamos 
que <(t¡¡ cs mayorque<(t,.. Luego, cuandol<nmetalesnoesl.llnconectados,elnivel 
de Fermi de A est;i. más alto que el de B. Cuando se conecta eléctricamente los 
dosmctales (fig.13--lb),lo•ele<:tronesmás energéticosdeA fluiníno se difundinl.n 
hacia 8, llenando los niveles que esl.lln por encima dd nivel de Fermi original 
de By vaciando los niveles superiores de la banda de conducción de A. Se a l­
cantaelequilibrio cuando se igualan tos nivelesocupadD$superiores de lu bandas 
de conducción de A y B. Por lo tanto, el metal A, que tiene energta de ananque 
menor se carga positivamente y d metal 8, que tiene energla de arrnnque mayor, 
se carga negativamenU. Esto da lugar a una diferencia de potencial entre los 
d05metalesqueesesencialment...iguala<(tu - 4'A•deacuerdoconelvalorexp<':­
rimental. La Unen llena de lafig.13-4(b)indica Laenerglapotencial deun elec­
tróncuando se mueve deun mdalal otzoat.ravésdelespacioentree.llus, de.­
pués de altanzado el equi!ibrio. 

13.5 Ley de dl81ribuei6n de &se.-Einslein 

La experiencia ha mostrado que hay sistemas compuestos depart.lcula1 idúilicas 
e iridislinguibltsquenoestán restringidas por elpriDcipio deexclusión. En estot 
sis ternas no hay limite para el número de partlculas que pueden estar en el mOmo 
estado cuántico. La función de onda que describe un sistema de part.lculas de 
este tipo debe ser .imétrica. Las particu!as que u.tiafactn estos n:qui.$.itos se 
denominan bownes en honor al fi.ico hindil S. N. Bose (18\M- ). que fue el 
primero en in>'estigar la estad!stica de esta clase de part.lculas. Se encuentra 
eitperimenl.almentequetodaslupartlcula..conesp!nentero(Oó l) sonbosones. 
Los núcleos de helio y los mesones son por lo tanto ejemplos de bosones; los 
gase• •He y H, tamb~n obedet<!n la estadtstica de Bose-Einsteln.• 

•S.pu«1<vufkUn><nt< q11<unnóclootalcomod'H<,.,.,mp .... 1od<<UOt.rolumlonu.del>< 
auun booón.Conolder.moolotuncl6n~ondaq11<d<sa1l><doonlkl«>0d<beUo. Panlnt<r· 

oomblarlosdot n~eleolt<n<mooquelntttcaft'lblartodooloof<rmion ... C.davozque!ntueam· 
biomoo doo fetmlon eo lo lundón de onda cambio d• o~ Pero como ~.,. euot.ro pam d• 
f<rmlon .. <n •l olotemo, ol lnte.comblodo todos los lonnlone1noeombl.olo fundóndoonda. 
Eodockqu.l.olund6n.d<onllll dtl olotemoeo olrattrieo<n losdosnUc/wr, ounquo 0<a OBll· 
olmftrieoeneodopar<lelum.lor>H.Eoto....onamlt<llOHOpllcao~uolquletolol•m•enele<1al 
1 .. "partleul.u .. (n6d<os, molkul.u, <k.) <SU.ncompuHla<do un nOm<topotd• ferm.lon ... 
Eou ''partleulu" Mcomporto.n entonoeocomo boool>OI 



Ea la ealldl&tica de Bole-Ei.astdn. como tll Ja dt Ftmti-Dirae. losg,dan la 
dtgtntraei6n de cada nh·tl de tnugla. Para dtlerminar los modos diferente& y 
dilltinguibleatnqueseputdtdistribuirun.UtemadtbolollQp&raprodlleir 
11n1 partici(m d1d1. d.:btrnOI calcular primero el númuo de ~glos distiilguiblea 
de n1 partlculu en IOI g1 r:slldos co1tt1pooditn tea 11 nivtl de t11<1rgl1 E, qllt du1 
lugar aluncloneadtondaaimetriea1.Eiten(lmc:rodeungloseaigual1l nlimtro 
de modos en que .., p11tde distribuir 11, ab]ttos ld~nliCOI u g, c1jn, ain limitar 
d n(lmero de objdos q11t ¡e puede pon.r •n t1da caja. Para obtent r este nUmero 
procedemos como ligut: supongamos que colocamos lu 111 partlculas en una fila 
y lu dlltribuimG1tnlo1g1estadosc11ántico1 dllponibleacolocandog1- l divi­
siones en lugaru apropiados. como H mue1tr1 1 continuación para 110 caSG 

particular: 

El número tolll de arn¡¡los posible& de partkulu y divWo11e1 ea igual al nlimfnl 
de pnmutacionea de llr + g, - 1 objtlOI u lila. que ea (111 + g, - 1)1. Pero como 
111 putleulH IDn Ldtnticu e indl$tinguiblea. toda1 111 pmnutaeionea que dillenn 
tóln en tl orden dt las p1rUeuial son ij¡111ie.. TtatmM t ntontcs q11t dividir ti 
número anterior tntre 1111. Adenús. toda1 lu pe"TmUllcinnea dt l:u divWnnts 
dan t i m;.mo estado !laico. por la qut tambi~n ltMmos que di,·idir entre 1§1 - 1)1. 
El nümtro total de arTeglos dislinguibks de las 111 partltulaJ en los g, .ata.dos 
tienttotonceatl•'&lor 

(111 + f1 - l)t 
R¡l{§¡ - 1)!. 

(13.12) 

Obtenemos d nÍlmtro total dt modGS dift~nltl distinguiblt1 dt formar la par­
tici6n 111• n. n~ ... tntre los ni,•eles dt tlltTl[ll E,. E. E., ... como In hicimos 
antes. u decir, multiplicando todn las trpmionea como la te. (13.12) cornspon­
di.entn 1 uda uno dt lnl nh·dudtentrgi• disponibles, reiultando la aigW.,nle 
probabilidaddepartici6n: 

P - (n, + g,-1)!. ("o + h - 1)1. ("o + h-1)1 ··· 
n,1(91-1)! nJ(g, - 1)! n1!(g.- I )! 

- n .0•+11-1)1. (13. 13) 
f R¡!{§¡- 1)1 

El paso t i¡ultnte ti hallar la partición m~1 probable calculando t i máximn 
de ln P. (Hattm111 tito en ti ejemplo 13.4.) El reaultado u que la p:l.rlición mU 
prob.lible C01Tt1pondt a lOB n~meros 

nr - ,..,!;_
1

; (13.14) 
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El parámetro ' juega aqul el mismo papel que en las loyet1 de distribución de 
l'>laxweLi.Bo\tunann y de Fermi-Dirac. Por Jo tanto, también aqui defininws la 
:~~tura de un a.istema de bollODts en equilibrio mediante la ee. (I0.23), 

kT - 1 /~. 

La ee. (13.14) se convierte entonces en 

n, - ,.+fi,J~~ - 1 . (13.IS) 

La constante " se determina como antes imporLiendo que :E, n, - N; contra­
riamente a lo que o.:urn!enlaestadisticade Fenni-Dirac, no tiene un significado 
especial en la estadística de 13-0se-Eí11$tein. Como los n1 no pueden ser negativos, 
.. debewrposltiva. 

Flr . U -5. Función de distribución 
n¡/9,enlae1tadMicadeBo1e-Einsteln 
para do1 temperaturas. 

La distribucibn de bo•ones sigue la tendencia indicada en la fi¡¡. 13-5. en la 
cual se ha representado la íuncibn de distribución nrfg1 para dos temperaturas. 
La distribucibn de Bose-Einstein tiende a acentuar los niveles bajos de energla 
més que la distribucibn de Maxwel).Boltzmann debido al !li¡¡no negativo en el 
denominador. 

f;JE.WPLO 13 • .f. Obtención dela ley de dl strlbuclónde Booe-Einsteln. 

So1ol"'6oo1Como enlos doscasosanlerlores(eJemplos!O.ly l 3.l),esleproblema 
cons!steen llal!uel má ximo de ln P sujdo a lu<:<>nd!clones I• n, - N y };1n,E. - U. 
Calculamos pr!meto ln P m• dlan\e la lórmula de SUrllng, ob tenie ndo 

lnP - ~[(n, +v1- l)ln(n1+91-l) 

- n1 lnn1-(g. - l)lnfv, - l)). 
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l.ueao ol>teMmos el mhlmo de P luciendo d(ln P) Igual • .,.,..,_ E l ,...ultado e• 

-4(\n PJ - ~1- ln(n, +f1 - I) + 1n11<ldn, - O. (13. 16) 

;1 ~~·;:~~1:!'1;¡~q~~n:;p~:.~· 1~t~!~l;~.~-n( I~~: 5~J~~~I :/e (e;~~~;~ 1~; ~nd: 1~ 
energl•, multlpllcadai reopectlumenle por " y ~ (recordar el ejemplo 10-1). ~ 
obtiene 

-Ln(n, + f 1- l ) + ln11< + • + 1111, • O. 

SI supoi>emOl que"' +,. et muy ¡rtnde ,...i-to a 1, podemo• diOSpt"H:lar el t *"el 
pnmn Urmlno de la e<:uaclón anu:rlor por lo que tenemoii 

In n, :,, -- •-~E. 6 

~1pejandon,obtenemo1l1ec. (13. l•J. 

13.6 Oa.a de fotones 

_. __ ,_..,., _ 
"' + 1• 

El 1nt1Ws d" la radiación cltclr(lmagnética enurnda n una ca 'idld y en equl­
librio tCnnico con loii 6tom0l de lu pattdu de la mitm• rs quid 11 aplicación 
mh importante de la e1!.11dl1Uca de Bo$e-E.in1tein. Como dijimos en la oec­
cll>n 1.3. dicharadiaci6nse denumina radiodOnde cuerponrgro. Los itomosde 
laspaNlde1 delacavid11dalanrMnyre-emitt:n radiación continuamente huta 
que1ealc1nudequilibrlocuandolaU111adccmllli6ny ladeablOrci6n10nlt1u•· 
les. En el equilibrio,elespcctro de i.. radiación d ectromagnética encerrada llene 
un1dlltribucióndecnergl11bicndcfinida; esto es:1cada frttuenciacortespondeun1 
inU:!Uldldderadiacióndccurrponcgro quedcpcndcUnicamtnledelaU:mpera­
tura de IH paredes yes indcpcndlentedd m•terial ton quccstin hecll.u.. 

Vimos en la 'l"CCi6n 1.9 que cuando la radiación cleclrOmagnétiQ intenclÍll 
con la materia 1e comportl como si est uviera compucsta de ''partlculas"' Llam1du 
foton et. que tienen momcntum h/1yencrgl•h•, donde l!OS la longitud de onda 
y• la frecuencia de la ndiaci6n. Podemo.. 1uponer entonc10Sque la radiación de 
cucrponegrosecomportn como un gosdtfo/onu . S61uponc quc lo1 fotone1 no 
intcr11ct~anentreal ; 116lolo h«nconl01 átomoii do taa pared et. Como l osfotones 

no JOnd.i.tin¡¡uiblesynadn impldequemuchoofotoncstt:nganlamismaencrgla 
(lu c.pericnclu indican que a cada frecuencia .., puede aumentar sin limite la 
Intensidad de la ndiaci6n). 1e puede eD!Wderar que los fol.Dnrs wn boson"' que 
obede«n, por tanlD, la.,.ladlltica deBoi.e-Einstein. 

E n HU: cuo. empero, h1y quc tener en cuwta una lituaei6n uncterútica. 
El mlmuo de fotonu no u eon.<11111/t, ya que los Hornos de lupeiredes de la cavidad 
l)Ueden abs<:irberloii o emitirlos. En consecuencia. hay que dejar de lado la ton· 
dici6n(I0.15), l:1dn, . o,1ocualaign.ifieaqucclp1nlmetro•noesneccsario. 
~bemol poner entoncu'" - O en Ja ec. (13.15) y por lo tanto Rj - g¡/(eB<IH" - 1). 
Ademá11e puedecon1iderarqueel t!1peetrodecnug11de ln1 fotoneses contlnuo 
al la tavidad esgn.nden:1pectoa la lol14Ptudd"onda promedio delaradiaci6n, 
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ya que enl.onca la dilauci.I. de energla enb'e dos valo~ de Uergla o longitude. 
de ond.J 1UU5ivos ea extttmad.Jmente pequeña (l"leordar la lig. 2-10). 

En eataa condicione& dcbemoa a.cribir la ec:. (13. IS) rttmplu.ando g1 por 
si<E)de o"'ª 

dn g(B)de 
- r'1iif _ 1 · (13.17) 

Como la cnergla de loa fotooc. talJ. n:ladon•da con la fn:cuencia por E - lt., 
podemoaintroducirun.iifuncióngMtal queg(E) dE - 9(-) d•. dondcg(.)d•dl 
d nll.muo de modo. de oaeilac>óa compn:ndiim. u d intervalo de fl"ICUCIKÚI i• 
corfftpond>ente al intuv1.lo de energl• dE. Y• obtuvimoa 1.nterionnente, te.. (2.20). 
el 110.merode modosde0$(il1ci6npan.el .,.so deonduencerradue11unac1vidld 
de volumen V, pero debemoa multiplicarlo por 2 P•"' tener en cuenl.ll 11.1 dOt 
din:cciones indql"ndiente1 de poluUaci6n, ya que las ondu elec:t romagnéticu 
.on traiuvenales. Por lo tanto, d niimero de estado1 que hay en Ja radiación de 
cuerpo negro con lttcuencia enttt • y • + d• o co11 tnergll cnttt E y B + dB et 

(13. 18) 

En consecuencia, podemot estribir la ee. (13.17) eo 11 form.1 

dn - 8~V ,,..,:/:1. (13. 19) 

Laenerglacorrespondienteadn fotoneaenelint.uvalodefrec:uenciad.•es(h-)d.n 
ylaenergla poruniddde volurnenes(h•)dn/Y. Flnalmentc.1edef111e la den­
aldad de energla E(•} de la ndiui<'m de cuerpo negn> mediante 

de modo queE(•)d• d1 l1energla porunidaddevolumeocOTTe&pondientea la 
ndi1dóndefrec:ueocia enttt • Y• + d•.Envirt11dde l1 ee. (13. 19), eatadeol.idad 
deem:rgla e5tádada por 

(13.20) 

E..ta • la úlebre 1~11 d~ radi11ei6n d~ Planck que enuncilmos sin demost.ndóa 
enlaee.(I.8)yqueestinpru.tntad1enbfig. l -5paradivl!nll5tempe111tuns. 
El acuerdotntn:laee.(13.20)y loa hechoaexperimentalelcon1t.ituyenunfun. 
damentosólidopan. la hip(ltesia de que l1111diaci6n eaUcompue5tadefotont1 
que obedecen la e.tad.istie. de So-Einstein. Recorda mDI al e1tudiante que fu a 
el problema de la radiacllin de cuerpo negro lo qut obtigó a Planck a 1uponu 
que cuando la radiación inte111ctU1 con la materia u 1btorbid.R o emitid• en 
cuantOI de tnergl.a igualff a h•. SUi embargo. la deducción origi.Dli de Planclr. 
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no es oone<:taporquepor un lado supuso que 101 Uomos de laapa.redea de la 
cavidad actUao como osciladores de energia E - nh- en vei de E - (n + !)h•, 
y por otro usó la estadlstica de Maxwell-Boltzma.nn. Es •Orprendcnte que so 
resultadohaya 1idooorreeto. Si se incl uye laenergia!h•dt puntoceroenlo1 
dlco los de P!anck, la expresión resultante es incorrecta. El problema tuvo que 
ea~ra.r variosafioshast.aquese ha lló unadem ostn.ción i.atisfacloriacomo la 
dadaeod texto. 

EJE.lll'LO 1:1.s. Dl5Cu1lón de las lra.nsldones r:adiatlvuespont,11us e inducidas. 

S<>ho"'6"' En l• S«ción 1.7 expllcamos que un t lstema que se encuentra en un n!vd 
excitado d• cnergh puede pasar espon táneamente a un nivel de encrgla m~s bajo 
o, slhayradlaclónpu .. nte de la fru uenclaaproplada,pucdeserlnducldo(estlmu­
lado) a pu ar a""'nive l másbajocon ernisiónde radiad6n. 

"--~"~• '~"m~•~­

-" 10 +B111l(•)l 

FI ( . 11-4. Tn1111iclones Inducidas y u pon ti- E,--~_.~,.~,.= .. ~-

Consideumos dos niveles de energta E, y E, ocupados respectivamente por N1 
yN,Uomos(llg. !3-6).Los lotoneicorrespondlent es alas transicionclent,..,estos 
dosnl\•e!es deh<:nteneruna energlalt. .. &,-H,.Los , lomos queest án enelnlve1 
E, p uede n paur esponlineamente al nivel E,. Llamemos A., a la co'"'spondlente 
probabllldad IJ'Or unidad de tieml>O de tran•ición H pontAnea por e mi si6n. Si hay 
rtdlsclón presente de lrecuenda •y •u densidad de cn~rgla es~(•), se prod uce transi­
ciones de E, a E, por absorción. Es natura l lUPOnt r que el nilmcro de u tas tran· 
1icionu !>O• unidad de t iempo es pro!J'Orcional a la densidad de cnergla B(•); es 
decir, la p robabilidad por unidad de t iempo de t ransición inducida por absorción 

~~1!::<1~ ?~t:~~i:;d e~e1ª1."'~~~:!\~~~d P~~t•::~;~i~: ~~i~~~~~n~!.!~tt~!ºc:n ': 
J.tomos excl tado1 que está n en el nlvel E,, también produ"" tra nsiciones de E, a E, 
por em!ilón con una pMbabllMad por unidad de tiempo de transición inducida por 
emisión B.,11(.). Luego la probab!lidod total por unidad de tiempo de transición 
por e misión del nivel E1 al E, es A. 11 + BnF.(>). Sl hay N, ttomo1 en el nivel E., 
e! n Umero de é\omo1 que pasa por unidad de tiempo de E, a E, u (A,,+ BnEM).V,.. 
Al mismo tiempo, d nilmcro de átomos que pasar. por unidad de tiempo de E, a E, 
es B,.11(.)N,. Luego, la variación neta por unidad de tie mpo del número de átomot 
en el nivel E, es lsual a la ganancia por absorción me nos la pérdida poremlslón, 
ambas por unidad de tiempo, o sea 

7 .. ¡:::1 - IA,,+~>}]N,, 

hablendounaganandalHual (peMopuesta)entl nlvtlinlerior.Cuandoseestablece 
el equi librloentn:los itomos y la radlació n,debemos lenerdNJ dl .. o, o"'ª 

B,.><(•)N, - (.4 ,. + B,.ll(•)]N,. 
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de modo q1.1e el número por unld• d de tiempo de tnnsldones por eml116n y por 
•b10rclón t ntre lot do1 nivela u d mismo. SI lo. Alomo. uth en tq1.111ibrio ttrmlco 
y 1l11uen la e1t•dl<tk_. de Mu ... ttl- Bolt~maRn ( lo cual es une 1upollclón nzonabla 
tnl•meyoriadelotui101)1elltne 

por lo que 
(IUI ) 

Comp1rando n teuptt116"conLeec.(13.20)<fUCld•l•dtnlLded<ktner¡¡:le del• 
ndl1clón en equilibrio con la mat erie, t nto:ilnmos que 

-*.!- -T y ~ - 1. 
ruu!tedo que Ein1tel n obluvoporprlmenvtzen l 917.Le .. gundarelacl6nmue1 tr1 
quelHprobabilidadupor unldad de tltmpodetml116n y deabsorclón lnduddas 
:;'~ ':."~i; ~,!~u~~':c::'c:::~.ºbtener 101 v1lott1 de A,,, B., y B,.. Para 

Oe 11 ec.. (13.21) ton B,. .. B., H puede oblencor el cociente entre le probab1Ud.9d 
A., de eml1ldn upon lAnea y 11 probebllldad B,.I:(>) de emlsU.n Inducid•, cuando la 
meltrie ulA en eq1.1i1ibrio ton 11 radlldón ; resulta 

probabllldd dt •mi.Ión e5ponlint1 .. ~ .. _,..1,, - 1. 
prob1bllld1d de t ml•lón Inducida B.,K(~l 

(13.:22) 

Lueso, si ir.)> kT, la eml1l6n e1pontAnta eo mucho mU prob1bl., qu e la Inducida , 
queenconsecuencle o.e puedelgnorar. Esto vale para la1transicloneoelecu·ónlca1 
en 6\omos y molécula1, y e n t i UllO de tran1lclone1 radleUvH t n nücieos.. Puo tJ 
IN <( tT, tomo en la re116n de microondas del espectro, la emisión estimulad.e o ln­
duclda p"f.de 11<'• lmpon a nte. 

Le t mWón lndnelda ruul te de la 1cd61t de 11 ndl•clón lncldtnH sobre lw 4tomo1 
(o 111 mol~ulu)de le 1u111nde. Por kl tanto, 1&10..:llldonu 1t6mlce1 forud11 tlt11t11 
undtleseJtconslantett1pecto1 l1ndlacl6nlncldente. E1to1Lgnlftuiquetodosloa 
4tomoa ndl111 1n fue pO r lo que la •mi•i6n in4udd11 •• cohtrtnl•. l.11 tren1ldo""" 
eapont4neas, porelcontr•rlo , oe produoe1t 1lu.ar, nohabltndoco,...,lad6nentnloo 
ln1t1n\ea e n qu e 101 41011101 efect Oan translclonea. En conll<'cuenda, las fao.es dt lu 
re dl•doneo atómlcu uUn d L1trlbuldu al u.ar. O..Ct mos, entonces, que /11 •mlrld11 
upo11ldn•11ulncoh•nnl•. 

/UllM P l.O 111.ll. rn.:Cullón de 101 m istres y listr~ 
Sol>oc161o: CornooeupUC.S en ti e~mplo precedente, cua ndo \1 ndladón y la mettrll 
ut6n en equilibrio lfrmlco, no bey ebson:ión o ernWón lltlu porque el nllmero total 
por unlded de tiempo de lr1rulclonea por emisión y p0r ebsorclón u el ml1mo. Esto 
eat6l1tdluidoen l181. l 3-7(e). Au1tquel1 probabllld•ddttnn1lcl6n Lndllcid1putd• 
oerrnenor quelaproblbllldeddetran1!<:16nupont6nea, l11tt.orcl6noe e mpueJ1 
to1tl• t mlslOndebldo1 l111ran p0blaclOn delnlvellnftrlor cu•ndob1y equlllbrlo 
Urmlco. E nelcuogenenl delnteracc\ónde laredlaclónconlamllerl1slnqueb1y1 
nece111"l1mente equilibr io, t enemOI 

i:. .. d!"~:'!~n .. IA., L~=tft1N, - (i +~)*"· 
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l'I(. 11-1. Principio bbko de lllndonunlenlo de loo litera y loo múera. 

donde ir(•) a la distribución de enug1aenl11. nodl•clónlnclduite. Sl l• dilerenda 
deenu¡la E, - E, os 1undon tomenle i><queh, do modo que lto//<:T u muy peque­
fta {oomo ocurre p0r ejemplo en la reglón de mkroond .. • lomperatura 11.mblente), 
la te. ( 13.22) mueitra que A./B.,"4_•) "' despredable frente• la unidad. En eote 
caoopodcm<11..alblr 

1 ... deemlsl6n ,...!!..J... 
tuadeaboordón N , 

Sl I• 1usUnd1 HlA en equlllbrto tfrmlco, N, u menor que N , y I• lua de emlllón 
tamblfo e1 menor que I• de lhllOrdón. Pfcro si por alg~n medio se Invierte la pobla­
d<ln relattv• de los nlnlel ucltado y tund11.ment11.l, de modo que N, sea mayor 
que N,, con lo que el cociente N,/N, se hace mayor que l,lll IHadeemlalónscrj 
m1yorque l11.deal»ottl6n. Enolra1p1l11.bru:1t un11.r11.dl1dóndedtnsldaddeene,. 
IJI• R(•) 11.tr1vle111..,.tesl•tema,l1r1dl1cl6nqut111.letlenem61 fotonude f..,cuenda• 

P., F-<todoueHodo 

" 

,/ 

Ülldo ..... .....i.ie 
(..i...,11,._. •uporiot) 

/ 
/ Tnnskl6n 

,'../ntlmolod• 

/ t:st1dolund1......,l.i 
---~r.1...,JU.....lnler\<11") 

n,. 11..fl. Li..,rdetrunlvtles. 

quel•nodl•dón inddente fft¡. 13-7(b)], raullando un.o "amplltlcadón" del• nodlack\n 
de ua frecuencia. Por •u punto que etto .. válido •I E, - E, - h. Como.., delu.dlan 
"''' Uomoa que lo• que.., ucl11n, ti nl vtl 1upet1or eomloni• • vacilrse, de modo qu• 
11 1mpllftoación dlsmlnu~ hHla que ae rc1Ublee6 cl equ lllbrlo Unnico. LUtRO, 
para m1ntcncr una anipllDaición constante h1y que retomar con1tllntemente lo1 
• tomoa 11 nl~el 1uperlor o oacar Uomo1 del nive l lnfeñor por a~lln otro medio. 
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Loo dbpoolllvoaen queoe llace •HOM dtnoinlnan ~-y /dortQ. &lu pala.bru 
han 1l do corulruldasconlasll¡lu deloonombrqln¡lu111~ dlt.bo1 dhp0t.ltlvoo; 
"Mlcrowne Atnplllleallon by SUmulated Emlnlon of Radlatlon" (•mpllllc-.ddn 
do mlcroondu por •ml11ón u Utnulada de radla<:ldn) y "Ll¡hl Ampll!leatlon by 
Sllmula tt d Emlu lon ol ltadla\lon" (ampliOeacldn d• lu~ por emh idn tsllmutada 
d• radladdn); el nombre dtpendt de la ..,g1dn del uptctro dcctromagnWco donde 
actdan. 

S.. hanldu do vllriolmttodoopvt11uperp0blard nlwtl•uperiorenformaesta­
clonaria. Todooeot oo mttodol Implican un ¡•ato de tnu¡la y la eficiencia de un 
mibtrodeunl'seruelcodente tnt l"l laeMrgladeu.lidaylaenergladeent ,..da. 
El .. /nbff6plit:0 U un mftodo Uplco ""'diante d cual oe 1umlnlolraertergla en ¡¡..-ndct 
eanlidldt., contlnuUMnte o fn pu lsw para ucitar t i llsttm& a uUdoo con mayor 
t ntr¡¡laquee llunda....,ntal.Cu1ndotl1iott m•vutl>"eal utado fundamental,alp ­
no1 • tomo. udtadoacaen t n t llado1 meta1tabltt; utoa titados pl>eden lle¡ar a tt ner 
una población alt a "'"pecto a 11¡¡\ln a tado lnf•rlor. como M mualra en la 11¡. 13-8. 
~~~";¡~~~~:. la radiación de frtcuencla • - (E, - E,)/h lt obtendri la 1mpllftea-

L01 mibt"'' y loo 16oc:rft oon muy 6tUu porque producen un ba.z muy lnte ruo de 
ra dlacldn cohel"llllemonocnmi llca.l:!l a tudlantedebefft!Drd&rquecuandovarlu 
fuentu radl•n en faoe (cobeuntemente), la amplitud ""'ultanle u la 1um• de IH 
•mplltuda lndlvldualeL SL t0d11 lu luenla oon ldfntlcu tenemoo 

amplitud cobertnte ,...ullante - .V x ampl itud de una lut.n le, 

donde.Vuel nümuo<1etuent.._Corno la ln1enoldadd•la lu•nttespropon:lon.J 
.i cu•dt:ado dfl la amplitud, t enemo1que 

lnt~ldadtoh•"'nltl"llultanle - N' x1ntenoldaddtuna luente. 

Sl el nümero de luent es u ¡rande, la radlaclOn u tlmul•da puede "' ' muy inluL1•. 
f>or elcontrulo, 1llu luentu r•dlanlncobertntementela1 lntenoldadeslndl\'lduale1 
oecornblnanllnealmente, u declr: 

lnten1idadlncoheffnte..,1ultante-N x lnten1ldad deuna luenle. 

En 101 mibtrely liltru,por lo U nto. La n d laclón monocrom6Uca coht ..,nl•utl­
mulood& u muy lnttnP t n comp•racidn con la r•dladOn lncohe..,nlt Up0nltne1 
qlM!tnUl•dilpo1ltlvotM<lenomlnaruido.&acau1&delfuertepredomlnlodfllu 
tranoidonu lndudda1 que el ruido u rtlatlvamente menor en loo miberu y """'""" 
que en loa ampl!llcadoru y Olclladora conwnclonakt. El uso de emp!Ulcadoru 
mibtr "' Impone cuando H de Importancia capital que el nivel de ruido "'ª muy 
bajo, como en Loo l raba]o• de radloulrono mla, lu oomunlcacloneo. por .. u mu 
y l11 t1pectromdñademlcroondu. 

13.7 Copacidad col6rico de los sótiOO. 

Como K explied en e l capltuki 6, los '61idos Hin ordt,,.mientos regulares de un 
gran número de 'tomos (o de mol6cubs) que K mantknt n • n sus posidone1 
flju de equilibrio por la acción de futnas lnknlU de co heai6u resulta.ni.es de 
IUI in leratcione1tlktricu. U. 6nlcoamovim.itnto1 ind.ividuak:I de lo&it.nmOI 
Hin pequt o\11 vibracionu alttdedor de aUI pooicionu de equilibrio. Pero el aco­
plamiento ent"' 6tomo1 ti Un fuerte que no ae puede poneT un 6tomo en vibnci6n 
.U. perturbar lo1 vecinos y eventualmente todo t i ldlldo. Por lo tanto, dcbemo1 
conahlen.r excitacio11e1 vibracio nales colectiv11 del s6lido. que son llimilarea a 
Lu conlli<knuiu en e l ejemplo 6.2 pan. un.a red liM1L 
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Estas vibraciones cnlectiva1 establecen ondu estacionarias en el sólido. Sus 
lttcuenciu dependen de la forma y del tarnai\o del cuerpo y en cierto modo 
wn análogas a las onda& estadonarias en una cavidad. Aunque las f..,cueocias 
posible1 tieoe11unespectrodi&ereto, 1uespaciamieoto es muypeque~os.ielcuerpo 
es grande en comparación con las dimensiones atómicas, de modo que se puede 
supooerqueel espectroescontinuo. Estas ondasestacionarias BOn de La misma 
naturaleza que 1u ondas elbtica. que se propagan en un sólido, por lo que IU 
velocid.adde propagaciónesigual a Lade luo11da1elbticas ytambifo se deno­
mina l!docidad dd $()/1/da. 

Hay dos claoes de ondas dbtica1 en un sólido: longitudinales y tr~um·enales. 
Se propagan con velocidades a1 y a, retpectivamente. Pan. obtener el noimuo 
demod111de vihrationes dilerentesenelintervalodcfrecuenciaent.re•Y•+d•, 
que expresamos en la fonna !l(•)d•, debemos contar separadamente los modos 
longitudinaluytransvemtles. Para luonda1tran1versalesteoemo1eotonetS, 
ni.ando la ec. (13.18) con a, en ,~z de<:. 

g¡(•)d• - 8;,V n., 

mientnuique paraluondaslongitudinales,que tieneounwlogradodelih.rtad, 
el numero de modos es La mitad: 

Encada expresiónusamos lu velocidades de propagacióno1y111que corresponden 
respectivamente a las ondas longitudinales y traosvenales. El nllmerototal de 
modosde vibraciónenelintervalodelrecuenci.a.d• es entonces 

Enunmediocontinuo nohay llmiteparaelnlimerototaldemodosdevibración. 
Pero en unsólldo. que tiene una esb"ucturaatómiar con N étomol, todo modo 
vibracional se debe describir en términos de la. 3N coordenadu deJlfl'idón de 
Jog:litomos. Ertoimpone por lo tanto un l!milea l nOmt ro lolaldt modos indt­
peodient.esde vibración. Estoasn vezimpont un limite superiora la frecuencia 
vibracional porque debemos tener, utilizando la ec. (13.23), 

3N - hv(f + ~)4• {13.24) 

que determina la fm:uencia de corte -... (En el ejemplo 6.2 u discutió la exia­
teocia de nna frecut11cia de cor1.t eo IQ vibracionts de una red aistalina.) Usa11do 



la ec. (13.24) podemos eseribir la ee. {13.23) en la forma 

g(w)d· - T..,., ... 

(IJ..1 

(13.25) 

El problem1 que ataJJIOI tn.t.a.ndo es muy similar al de lu ondu eleettomag­
na.icu est.Mcionariu en una cavidad. Esle dio lugar 1l concepto de gas de fotonea 
introducido en t. 1«ción 13.6 plll'I an1lin r la nu.U..ci6n de cuerpo negro. Pode­
mos enklnoea uoc:iar con IOI modos vibn.clo11ale.. del ll)lido, que estJ.n 11ecaa­
riiune11te cuant.iAdos, un ra.s dt fOllOllu compuesto de "partjcul.u'" o lonones 
de enugl1 h •. El con«:pto de fonón fue introducido en el ejcnplo 6.2 Cnmo 
los fononea IOn idénticos y como no hay Um ile par.a el nÍlmuo de lononea que 
puede h.abercn un mismo est.Mdo de energ11, es deeiperarque los fononeaen 
tc¡uilibrio Unnico ligan 11 eatadíltica de Bote-Eiiut.ein. Ademh, el nÍllnuo de 
fonones no ea Ojo, y1 que puede 1umcntar o dismi.lu1ir Kglln que se 1umente 
o disminuy• 11 tnf.l'gla de IOI modos dt vibración. Df.bemot llll!' entonces la 
ee. (13.15) haciendo .. - O como en el cuo del gas de fotones, y reemplaz.ando g, 
por g(.)d•, dado por la ec. (13.25). El nÍlmero de lononea deenergla E - h• 

0..K 0..K .. 
'" '" N• "' C(dlamante) '"" "' "' e" '" "' "' 

quehayenelintervalode frecutnciaentre•y•+d•yqueesU.nen~o 
térmico con la ied dd $6lido a temperatura T es entoncu 

dn - A~~-1 -T ,.,~t-1 · 
La energla vibracional toUl del ll)lido en el lntervalo de frecuencia. d • .,. 

dU - h• dn -
9~11 ,_,,.:t•_

1 

y la enu¡la vibracional toUl del 161.ido es 

Df.beriamos ~.,. a esta energla la enugb de punto cero eociada con cada 
modo de vibración. Sin embargo, esta eaugb no depende de la temperatura 
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por lo que no nos interua 1qul. LI upacidad eal6rie11 1 volumen constante del 
IÓtidonentonces 

Cv - -;. ( "* ),, -9~~ r: (CJN"':: I)' d•. (13.26) 

La tabl1 IJ...3 da Jos valores de 9o para a18un01 IÓ1idoa. 
R~ordlndo que kNA - R y luicie:ndoz - 11•/kT, podemos t1eribir laec. (13.26) 

en la forma i.implincada 

(13.28) 

LI ng. IJ.-9 muestra ti gnllico de Cv en funcl6n de T/9o. La mayori1 de l.a1 1...­
tanciu .;g...,n lacurvl teórica cnn oorprendente regularidad. como se muestra 
en la n¡¡ura con 1<>11 puntos cxperimenWes. 

~ 
¡ -----------------.---- --- --- - --

Plr. 11.t. C1pacldadc11óricadeunaudcrii!alln1en funelOndel1tcmperalura. 

S. puede ver que a temperaturu del orden de 9., o mayoru, la capacidad 
cal6ricadetodasla11u1tancia1alcanuprácticamenteelvalorSR,re11ull.adoque 
1econ0«como ltydcDulong-Ptl/ldebidoaquefuero11 éltotquienesporprimer1 
vez Jo observlll'On u~ntalmeuteend siglo XIX.. Tamb~ e.U. de acuerdo con 
d principio de equlpart.ici611 de la coergb., porque pan. kT > 11,.. - k&o. la 
e11ergl1 vibracional por gndo de libel'Uld debe set 2(!kT) - kT y 3.tT para loo 
t~grado1 de libertaddecada•tomo.E11 io11secue11ci1 

U - N(3kT) - JkNT - JHRT, 
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que cornapondea Cv ~ 3R. de acuerdo con la ley de Duloog-Pet.i'- Es evidente 
que las sustancias cuy& tempcratur11. de Debye "" mucho mAs alta que la tem­
peratura ambiente se apartan susta.ncialmeote de la ley de Dulong-Petit a esta 
temperatura. 

Tenemos que considerar ahora gi en el cuo especial de loa metales debemos 
tomaren cuenta laenergiadelos electrones libtttde conduccilmal calcularla 
capacidad cal6riti1 Cv. Debemoa recordar que !os electrones libres siguen la esta­
d.lstica de Fermi-llirac y que la equipartidón de la energia 1e les aplica sólo a 
temperaturas para las cuales kT )> •P. donde •f" eii la energla de Fermi. o sea 
r )> <p/k - e,,, donde e,. ea la temperatura de Fcnni. Examinando los valorea 
de ~P y de e,. dadoa en la tabla 13-1. vemos que la temperatura de Fermi 0p 
estanaltaquesólo seexcitanunospocoselectrooeiicuaodo se ca.licota elmetal 
a las tempcraturusu1111.das eo los laboral.Qriosy en la industria. Debemos notar, 
empero, que a temperatura. muy bajas. cercanas al cero absoluto. cuando Cv 
también es muy pequedo como se ve en la ng. 13-9, la contribución electrónica 
a Cv es comparativamente importan te. A tatas temperaturBs, loa poqullÍ11101 
electrones excitadoa por encima del nivd de Fenni .,. dan a la eougla interna 
una contribución mayor que la eoergladeluvibracionescoleclivudelared. 

13.8 Gas ideal en lo estadlstiea ewinlica 

TGd.as las parUculas siguen la estadística de Fermi-Dirac o la de Bote-Einstein. 
En consecuencia, aun un gas ideal se debe analizar desde el ponto de vista de 
la estadbtica cuánt.ica. Con.;deremos primero un gas ideal compuesto de pa,,. 
Uculuque&igueolaestadlstica deBose-Einstein {quee1 1a&ituaci6n rnáscomllo 
porquelarnayorlade lasmoléculastienenesplnentero). Elnúmcrodndemolé<ou· 
Lu cuya energla está entre E y E+ dE eatá dado por la ec. (13. 1 ~) ~mpla­
r.ando g1 por 

g(,t.)dE - 4"V~'" E' 11 dE, 

que ee ta ec. (10.39). Por lo tanl.Q 

dn - hV~''" _...1:,:t:_ t . 

Si ponemo11' - E/lTyutilizamo1 la expresión (10.40) de fa función de parti­
ción de un g:u ideal, Z - V\hmk'I)' '"/h'. obtenemos la siguiente ecuacilm para 
el número total de moléculu: 

{13.29) 

Recordando que en la estad.l stita de Bote-Einstein'" es pogiti,•a, tenemos 

(.,.....-1)-' - r-"'(t-e-4)-• - r-(r +e--+ ... ), 
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quesustituidaenlaee.(13.29)da 

N-Zr (1 +~r+ ... ). 

En primera aproximación podemos escribir r - N/Z, que es el resu ltado obte­
nido e.n Ja &ecciOn 10.3. En segunda aproximación podemos escribir 

r - f (1 +~r+ ... r - f ( i -~T+ ... ). 
(13.30) 

que nos permite obtener• en función de N y de T. La ener¡¡latotal del gases 

u - r Edn =T f~ e=:"~l 
-ikTzr- (1 +~r + .. -). 

Introduciendo el valor de r" dado por la ee. (13.30), obtenemos fi.nahnente 

LJ ,,,. i;kNT(1 -~7- ··l (13.31) 

Comparando este resultado con el clhico, o de MaxweU-Boltmtann, para el gas 
ideal, U - i;kNT, vemoa que el efecto culi.ntico de Ja estad.lstica de Bose-Elnstein 
esd.isminuirlaenerg!adelgu. 

Se puede demostrar (ver el ejemplo 13.7) que la preaión del gas es 

(13.32) 

donde vemos que en la estad.lstica de Bose-Eiillltein también la presión de un 
gas ideal es menor que la de un gas ideal cüsico (o de l't[u;weU-BolUmann). 

La desviación del gas ideal eufilitico ttspe<:t.oal gas ideal dúico &e denomina 
derµ:MraciOn ddga< (esta degen=ición no tienenlación alguna con ladegene­
raciOn de loa est.adoa cu~nticos). Obsel"\'ando que N/Z es proporcional a (N/V)74'", 
vemoaqueladegeneracióndeungassehaccmásimportanteabajatemperntura 
yadensidadalta,condicionesquesedanccreadelpuntodecondeoaación.Pan 
Ja mayoria de los gases tenemoa que a tempera tura y prttión normales N{Z es 
del orden de to-6,por loqueladegeneracióndegase5es desp~ciable;f;Stode­

muestra que se puede usar Ja estad.lstica de Maxwell-Boltzmann con conftanu. 
parat.ratardichosglUes. 
EIH1 yelhelioi.onlo1do1g~1 m!s livianosqueliguenlaestadlaticade 

Base-Einstein . Para el H1 en el punto de ebullición nonnal, 20,.fK, el valor de 
N{Z es 0,84 X lo-' y para el helio a .f,2 K, el valOT de N/Z es O,lltl. E l helio 
esentonce.un gu enelque lade¡¡eoeración debe produeirefeetoeobtervab\es. 
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De hecho • .., atribuye cierto comportamiento peculiar del helio en fa!lfl conden­
sada, conocido como H~l l. a Ja degeneración de Bo$e-Elnstein completa. 

En el caso de un ga.1 ideal que sigue la esladlltica de Fumi-Dirac (como el 
hidróg.no monoaitllmico), los n:snltados son muy J>aftcidos. Recordemos, sin 
embargo, que en la estadlstica de Ftnnl-Dirae • puede Kr positiva o negativa 
pot lo que H debe tratar Kparadamente los casos• > O y • < O. No imi.rti.rcmos 
sobre este caso. Sei\a lemos, empuo, que si bien la presi6n de un gu Ideal que 
sigue la utadl5tica de Maxwt ll-Bolt.imann o la de Boto-Elni tein es nnla en t i 
ccroabl-Olul.O,lapresi.6ndeunguquelliguelaulaclliiticadeFttmi-Diractiende 
1 unvalorfinitootr'Cll.dt l «roabs<lluto,0 Ka que hayun1pl'U.i6ndep11n to 
cero. La razón de e.to es q11e 1110 en el cero absoluto, un conjunto de fenniolltl 
tiene una energla de punto cero U= iN~,. (ver el ejemplo 13.2). Teniendo en 
euentalnec.(11.37): 

dU - TdS - pdV, 

ten~oa, cuando la entropla es constante, dUs - -pdVs. Luego: 

p- - (-%-). (13.33) 

En coruecucncia la pn:si6n de punto cero de un Pstema de fenniones e11 

Perotegt'in laec.(13.IO) Ktiene: ln •v--i In V + C;luego,11.,./11V- - 2fr'f3V. 
Resulta entonca qne 

(13.34) 

e11 la pres.i6n de punto cero deungude Ft rmi-Dirac. 

::'."l"LO J,,,7. Prulón de un gaa Ideal en función de la t nergla Interna y el V<llU­

Bof-U..: Rte0rdemo• que Kglln Ja ec. (13.33), ""putdt ca lcular Ja presión de un 
•l•lema de partkulu ?Mdlante p - -(;JU/ll\I)•, iltndo U - !•n.B .. Ahorablen, 
tnunprocaoaentf'Oplacoou\.antelosrulmerosdeocupaclónn,de~n permaneotr 
eonstanta, ya '11"'· como M upllcd en la H«lón 11.9, un cambio de entropla (o ab­
IOrdón de calor) aU uoclado con un cambio dt Jos,,,, Por lo tanto ¡au¡aV). -
- !•n.f..ae,¡aV)y 

(IU5) 

Suponiendo que el ¡u Ideal nt6 eompun lo de par1lculu lndtpmdkntes eonltnldaa 
en unrtdple1111 edblco de lado a,oseadtvolumen V - a', lol niveles deenergta 
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estütdadosporlaec.(2.27): 

E, - :~ (NJ+><:+N:J - ;;;::.,. (><l+Nl+N:J, 

Tv- --f ;;;~:,. (><: + ..:+ .. :i - -T~· 
Sustituyendo este rnultado en la ec. (13.35) e ncontramos que La prulón de un llisl~ma 
deparUculuque no Interactúan ea 

p - T~~ - f~· (13.36) 

Para un gas !dul que • lgue la eatadlstica de MaJ<11'ell-Boltimann tenemos U .. !kNT 
por lo que p - kNT/V, quouU. de acuerdo con la ec. (tl.16). Para. un gaa Ideal 
de Dooe-E!nskin <k~mos usar la ec. (13.31) para U, obteniendo para p el ffsultado 
ya upffpdo en la ec. (13.32). Pan un gas Ideal de Fennl-Dlrac en el cero abJO\uto , 
U .. fN.,. y p - lN.,./V, que ea el valor dado en la ec. (13.34). A temperaturu 
difcffnles del cero ab110luto , la pffslón depende del signo de"- Para. s pos!tlv• , lo 
~-~~~:;:e n~';"almente a tempuaturao muy altas, la presión de un gaa Ideal de 

p - k~T (1 +~f-··· ) 
que es, por lo tanto, ligeramente mayor que la presión dd gu Ideal cl.blco. Para" 
negatlva ,locualocurreatcmperaluMlllba!u,lapff•lón es 

P- f N;' [1 +*(~)' -· · ·I· 

En la seccil>n p R<:edent.e hemo• visto que los e rectos cuánticos 110n nlativament.e 
pequdiOll en los guea ideales a concentración baja y temperatura alta. Compa­
nremos ahora las tres estadlstieu para detenninar en qué medida dan resultados 
~idos.Recordandolasecs.(10.9),(13.5)y(13.t4),estoes: 

(a) Max .. ell-Bottzmann, 

(b) Fermi-Dinlc, 

(e) Bose-Einst.ein, 

n¡ - g¡~fl<T, 

n,~ g..+B.!~+ t' 

" ni - 1..+&IU_ t' 

vemos que se puede e.cribil" lu ttte en la forma 

*+a-1..+B¡/lT, 

donde 1 ~ O para la eata..U.tie9. de Max...-ell-Boltzmaoo, - 1 para la de Fennl­
Oirae y + l para la de Boae-Eimtein.. Podemos ver clara.mente qne li. g¡}n1 > 1 
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o sea o.i n1 <I( g1, es decir, para sistemaa ennu'ecidos, las trea estadísticas dan 
resultadoa pnlctkamente idfoticos. Esto ocurre a tempenturu altall (debido al 
aumento de o. con la tempen1tu.ra.). En collM!cuencia, podemos dejar de lado la 
mayorla de 101 efectos tuhtico-estadJsticos, excepto a tempera.turas muy bajas. 
Esto j\lltilica. el empleo d,e la estadlstica. de MuweU-Bolt1Inann en muchos casoa. 

t. "Thum.odynamlc1 and Quanta In P!ancl<'1 Work .. , M. Kldn , P/>grla Toda11, 
novlembu de 1900, p t g. 23 

2. "EvoluUon or MllSU:I a nd La1ers", B. Lengyel, Am. J. Pllt1•· H, 903 (1966) 
3. "Rnource Le ller MOP-1 on Masen and on Optlcal Pumplng", H. Moos, Am. 

J.P/>g1. U,M19(1004) 
4. St<Jlii!ic"l Tllumodunamla, E . Sch..:ldlnger. Cambridge lJn!vuslty Prus, Cam­

brldgc, 1964, cap. 13 
5. S/o/irlleol Ph¡p/.,., G. Wannler. John WUey, New York, 1966, parte 1 
6. Fundammta/1 of Statlr/lcal Thumod.gAfllttlt:a, R. Sonnlat[ y G. Van Wylen. 

Jobn WUey, New York, 1966, eap1. 7, 8 y 11 
7. Tll• F•¡¡nman L«/urtr in Ph¡¡r ia, vol. l, R. Fcynmllll, R. Lelghton y M. S!llldl. 

Addlson-Wulcy,Readlng,Mua., 1963,caps. 41 y42 

Problema11 

13.1 La energla de Fennl varia con la 
te mperatura wnlor111e a la exp realón 

.. m - .. ( • - f; (~)'- } 
donde •Pea el valor para T - 0 dado 
enla tabla13-1.Probarqueel túmlno 
de wrrucióncarusponde a nnavarla­
ción de 1 % de la enngla de Ferml a una 
tcmperatuu T - VJ e,.¡.s.. . Eatlmar eita 
tc111peratura para a lguno1 de lor meta­
ler dado• en la t abla 13-1 y racar como 
conc\u1ión haata qu~ pnnto ae pu•da 
1uponer que la energla de Ferml per-
111anece constante entre cero y ta tem­
peratura ambiente. 
13.2 Hal lar la ,·elocldad media y la 
energlamedladelo1clectrone1 a O K en 
~:.', •. "'da! que llene 10"' etecuoncr por 

13.3 De11101tnr que e! número de ter­
m!oru:s que Uenen una velocldad entu 
1>yu+d1>alatemperatura Tes 

dN - h~m' J~·~]J•T + I do. 

13.4 Demot lJ'ar que el nllmero de Jer­
mloncr cuya velocidad t iene wmponcn­
t ca entu "'Y"• + do., .,.y.,. + d,,,,,D, 
y "'+d"' er 

dN - 2~m' ~·":!'t.:•+ 1 . 

13.5 De111ostrlll" que el nOmero de fer­
m!oncr cuya velocidad tiene la com­
ponente XenlnP• Y"' + da, eo 

dN, - •;:;: ln (o('l>--llll/•T + 1] tú, 

[Sugm:ncio : Ullll' lalntegraiJ;" (.,,.. + 1)-• 
u - Jn t l + 1/a).] 
13.6 Usando el u rultado del proble­
m a l3.5,deduclrlaecuaclónde Rlchlll"d­
lll n (13.11). (S11gouml<J: Emplu.r la 
aprosimadón ln(I + z) - :z: cuando :z: 
u pequdlo.] 
13.7 Rep,..,Hntar la ecnaclón de Rl­
chlll"dllln-Dushman para la e 111l1l6n ter-
111ol6n!ea en función de kT/e~. Demos-

~ali~• ~·~rró~~1~"' ,,;::,,i: :.,,.i ~ 



- ••tiJt. ettlmn el valor de eal• tempe. 
· :t'i':1=:'~~delos 1Mllilad•dol 

19.8 SIHu .. l•nt1dl1Uc. deM1Xwell­
Boltzm•nn en vu de I• de Fennt-Dl .. c 
pan 111aUur I• dcn1ld1d de wrricnle 
tennol6niu,aeobtlcMl1slgu!enten­
preal6n: 

(•)Deducl r est1ecu1ddn.{b) l\eprcten­
tu- f e n función de kTI•• y wmpu-u­
wnelgriftcodel•ecu•cl6ndeRtclu1rd.­
son-Du1hln1111, 1up0nlendoen •nilio1u­
"°" que•• - 3 eV. (e) EIUma:r l• tem­
peratuno El - ••/k p..-. alguno. met~ 

r.~~ld~~:!~:i .. ~:· :~:::!~~:.!"". ~:~: 
pe .. 1u .. • mblent•. 
19.!I Demost .. r que I• comtaate A de 
~20 e¡ ~l!:.!lk_~ne un "1or teórlco de 

13.10 S1bem01p0rl1dl1cusl6ndelu­
eal6n de p01tndsl hcch• en e! upt­
tulo 2,quc•lguM1eleetroncsque!Jepn 
1 l11uperflele de un metal deberlaa ..,. 
ttDeJ•doo dcnlnl del metal 1u11que."' 
e nergl• fuer• nu.yor que••·(•) Modl­
ncu-l1ec.(19.ll)par1lnclulrute dce­
to.Ju1Unca:relhechodequeloavalorc1 
operlment1lu de A (Uibl1 13·2) son 
mc110ttllq ... elvalortc6ricod1doencl 
problem.. anterior. (b) Hall&r el toe­
~:.:~de ttílu.ldn en el ""slo y en el 

::~;~re~P:;" '::,~ :,1:"'~,d! l;;:~~f,i 
dcnlnl dd 10 % de 11 ec. (13 . .S)! 
13.12 p .,.. 1 .. energl .. indicad .. en 
el problema 19.11 p0demo1eo.uiblr 

N(E)dB-~H'"e-<-'-'.-Jl'T 

en vn de b ec. (13.•). Demoot..,. que ti 
nOmero de elcctronea p0r unld•d de 
volumen wn enuglH lgu•les o m•y0tt1 
queunelcrtova lor H,mayorque oeo 

~,af&'kT 

X {(11kT)'~ [t-erl -ft] + ~ ... ~.!''}. 
¡su,.Nnda : RderlrM • I problem• 10.21.] 

13.13 UUllu.ndo el reoult.tido del pro­
blel:ll.ll 13.12 llallar, pan ..... -w C:Oll 
<P-l.oo ev y ••-3,00 •V, el co­
de11l• entre el 116mero de electnonu p0r 
11nld.ddevo\11meñ q11ellenen11111ener­
gl1 J1u..i o m1yor que 1• energl• de 
.,.,..nque • lempe .. tur. 1mblenle y el 
ml1mo 11 6mero • 1000 K. ISUfUUM:/a: 
Ver d problell\I 13.11.I 
13.U Hall&rel n6n>ero de fotonu por 
metro cOblco qllf; tienen un1 trecuend• 
entre-.yl,OS-enun campode 
.. dl•dón de cuerpo negro• 300 K, 
donde - con"Hponde al mhlmo 
del•densldtlddeenu¡ili. 
13.IS S11ponlendo que lo. fotonu.., 
comp0rt.ancomooleli..de>re1clhlco1con 
un• ene rgla media de kT, obtener la 
dl1trlbud6n de dtnlldad de energl•; 
tot• u b ley de R1Yl<igh-Je..,.. 1Mn­
clon.t1<L. en .i problema l.!l. ,Por~ 
ul•111po1lel6ndalJlm.llm.dl1trlbuc!6n 
deenerglaq11el•1proJ<.lmacl6ndebaj• 
~=~•del1 leyder1dl•elónde 

:.!!~ 1!11!:~~:~ cr: )Oa:.~=e:11:: 
m•1111, obten<r I• dl1trib11cl6n de de111l­
d1d de energl1. Elt• n la ley de Wlen 
menclon•daen el problem1 1.•.¿Por 
qu,ut1111pot.lclón da L• miom• dl1trl­
buel(tn de encr¡ito que l11pro1d~6n 

:: ~.': .. ~':;""'"el• de l• ley de radlulón 

13.17 U11ndo 1a l• bl• 13-3, hLlarl• 
frecuencl• mblma y la longllud de 
ond• mlnlma de 101 fononeo en el ger· 
manlorenel dl1m111 te.Gomp•Hrcon 
la longitud de ond. de loo neutronu 
• temperatu .. ambiente (300 K). · 
t3.18 Hallar t i c0<:l<nte entre t• pro­
babilidad de eml1!611 e1po nt ,nc• y l• 
deeml1l6n lndudd••300 K p•ra(•) I• 
rc¡l6n de mkroondu, ... 10,. H1., y 
(b)l•ttg16ndptlc..•"' IO'' tl2. 
13.19 Probu- que~ tempe,..IW'RI 
muy baju rc1pecto a 9o, la uprulón 
de Debye para l• capaci.t.d caldr!ca u 

C. - '/Rs'f..T/9rif. 
Seh• verUludoupertment.tmenteque 
c. depende de 7" a lemper•l11rub-.J11. 
IS11gtrcnda: H1otr Z" - 9o/T en 1• 
ec. (13.28) y notar que el llmlt• 111pe­
t1or1epuedetom1rcomolnllnlto.J 



13.20 ~ünnlnar la tunp< .. I..,.. de donde Z "'' d•d• por I• ee.. (10.38). 
O..byedelnlquel yde l•pl•l••Plll'tlr EJtudlar el decto del• degtM .. cMn 
delottl¡ulent .. d• lOtupfcrimo.nl•l<•. de~110br• l •capaddadcaJ6rlc•del 
La1 mHao u6mlca1 1<1n MI y 108 y lao bello • lemp<r•t....a • mblente y • 1 alm 
dt nt ld•deo 1<1n 8,9 x !OO l<g m-o y deJrn'tlón. 
1,05 x 10' l<g m-.o, re•P""livamante. 13.24 Oemott rar'que I• capaddad ca­

T,K c.,caJmo1-•K-• 

NO .. , 0,1)1).1,1 0,000IS . '·- 0,002, . 0,0132 0,0089 . 0,0186 0,0242 

" 0,0238 0,008 

" '·""' "·""' " "'"" 0,t:M 

" ... ., 0,201 

U .21 Emplt•ndo el IP"iflco de la 11-
11",. 13-9, eotim•r la cap .. ldad caló­
rlc• •ümp<r11t un.amblenl• del (•)..,_ 
dio, (b) oro, (e) cobre y (d) dl1m1nte. 
Co mp.,arconlos ,·lllore1upfcrimentalel. 
13.22 (• ) Conotdenr un tlllt m• com­
punto de N osciladore1 armónlco1 de 
frecuenclayquc1i5ucn lauUdltUcadc 

~.~·:.~~;:1~.'r~~~ ... ~~11::1~~~·:;,·: 
unte. (b) t:lnHeln ""6 este mo<lolo 
comoprtrnerlnünto de•plk:arm~lodoo 

:~~ir: ~1=.c:,.::.i~:~~= 
constanle9"-lh//r, up....,.C••n lun­
d6n da 8a/T. Com p.,.., con la HP<""­
olón de e .en la leon a da 0..bye. Ana­
u .. r l• "'ª"" ' ª de di1Un5ulr lao do1 
1 ... r1 ... [No>ta: L• leona dt Elnll•l n 
fue deocaruda porque er• ln1po1lble 
ballarun valordeS.paracada1wta n­
da que dl<,. re1ult•d01 •cordncon los 
Ullfcl1nKnlo1 u nto • • llu eomo • bajao 
temp<nluru..I 
13.23 Oemostrarque1-capacld•da­
lór1ca •volumen conolan le de on po 
ldtlll da Bose-Elnsü[ne1t6d•d.apor 

c~-1n/1 +-f,.(~) N ' 

+-,..-(,.)+ . .J. 

lórica• ""lumencon•Unte de un 8H 
ldelll de Ferml-Dlr•<o .. , , d•<b. p0r 

~:~"°ca1~c:-d11~~== ~•l::are~:::;; 
111.o,..1enunn.ellll. '\'el111carqueuceplo 
• tempfcrt.\urum11ym.¡a1,l.ao•p•cld•d 
calórlo•electr<lnlcaeod<1pr<clable lr.nle 
a la <a pacldadcalórlcade la rcd,dada 
porla teor1adel><obye, 
13.2~ DemoHrar que I• temptra111ra 
pano la cual l .. u paddad .. caJcl<ka1 
delaredye1tctr6nle•110nlg ... 1es<1 

T, - (~-.,)'". 

EIUmar eola lemp<,.lu,. pan alguno• 
m<laln, M<M\rar que para temperatu ­
,., menorc1 que T, la upaddad ca16rlc. 
eltctrónlca "' mayor que la de la l'Od, 
y a la lnveru para lcmptr&IW'lll n1•yo­
l'OI quo T,. ISug<r<n<la : U1ar 101 rHul­
tado1 de lotpn>blemu 13.19yl3.24. I 
13.26 A partir de I• expresión d.ad• 
en el problema 13.2'1 pan la capaddad 
cal6ñcadeun¡uldelll deFennl-Dl,.e, 
<l<"*trar que cuando Q/kT <( I, Ja 
enu-opla <kl po a 

S - (Nlh"/l)(kT/ ••) 
>< [1 - ( ... /tO)(J:T/q)'+ .•• ]. 

13.27 E1t1mar el va lor de N/Z pan 
N, a temp<ra tu .. y pre1!6n normalu , 
dondeZ••l• fun<:lóndepartlclón<:l6-
• lc.a. O..lermlnar el duto re!aUvod•l 
t~lno de dtgenerad6n de PJO• en la 
expretlón ( 1 3.3~) dt la preolón de 11n 
R&• do Do1eoEln1\eln. O.terminar ta.rn­
bl~n el efecto 110bre I• capadd•d cald­
rica de esta po (d•d.a e n el prvble­
ma 13.23). 
13.28 EJtlmarl•prul6ndepun\ocero 
dd 11•1 de eltctronu en un meUJ . En 
\'lota del valor obtenido, e:<pllcarcómo 
~:~~troneo p<rmanecen dentro del 



ll.29 Demostrarquetn l1 nt1dhtlai 
cuhtla !1 ent ropla de un 1l1\em1 de 
panlcul•t uU dluta por 

s -f+ .u.N 

:!: k~g,Jn(I :!:<-.-1;1"'), 

donde t i Jlgno pot;ltko (nepil>"<>).,.. 
rttspondll a l• ttladlstia de hrml· 
Dll"llC (Bo..,·Elnt tcln). Demo1trar ta m• 
blt n que en ambo1cno1.11 • H muy 
pequti\t,laup,..1l6ndeS..,reduce1l• 
ec. (11.28). [Sugennc/,., Deonostnr pri · 
:;',;'• u"'ndo la ec. (13.3) o ta (13.13), 

'"' - ~ .. [(' •-;;-H· • .¡;-¡ 
•(-;;-H-;;-J 

13.30 En l• ettadl1tk• cubtkl, la 
función de panld4n oe deRne mediante 

z, • :1: f:1<1n ( l :!: c-••I''), 

donde t i oigno pOs.ltlvo (negatl\"O)"" 
ttllt,.. a l• ett•dlltla de Ferml-Dinc 

(Bow-Elnt ttin). O..ono1tnrqued1nl· 
mero tot al de paHkulH, la energla total 
y laen tfflpl1uUnd1do1 por 

N - -(élz.J&)o-, 
u - .t-r(élZ./81')., 
S • .tT{élZ.félT). + dN + kZ0 • 

jS119<,..t1da : Con nspecto a la Olllma 
expral6n,v..- 1aupret1611.deSdada 
endproblema 13.29. ] 

13.31 Demo1t:rarquec111ndoat1muy 
pequella , z, ·•- 2, do nde z, es la 
funcl6ndapartlcl6ncu1ntludcllnlda 
enelpr<>blema 13.30y Z tt la función 
de partldón cl,&1c1 clellnlda en la 
ec. (I0,12), O..moJ! rar t amblt n q"" la 
primera l'f-laclón d1da en el problema 
13.30"" l"tduce a una Identidad, mlen­
tru que l1seg11nd1 yl1ten:en11&redu· 
cen rnpectlva~nt1ala«..(I0.1')y1 

l• •e. (11 .28). 
13.32 Oe moatrar que la fun cl6o de 
partlcl6n de 1111 SH de fotonnu z ­
• (&'V/~S) (kT{IK)'. DemostHr l""So 
quelatnergla lot1ldtungas dtfo10,... 
nU - (6,...VflS)(kT'f'f(l><)'y qutlae11.­
lrop1aeoS • 4U{ST.1Sug<rtnd~ : Noll r 
queJ: :r;.Oln (l - <-')d:r; • - ><"/ IS; uur 
1 .. l"tl•clOMI dadH e11 el pr<>blerna 
13.30.] 
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APENDICE 

NOTAS COMPLEMENTARIAS 

CoruidettmOI dOI obtuvldoru Inerciales O y O' u ffiO\'irnlento relativo. SI 1:1 
etla >'docidaddeO'l"elpectoaO, la>'elocidad deOrespectoaO'os- 1:1.0rieo­
tarem01 IOI ejos XYZ y X'Y'Z', Ojos respectinn>tnte a O y O' de modo que 
loo tje1 X y X' KaD panltlOI 1 la wlocida.d relativa 1:1 y lo. eja Y e Y' 1t.1n 
p.nilelos entre ol. Lu~ los ejes Z y Z' tambi~n Rrin p1nlelos (fig. A-1). 

Supongamos que cuando O y O' coinciden .e produce una 1tftal lamtnosa en 
el origen comlln. Si e a la velocidad de la hu: en el vado medida por O, dapu& 
deuntil'mpolel obsoorvador Ovequeel frentedeonda dela.1tfta l .. unaQfende 
n dio r, por lo q ue tua.ndo la onda ll ega a l punto A. debemo1 tener r - d ; pero como 

r"-zl+fl-+zl. 

(A. I) 

Se acepta como prfocipio b•lico que la velocidad de la l u~ es la misma p111 
t.odOI J.oo observadora l~ttlalea. El !undamento experimental de esta aaen:i~1 

' ,, '"""'" 
(.r',, ', .'.<'} 

z .t• "~~/i· 
Ptr. A· I. Sl1\emu de rdere ncla en movimiento tr.al1clonal rdaUvo unlfonne. 
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esU constituido por lo.exptrimenlot de Miehelso11 y Morley, quienff midieron 
11 veloddad de 11luzrt1pecto1 Ja lierTa en diven.a1 direcciones y hall1r11n que 
el resultado ea el mi• mo independientemente de la dirtcci611 de propa111ei6n. 
Por lo Unto, si el 11blerv1d11r0' Umbi~n mide e para la velocidad de la luz en 
todu dittccionei(de modoquepar11 O'elfrentedeonda de la stllaltamblfn 
a 11111 esiera), debe escribir r' - d' cuando la Dnda luminosa llega al pu11to A, ,_ 

rt+il"+z"'-c'l" - 0. (A.2) 

Nótese que el observador O' 1111 t6lo mide para el punto A coordenada1 espaciale1 
diferentes de las que mide O, lino que tambifo d tiempo de lle¡i:&da de la sella! 
lumlnos.aa A esdifuentedeltiempomedld11porO.Eatoesnecaa.riopBt1que 
la ~locidld de la lu1 sa. la milnuo pan. ami- observadora.. 

U. tarea sigu~nte es obtener 11111 tralllfonnación q11e relacione las to1111tidada 
(:t, 11• r, f) y (z', r,i'. t', /') niedld.u por O y()' y que dé el despluamlento eipaeial 
ydlntervalade tlempoquestpBtllotdotevent0$que-.in:( l ) la emiai6nde una 
sellalluminosa cu&nd110yO'coincidlany(2)111lle¡i:ada1A,utia.faciendoambol 
conjuntos de cat1lidad.e1 lu ea. (A.l ) y (A.2), ruptd..ivamente. La 1irnetrla del 
pNb"ma 1u¡¡iert que r ' - 11 y t' - :. Ademh, com11 00' • !JI par11 el ob9erva­
d.or O, debe ser :i: - w para z' - 0 (p11.11to O'). E.to •ugittt que hagamm 
J:' - .l:(:i: - "'), donde k es una constante a detennina.r. Como r es diferente de t. 
tambifo podemm • uponer que r - o(l -b-), donde o y b -.in co11sta.ntei a deter. 
minar (pBtl la 1Tanllormaci6n Galllu na e. k - o - 1 y 6 - O). H aciendo todu 
eslu 111stitucinnes en la ec. (A.2), tenemoa 

k'(~ -2.t:a +"''">+ll+~ - cY(l'- - 2M + M. 

Esta ecuación. debe te.r id~ntica a la ec. (A.I). En toQCCuencia 

AC-lhY - 1, k'r>-&oY - 0, '1' - ACv'/r!-- 1. 

Despejando k, a y 11 de estas tres ecuaclonei, tenemoa 

k - a - V 1~.,.1c- ' .... ,e-. (A.3) 

Por lo tanto, la traiularmación compatible con la invuiancia de Ja velocidacl 
delalw:es 

11· - 11. , _, (A.4) 

r - (1 - n/~/~. 



E.te conjunto de rdac:lo11t1 M de11omina lrart3(111"m11<Ci6n df Lonrrfz.. Debido a la 
reladó11. establecida entre lu ea. (A.1) y (A.2), decim°' que la tramfomtHi6D 
de l..orent.r. deja in varia11te la forma cuadritiea z" +1' + zl-c"P - O al puar 
11 1egundo siotem.a de eoord1rnad.u. La l.ntll$Íormacl611 de Lorent.r. le reducci 
a la de Galileo cuando u o(c. 

S! '"o e9 la mHa de una panlcula cuando "91.11 en repoto rnpecto a un ob1er­
vador, d mnmentum do la panlcula cuandn 1e muevo con velocidad ., retpectn 
Uobtf:rvadnr"9 

p - 1:,,,_., _ y , ::O~{cl - m11, (A.5) 

(A.6) 

es ta mua dcctiva de la parUcula respecto al ob1ervador. La expresión (A.5) 
M reduce a la exprui6n no relativi.IU del momentum cuando 11 C c. 

S.. define la íucna qut ad6a tobre uoa partlcula mWánte 

Pan ealcui.ar la energla cinética de una partlcula, recordunos que ., _ dr{dl 
y quo 11.d11 ... 11d11. Luego: 

E,- I:·-.-f: f, (y ,'"'.';.,, ),, 
-f>'( vi'"'.';,.,. ) 

Integrando por parte& tenemo1 

Ek - y/:'.!:p1ul/cl - f. f~~/cl 
- ~+rnr"~-rnr"· 

Combinando los d na primeros tftminoa con un denominador comiln, podemoa 
ac:ribP. 

Ea - fl':(P'/cl-mr"- Cm -nt;Jcl. (A.7) 

PodMIDI decir entonett que comn la mua de~nde d .. la velocidad conforme 
a la ee. (A.6). ae puede considera r qu e la ganancia de eoergla cinética de una 
parUcula e1 una ganancia de masa 4.m - m - '"o· PotfomOI extender esta in ter-



pretacl611 uocia.Ddo UD cambio de mua ~ eon cualquier camhlo l1E de enef!IÚI 
de 1111 aisteroa de parUclllu. Ambm eambioa uth relaciona®' por la uprtei6n 

(A.8) 

l..acantldadmqe'sedenominauiergla.tnrtporode lapartlculaylacantidad 

(A.9) 

es lat11ugfa.Wla.l de lapartlcula. L.aenergiatotal deunapartlculataleomo se 
bl dellnido aqul inclu~ la energl1. cintt.ica y la ener¡¡il. en repmo,pero110 la 
energlapotencial. 

Combinando Ju ea. (AS) y (A.9) vemoa que 

" - ~· 
Utiliza11do la ec. {A.5) para eliminar 11 en la ec. {A.10), obtenemus 

E - cVm:i:' +fli. 

(A. 10) 

(A.11) 

Como E• - E-ny:" - c Vm..tco + ¡i'-ny:', cuando 11. velocidad es pequefta 
respecto ac (oeu.andopupequetlorespecto1.mr:).teoemosque 

(A.12) 

que se reduce a la f6nnub no relati\'~ta E. - ¡i'f'lm. cuando p < "'t'=· 
Sa~taun casoe1p«i1linkresante cu1ndolapartlcula licnemuaen 

reposonula(m.,=O),quee1dcasodelfothnydelneutrino.E11to11ceslaec.(A.ll) 
Mreducea 

E -cp 6 p - Efc.. (A.13) 

Su1tituyendo este resultado en la ec. (A.10) se obtiene ~ - c. Luego, una p&l'­
tJcula con mua en reposo nulal6tosepuedemover con la velocidad dela luz 
y nunca puede estar en repOIO en un si.tema lnen:ia l. 

También se puede escribir !a ec. (A.11) en la fomia 

P"-E'Jt.4 - -'*"· 

Comope1una Cllltidad vectorial deeompooentelpn p,. p,respectoalat COOJ'­
denadu XYZ utilizadas por d obKrvldor O, podemos escribir en vez de la 
ecuación anterior : 

(A.14) 

Respecto a otro observador O' que &e mueve con velocidad" nspecto a O, de­
bemoi tener 

p'} + p'J+p') - E"Jt.4 - -1*'· (A.15) 



La &imilitud entre las ecs. (A.14) y (A.15) y las tea. (A.1) y (A.2) sugiere que 
hagamos la correspondencia 

p,-+:, cl-+E/c 

en la transformación de Lorenti (A.4) de lu coonlenadu e!!paciales y el tiempo 
para obtener la translormación del momentum y de la energla, es decir: 

P~ - (pz-uE/r;T'¡/~, 
P, - p,, 
p;.. - p .. (A.16) 

Si tenemos un s.istema de partkulu que no lnkractUan, podemos escribir el 
momentum total dd sistema en la forma P - I:, p 1 y La energla total en la forma 

E - ~m,c"=Mc", 

donde M - I:,m1. Aunque en La dinámica relativista es imposible definir el 
centro de ma.a, podemos definir una vdocidad de centro de mua o velocidad ti, 
del sistema confomie a la ce. (A.JO): 

"• = c"P/E = P/M. (A.17) 

En un li$tema de referencia que se mueve con velocidad v, =pecto a O, d 
momentum total del sistema es cero (el mismo se denomina si5tema de refe­
rencia C o de momentmn cero). Se puede probar ei1t c resultadn como sigue : 
supongamos que el observador O' se mueve con velocidad v n1&pecto a O en 
dirección paralela a P. Luego, de acuerdo con nue!ltra convención en La elección 
de 101 ejes de coordenadas, tenemos que Pz - P. P1 - P, - O y P'.r - P', 
P'y - P;. - O. Luego, la primera relación de la ...::. (A.16) da 

P' - k(P - oE/r;T'¡. (A.18) 

Si el observador O' está en el s.istema de refuencia C, debemos tener P' - O. 
Esto rt:quiere que o - c"l'/E, que es igual a la velocidad u, definida en la ce. (A.17). 

En un si•lemaaisladodepart(culas(es decir. unsistemade partlculas no snjdo 
a ninguna tuerza o acció n e:itterna). el momentum total y la energla total rdc­
ridos a un ,.;,,tema de refeTCJlcia inercial perman...::en constantes. Esta• dos leye• 
de coiuervaci6n no sonindep•indien tes porquedeacucrdooonla transformación de 
Lorenti (A.16) pa ra la energla y el momentum, Ja conservación del momentum 
en todos Los sistemasinercialesrequieretambil!n la conservación de la ent rgla.. 
Aplicaromos ahora es~s leyes de coiuervación alanollWs de colisiones. 
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Cuando dos partleulu K aproxima.a. u.na a 01.ra, su ink111ccillo mutua cambia 
IU. mo\'imicnlo, produciendo 110 lnkrcambio de moment11m y de eougla. Deci­
mos cnlon«S q11e ha. habido 11na ailiJi6n. En alguna1 toli&iona. (tomo lu reac­
ciones nucltaru y quimicas) lu partkulas flnaltl no son ldto ticu a lu inlcialet. 
Cuando 111 partículas iniciales y finales lDn las milma1, la wli&ión se denomina 
di1ptr1i6n. 

En general, eo un e:ii.perimento de eoLii.íOn conocemos en forma precill el 
movimiento de lu partículas aok1 de la colisión, ya que el mismo depende de 
eónw ha t.ido preparado el expuimeoto. Por ejemplo. un. partleula puede Kr 

11.11. prollm o un electron acelerado en uo aetlcndor tl«b"Olú.tieoy la otn par­
tlcula puede Kr un 'tomo que tsti pnld..iClmt!llc tn re~ en el labonlorio. 
Lufgo obltr;amooi d estado floal, es decir el movimiento ~ Ju d0$ partkulu 
en punlOll muy lejan0$ de la región en que co\idicron (flg. A-2). Por otn p11rtc, 
t.i conocemos las fuuu.1 que achian entre las particulu, podemos predecir ti 
ca ldo final en tanto eono1c1mo1 el ntlldo inicial. Por lo tanto, el anHisil de 
experimentos de colisión 1umlnlsl111 una información valiosa acerca de la inter­
acción cntre lu partleul11 quecolidcn. úta es una de IHrazooa. de por qu~ 
IOI txperimcnto1 de colisión inknuntanto 11 11.t.ieo. 

Como en 11 colisión IÓlo intcr;icn"1 fuuzu iotcmu, K eonltfVa tanto el 
momentum eomo la encl¡fla. Sea p, y Pt el momcntum de uda partleula tola 
~ la coli!oióo y p; y p; el moPWnlum desp~ ~ 11 colisión. La eonRn·tciOn 
del momcnlum exi~ que 

{A.19) 

Laconservacióndelaenergla requiere que 

(A.20) 

doodecad• enel¡fla csti dada por la l!C. (A. ti ), por lo q11e podemos eteribir 

c~+cfm:c"+,,:-cf111¡"c'+p('+c fm.~+Ps'f· 
(A.21) 

Ttab•j•ndo 1deeuadünente con lu eu (A.19) y (A.21) podemn1 hallar ln1 mo­
mentll ílnale• de Las partitulas en témúno• de 101 iniciales. Sin embargo, el t ra­
bajo algebraico io\'olucrado u en general bastan te comp Li ctdo. 

Recordando que ¡,; - E~ + "V"· donde Eo es la cncrgl1 cinética, podcmooi 
escribir en"ª de la u. (A.20): 

E1a +m1c' + E1oa + ~=F11 +m;c' + Fa+m.;t". 

Introduzcamos un.a cantidad Q dcf...W como ti cambio de enugia einttica 
duranlelatolisión 

Q- (Eó, + t."n) - (E11 + Et<J- (m1 +m.- m; -~. (A.22) 

Luego, Qestambit!n igual1 l1 variación decnerglueottpotodurantelatolisión. 
Si Q - O, "' conserva la cncrgla cinttica en la colisión y la misma &e denomina 



YIJ. A·t. En una coU.1611 M conoerva PI¡. A·I. El morntnlum y la tn<rgl• 
el momenlum total y la tnerSI• total. K COllKt"VH aunque no K conoerve d 

nOmero de plttlculH. 

rl<!Jlica. Cuando Q < O, hay 1101 dWninud6n de enttg11 cin~ (o 11n a11mento 
de ma.a.) y Uncmn1 11na coU.i6n inelá•lka. de primua Upttl•. tambib Uamad.I 
U>dotivica. C111ndo Q > O, hay 1111 &ume.olo de "oergla cintt.ica de lu partlculu 
(o una dismin11ci6n de mua) y lent moa una cofüidn fnddllica de ugunda. up«it, 
Uamada a;o&gica. 

C111ndo1e prnduoen m•• de doa p•rtlealal vi una collai6n (fig. A-3) 111 defi­
niciones anteriora se convierten en 

Q - (l:E'.)11Ao1 -(tE.)lalcltJ - [(l:m1)..-i - {l:mí)1LMJ]c". (A.23) 

Cuando Q < O, hay un umbral mlnlmo de energla cinalca de lu partlculu Lncl­
dentes ntceurio ¡»ora que ae produzca la colisión. Polkmo1 ealc:11W- el umbral 
dt entrgl.ri cinitiu en d liatema dt rtftrenci.l L (o dt laboratorio) teniendo to 
cuenta que lu particulu que resultan Qlio lodu u repooo en ti PIU:ma C. 
En ti ejemplo 9.3 obtuvimo. Ja up....Wn del umbral dt cnnglri cio~ 

En lu reacciones nucleares a cni:rglu rebtinmtQte baju, ae plltde tratar 
{ta 11coenl) todu lu ¡i.rtk:11lu e. forma no relativilta, por lo que E. - p"f2m. 
Cruu.ldncmos el caso en que un pl'O}"'ctil de mua en repoao m, y moment11m p , 
C<:rlidt C<ln un núcleo, ll amado blanco,dtmllM en repo10n;yenrepot0tn el 

+'*'·,, " X ~~ X 

!;!fi~i!;.'· Relacl6n entre los moment a ~n el alstem1 J. antes y dupuU de una 
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laboratorio (p. .. O), corno en la fig. A-4(1). ~spu& de la coli!i6n lu ~culu 
resultantes se mueven como en la fig. A-<l(b). La conse!">'aci6n del momentum 
da p1 - p; + Pi o sea PS - p, - p;. Luego, 

A." - (p,-p;)" = ~ + P;"-ZpJl;cos &. 

Utilizando la definlci6n (A.22) de Q, tenemos 

Q - *+~-*. 
- "*-*.+~<Y. + P;' - 2pJl;cos &) 

Q ~ + (-;k- +-;k-) P?+ + (-k --;k-)p!-~cos &. 

RecordandoqueE• - P'/2m,podemosnpresarel "'5ultadoantuior en lafonn.a 

Q- Et:.(1 +~ ) -E~ (1 -~) - 2 fm,m,::~Eó, cose. 

(A.21) 

E.te resultado, conocido como "'"~ci6n Q, U..ne muchas aplicaciones en la 
fWca nuclear. Cuando la coli&i6 n es elástica (Q = O) ytodu las partlculasson 
idéntica. (m, ... m; - m,. - m¡), la conservación de la energla da p;' + p,," .. p~, 
mientras que de la conservación del momentum, p 1 - Pi + pt. oblenemo1 
p;• + p," + 2pí. Pi - ¡f.. Comparando est.:HI ruultados enconlramo• que 

Flr.A•i. (• )CoUol6ndedoo boln1 de billariguales.(b)CollJl6ndedos partlcu· 
lu a.. En amboo CUOI un• de lu parUcu las estaba lnlcla.!mente •n r<poso en el 
olstuna L; dupu& de la colioión, 1u1 momenta forman á tlllulos de 90º en el Jlole· 
ma L. (Parte (a) e1 cortula de PSSC P~yJ/Q, D. C. Hea tll, Boston.] 



p;.p¡ - o, o su que p ; es perpendicular a ~ Luego, en el Wtema 4 Ju dos 
put.lculu se mue\"en tn 6n¡¡ulo l"f<'lo después de la colisión. Eato se puede ver 
en la foto¡¡ralla (lig. A-ál.), que muestra la C(lJ4,ión de dO& bolas de billar, una 
de 1u cualei estaba lnida!mente tn f"J>OSO. La fig. A-5(b) muestra la coliai6n de 
dos nUclcos de helioen unad.maradeniebla;el núdeode helio incidente es una 
pu ticula ~proveniente de un111uatancia radioa.cliva y el bla . .nto dehdlo per­
tenue &l gas de la cámara. En arnbol casos 1u d0& partlculas se mueven en 
6ngulo rectodespuésdelacollsi<'m. 

La. pro«so1 de <:aptura conalituycn otro caso intuaaote; una partlcula de 
mua m, y momentum p 1 eolide con una putlcub. en rtpolO de masa ma y resulta 
una tola partlcula de mua M. Luego, p 1 - p ;w y Q- Eu.i-E1:1.. Pero 

Eut .. ,,,,,f2M - pff2M - Eq(mJM). 

Q ~ - Eoi( I - m1{M). {A.25) 

La cantidad - Q es la entrg:la de excitaci6n de ta putkula resultante, tal como 
la entr¡¡la dt excitación del nl'tdco compuesto en uaa rucci6n nuclear. En la 
mayoria de los.._ M,.,,m,+m. por lo que 

Q - -E1:1.-""-. m,+nt.a {A.26) 

El proceso inverso del de captura, que se dt nnmina explGlión, ncurtt cuando 
un• partlcula explota ose dc!!ln tegra en dos o m~s fra¡¡mc ntos. Esto tiene lugar, 
por ejemplo, cuando explota una granada, cuandn una partlcula se dtsiotcgra 
en variu otras. o cuandn se llliona un nUclco. Consideraremos d caso rn que 
la partlcula, de masa m, ntJ inlcia lmt nlt en ll'poso en d 1istema L, que coincide 
e11to11«5 con el Wtema C. Si la partlcub. se divide en dos fragmentos de mai.u 
m1 y m. de modo que Q - {m-m1 - mJc", teocmot, en la aproximacl6n no 
ttlativi$ta, 

Cnneluimo1 de la primera er::uaci6n que ,., - - p. es decir p, - Pt- Luego, 101 
da. fragmentos .., mueven en direcciones <tpuelt~ con Igual mOdul<t de sus mo­
menta. La segunda ecuación da entonu1 

Q =-} ( * +-k )P!= i:-p~. 
donde 1< - m1mJ{m1 + mJ es la masa reducida de 1u d°' partk:ul.u. Lu~go, 
p, - f'I - (2~Q)' 11 y lo. dos fngiMolos se sepann con momcnta bien dellnidoa. 
Lu energllllt cio~ti<:at de 111 particulas tambifo 1nn bien definid.as y est.tn 
dada1por 

e,,. _ _ff_ _ _ m_, - Q. (A.27) 
2ni. m, +m. 
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Si te tratll i.1 part.lculu en fo....- rtlativi$tll, el reM.ttado es 

Culllldo a. particula iniei.al te divide f.11 mú dt doa fragmento1, 1ll1 momentll 
y JUI energlu no tienen valo~ 1Í.ll.Ícos. Lu ecuaclonu de conservación son 

y esl.u tcu.aciones p11edt n ter 11.lilftchu 0::011 variol vüores de PI· En t i uso 
particitlar de u .... explosión o dWnt.egraciOn en lfft fngment.oa, de modo que 

O= p, + p. + p.. Q .... E,,,+E111 +E,. 

hay u .... manera grillcti limpie de repr~ntar la dittribució11 de momentum 
entn Lu lfft part.lcu.ta.. Dibujamo. WI tru.ngulo K¡Uiütero de altura Q {flg. A-6); 
las distancias perpendicnlans de cualquier punto Pa lo. lados del tri6ngulo 
dan 10$ valores de la entrflll de IOI bu fragmentos en una dtsintqu"ación deter­
minad.a. Ademú, la co11Krv1d611 del mome11tum reqWen que el punto P esU {m 
el caso no relativista) dentro dt.I cin:ulo ~ n1.dioiQ instrltoen eltriingulo 
(e11eiQSO relativista lacr.1rva1oe1part.a~ntedt uoa eireullferencia). 

Plr . A·f. Diagrama de Dalltz para la 
dt1lntegraciónenl?UparUculu . 

l'ir· A·7. Puloo ondulatorio. 

E:.t11rtl)tt""Dt.aci6nsedenomln1d.iagrlJlflarleDaliUy11&11Me1!.ensame11tepua 
detuminars.i r.111 modopartic11lardedtsint.egraci6ndeunapart1cu1aeon'ftpo11.de 
a uni. dtsin.tegraci611 en lfft part.lcltlu. Para probat nuesb'o enr.incilido. nótese 
que 11ec:a.uiame11.te p, + p. :t P. y que se poede ex~ lu bu energtu u 
la.fo~ 

E., - PN - iQ + r cos {9 - f•), 

E,.. - PM - lQ + rcos(9 + ¡ .. ), 
E.14 - PL - iQ + rcoa9. 
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111. Velocidad de fl"'P" 

Conaidcrem.,. una onda annOn.ic1 que IC puede describir mtdia.ntt ~ - A aen 
(h - ..t) o mediante la uprtslOn compkja ~ - Jt~f~. El!& onda llene írt­
cuencia lngubr .. y long'itud de onda ~ - 2>rflr. LI cantidad • - .. ¡1r IC ckno­
mlna udot;idad d• /ax. Estl. no u n-riamente; la vdocidad que observun.,. 
al anali>;ar un movimiento ondul8torio. S! ltnemoa unaond.a lll'mónic1 continua 
(o como IC día a veas, un ltt11 de ondu de longitud infinita, como en lu expre­
liollf:I dad.Q 111terionnentc, la misma tieM una sola lo11gitud de onda y ttnl sola 
f~11cncil. Pero uDI onda de es\& n11.h1n.lru no es adecuad.a pan. tnwnitir una 
aelial,porquebl.aimplicaalgoqueempieucn un ciertoinltanteyltnnina un 
cierto tiempo mb l.arde. E.sto iign illai que la onda debe tener una ronna •inillar 
a la indica.da to la flg. A-7. U ... ondadet1ta fomi11Cdtnomin1pulso. En coo­
sec...,nclr., ai med.imoa la •·clocidadcon que oc tnsm.itt la M:o\al, estamo& impli­
candot1encialmcntelavclocid.adconqueviaj1.t1tepulso. 

A primera visU podrlamoa decir : bueno, e1Ui ve]()(:id.ad ti ju1l.amenlt la vdo­
cid.ad de fue • - .. ¡1r, ya que bta t1 la vdodd ad de prop1g1dOn de la• ondas. 
Si.nembargo,aqulcnl.nlun factorimportl.ntc. LICM1d.ao pulsonprcM!ntldoen 
la li¡¡. A-7 no t1 armOnico.y1 que su amplitud no t1ton1Uintt1 lolargo del eje X. 
Debem.,. hacer enloncn un anéU.is de Fouricr de la onda. Al haurlo, dueu­
brimOI que railmentt conllene varias lrecuenciu y longitudes de onda. Por 
1uput1to que ai la velocidad de propagación e1 lndcpcndi.ente de la frec11encia 
{e1 decir, ai d mfll.io en que lfl propaga no ta diaperaivo), tod.a$ lu compo11enta 
de F'<>urludel pulw viajan con la mism1 velocidad y col.lin"n tn lo citrto 11 
dedrquela velocid.ad delpui.tota if[ulll 1la vcloeidadde luo11da1. Sin tmbargo, 
enu11 mtdiodiapenivo, uda eomponenl.ede F<>uritrtienelu propia velocidad 
de propagaciOo, por lo que debocmoo euminu 11 ai l uacl011 con mil cuidado. 

ConlideratemOlpan.aimpllfic.rel Ci to e11 que el pulsoH puedeM:pan.r en 
do• frecuencla1 .. y .. 'quti.on cll!liiguales. de modoque .. ·- .. es muy ¡w:quena. 
S11po11drmi01 tambi~n que 1u1 ll.Illplitudtason.igullltl. Lu~o, usando uo.1 onda 
s.i.nusoid.aJ,tenemOI 

t - A. Hn(kl: - ..t)+A Hn{k'J: -oo'/) 

- lt[M:n{b-..t) +.en{k'z-•'f)J 

- 211. ~i{k'-k);1:-( .. '- .. )IJ1t11.t(K-J:};1: - ( .. ' + .. )I¡. 

Como Unto"' y.,• como Ir y k' son cUi iguales, podem.,. reemplaur H.,'+ o>) 
por .. y HK+lr)porJ:,demodoq11e 

( - 2Jtcoat{(J:' - lr};1: - (to'-•}()KD(b -"'). (A.28) 

LI ee. (A.28) repl'elellla un movlln"'11to 011dulatorio CUYfl amplitud e1U. modu­
lad.a. LI moth1b.ci611 e1Ui dad.a por di.actor 

2Jt COI i[{lr'.- lr)."c - ("'' - .. )t), 
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FIJ. A-8. Vek>cidaddcfaJc7Y<:k>cidaddegrupo. 

Este factor esl.6. indicado en la 14!. A-8. Por 1u parte, la amplitud moduladora 
<:OrTellpondea un movimiento ondulatorio que se propaga coo velocidad 

.. ,_,. dw 
º· - -¡;=-¡- - ¡¡¡;• (A.29) 

que.ed..oomina/lt/«.idaJ/.dtgrupo.Eitaes lavelocidadconquesepropa¡ala 
ooda de amplitud, rtpresentada con ICoeu de tnuos en la ng. A-8. Si ncordamOI 
que .. - iw. la ee. (A.29) se ccmviert.e en 

(A.30) 

PodemM obt~er d mismo resultado npresent.aodo la onda en notació11 complejL 
Si lavelocidaddtl fasees i.odeptndiutede l.alo11gitud d..011da,d•/d.l< - O 

y 111 - 11. Por lo tanto, en los medio$ no di1peni,·o5 no hay diferencia uit.tt la 
velocidad de faae y la de grupo, como vimos anttriormcnte. Pero en un medio 
di1persivo la velocidad de grupo puede ser mayor o menor que la de f11e. P()­
demos concluir. entonces. que el mbimo del pulso de la ng. A-7 se propaga con 
la velocidad de grupo 111• E11 la mecblca coi.ntica 11111 part.lcllla localiuda en 
una región&>: es~ nprese11tada por un paquete de ondu y la velocidad de b 
partlcula,queescqu.i valenteala""locldad ~sellal,eslguala la velocidad~ ........ 

Aunque hemos deducido la ec. (A.30) para el caso de dos fl't'Cueocias solamenl.e, 
vale también pua el caso de un pulso que conlicne frecuencias en el intervalo 
entre .. - 4 w y .. + t. ... Sin embargo, advtttimo1 al lector que el lema es rtal­
mente mi.s complejo que lo que nueatra presentación pueda indicar: una di!cu­
üt.11 completa del ommo esti. más lllli. del objetivo ~ este libro. 

En el capitulo 10 apueci{I una integral de la forma l - Jf e--'' dz. Ca\eu lartmOI 
ahora eita int.qn.l. Si envade lavariable:z:, 11U.m01tl llmbologpan. l1 va­
rilble de int.qn.ci611. podemos escribir l - J:" r<t' dg. Multiplicando estas do. 
expl't!$iones tt.11.em"* 

1•- f~ r e-<z"+l'ldzdg. 
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Sepuede eonsiderarqueestaint.egraldobleseei<tiendeal primercuadrantedel 
planoXY. El resultado de la integra\ doble no sedebealterar&ienvez decoor­
denadas cartesianas(:t,y) usamoscoordenadn )Kllans (r, 6). Comoz!.+y' - r', 
tenemos (reemplazando el elemento deárea..Udy)Klrrdrd&) 

r - f~~ J~ r" rdrde - i J~ r"rdr - {;. 

Por deri>"aciones sucesivas res~to a ~ obtenemos 

r--·,, -+V7· 
r-·,, -+v;;. 

y u! sucesivamente. Por otra parte, tenemos por integración directa 

f~u-·.u - * 
y por derivación de la ec. (A.34) resp«to a~ hallamos 

J~ rr4'd:i - ~. 

V. La fórmula de Stirlirag 

(A.31) 

(A.32) 

(A.33) 

(A.34) 

(A.35) 

En los c.apllulos toy 13 apareció varias ve<:es la expresión lnl:I (donde :tes Wl 
ent.ero).CuandoJ:esmuygrandc,!asiguiente exp~6nesuaaaproximaci6n 

adecuadaparaln:t!: 

ln:z:! - :i:ln:z:-:i:, (A.36) 

que ae denomina fórmula de Slír/ing. Se puede probar fácilmente en la siguiente 
fonna: 

- $In%, llilo si:i:esunentero. 

Pero si :i: es muy grande, podemos rumplar..ar la suma por una integral sin mucho 
error y escribir 

ln:tl:::.J:tn:i:dx. 
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Integrando por partea con 11 - ln:i: y ® - z:, obtenemos finalmente 

ln :d - :i:ID:i: - :i: + l. 

Se puede despreciar el 1 fnnte l z:, eou lo que resulta la ee. (A.36). 

V1. M1'ltiplicadoTes indeterminados de Lagrange 

Esunmttodoque.<irveparahallarlospuntoscrlticos de wia luocióndevarias 
variables F(:i:,,r.,. •. . ,:i:,.) cuando las varia.bles DO >OD índependientes $Íno que 
est.llD vinculadas por ciert.u ...,Jaciones. Supongamos, por ejemplo, que IOll vlnculos 
est.lln dados por '1(:i:,_,:i:., . . . ,z,.) - 0 y #,:i:,,:i:., . .. ,:i:.) - O. Sólo tenem011 en­
ton~ n - 2 variables independientes. LOll puntos crlticos de F(:i:,_, :i:., • . • ,:i;J 
sonlosvaloresde :i:,_,:i:., .• . ,:i:nparalos cualca dF - Oparapequdias variaciontlll 
de las vari.ablu. Pero 

Do implica que BF/&:i:, - 0 porque las variaciones riz,.d.t:., .• . ,dzn no so n ind&­
pendientea, ya que eet.llD restringido por las condiciones 

d~ - ~d:i:,. + ~ttz. + ... +*.Un - O (A.38) 

d<h - ~tl%,_ + ~ttz. + ... + ~d:i:0 - o. (A.39) 

Multipliquemos hu ees. (A.38) y (A.39) por do1 eantidadtlll arbitrarias .. y p y 
aumémoslaa a la ee. (A.37). El resuJtado es 

Como ahora tenemos n + 2 varia.bles con• y P arbitraria5, esta ecuación im­
plica que 

~+ .. *+ P·~ - 0, i - 1,2, (A.40) 

E1te sistema den uuacioD• DOI permite obtener :i:1,r.,. .. . ,J:,, en un punto 
critil:o de F en función de " y ~- Esl.Q se deUnninan por sustitución en </>, - O 
y<h - Oyluego se calcuJa:i:,,:i:., • . . ,:i:,.. Enl011 ejemp!os 10.I, 13.I y 13.4 u11r1-
mos este rnét.odo para obtener l11. partición m>U probable de uo sistema depar­
tlcuJas sujeto a las condiciones {vlncuJ01) de eonservacWn de las partlculaa y 
conaervacióndela. energla. 
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VII. Detección de portlcula.8 

El 11nA~ de prooesos en q ue intervienen partlculas fundamentales o núcleos 
requ.icre técnicas que no sólo revelen el paso de W\a p11.rUcula por una región, 
sino que adem:U no• pennitan obtener información oobrt algunas propiedades 
cinemé.tiCllOJ. Necesitamos cnnocer el tiempo de trinsi.to, la dirección del movi· 
miento, la velocidad, el rnomentum o la energla y algunas propiedades intrin· 
secas como la ei.rga, la ma1111 o la dineción del ""pin de la partkula. NingOn 
método de detección e1 por si acilo capaz de dar información robre todas est.lls 
cantidades. En general se emplea una combinación de dispo~tivos de detección 
para obtener la información nete$aria en un experimento dct.erminado. 

Lu técnicaa de detección dependen de los efectos que produce una partlcula 
cargadaalmoversea través de una 1ustancia. Cuandounapartlcu!acargadaatra· 
viesa Ja materia, da lugar a excitación e ionización de Las moléculas del material. 
Esta ionización ~s la propiedad en que se basan casi todos los inst.rwnentos uti· 
!izados para la detección de particulas cargadas. Se puede usar in strum~ntos 
·limiJares para radiaciones sin carga (rayos X y neutrones, por ejemplo), porque 
pormediodeunacoliaión suministranenerglaapartlculascargadas, queluego 
ocasionan ionización. L<n difenntes t ipos de instrumentos difieren en lo que 
respet;taalmaterialdondeseproducelaionizaciónya la fonnaenqueseobserva 
o mide. 

Muchos Instrumentos están basados en la producción deionizaclón enungas. 
Es necesario separar y recoge r los ionu negativos y positivos formados porque 
U permanecieran uno cerca de otro se recombinartan en un tiempo muy corto 
y no se podrln obtener ningún efeet-0 elédrico que revelara la presencia de la 
partlcu\a. La separación y r<:colección de iones se hace con un campn eléctrico, 
resull.ando instrumentos diferentes según que fa intensidad del campo sea pe­
queña, grande o intermedia. Tambiénsepued11 produciri11nización enWI liquido 
ocn un sólldo. Cuandoseproduceenungassobreaaturado,enunUquidosobre­
calentado o en una emulsión fotogní.lica, se pueden hacer visibles las trayectorias 
delaspartlculas. 

Cuando laspartlculas chocan contra ciertos materiales 1Jqnid04: osólidos lumi­
niscentes, partede la energla ut.iliudaen la ionizació11 yexcitaciónmolecular"", 
sevuelve aemitireomoluzvisibleoultravioleta.A~1. se puedeobservar 
esta luz a &imple vista, otru puede ser necesario utiliur dispositivos más sen· 
!ibles para detectarla. Consideniremos algunos de los métodos de detección co­
mimmente utilizados ; un tratamiento más detallado est.11 más aUá de los obje­
tivos de este libro. 

A. Et ml!todo de cenlelleo. Hacia 1900 se encontro que la1 partlculas • pro­
ducen luminiscenciaenel sulfurodez.inc,elp!atino-eianurodebarioyeldia· 
rnante. Esta luminiscencia consiste en un gran n(imero dedestellos lndividualet 
que es po~ble ver con una lupa. Experimento• cu.idadosos han mostrado que 
cada partlcuJa ciproduceun centelleo. por lo que el número de partJculas ciqne 
incide sobrt una pantalla de detección está dado directamente por el número 
de centelleos que se cuenta. E.I contaje Ml puedehacetpor medio de WI micros-
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ropio deuno1 30aumento~. pud.ifodose obteouuna buena precisión aunque con 
dificultad. Este m étodo es particularmente útil para con\.ar part.lcul.as'" en pre­
sencia de otras radiaciones, p<>rque la pantalla de suUuro de zinc ea bastante 
inseugible a los rayo• 11 y y. Rutherford lo empleó en 1910 para analizar la di&­
penión de partleulu "por nUcleos en hojas delgadas. 

El empleo decontadorcsdeeentelleose generalizóabundantementedebidoal 
descubrimiento de nuevas1ustanciaslll1Jliniscentes que tambiénson sensiblesa 
los rayos !l y y, y al de1arrollo de tul>os fotomultiplicadOn!!I altamente eficientes 
paradetoctarlaluminiscencia. Loanucvosmatuiales incluyen:50/o.1inorgóni«U, 
principalmente halogcnuros alcalinos, que contienen pequeilas cantidades de im­
purezas comn activadoras de la lu=·=·=ncia (ioduro de sod.io o de potasio acti­
vadocontalio,porejemplo);moluiolo.sorgdniroscrislolinoa.romoel naftaleno, 
el antraoeno y el estilbeno; y soluciones de compuestos orgánicos como el ter­
penil disuelto en xileno. E.I tubo fotomultiplieador, <1ue reemplua al microseopio y 
al ob..,rvador, convierte l0&centelleosproveoicntesde la sustancia lumini$centeen 
pulwscl~trieo. amplificados que se pu~decontaroanalizardeal¡¡unaotraforma 
por medio de equipos electrónicos apropiados. Uls contadores de centelleo mo-

';;~:::~~·:,:" m• +<00' ±±;u·-) 
•... ~ / =t='',, / + 
que pr<1v!•n• --¡-- . 

<le lo •u111nd1 ~-+-+,00-0-++-~I-,-, -._+-, --+-+:-,--+-:!-,-, --

Dlnodo 

•'1 5. A-9. Tu bo fotomulliplicador {esquemAUoo). 

demos 1rnedcn detectar yregi1trarmuchos millones dedestellos porsegundoy 
espO&ibleusarloaconl"lldiaciones intenMll. 

La fig. A-9 muestra un diagrama esquemático de un lubo fotornultiplicndor. 
La luz proveniente de la sustancia lumini$cente incide sobre el cátodo (que se 
haoe habitualmcnte deantimonioycesio)ye:i<peleelectrones pormediodelefecto 
fotoeléctrico. El tubo tiene varios deetrod.01 denominados din<>dos, a los cuales 
se aplica polencialu 1m:igresivamcnte más altos. Uis fotoelectronu son acelerados 
porelcampoeléctricoentreelcátodoyclprimerdinodo,queest.áapotencial 
positivorespectualdel cAtodo,ychue.an contraeld.inodQ.Los dectro nesacelc­
radossuministrlu1al(>!ldeldinodoenergíasuflcientecomoparaquealguno1scao 
expe lidos. Puede haber hasta diez electrones secundarios por cada electrón que 
choca contra el dinodo. El campo eléctrico dirige eslos electrones secundarios 
hacia el segundo dinodo. E. I proceso se repite y la wrriente e!ectrl>nica se am­
plifica a medida que lOll electrones se acderao de di.nodo a dinodo. La corriente 
de salida, o pulso, en el ~nodo puede ser más de un millón de veces mayor que 
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la corriente emil.ida originariamente por d c.:ltodo. Cada putJcula incidente 
.obre La •mt&ncia lumlnil«nt.e o"8in&. entonces, un pubo que entn. en un sistema 
clectronieo donde a amplificado y contado. Tambifo H han deaarrollado dilemas 
electrónico1 que miden la enugla de \u p&rtlclllu ineldent.Q; el Instrumento 
re.lllt.ante H denomina ap•dr6mtlro d• ctnloll•o. La fig. A-10 muutra un dia­
grama eaquem• tico de un det.«tordeccntdleo. 

B. l nstr11me" I™' d e io1'i=ci6": c6mant d e io1'i="aci6n, conlador 
proporciorial 11 contm lor d e Geiger-Müller. El principio en que se 
basa n esto1 in1lrumentnaealaproducci6ndelonizaei6nenunga1yla"'paraci6n 
y rerolecci6n de lna iones por medio de un campo eléctrico. Eicplicaremos laa d.lferen­
eia• entre lo. tru W tcma1 con ayuda de h1 flg. A-11, que muci.lra u na ctmara con­
ductora eillndrlca a lo largo de euyo eje hay un electrodn conductor aislado deella. 
La ctmara cool.il!ne un gas a una pn:si6n de una atm6"fera o menor. Se mantiene 
un volt.aje V entre la pared y el ekctrodo central a travá de la resistencia R. 
El electrodo central está a un potencial posilivn respe.cto al de la pared de la 
d rnara. 

Supongamos quesc: produceionizati6n enel ga.sdebidnalpa!&jt de una par­
Ueula cargada. Cada par de Iones está lonnado por un ion positi•·o y un eledrón. 
Para una innizaci6u inicial detenninada, el nir.merode pares de iones recolectado 
es funci6n del voltaje aplicado. En la fig. A-1\(b} las curvaa (1) y (2) de reco­
lecei6n total de lonH est.lln repr~nta dalr en lunci6n del \"oltaje aplica(lO para 
do1 tipos d.ifereu\ea de radiacionH ioniiantea.t.a l comounllp11rtlcula a l!ay una 
beta o dna partleulaa beta de energia diferente. Por conveniencia, Ml ha usado 
el logaritmo del nir.mero n de paro de lones como ordenada Si no hay voltaje 
ent,.., lnseleclrodos, losionesserecombinanynoapare«.unpubo enel con tador. 
A medida que a umenta el voll aje. a uno. pocos volts dign<nos, hay competencia 
entre la JH!rdida de pares de iones por recombinación y el retiro de Iones por 
reeoleeei6nen loseleetrodo1,por loqlle11lgunoselectrouea lleganalelectrodo 
central. A un voltaje V1 (de 10 volts quW\1) la phdid.a de iones por recombina­
cl6n es despreclablfi y la grao mayor!& de los electrtmeot producid.,. llegan 11.I 
electrodo cent..i. A medida que V aumenta, n permanece constante hnta que 
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"' l'I(. A·ll. (a)Contadoraga1con el eln::ultoa1oel•do(e1q uemAtlco).(b)N\lmoro<k 
pan:1de loncsteoolect.ado•enel eleclrodocentralcnfuncióndclvol tajepara do1 
suce101[curvu(l)y(2¡]conn\lmcroitot•Lmenle dl!eren\e1 de pan:s deiont1 prl· 
marlo• prod ucidoi. 

se alcanza un ~·oltaj e V1; este voltaje puede se r de algunas decenas o centenares 
de volt.s. según las condkiones del experimento. La región 8 entn: V1 y V., en 
la cual el número depares de iones r«otectadoses independiente del voltaje 
aplicado y en la cual la curva ea horizontal, .e denomina r~ión d~ cdmaro de 
ionizaciQn. 

Cuando se aumenta el n>ltaje porencima de V., n aumenta debido a unfen6-
meno llamado mu//ip/icación gauosa o amplificación 9as.rour. Los ele(:trom"' 
liberados en la ionización primaria adquieren antes de llega r al 'nl>do energla 
suficiente como paraprodncirunaionización adicional al chocar con W mo­
léculas del gas, y n crece casi exponencialmente con V. Cada electrón Inicial 
produce una pequcda••avalancha"deelei;lrones: lamayoria deestoselectrones 
secundari09 se li beran cerca del electrl>do central. Este comportamiento de las 
dos curvas p<>rencima de v., cmnspondientea d09 ionUacionesiniciales dife­
rentes, es i.otere.ante. En un cierto intervalo de voltajes, ha.ta V., ca.daelectron 
actúa independientemente. y da su propia avalancha &in suafei;tado por la pre· 
senda de los otros electrones. Por lo tanto las curvas(!) y (2) si¡¡uen paralela. 
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eoo nna proporción de n constante. Entre V0 y v., o rogión C, el noimuu de 
pareadeionesrecolect.adosesentom:esproporcional ala ionización inicial; &ta 
es la región defuncfonamfrnlo como contador ptoporcio110/. 

Por encima de v., el dccto de multiplicación en el gu continoia aumentando 
nlpidamente y a medida <¡ue h.ay IJUÍ$ electrones produciendo avalanchas, &tas 
comienzan a interactuarentre :r.l: la tllrgaespacial de \ogiones poaitivo1 de una 
avalanth.D. inhibe el des.arrollo de la avalancha siguiente. La d=rga con mb 
electronell iniciales (curva 2) es afectada antes que la de men<lSeleclronesini· 
ci.ales (curva 1) y aumenta menos rápidamente que la segunda; las CUfV8$ (1) 
y (2) se aproximan h.iuta encontrane para un voltaje aplitlldo v •. La reglón D 
entre V0 y v. es la región deproparcionolidod rulringido. Por encima de V. la 
car¡¡arecolectada""haceindependiente delaionizaciónque lainicióylaacul'­
vas (l) y (2) se superponen. La mulliJ>licación en el gas aumentad nfunero total 
de Iones hasta un valor que es!Ai limitado por las caracterbticas de la cAmara 
y dd circuito externo. La reglón E por encima de v. es la ro¡¡ión de funciona· 
miui/a como conlador Gci~r-Müllu. Termina a un voltaje V0 para el cual la des­
carga tiende a mantenerse indefinidamente; V0 marca el final de la estllla O.ti! 
de voltaje: la región F que sigue es la de ducargo continuada. Como resu ltado 
del comportamiento de los iones del gas en el campo eléctrico del contador, se 
ha desarrollado tres instn1mentos de detección. 

l. Lo cdmoro d• ionUación, que fondona a voltajes en la reglón B, esU carac­
terizada por una recolección eompleta de tod<lS loo electrones liberados inicial· 
mentepor elpasaje de la partlcula, &in amplificación en el gas. Ru.j<>cierl.as cnn· 
didone!J dari un pulso proporcional al noimero de estos electrones. Se utiliza 
!:""~;.1edirlaintens.idaddeunaradiaciónioni.zantemidiendoelgradodeioni· 

2. El ron/odor propotciono/, que opera en ta región C de voltaje, está carac­
terizado por una multiplicación en el gas independiente del n~mcrodeelectrones 
iniciales. Por lo tanto, aunque se utiliza la multiplicación en el gas. el pulso 
siempre es J>roporclonal a la ionización inicial. El empleo de este contador per­
mite tanto el contaje de eventos aislados como la determinación de la energla 
de laspartlcula1que noproducen 1ullcientes iones comnparaproducirunpulso 
detectable en la región B. El contador proporcional tiene, por lotanto,venta/aa 
para la medición tipo pulso de ndiación beta, para l<>cual !aa cámaras deioni­
zación no •on lo • uficientemente sens.iblcs. 

3. El ron/odor Gtig.,..Milll<r, conocido tambi~n corno Gei~r o r;nnlodor (;..M, 
que opera en la región Ede ,·oltaje, esUcaracterizadoporunaextensión de la 
de$Cllrga a todo el contador, resultando un pulso de tama~o independiente de 
la ionización inicial, E$ particulanncnte oitil para contar partlculas ionizantes 
livianas, como las partkulas ~ y los rayos l· El contador G·M con.Ute usual· 
menteenunalambreflno (de tungsteno, por ejemplo) montadoeneleje de un 
tubo que contiene un gas a una p...,.¡ón de lln(IS 2a !O cm de mercurio. El con· 
tadorpuedcserun tubo de un meta l tal como cobreo uncilindromet.lllico lljo 
enelinteriordenntubodevidrio; uaamezclaapropiadaparaelgas es 90% 
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dearg<iny !0% dealcohol t lilico. Se•plica u11• difertnciade potencial(que 
puede estar entu 800 y 1200 V) pan hacer que t l tubo - 11egativo rt5pecto 
.al alambrt. 

En la rtgión Geiger-Mllller K produu un desc:ug• continuada por la lit.. 
raci6ndeele1:tronesoecundario1 de las partdea deltubodebido • e1ectoalatualu 
"disparado1 .. po;>rla avalancha inicialdeione..E:st.oaelect.ronessecundarioa 
pro,,>e nende loaiguiente:cuandounionpositi,,o de•rgón,porejernplo, se ne11· 
trallu en ll superficie nieUJiai del cétodo, se libera una cantidad considenble 
de t.nttgla. que se puede utilizar para apuhar un tkc:lr'ón de ll superficie del 
dtodo. Al mo"ene hacia el electrodo cen tral, estos electrones proch1cen 1111(•'81 
lonluciones, perpdua11do de este modo la desurg:.. P•ra P""ptirar d contador 
pan.unnue,,oe,,ento,esnecesariodtteneroextinguir ladev.arga.Seputde 
ue ... uacaboestaextinci6n baj1ndoelectronicamenteelvoltajedupuésdecada 
cuenta. Sino:mbargo, la extinción se hace hahitu t lmt nteen el gas miirno. Por 
ejemplo, si el gas u argón con 10% de alcohol ctllico, debido a los intercamblot 
decarga Mlascolisionescntrt lones de ar¡¡ón ymolb!uludcalcohol. l111 iones 
positiv111qucllcganal cétodo111n iones dealcohol,lotcullttengenen.lnoliberan 
tlcctronf:I de la superficie del d todo ; laencrgia 11e usa pan romper la molb!Wa 
de alcohol yla descarga sedetienen.pidamente despubque la avalanch.linicill 
llep a los electrodos. t.u molb!lllas de akohol absorben los fotones sin liberar 
el«trones. 

En los instrum.,nto1 elktricos que hemos discutido, los Iones, multiplicados 
cnnúmeroo no, se..,colectanyproducenunpulso devoltaje que putdesertan 
pequeftocorno\Ol'V. Un ampliflcador electrónicode pulsosactptatstosptqueftos 
"oltaj ci y 101 amplifica a un nivel usualmente del ordtn de 5 a 50 V. Lu~go se 
debe contar de algún modo los pullosampliflcadOI de volt111jepara pod•rdtt.er­
minarcuintoaseproduceotolaunidaddetiempo. El nÍlmerodepulso1indicado 
en el contador dad nÍlmfl'O de partJculas que han pasado pord r;Jpadoenll't 
IOI elecltodos. Tambi~n hay otros dispositivos electrónieo& para mfldir el tamafto 
del pulso, lo cual da 11energ1ad<'llapartlculaineiden~. AR, se desea a menudo 
no J61o registrar la ocurnncia de un pulso, &ino tambi~n cla¡iflcar los pulso& de 
acuerdo C<l11 111 tama~o (por medio de un circuito eleclr'ónico discriminador) o 
clasiflcarlo1 conforme• la. lntn,,alo» de tiempo durante la. cuales llegan (por 
medio de un circuitodectrOnieode tit mpo). Eldetectorcacntooces partedtun 
c.ireuito con instrumental eleclr'ónico apropiado. 

C. Detecci6n d e neNhvnu. Para detectar neutrones M puede us.ar la m1· 
yorb de los prooesos involucndos en la dd.ención de IOI m.ilmos en b. materia. 
ya que1oepo11eenroovimiento 11*spartkulascarg•das,-comountfecto 
primario, sea como efecto HCWld.ario despub de la emisión de un rayo gamma. 
Losprocesosutiliudoaen laddeccióode neutrones1110: 

(1) reacciones nucleares inducldaii por neutrones qut dan particulas cargadH 
comoproduct01dereacci6n(protones,partlculualfa.etc.), 

{2) fisión inducida en citrtoaelement.oapesadoa, 



(3) coliliones eü1tic.u entre neutrones y ullcleos. particularmente de hidrl.igeno, 
quedeest.I manera seponener1 movimiento, 

(4) captura de neuU"ones por ciertos isótopos est.lbles que de esta manera H 
COn\'ierltnu radioisótopoaqueemlttnn.y°' ~y r(TMl.ododeacti>"aci6ft). 

El ejernplotl,1ico de det.ección de oeutronesesel cont.lldor de boro pan neu· 
trones le11t01. El un contador a gas en el cual la pand interior esU. fomida de 
boro o que est4 lleno de gas OF., preferiblemente enriquecido en 1"B. La 
ttaeci6nrespon 1o11blees••B(n,•)'Li.Ll])llrtlc uln a lfa y tlnllcleoderet~ '° 'Ll llenen nlcanct$conosporloqueen la mayorla de lOA suus01 M: detienen 
dentrodclgu,con>"irtiéndoM:todala energla li~rada enionil:ación y excita­
ciones alómicu. Se opera el contador en la ttgión de proporcionalidad, por lo 
que ea nu:onablemente fkil disaimin1renttt los IU«:SOS inducidos por neutrones 
y l06dtbido1alfondodenyosgamrnaocósmicoe..01.rosejemplosdereaccione1 
que hu llido ulili.udu en los dettttores de neutronct lentos ¡on "Li(n, t)'He, 
11:-i(n.p)l"CyUOCd(n, y)l''Cd. 

TambU!n lf: han utilizado ruc:cinnct nudurcs en los detc:cton:s de neutroneii 
rtipidos ; llin ernl».rgo, la eficiencill no et tan alta come> en lo. ce>nt.lldorn de boro 
para neutrones lentos. y• que ninguna secd6n eflcu para neu trones rápidOll H 
aurca1lamagnituddelaoecd6n etic1.1del 1-0paraneutrorn:sJ.ento1.Comoel 
contador de OF1 " tan simple y diciente pan neutrones lentos, un modo natural 
de hacer un detector para neut rones r.ipido1 es rodear un con1ador de BF1 con 
p1r1.fln1e11lacuatlo1neutronesnipido.osefrenanp<1rcoli.5ioneseltl5ticasdifu11-
diéndose luego en el contador como neutronc1 t.l!nnko1. El contador completo 
de ncutronc1ripido15C pucdeltacer in 5C nSibleantu1.l'One1 lent-Os blindándolo 
conudntlo. 

nr.A·lt. Frentadtondalumi11C>Uenlandlacl6ndeCettnkov. 
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D. El conladOT de Cer~. La velocidad de la luz en un sólidn n liquido 
transparente está dada por o - c/n. dondl!n es e.llndice de refracción. Si una 
particula cargada que se muew: en este medio Liene una vdocidad mayor que o 
(mayor que la velocidad de la htt en el medio). los átomos, momentáneamente 
polarizados eléctricamente por la partlcula cargada que pasa cerca, emiten luz. 
Elprocesosedebeaquelaperturbacióndelcampoeléctricoeneli.tomo prod llCe 
undipoloelé.:tricotransitorioqueentoocesdalugaralaernisiónde ondaselec­
tromagoéticaa. La razón de porqué se emite esa luz sólo cuando la velocidad 
sobrepasa u = c/n es que sólo en este caso puede ser coherente Ja luz emitiW. 
por todos los átomos a lo largo de la trayoctoria. La fig. A·l2 muesb"a cómo se 
puede constroirun frentede ondaconlllsonduelementalesemitidas envarios 
puntoialolargodelatrayectoriade laparticul.a.Paraunavelocidaddeter­
minada u, de la partlcula, la hu: se emite en un cono cuya &emiabertura " está 
dada por u n .. - u/o, - c/no,. Una fracción considerable de la radiación .de 
Cerenkovestá en la región visible del especl.ro, que también coTTe!lponde apro­
ximadamente a la región de mill.ima sensibilidad de los tubos fotomultip!icadorea. 
Sehaconltruidovariostiposde detectores de Cneokovenloscualessólo se 
registra Ja luz emitida en una dirección particular. El detector es entonces un 
dispositivo que puede medir velocidades. Es evidente que sólo se puede emplenr 
para partículas con u,>c/n. 

E. La cámara de 11iebla. Es uno de los instn.imentOll más importantes para 
lainvestigaciónb:Wcawbrela radiación.Fueulilizadoporprimcravezenl912 
y se basaeneldescubrimientoheclloporC.T.R.Wilsonde quelos ione! hacen 
de núcleosdetondensaci<in de vapor de agua S<lbrtll<lturado. En una eámara de 
niebla se expande el gu saturado de vapor, moviendo rápidamente un pistón. 
La expansión es adiabática y disminuye la temperatura. El enfriamitnto es más 
que suficiente como para compensar el efecto del aumento de volumen y el aire 
se wbresatura de vapor de agua. Si un rayo ioniunte entra en Ja cámara, los 
ionesformadoshacen depuntosdecondensación para.el vapor y latrayoctorfa 
el.el rayo aparece como una traza delgada de niebla. En la mayorla delueá­
maras de expansión la mezcla gas-vapor es aire con agua o argón con alcohol 
etllico a presión atmosférica. 

l..afig.A-!Jmuestraundiagramasimplificadoque indicaelprincipiode fun· 
cionamiento de la cámara de niebla. Un cilindro CestA cerTBdo en un extremo 
por una ventana Wde vidrioyenelotroporunpistóndemetal. Unapequetia 
cantidaddeaguadentrodelaclmaramantieneelairesaturado.Cuando se baja 
elpistónelaire se sobresatura,comosedijoanterionnenleyenpresenciaderadia· 

Flr. A-ta. La cámara de niebla 
d&Wi111<>n(u queruitico). 
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ci6a lollizante M fonnan truu de niebla. Se p11ed8 ilwninar Ju truu por d 
co.Udo y observarlu o folognfiarlu a tnvls dt La vnlanL Lutgo se puede 
uur los iones por malio de un campo elb:trico entre el p¡.t6n y d anillo met.ilico. 
Sevuel~el pist6n a 111 po$.id6n original y la el.mara estJ. lista para detectar 
ot.rarndiaci6n. 

La d mara de niebla de WUso n hau que sea poaible estudiar lu inW"acciones 
que tienen lugar enln! parliculu cargadas y Hom0& Individuales fotogn.Oando 
!u trllll dejadas por Lu ndiaciones ionizante&, lo cual pmnite analizarlu luego 
cómodamente.. Se hall. hecho muchu modificaciones 1 la diman de niWla ori­
ginal. Por ejemplo. para obk~ un gnw níum:ro de fotograflu, IM! ha introducido 
di.~ti•·os que permiten npetir 111tosnátia.~nte la upansi611. y tomar foto­
graflas en fonna continua. Si se toma simultJ.neamente dOll fotognfiu eate.-­
cópicu, ea po$.ible reoon1truir la trayeetoria de La partlc11La en el espacio. 

Cuando.., coloca la dmara de niebla ent~ las pitas polanlf de un dectroimh, 
c• potib ledistinguiren t.re partlcula1eargada1 pua.itivasy negat ivtu. Se puede 
determi nar el signo de la carga y el módulo del momtolum de la partlcula a 
partir del radio de curvatura de 1u tnyecloria en t i campo magnético. Partkulal 
difertnttl producen tipo• dilcnnk.t de lnza&. Asl, 111 partlculas pesadu y ltnlu 
como lu particlllu "' produan truu anchu y .W...1 que "" doblan ocuio11.1l­
menle a pequti\0& ingu}ot. ttptdalmenle cerca del tlnal, debido a desviaciones 
rqitntinu ruultanttl dt 11na coli~n. Los electronu lentos producen truu 
llnH, como lleons de ¡¡otilas y tort11osas porque 1tdnn muchu dispen.iooes. 
mltntru que !u partlcul.u ri.pidu, tanto livianu como pesadas producto ln­
yectoriu finu y eomo llen11 dc ¡¡otita1. 

11. IA cámara d e burbujas . Una desventaja de 11 c!mara de nitbla para 
1)artlculudcaltaenugi1eaque LB densidaddel11a1 no es1ufldentementealta 
como para originar un nUmero 1prcciabledeinteracclooea dcntrodela el.mira. 
Mucho mb importante u quid que la diman de oie.bla tiene un tiempo de 
recuperación muy Wgo(del orden de decenas deitfundos) despu61 de cada 
expaosl(ln. Por lo tanto, en la in\'esti¡¡aci6n .obn partlculu elementalet. 11 
cllm1n. de niebla ha ..ido reemplazada poT la dim&l'll d1 burbujas, que podrlamOI 
decir que es una c!mara de niebla invena. Una dmara de burbujas contiene 
11n liquido apttl!ión y temperatura talesque&eencuenl rajusto por debajo del 
pun to de ebulllci6n. Si M di•mi nuye n pentinamente la pn..i6n, el liquido queda 
.obnca.lentado y cornit nian a lormanoe burbujas, pnfcnntemt nte alrededor de 
ionu. Enla c!mara deburbuju de hidrógeno, el hidrógenollquidosobrecalen­
tado (- 20 K) u ti medio que atruiesan lu partlculu. U. ionr:s dejados en 
11 lnyectoM de una partlcula cargada se convitrttll en nUcleos de evaporaci(ln 
delhidrtgenollquidoyMpuede veryfotografilU'latruatofonnadeudena 
de burbuju. Cuando particulal que interact1lan fuertemente con protooea aln­
viesan l• cámara de bnrbuju, Ue°"n higar naceionu y "" puede estudiar lu 
truu tanto de la partlcula incidente como de lot productos de reacción. Si se 
coloca la el.mara de burbujas en un campo ma¡¡ofüco y se toman foto¡¡raflas, 
ea posible detenninar en Ju nti•mu la carga y el momentum de lu di.venu 
putiwlu. 
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G. Lo cámaro de chispa$. l':$ una de las invencionu m.b recientes en el 
área de los detectores de alta enngla; consiste en 11na cantidad de placasmetA­
licas aisladasentre sl y con un espaciamienlo unifonnelleno de neón que es del 
orden de un03 pocos milimetros. Una de cada dos estA a tierra y a la ntra se le 
da un corto pulso de voltaje (0,5 .,s) de magnitud tal que se produzcan ellispas 
en los lugares en que el gu está ionizado. La cadenade ionesdejadosporuna 
partltula penetrante inicia <'$IS clU..pas; 11na fotografía de las chispas entre 
tndas las placas da una idea de la trayectoria de Ja partlcula. 

11. Emulsiones fotográ/ioas. Una partlcula ionizante que atraviesa la emuJ.. 
sióndeunaplaca lotográficadcjaunatraiaquecunticne una cantidaddegranos 
de bromuro de plata sensibilizados. Se han desarrolladnemulsin11es fotogrificu 
especialu denominadu emulsiones nucleares. Se distinguen de las emulsiones 
6ptica1porsu alto contenido debrnmuro de plata (que puede ser hasta cuatro 
veces mayor que en las placas fotográficas comunes), por el tama~o del grano 
y por el espesor de la emulsión. Una vez revelada, la placa fotográfica, como la 
dmaradeniebla, registrala tnyectoria de lapartículaenfonnadet.rru:as, de 
cuyoestudio se puedeobtenerunacantidaddei11formaci611.1':lnómerode traus 
esunamedidadelniimerndepartlculasquecntrnnenlaplacayel estudiodeta­
lladode lastrazassuministrainformaciónacercadela masa,lacargay laenergia 
de IH partlculRl- La emulsión fotográlica tiene sobre la cámara de burbujas la 
ventaja de que es oólida por lo que las l razu son cortas y que su seosi­
bilidad ea co11tinua en vu de estar restringida a cortoa intervalos repetidos en 
forma no muy frecuente. Por otro lado, se puede controlar lasdiveniu cámaras 
mediantecircuitosdecoincidcnciupamregistrarsuce•osdeterminados. locual 
no ge puede ha~rcon las emulsiones fotográficas. 



TABLAS 

RESPUESTAS A LOS PROBLEMAS 
CON NUMERO IMPAR 

INDICE ALFABETICO 





Apúldiu: Nol111 complemtnlari111 

-A~ 
''" "" T• _A..'.'.!_ 

'"" "'' T• 
Gn' "" Gn' "" 

o· .000 0,000 •.ooo 0.000 ,. ,017 ,018 " 000 "" ... 0,803 0,719 0,695 1,036 ,. ·º" ·"' 0,999 ,035 .,. ·'"' ,731 ,682 1,072 ,. ,052 ,052 "" ,052 ... 
"'' ,7.(3 "'' 1,111 .. ,070 .o70 ,998 "" 

.,. 
"'' ,755 ·"' 1,150 ,. ,087 ,087 ""' ,088 ... ,873 "" ·"' 1,192 

'" ,105 ,I05 ,995 ,105 ,,. ·'"' ,777 ,629 1,235 ,. ,122 ,122 ,993 ,123 ,,. 
·"'' ·"' ,616 """ ,. ,140 ,139 ,990 ,14 1 ,,. ·'" ,799 "'" 1,327 ,. ,157 ,156 ,988 "" 

,.. ·'" "' "" 1,376 ,,. ,175 ,174 ,985 ,176 "" ·"" ,819 ,574 1,428 ,,. 
"" ,191 ,982 ,194 ''" ,977 ·'" ,,, 1,483 ,,. "00 ·"'' ,978 ,213 ,,. 

"" ,839 ,545 1,540 .,. ,227 "" ,974 "" 
,,. 1,012 .... ,530 """ ... ,244 ·"' 

,,, 
"" 

,,. 
""" "' ,515 1,664 ,,. ,262 "" ·"" ,268 ... 1,047 ,., ,>00 1,732 

"" ,279 "" "" ,287 ... 1,065 ,875 ·"' """ ,,. ,297 ,292 "" ·"' .,. 1,082 ·'" ,470 1,881 ... ,314 ..,, ,951 ,325 ., . 1,100 "" ·'" 1,963 ,,. ,332 ,,, ,946 ·'" , .. 1,117 "" ·"' 2,050 ,,. ,349 "" ,940 ·"' "" 1,1 34 "" "" 2,145 ,,. ·'" "" ·'" ,384 ... 1,152 ,914 ,407 2,246 ,,. 
"" ,375 ,927 .•~ 

.,. 1,169 ,921 "" '"" ,,. ,401 "" ,921 ,425 ... 1,187 ,927 "" 2,475 ,.. 
"" ,407 ,914 ,445 ,,. 1,204 "" "" 2,605 ,,. ·'" "" ·"' ,466 ,,. 1,222 ""º "" 2,7'7 ,.. ,45-1 ·'" ·'" ,488 ,,. 1,239 ,946 "" '"'' ,,. ,471 ,454 ,891 "º 

,,. 1,257 ,951 "00 3,078 

"" ,489 ,470 ,883 ,532 ,,. 1,274 ,956 ,292 3,271 ,,. 
"" ,485 ,875 "" 

,.. 1,292 "" ,276 3,487 ,,. 
"" ,>00 ·'" "" 

,,. 
""" ·'" ,259 3,732 ,,. 

"'' ,515 ,857 "" 
,.. 1,326 ,970 ·"' 4,011 

'" ,559 ,530 ,848 "' 
,,. 1,344 ,974 ,225 4,331 ,,. ,576 ,545 ·"' "" 
,,. 1,361 ,978 ·"' 4,705 , .. ,593 "" ,829 ,675 ,,. 1,379 ,982 ,1 91 5,145 ,,. ,611 ,574 ,819 "" 
.,. 1,396 ,985 ,lM 5,671 ,.. 

"" "" ,•OO ,727 ... 1,414 ,988 ,156 6,314 ,,. ,646 ·"'' ·"' ,754 ,,. 1,431 "" ,139 7,115 ,.. 
"" ,616 ,788 ,781 ,,. 1,449 "" ,122 8,144 ,,. 
"" ,629 ,?77 ,8IO ... 1,466 "" ,105 9,514 .,. ,698 "" "" ,839 ,,. 

'"" ·'" ·º" 11,43 ... ,716 "'" ·'" ""' 
... !,Mil ·"' ,070 14,30 .,. 

·"' ·"' ,743 ·"" ,,. 1,518 ·"' ·º" 19,08 .,. ,751 ·"' ,731 "" 
... 1,536 ·"' ·"' 28,64 ... ·'" ,695 ,719 ... ... 1,553 " 000 ,018 57,29 .,. ·"' ,707 ,707 "000 
.,. 1,571 " 000 ,000 -
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A púidiet: No/a1 eomplmimtar/03 

LOGAR ITMOS COMUNES (con1inuoc.i6n) 

__!.._ ~¡__!__ ___2__¡~ ~· +c~f-c..,..,.;c~,~oc+~I 
__!!__~~~2!!.!..~~~~~~ 

51 7076 7084 7093 7101 7110 71t8 7126 71 35 7143 7152 
52 71 60 7168 71?7 7185 7193 7202 7210 7218 7226 7Z35 
53 7243 7251 72.:.9 7U7 7275 7284 7292 7300 7308 7316 
54 7324 7332 7340 7348 7356 7364 7372 7380 7388 7396 
55 741)4 7412 7419 7427 7435 7443 7451 7459 7466 7474 
56 7482 7~90 7497 7505 7513 7521) 7528 7536 7543 7551 
57 7559 7566 7574 7582 7589 7597 7604 7612 7619 7627 

~ ~~~ m~ m~ ;m ~~~ m~ m~ ;~~ ;~:~ ;;~! 
_!Q_~l~~l..B!Q!._78 1078 1 878257&327839 

~ ~~~, L..:"r>'! L.:",',~ ~.~.'.J, l,!,!.~,1 m~ m~ ;~~ ;~~ .;~,!;, 
6; ;¡';9 8136 8142 11149 Sl 56 ffi~ i.~,,i f,ill m~ :;:: 
~ mr :~~ :~~ :i~~ :i~~ m~ ~ ;,.,,. :~~ :~ 
68 8325 833! 8338 8344 8351 8357 8363 8370 8376 83112 

~~l~~~..!!!.!..~1~ ~~~~ 
~~~~~~~~~~~ 

71 8513 8519 8525 8531 8537 8543 8549 8555 1 856 ! 8567 
72 8573 8579 8585 8591 8597 8603 8609 8615 862! 8627 
73 8633 8639 8645 8651 8657 8663 8669 8675 8681 8686 
74 8692 8698 8704 8710 87 16 8722 8727 8733 8739 8745 
75 8751 8756 8762 8768 8774 8779 8785 8791 8797 8802 
76 8808 8814 8820 8825 8831 81137 8842 8848 8854 8859 
77 8865 SS71 8876 8882 8887 8893 8899 891)4 8910 8915 
78 11921 8927 11932 8938 8943 8949 8954 8960 8965 S971 

1-=i~~·~¡~ :'s! = = =~ :~~ :~: 
81 90115 9090 9096 910 1 9106 9112 9 117 9122 9128 9133 

:! fü! iiH fü! :~~ ~m m~ f:,¡:
1

~?..,·1 .. !HZ :~~ fü~ 
H ~m ~~~ m~ ¡z~ EH m~ ~~: mg m~ = 
88 9H5 9450 04:>5 9460 9·165 9469 9479 941!4 9489 
__!!.~~~1~951395189523952895339538 

E mi m~ iffi i~i iE~ m; ~:.::;. :.'.'.~
1 

EH m: ; 
11 ¡¡¡¡ 1m m1 !m 1m Ira ~ im mi mi 
: ~ :~; ~ ::~: _mt :~ Eli :m ::~ ::~ 
~0000 ~4 0009 0013 00417 0022 00260030oo:5~ 



Aphldir;,,: Natas campltmurlaricu 

' .-- ' ·-· 
'·" """ """ '" 12,182 O,M21 
0,05 1,0513 0,9512 "' 13,<164 0,o7'3 
0,10 1,1(),'.,2 0,9048 "' "-"" '-"" 0,15 1,1618 0,8607 ,, 16,445 0,0608 

'"" 1,2214 0,8187 "' 18,174 0,0550 

o.~ 1,2840 0 ,7788 "' 20,086 0,0498 ,.., 
"'"' 0 ,7408 "' 22,198 '""' ,,, 1,4191 0,7047 '" 24,533 0,0408 

0,40 1,4918 0,6703 ,, 27,113 """ 0,45 "'"' 0,6376 '·' 29,964 '"'" 
º"' 1,6487 '·""' "' 33,115 0,0302 

'"' 1,7333 0,5769 '·' 36,598 O,G273 

'·" 1,8221 0,5488 "' 40,447 O,G247 

'·" 1,91~ "'"" 
,, 41,701 O,G224 

0,70 2,0138 0,4966 "' 49,402 0,0202 

0,75 2,1170 •;= .. 54,598 0,0183 

'-" 2,2255 0,4493 ... 60,:MO 0,0166 

'-" 2,3396 0,4274 '·' 66,686 O,o!:IO 
0,00 2,4596 0,4066 '·' 73,700 0,0136 
0,95 2,t.857 ,,.., ... 81 ,451 0,0123 

"' 2,1183 0,3679 '" 90,017 0,0111 

'" 3,0042 '-"" '·' 99,484 0,0101 

'" 3,3201 0,3012 '·' 109,95 0,0091 ., 3,6693 0,2725 ... 121,51 0,0082 ,, 4,05!>2 0,2466 '" 134,29 0,0074 

" 4,<1817 0,2231 ' 148,41 ~:~~ "' 4,9530 0,2-019 ' 403,43 

"' 5,4739 0,1827 ' l .096,6 '-"" .. 6,0496 0,1653 . 2.981,0 O,OOJ3 

"' 6,6859 0, 14116 ' 8.103,1 0,0001 

'-' 7,3891 0,1353 " 22.026 '·""' "' 8,1 662 0,1225 ,, 9,0250 0,1!08 ,, 9,9742 0 ,1 003 

"' 11,023 0,0907 
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RESPUESTA A LOS PROBLEMAS CON NUMERO lMPAR 

1.1 (b) l O•V • 1.6 X IO-" J , 5 X lO' cV • 8,01 X 10-"J, 1 MeV - 1,6 X 10-'" J 
(c)O,O(J.le,0,299c,l),814< 

1.3 l,78X IO' J 
1.7 (a)¡ x 10-"T (b) 1,33 x ICl-' Wm-• (e) 4,22 x 10-"Jm-" 

(d) 1,4 >< t o-• m-•kg r •; (e) !67W 
1.9 ot(>) • (S"h"°/c') , .... i•~; 1<(.) "" lmkT"'f<' 
l.11 4100K; l),214 J m-" 
t.13(a) l ,71)xlll'' clect ron .. m-• r • (b)3.0 x10 ... Wm->; (e) 1,76 x l0-" J 
1.15 (a) •,555 X IO" H• (b) l,88 eV (e) 4,1274 X 10-"J 1 C-1 

1.17 (a ) ~~O~·~c~d•!~~;: m (b) 4,71 x 10-n J, 44,3" con te$pecto a la dln.,.,lón 

1.19 166,811.eV - 2,67 X 10-"J. 7,43 X 10-"m 
t .23 (a) 5,1)3 x IO"fotonc• m-> (b) 2080fotone$ m ... 
1.25 (a) 1,24 x 10_.m (b) 1,24 x 10_. m (e) 1,24 x tO->m 
1.27 (1) 4.892 cV {b) 6.7064 e \', • ,8922 t V. 3,96U t V, 2,2723 eV, 2,1465 e V 
1.29 2,65 X lO" Hz, 1,13 X 10-• m 
1.313,1 >< 10-11 m 

l .337,5xlO->eVenexcesode lacnergladeunlón 
1.37127 
1.39 l,Oá X IO_.m,2.39 >< 11)_.m, 8,77 X ll)"'m 
1.4\ (a)S (b) 40 (c) I OO 
1.43 7,98cm, 8,06cm 
1.47 5' 47' 
1.49 (• ) paracl protón: 3,9 m, para un electrón: 7,3 x IO' m 

(b) conpreci•ló n ilim itado en ambo• caso• 
i.r.3 1,03 X 10' Hz ó 4,26 X 10-- • V : 5,15 X 10" H z 6 2,13 McV 
l.M(a) f!.E. - - 4T>o/A 

2.3 Ladifor<!ncl a deenerglacntn lo• ni,·e lu(a) aument.I (b) disminuye 
2.5 3,8 X ! (JI MeV; E.- - 6,34 X I0-11 c V, E- - l ,44 X 10' Me V 
2.13 (• ) (m<l'/2d')dH (b) (a'p/2~A') dp 

~-~ · -nmw•-n•~ · ~n 
2.21 22,7MeV 



2.33 (1) B - (- A(•' + t") M11h .aVR, C - A(.t" - lh"Jr-/R, 
D - - A(J;O + lh']e"/ R, A' - -2.t(ih)<- '""/ R, 
donde R - (•'-J;O)tenh oo - 2/<tk..,.h.a 

(b) B - - IA(k"/1<'- 1) M ii k'a/ R' , e - - A(k'/k + 1)..-"'"/R' 
O - - A(lt'/lt- 1)(!" •/R', .t ' - - 2A(lt'/lt';e-""/ll' , 
donde R' - l()<"l*" + l) 1en/t'a - 2(/t'//t:)oo1/t'" 

2."U B < 8 0 : +, - Ar'., + llt!"", .¡., - Ce''"+ De-",+, - Et" .. + Fr4 ' .. , 
+, - G..-"'; 
8 0 < B < E',:.¡., y+, ooma • ntu, +, - Et!'''" + F~_.., .. , +, "°""' .,.l H; 

!~o~~~~~· oomo • ntu, +, - C ... " + JA_..", +, - E ... ... + Fr""', +, 
2.27 B < E,:+, - Al!'' + Br' .. ,.;., - Ce-" + De-',+, - 1.; ... •+ Fr"", 

+, "' Ge- + Hr:o', .¡., - / ... '. 
E > 8 0: +,, +,. y.¡., 001110 • nlH, oj.1 - Ct!'" + Dt-"'", .¡., - G<"''" + lf~·,.". 

2.211 (•) {- A'/2m',d'+/d,.O. - (z,j, .. H+ (b) No 
2.31 (d) - H0 + ;\(a.B,!2m)'"' 
2.39 1'11rad/tlz:(•) SI, lit (b) SI,• (~)No. Pant t!'/ tlz' :(•) Sl,- J;O (b) SI , • ' 

(c)St , - 1<' 
2.U PUlln - o :o, A,.:im..,o, ¡mA..;pUllll - 1 :0, A¡'llm..,O,~'"""" 

U3 L. - -l~/ar-al~): L. - - i;\(t/J~1t-z:ít~): L. - -l;\(r<!~X?1t) 

2.45~,01-1t"111mw,o 
2.47 &n- ± 1, ± 3, ± 5, .• 

3.1 .. - 4,134 X 10"/n' r•: B. - - 4,36 X 10-11/n' J : E, - 2,18 X 10-"/n' J 
3.3 (a) 8,22 X ICl'órblta1 (b) 1,95 X 10'6rbllN 
3.5 6).i1-D - t,78A,.U.....T - 2,38A 
3.9 (1) 6,S8 X IO"fn' Hz (b) 6,51 X Hl"(n - l)/[11(11 - !)]'tu 
3.17 L. - - i"1 - w n .a/at - (co11e'*+)il/il+I; 

L. - - f"leo< .¡¡;l/il'f-(oot¡l1en .¡¡)ilf<l+J 
3.292a, 

3.33 :~.:d; 1"',¿ ~ÍE.iZ-!~~¡\.t; 4Br - jA , ¡\A, ¡\A, 

3.35 SI (4A ,. 8,2 x tO-"m) 
3.31 2,U X 10-" N; 0,042 mm S.39 2,8 X U)' H z 

-t.1 -57,81V, -S5,9eV, -S5,2 1V; respecto 11 loa He• (-:>t,4eV) ton 
-3,4eV, -l,5eV, -0.S eV 

, ~,.x.( t) i1i .. x.f2l +,.x.(~ 
'·' t .. · .. -w .. x-<o + .. 1.(2> +.ot-<3 

.x.(IJ t .. x.f2l +. x« 

, ~.(!) .¡..x.(2J .¡.,,x.(3) 1 
U .¡.,,. • w .¡.,,¡+1Jx-CIJ <M+IJx.(2) +.(+1¡1.(3) 

6 O)x-(1) +.{O)x-(2) .;.,(OJx-(3) 
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•.7 Ver la tabla 4-1 patll va\o!'ff. 

~-·-~-·-,·~·-··~-~'-•s, •P, •P, 'G {() •s. 1P, 'º· >F, 1G, •s. •P, •o, •F, •G 
4.150,0,0;;,o,J;0,1,1;1,t,2;1,3,4;2,2,1;0,2,2;:,3.I 
4.19 C..lclo: t;alumlnlo: ! 
4.21 6439 A y (6439 ± 0,26) A 
4.25 8,58A 
4.27 Lltío:2o. -5,315 eV; 2p, - 3,54 eV: 3',-2,01 eV 

Sodio: 3•, -5,120 e V; 3p, -3,028 eV; •s, - 1,967 e V (3<l a- 1,52 aV) 
4.29 Aluminio: 1,9 keV, 115 eV¡ od~no, 1,1 keV, 46 aV 
4.31 Aluminio: 8,40 A, 1470eV: vat••lo: 3,59A, 3-(52eV; h!erro: 1,74 A, 7121 e V; 

nlquel: 1,55 A, 7965eV; ci nc: t,34 A, 9221 eV; molibdeno: 0,6&4 A, 18 700 e V; 
pbta:0,525A, 23600eV 

4.33 (b) 8,3 kaV, 1,495Á 

5.1 (a)-16,25aV (b) 10,95eV (e) 15,H e V 
5.3 61,06kcalmo1-' 
5.7 (b)(Gsl•)'(.,,,l •)'(Gs2•)'(.,,,2s)'("'2p)'(,..2p)'(••,2p)'(.,,,2p)'("'3*)' 

(a.31)'(a03p)'(,..3p)'("'.Jp)' ;'l:,,-
5.9 (a) L1 •H - (b) H •!-
5.11 5,45 a V 
5.13 8.37 e V; 6,45eV 
5.23 5,06 x !O-H mC¡0,33 
5.25 11,1A 
5.27 2,83A 
5.29 Para H"CI: (•)21,501 5cm-• (b) 2,6658 X 10 ... eV, 7,9974 X 10 ... eV 

(e) 6,.450 X !()''H•(4.651 X IO""'m).12,000 X 10" Hz(2.326 )< tO""'m) 
(d) 21,50 cm-> 

5.31 (a) 5,.. - [/(/ + 1) + Jm')/l'¡".!11, (b) E- - !1(1 + 1)-lm']ll'f.!11 
5.35 1,906 X l (llNm-1 

5.37 5,162 x IO' Nm-1;0,1861 eV 

6.3 6,37\eVmolkuJa-• 
6.5 3 x lO"Hz 
6.9 6,934 x l (llkg.-• ;4,885xl0"r1.6,026x Ul"r' 
6.11 4,{IOO x 10" 6\omo• m->;8,498 x lO• Uomos m ... ; 1,660 x 10" ' tomw m ... 
6.13 3,15leV;4,445 e V 
6.17 m: - nr,i,. y ~p - 2F""'11, donde ! n:presenta respectivamente r, '" % 

6.21(a)n"'/2" (b)-"1(211<1'eo1lra) 
6.234,811 xtO·"m 
6.25 Aproximadamente l átomo en 1(11 
6.27 3,63 X JO-" 'il,39 X tO'm r '; J ,98 X lO'm-';5,05 X 10 ... m 
6.29 100 6.33 1,057 x 10- '"m' c · •;62,1• 6.35 1,65 mlcrone1 
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7.5 3,62 X to-u111; 6,90 X 11>-"m;S,23 X 10-um 
1.1 •s1,-s1,oos; 
7.13 0,85 MeV; 0,76 MeV, '1 
1.15 'U : 39,24MeV, 5,61 MoV nucle<>n-1 ; "º' 127,62MeV, 7,98MeV nu~rr•; 

11Fe: 499,90 Me V, 8,77 Me V n..cleón-'; ,,.Lu : 1417,97 Me V, 8,06 Me V nucleón-• 
7.1713("Al)¡28("'!'11i)¡36("Kr)¡52(1-Te);72(-Hf) 
7.19 5,062 x JO-Ouma 
7.21 1,0078217 uma, 2,01000 um1, 15,9'!M92 wna 
7.27 2,18 X 10-m 
7.293,62XIO'partlcul11a-> 
7.312,80 X 10-um 
7.330,150b 

7.35 !~~. : 1N.t1_;~'d:t.1.>:,:+-t:W.f.'.~~t<.MI~t.;;t'~?·~.M • •,,J.• 
"C:(1at,1p;.J.(11J, 11p:, 11p,,,). (b)Oól:l:i:O:O: I 

7.37 A- 50,222 \r.eV; A "" 100, 74 keV; A - 150,38,2 k<IV. 

8.1 (•)7,Sllx!O-O.-• (b)5,27 l< I0'1 r 1;112a (d)J,3:lxl0'1-' 
8.9 28m¡¡ tl.13 m. 
8.17 Q,. - 0,6' McV¡ Q.1- ... O,M>5 MeV; (}Kc ... 1,66 MeV 
8.19 18,t\3 keV 
8.23 (•) :tN• (b) !:P (e) ::r (d) y (e) !H (r) 'J:ln (¡¡)::Cu {h) y 
8.27 1'C(p,y)"N; 1'C(d,y)"!'ll, 1'C(d,p)"C, 1'CCd,n)"N,''C(d,•)''B; 1'C(11.,y)"O 
8.29 (•) 27,H245 uma (b) 23,98676 urna (e) 27,Hl92 uma (d) U,935tl5 u.u 
8.31 (•) 1 ,~ MeV (b) 2,!M MeV 
8.33 UH linea recta 
8.»{•) 1,7• l< IO" itomos (b)22b 
S.37 1,606 l< 11>-" S.39 2,77 cm 
8.41 ISSMeV 8.43 1,2 x t()-"kgr1;2,6a 
8.45 '"Th: 4,95 MeV;•Th : 6,11 MeV: •u: 5,85 MeV:-u : 5,26 MeV¡ 

•Pu: 6,45 Me V; " 'Pu ; 5,41 McV 
8.'7 7,28MeV ;2,92 )C 10-W 
6.491,2.!ll<IO"e 

U (•)3,7 (b)5,26xt0" 
9.3 {•) 2,S3keV {b) 2,85 )C 10-"m (e) •¡;Ali 
9.5 Ma .. .n RpOIO: 502 MeV; Eo: 680 MeV 
9.7 USOMeV 
9.9 P.,. la ftg. &-10: t840MeV; para l• lls. 9-11: 1310MeV 
11.15 (•) 0,511 MeV (b) h•cla delante: 1,44 MeV, hKI• UrU: 0,58 MeV 
9.17(•) 8,3GeV (b)68GeV 
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9,19 l'3.8MtV 
9.21(a) 11.. -1 . si,- i. 17• - o, 7., - 1 (b) ) .-1, 17.- ¡, 17 .. - 0, 7. - 0. 

Mpuedeocllttitclebldoalal•U.•dec1>11-..M:ldade 9,!1.,yó. 
9.23 (a) p• +p• ..... p•+ Aº +K• 

¡7, : i 1 i o 1 

~~ a a a -~ : 
!1.,17,y d HCOnstTVal> 

9.~!1., 17,y d NCOnMtv&n;2710MoV 

9.33 t: ptHn•neec lnvarlanle;'lfpau. a-<n. 

10.1 O,lOG; l,014 
10.3 M80K 
10..5 (b) U--N 'lllV tgh(l'l''llJlTJ (C)CllHdoT_.0,Z-+2'f /lt _. ""4'~'lln/.tT; 

Cll&lldo r -- z--y .u-- ...,. 
10.9 u -- 1'1'1:1f!U + Ucot11(/ + 0" - icot.llizl 
10. 11 (B,/8,)',......,.....olA' (a) 6,l X 10-0 (l>) 0,3~ (e) 2>6 
10.13 (a) 4,8 x l()•ma-', 4 ,4 x 111' mi .... 3,9 x IO'mr• (b) 1,25 x IO'm r', 

3,9 X IO'm r', 7,12 x 10' mr', 2.~ x IO'mr'-
10.U (a) 1,11 x 10' m r' (l>) 5,16 x 10' m r ' (e) 2,16 x 10' m r• 
10.17(1)0,1&6 (b)0,163 
10.23(&)4l% (b)8% (C)43,8% (d)6,l% 
10.27(&)0% (b)35% (c)93% 
10.31 (b) ~ - hf(2mkT)"' - t ,81 x 10-"m 

11 .1 (a)UxlO'J (b) l ,62xlO'J 
11 .3 (a) 60J (b) libe.., "10 J (e) Q .. - ~ J,Q.. - IOJ 

11.7 (•)Q -d(T1-T1) + &(7':-TlJ + c(-k - t.-) 

(b) i:; - " + &(T, + TJ -cfT,T, 
(e) 45 - "tn(T,/T,) + 2b(T0 - TJ -c{1",T, 
(d) 24,0 X IO'J K-'m<>l-1,23,6 x IO'J K-• moL-1 

11.15 s,.. - -.tN [ir tgh(•f.tT)-ln lco1ll ( o/.tT)]; 

c ... , - .tNln 2co1h( ofkT) 
11 .19 (b)224,5caJK-1 

11 .21 (•) r - ca111aS)., v - (all JapJ• (h) p .. - (81'/fJV}t-, s - -caFJaT)r 
(<) V .. (fJG¡;Jp~, S .. - (Mi/87'). 

11 .23 Todu ton u \erulvuexceplop, Ty(a11Ja!;),, qua ton ln te.Wvu 
11.27 OS - LIT .. 5,Uul K-1 mol · '; JI .. L .. 1440c.al mol""; 

4U - 4Jl - p/JV - 1440,05c.almol-' 
11.333,49 x IO'J;l,49 x lO'J;O;O;ll,&JK-1 
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IU w - HRTln(VJV,)-H'(Rn-a) [+.-+.J + ... ;1427,3J 

12.5 (1) l<T - 1/p (b) l<r - V'(V-Hb)'/{HRTV'-2H'a(V-Hb)'} 
12.1 (•) p1r-•t"'T - e (b) TVT-' - e 
12.13 (b) T, Vf-< '"' T,\fl-•, T, - 212 K, T, - 88,5 K (e) 3,25 X 10' J 
12.15 (b) w., - 16,90 x tO'J; w. - o; w., - - 13,02 x tO'J ; Wr - 3,88x10'J, 

11.s,, - 5,39 X IO'J K -',11.s,. .. -5,39 X IO'J K - 1;11.S., - 0;11.s .. - o 
12.17 T - &.., 1 - O: 36,9%, I - 1: 43,2%; T • 2&..,1 - 0: 30,2%,1 - 1: 55.3% 
12.19 1,2 x 10' molkulas d~ H,, 2,65 x 10<' mol~culas do CI, 

13.11 2,20kT 13.15 1<(>) - (8W/ .. )kT 13.27 2,09 X 10-1 
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Tablo A.-8 Unidadu 11 SlmbolO' 

Relacl<l••• lunlb<ll• • arlllt•• ll't•)n •• l•• .. mn t.al• 
IA • lll•W• K XSC K Q A. 

!;¡°_:'tud '" 
"'""" =~m .. 
Velocidad ... 
Aa:ler1clón ... 
Vt lod dad angular .-• 
=:: :•n11ulu ht rti (H•) 

.-• 
Momentwu ml<gr• 

·~~ newton(1'1 ml<g • ... 
Momen\lun angular m•qa-> 
Torque m•tg a ... 

Jou .. (J) ;:::.:. m•tga-o 
watt (W) m•tq¡ 1 ... - E., ET V, E t:" .. (J) m• tg1-o 

Ttmpe .. t11111 m•t1,:,:~•rtlaol• 
Cotllclenltdtdlfuallm D 
CotlldtnledecondllCtM dld 

'""'"" mkgi ... K-1 
CotftclenttdevJscotldtid m_,1<11r' 
M6dulo de Youns m-• t 11 1 ... 
M6dnlo volu m! trioo m-• ks• ... 
M<\.dulo de corte m-1 k11•-• , Momtn\o de lntrcl• 

::~ C.mpo ¡r1vlt1do111l • Poltnclal ¡p-avlUclonal v, ,.,,, •·,º coulomb ' Corrltnlttlktrlai ...... r•C A 

~::"ei:11~.=co 
ml<ga ... C-' mkg a ... A-1 

volt(V) ;::~t:-:~c-- =~kr ... A-
1 

O....ldoddeoorrlt1>.te 
Resltttnda tlfftrlca ohm (O) m't111-<c ... m•t11 ... A"' 
lndud.anol• henry ( H ) m•tgC-t m't11"'A_. 
Ptnn!Uvld1d tlklrlca =~~r'•' C' =~=r•A' Polorlu.dón ? 
De1plu1mltntodk trlco . .. , m..., 1 A 
Campo m..,.tuco ~ tul• (T) kg 1-• C-> kgr•A-1 

Pennu bUld1dm11111Wc1 ~ =-~~-;~ =-~~1_. A_, 
Magnttl••dón " Cllnlpo PllJlltllHn\t . m-• r • c 
Flujo m1gnttlco .. Wtl>U (Wb) :::•~gr•C-' :· :~r' A-• 
Momento ell!ctrlco dlpolar ' Momento elktrlco aoadr!pol1r ~ 

.. , 
Mo,...nlomagnttlco dl¡>Olllr m' r 'C 
Momento m1gnttlco cu1drlpolar g m'r'C m'A 
C.pld!U>cll fand(F) m"' tir-> "'C' m_.kg-"14A1 

• Nomtncl1tu .. 1111em1clo1>.Al. 



Tabla AA 1.e- M ........ 

"'.,.., 
1 1 ... 1,8417" l o-"mln-2,771" IO""b 

- 3,169 1< l o-"lftO 
1 m\n .. 60• - 1,667 "10-0 h 

1 b ,. 36&9!11 
... "eJ~:r= 1,141 .;,,' 10-0 Mo 

l do-3,1561< I 0' 1 -~1< IO'rnbl 
- 1,766, 1< IO'b ¡ 

~·ru•• • ¡ ~;;:_r;2~~~~~~"\; 11,:m x 10-om1 . 

¡ A (ang1trom) - ltr" cm ... 10-" m 
• I0""11(mluón) 

: lii¡::id-;fiZ..-:rmka) - 1,4116 " 11)" m 

l ;n.i.e~z--3~Ó~ ~ ~i;,i;:. 
.&.•r-J•• 
t radl'n - 57,3' 
1• - 1,1• x 10-•rad 
l ' - 2,91 " 10-'t•d 
1- -•,83 x 10-'rad 

1 m• .. tO'cm• ... 1,55" IO-Opulll' 

, ""1; !.ºS:U~~m· 
1 p\e" • 14' pult' -9,:Hl x JO-Om' 

'f• Lamu : 
1 m' - IO'cm• .. 10'Utroo 

1 , ... --~i·t~ ¡;1..:,."_'~S2'í1-
1 puJlf - 1&,39cm• 

'hlHl•d: 
1 1111_, .. IO'cm r ' - 3,281 pkr' : e: ~l;.1 3!·~ ~ ·¡;~ • 16,67 m r 1 

.&.H le r•dh : 
1 m1 ... ... IO'em1-o - 3,281 ple•-' 
1 pia 1-o - 30,-48cmr' 

·~· ¡ ~; !~:f¡ ~~~~:: 
1'11 on1 : 
1 N '"' 10' dial • 0,22'3- Lbl ... 0,U)2 kgl' 
1 dllul - 1o-os-:z.m x 10-• Jbf 
! lb! • 4,448N - •.«I x IO'dllll 
1 kgf - 9,BI N 

1 Nm-' • 9,2M " I0--11111 
= ~ó'~n:c~Lblpulg-' 

1 llm - 1',7lbl p11tg-' ... 1,013 x l O'Nm-o 
lbu - IO'dl..Micm_,, 

·- · 1 J ... 10'up-o,mc .. 1 
... 6,20 1< IO" • V . 

1 ev ... 10-o MeV ... 1.00. 'J< IO-"erg 
- 1,01x 10-• u""' 

leal .., ,,UJ6 J ... 2,61! .., IO" eV 
- 2,807 x I O'"llll'..o. '. 

1 11""' : 1~ :rn::~ ... 9f1,0 M1V 

T••pval•N: 
K .. 273,1 +"C 
:~ : i~+3~2) 

I W ... J ,3'1 x IO-O hp 
l bp .. 7'5,7W 

Carr•e" etrlca:• 
I C - 3x lO' alC 
1 11c - 1x10-•c 

1 A - 3 )( IO' llA 
l 1tA • I l< 10-'A 
1 ¡&A - 10-• A, 1 mA ... Jtr- A 

\ NC- 1 • I Vm-1 - 10-ovcm-1 

... ¡ 1< 10""1tVcm·• 

11.fdlln•I• : 

tü - l(IO¡dl 
1 M Q .., ¡ l)'(l 

1 F • 9 x IO"llF 
l otF - ¡ X 10•11 F 
l 11F - 10-'F, 1 pF .. 10-"F 


	__Página_001
	__Página_002
	__Página_003
	__Página_005
	__Página_006
	__Página_007
	__Página_008
	__Página_010
	__Página_011
	__Página_012
	__Página_013
	__Página_014
	__Página_015
	__Página_016
	__Página_017
	__Página_018
	__Página_019
	__Página_020
	__Página_021
	__Página_022
	__Página_023
	__Página_024
	__Página_025
	__Página_027
	__Página_028
	__Página_029
	__Página_030
	__Página_031
	__Página_032
	__Página_033
	__Página_034
	__Página_035
	__Página_036
	__Página_037
	__Página_038
	__Página_039
	__Página_040
	__Página_042
	__Página_043
	__Página_044
	__Página_045
	__Página_046
	__Página_047
	__Página_048
	__Página_049
	__Página_050
	__Página_051
	__Página_052
	__Página_053
	__Página_054
	__Página_056
	__Página_057
	__Página_059
	__Página_060
	__Página_061
	__Página_063
	__Página_064
	__Página_065
	__Página_066
	__Página_067
	__Página_068
	__Página_069
	__Página_071
	__Página_072
	__Página_073
	__Página_074
	__Página_075
	__Página_076
	__Página_077
	__Página_078
	__Página_079
	__Página_080
	__Página_081
	__Página_082
	__Página_083
	__Página_084
	__Página_085
	__Página_086
	__Página_088
	__Página_089
	__Página_090
	__Página_091
	__Página_092
	__Página_093
	__Página_094
	__Página_095
	__Página_096
	__Página_097
	__Página_099
	__Página_100
	__Página_101
	__Página_102
	__Página_103
	__Página_104
	__Página_105
	__Página_106
	__Página_107
	__Página_108
	__Página_109
	__Página_110
	__Página_111
	__Página_112
	__Página_113
	__Página_114
	__Página_115
	__Página_116
	__Página_117
	__Página_118
	__Página_119
	__Página_120
	__Página_121
	__Página_122
	__Página_123
	__Página_124
	__Página_125
	__Página_126
	__Página_127
	__Página_128
	__Página_129
	__Página_130
	__Página_131
	__Página_132
	__Página_133
	__Página_134
	__Página_136
	__Página_137
	__Página_139
	__Página_140
	__Página_141
	__Página_142
	__Página_143
	__Página_144
	__Página_145
	__Página_146
	__Página_147
	__Página_148
	__Página_149
	__Página_150
	__Página_152
	__Página_153
	__Página_154
	__Página_155
	__Página_157
	__Página_158
	__Página_159
	__Página_160
	__Página_161
	__Página_162
	__Página_163
	__Página_164
	__Página_165
	__Página_166
	__Página_167
	__Página_168
	__Página_169
	__Página_170
	__Página_171
	__Página_172
	__Página_173
	__Página_174
	__Página_175
	__Página_176
	__Página_177
	__Página_178
	__Página_179
	__Página_180
	__Página_181
	__Página_182
	__Página_183
	__Página_184
	__Página_185
	__Página_186
	__Página_187
	__Página_188
	__Página_189
	__Página_190
	__Página_191
	__Página_192
	__Página_193
	__Página_194
	__Página_195
	__Página_196
	__Página_197
	__Página_198
	__Página_199
	__Página_201
	__Página_202
	__Página_203
	__Página_204
	__Página_205
	__Página_206
	__Página_207
	__Página_208
	__Página_209
	__Página_210
	__Página_211
	__Página_212
	__Página_213
	__Página_214
	__Página_215
	__Página_216
	__Página_217
	__Página_218
	__Página_219
	__Página_220
	__Página_221
	__Página_222
	__Página_223
	__Página_224
	__Página_225
	__Página_226
	__Página_227
	__Página_228
	__Página_229
	__Página_230
	__Página_231
	__Página_232
	__Página_233
	__Página_234
	__Página_235
	__Página_236
	__Página_237
	__Página_238
	__Página_240
	__Página_241
	__Página_242
	__Página_243
	__Página_244
	__Página_245
	__Página_246
	__Página_247
	__Página_248
	__Página_249
	__Página_250
	__Página_251
	__Página_252
	__Página_253
	__Página_254
	__Página_255
	__Página_257
	__Página_258
	__Página_259
	__Página_260
	__Página_261
	__Página_262
	__Página_263
	__Página_264
	__Página_265
	__Página_266
	__Página_267
	__Página_268
	__Página_269
	__Página_270
	__Página_271
	__Página_272
	__Página_273
	__Página_274
	__Página_275
	__Página_276
	__Página_277
	__Página_278
	__Página_279
	__Página_280
	__Página_281
	__Página_282
	__Página_283
	__Página_284
	__Página_285
	__Página_286
	__Página_287
	__Página_288
	__Página_290
	__Página_291
	__Página_292
	__Página_293
	__Página_294
	__Página_295
	__Página_296
	__Página_297
	__Página_298
	__Página_299
	__Página_300
	__Página_301
	__Página_302
	__Página_303
	__Página_304
	__Página_305
	__Página_306
	__Página_307
	__Página_308
	__Página_309
	__Página_310
	__Página_311
	__Página_312
	__Página_313
	__Página_314
	__Página_315
	__Página_316
	__Página_317
	__Página_318
	__Página_319
	__Página_321
	__Página_322
	__Página_323
	__Página_324
	__Página_325
	__Página_326
	__Página_327
	__Página_328
	__Página_329
	__Página_330
	__Página_331
	__Página_332
	__Página_333
	__Página_334
	__Página_335
	__Página_336
	__Página_337
	__Página_338
	__Página_339
	__Página_340
	__Página_341
	__Página_342
	__Página_343
	__Página_344
	__Página_345
	__Página_346
	__Página_347
	__Página_348
	__Página_349
	__Página_350
	__Página_351
	__Página_352
	__Página_353
	__Página_354
	__Página_355
	__Página_356
	__Página_357
	__Página_358
	__Página_359
	__Página_360
	__Página_361
	__Página_362
	__Página_363
	__Página_364
	__Página_365
	__Página_366
	__Página_368
	__Página_369
	__Página_370
	__Página_371
	__Página_372
	__Página_373
	__Página_374
	__Página_375
	__Página_376
	__Página_377
	__Página_378
	__Página_379
	__Página_380
	__Página_381
	__Página_382
	__Página_383
	__Página_384
	__Página_385
	__Página_386
	__Página_387
	__Página_388
	__Página_389
	__Página_390
	__Página_391
	__Página_393
	__Página_394
	__Página_395
	__Página_396
	__Página_397
	__Página_398
	__Página_399
	__Página_400
	__Página_401
	__Página_402
	__Página_403
	__Página_404
	__Página_405
	__Página_406
	__Página_407
	__Página_408
	__Página_409
	__Página_410
	__Página_412
	__Página_413
	__Página_415
	__Página_416
	__Página_417
	__Página_418
	__Página_419
	__Página_420
	__Página_421
	__Página_422
	__Página_423
	__Página_424
	__Página_425
	__Página_426
	__Página_427
	__Página_428
	__Página_429
	__Página_430
	__Página_431
	__Página_432
	__Página_433
	__Página_434
	__Página_435
	__Página_436
	__Página_437
	__Página_438
	__Página_440
	__Página_441
	__Página_442
	__Página_443
	__Página_444
	__Página_445
	__Página_446
	__Página_447
	__Página_448
	__Página_449
	__Página_450
	__Página_451
	__Página_452
	__Página_453
	__Página_454
	__Página_455
	__Página_456
	__Página_457
	__Página_459
	__Página_460
	__Página_461
	__Página_462
	__Página_463
	__Página_464
	__Página_465
	__Página_466
	__Página_467
	__Página_468
	__Página_469
	__Página_470
	__Página_471
	__Página_472
	__Página_473
	__Página_474
	__Página_475
	__Página_476
	__Página_477
	__Página_478
	__Página_479
	__Página_480
	__Página_481
	__Página_482
	__Página_483
	__Página_484
	__Página_485
	__Página_486
	__Página_487
	__Página_488
	__Página_490
	__Página_491
	__Página_492
	__Página_493
	__Página_494
	__Página_495
	__Página_497
	__Página_498
	__Página_499
	__Página_500
	__Página_501
	__Página_502
	__Página_503
	__Página_504
	__Página_505
	__Página_506
	__Página_507
	__Página_509
	__Página_510
	__Página_511
	__Página_513
	__Página_514
	__Página_516
	__Página_517
	__Página_518
	__Página_519
	__Página_520
	__Página_521
	__Página_522
	__Página_523
	__Página_524
	__Página_525
	__Página_527
	__Página_528
	__Página_532
	__Página_533
	__Página_534
	__Página_535
	__Página_536
	__Página_537
	__Página_538
	__Página_539
	__Página_541
	__Página_542
	__Página_543
	__Página_544
	__Página_545
	__Página_546
	__Página_548
	__Página_549
	__Página_550
	__Página_551
	__Página_552
	__Página_553
	__Página_554
	__Página_555
	__Página_556
	__Página_557
	__Página_558
	__Página_559
	__Página_561
	__Página_562
	__Página_563
	__Página_564
	__Página_565
	__Página_566
	__Página_568
	__Página_569
	__Página_571
	__Página_572
	__Página_574
	__Página_575
	__Página_576
	__Página_577
	__Página_578
	__Página_579
	__Página_580
	__Página_581
	__Página_582
	__Página_583
	__Página_584
	__Página_585
	__Página_587
	__Página_588
	__Página_589
	__Página_590
	__Página_591
	__Página_592
	__Página_593
	__Página_594
	__Página_595
	__Página_596
	__Página_597
	__Página_598
	__Página_599
	__Página_600
	__Página_601
	__Página_602
	__Página_603
	__Página_604
	__Página_605
	__Página_606
	__Página_608
	__Página_609
	__Página_610
	__Página_611
	__Página_612
	__Página_613
	__Página_614
	__Página_615
	__Página_616
	__Página_617
	__Página_618
	__Página_619
	__Página_620
	__Página_621
	__Página_622
	__Página_623
	__Página_624
	__Página_625
	__Página_626
	__Página_627
	__Página_628
	__Página_629
	__Página_630
	__Página_631
	__Página_632
	__Página_633
	__Página_634
	__Página_635
	__Página_636
	__Página_637
	__Página_638
	__Página_639
	__Página_640
	__Página_641
	__Página_642
	__Página_643
	__Página_644
	__Página_645
	__Página_646
	__Página_647
	__Página_648
	__Página_649
	__Página_650
	__Página_651
	__Página_652
	__Página_653
	__Página_654
	__Página_655
	__Página_656
	__Página_657
	__Página_658
	__Página_659
	__Página_660
	__Página_661
	__Página_662
	__Página_663
	__Página_664
	__Página_665
	__Página_666
	__Página_667
	__Página_669
	__Página_670
	__Página_671
	__Página_672
	__Página_673
	__Página_674

