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L es Nouveaux Précis Bréal sont congus pour apporter aux étudiants en
classes préparatoires une aide efficace dans leur travail. Tout en con-
servant la rigueur des éditions précédentes, nous nous sommes efforcés d'apla-
nir au mieux toutes les difficultés inhérentes au discours mienfiﬁqu&. Mous
savons par expérience que le rythme de la prépa n'aulerise aucune perte de
temps, et nous pensons qu'une explication claire et précise permet d'éviter au
lecteur tout « blocage » inutile.

Strictement conforme au nouveau programme, cet cuvrage s'adresse @ tous les
étudiants de deuxiéme année des filigres PC et MP. Chaque chapitre est divisé
en trois parties complémentaires,

= le Cours, qui présente les principaux raisonnements & comprendre et &
connaitre, accompagnés de nombreuses applications directes afin d'assimi-
ler immédiatement les notions traitées.

w les pages Méthodes, qui contiennent deux rubrigques indispensables & la
progression personnelle : ['essentiel permet de mémoriser rapidement tout
ce qu'il fout retenir du chapitre, et lo Mise en ceuvre expose les grandes
méthodes afin d'acquérir les bons « réflexes » en situation.

= les Exercices, classés par niveaux de difficulté, dont les solutions détaillées
sont enrichies d'astuces et de conseils [précédés des logos 4 ou 4.
Certains exercices sont occompagnés de courtes indications, comme en
colle : il suffit parfois d'un petit « déclic » pour démarrer |

Il nous est paru nécessaire d'accorder aux Méthodes et aux Exercices une
place équivalente @ celle du Cours. En effet, I'apprentissage ne peut pas étre
efficace sans combiner étroitement ces trois dimensions: comprendre, savoir
faire et s'entrainer. En revanche, s'il organise intelligemment son travail, I'étu-
diant pourra s'améliorer dans toutes les disciplines en gérant au mieux son temps
et ses efforts, principale condition de la réussite.

Par qilleurs, les deux derniers chapitres de |'cuvrage sont un peu particuliers :

* |a chapitre 5 confient quatre problémes de concours fraités exhaustivement ;
* la chapitre & rappelle cerlaines notions éludiées en premiére année, mais qui
doivent étre parfaitement maitrisées en seconde année.

Ainsi, les éudiants de MP et PC disposeront, en mécanique, d'un outil de travail
complet, adopté au rythme soutenu de cette seconde année de préparation aux
CONCOUrs.

sodoud-juvel”

Mous espérons que ce nouveau Précis les oidera & passer avec réussite leurs
épreuves, et nous répondrons volontiers 4 loute suggestion, remargue ou critique
par e-mail & I'adresse suivante: infos@editions-breal.fr.

U'éditeur et les auteurs

This One

i wm




Copyrighted material



Sommarre

Chapitre 1. « Cinematiquedusolide ...................o00ueviiiiusnnins 7
Méthodes : 'essentiel [ IMiSE 6N GBUVIE . . . .ot eausonusenssossenss 26
Exercices :énoncés. solutions . . . .. ......c..0uieauina iy 36
Chapitre 2. = Cinétigue des systéemesetdusolide ............... 0000002 59
Methodes : 'essential [ S8 B OBLIVIE . & o o o o s cs o s s oo oss s sassssy 75
EXercices ' 6nNonces, SOIULIDME . . .o vu s enrnesoantonassnssesssnns B2
Chapitre 3. = Dynamique des systéemesetdusolide . ..................... 95
Méthodes : lessantiel : mise 8N BUVIE . . . . o oo v v s o s s sy L 111
EXNSFDIORE . SNONCES, SONTIOMNE o o vosuvsss s asoussenasssssssssssss 121
Chapitre 4 . » Enurgétiqua des systemesetdusolide .................... 149
Méthodes : I'essentiel : mise en euvre. . P ey A 165
Exercices ' 8noncds, SOMUIIONSE . . . oo esarsnbesssnasssatesnsss 174
Chapitre5. wQuelguesproblémes .............ccciisiisnnsessnsnssss 201
Probléme 1 202
Probleme 2 218
Probléme 3 227
Prohléme 4 236
Chapitre 6 . = Rappels indispensables de mécanique de 1™ année ......... 243
Oscillations - Equilibre - Stabilité . . . .. ... ouuinsir s ieseeinss 244
Eorces centrales - Planétes - Satpllites 254
Référentiels galiléen et non galiléen - changement de référentiel ... .. 260

Index 270




Copyrighted material



CHAPITRE

n Cinématique
» :

du solide

Dans ce chapitre, nous présenterons, aprés avoir rappelé guelgues résultats de premiére
année, les bases de la cinémartique du solide, c’est-@-dire les outils permettant la
description du mouvement d'un solide sans s'occuper des causes de ce mouvement. Puis
dans un second temps, nous étudierons les problémes de cinématigue du contact entre

deux solides.

Plan du chapitre 1
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Fig. 1 - Base orthonormés

directe ; en wissant le tre-bouchon ;

“de &, vers &),
i g'enfonce vers &,
=da &, vars &,
il 5'enfonce vars i:;
*de &, vers &,
il #'erfonce vers 2.

1. Ce rélérental correspond A tout
c8 qui et fixg par rappon &
I'ohservateur ; on le représenta
souvent par un solde &wqueel est
i Fabgartar.

Fig. 3 - Vecteur position du
poent M dans le référemtial F

] —~ E—
. Chapitre 1 ; Cindématigue du solide

A. Rappels

A.1l. Reférentiel

+ Base orthonormée directe

Pour définir un référentiel (observateur), il faut d’abord définir une base
orthonormeée directe (voir fig. 1), composée de trois vecteurs :

— perpendiculaires entre eux (ortho) ;
- de norme 1 (normée) ;
- respectant la régle du tire-bouchon (directe).

* Repére

L’adjonction d'un point O (ongine do repére) 4 une I:mu.- ufﬂ'mmrm&e
dlrecte[? e, ,) définit un repére orthonormé direct : (O ; e, , e.).

* Référentiel

Comme le point M se déplace au cours du temps, il faut que I'observateur soit
capable de préciser la position du point M a chaque instant ; il faut donc qu'il
soit aussi capable de mesurer le temps (i 'aide d"une horloge).

L'adjonction du temps & un repére définit un référentel & : (O ; ¢, r.},. E- r).
Celui-ci définit précisément la notion d"observateur’.

+ % =»

Fig. 2 - Ritdrantiol (O ; ¢, 4, €., 1) lik& I'observatewr,

Ainsi sur la fig. 2, ®: (0 ; e, E;. e..t) estun réferentiel lié & 'observateur.

Le temps s*écoulant de la méme maniére dans tout référentiel, il sera inutile
de préciser le temps dans ["écriture du référentiel ; ainsi, on pourra écrire :

R(O ; &, 2, 22)-

* La position du point M observé (fig. ), depuis I'observateur (référentiel )
est définie & 'uide du vecteur position DM composé ¢

- d"un pu'int urig:im O fixe par rapport a 'observateur, c'est-g-dire au référen-
el ® (O ;e J. ‘ ) : (on choisit souvent I"origine O du référentiel) ;

- du point M observé.

Rappel : un vecteur est défini par :
— sa direction ;

— 500 SEns §

= sa norme {ou valeur).

+ La trajectoire du point M dans le référentie]l 3t est 'ensemble des points par
lesquels M passe au cours du temps ; la trajectoire dépend du choix de
I"'observateur, cest-ad-dire du référentiel J.




A.2. Produit scalaire
| Deéfinition 1 |

|
r . 1.:prnduitmhimdummm3uﬂ(ﬁg-4}m1mmuh&t{mnnm—
' hut},mtéﬁ-ﬁ,qu:inut'
v “-v = |ul- |;|m{ﬂ_r} |

Fig. 4 - Produit scalaire & - ¥.

_-ﬂELEmmﬁi=u,
u/ vt =22 = [ElRN coscd, 2y = IZE, soic Il = 432 = 43
.l-"

R + & , . -+ . -
- ¢ représente la projection du vecteur & sur la direction du vecteur #,

"l
IN“A‘;'“' o). | i) = 1 (fig. 5) ; eneffer, f - ¢ = [i]cos(id, #) = U

0 P i . . .
u + Produit scalaire entre vecteurs d"une base orthonormeée directe (fig. &) ;
7] =1 -+ -+ = .
[_____ S e e, =13 <8 =03 { &
Fig. 5 - Projection de if sur &, > 2 d2 0
EJ_,'E_‘,- - Ej,'E..— = .
-+ = -+ 5"'3-" -
e, = 1; e,-a =10, v

Fig. 6 - Bage arthonormbe
directe (&), &, &,).

* Produit scalaire entre vecteurs de deux bases
orthonormées directes (fig. 7

=+ &

e, e, = cosB;

E:-E_:: ms[guﬂ].:sinﬂ; =

3 3 n «“® “

gy €y = f“‘[‘(“‘*ﬁ]) = —sinf; Fig. 7 - Bases orthanarmies
directes (&), &, &,) &l (&, &, &,).

e, &y = co80. ' LU e o

A.3. Produit vectoriel

A.3.1 - Définition
| Définition 2

' . - ] ) -
Le produit vectorie]l des vecteurs & et ¢ est un vecteur, noté u A ¢ dont :

—lanurm:es:uﬁn H-I .“ "Im(u u]l|
—lndirtcl:i.unﬁtpﬂpendiculaiuﬁu et d t.r;
- le sens est donné par la régle des 3 doigts de la main droite (/i

Remargues
1) On déterminera donc un produit vectoriel en trois étapes : norme, direc-
: © ton et sens.
Fig. B - Régle des trais doigts de .
I& main drome. 2y L’angle (w, r) est orienté (signes + ou —, ig. 9).

o '
—



1. Attention, les vecteurs & ot @
sont dans le plan de la feuilla,

o

%
2o Y |

| &
| £y L

Fig. 11 - Dans une base
arivonormis directs candsienng,

Chapitre 1 ; Cindmatique du solida
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7L

sens + dans le plan 1':-}, I.-‘I':I arienté
par la rotation autour de o

-+
7]

+ \
5 3 & un:*dml:plm[i:'.i':nm-im
w=ual i -
par la rotation sutour de v

Fig. 9 - Orientation de "angle (4, o), vuen perspactive.

3) Pour uriliser la régle des trois doigts de la main droirte, il faut choisir la posi-
tion des doigts pour laquelle |(i, )| est inférieure & 180° (fig. 10).

angle 4 ne pas considérer

— -+ 5 .
car jol > 180° # A [direction

P el sens) (majeur)
{index)
angle a considérer pour
:_déwﬂuinr ke sems de o
uoat & PMaide de la
régle des 3 doigts de la
main droite o < B0

E.

-

it AL i
(index)

(direcrion e sena)
{mayeur)

Fig. 10 - Utiksation correcie de la régle des trais daigis de la main droite "

A.3.2 - Quelques propriétés

&5 & ~ % = .
* Le vecteur & A u estunvmeu:d:m:mennnnequearhy,demme
. . -+ ¥ : e T oo
direction que & AP mals de sens OpPosc & & A £, Alns) -

3 = =
AN ==H AN,

.= - . . T
* 5i u et ¢ sont deux vecteurs colinéaires alors : u ~ 1 = 0,

-+ ™ ey -+

= =
MNomamment : 4 Ax =0 et ap =0,

«Siu, ¢ et sont trois vecteurs, on a (distributivité) :

= % —» T e
HAPAW)=HAP+H AW,

A.3.3 - Calculs de produits vectoriels utiles

* Produits vectoriels entre deux wecteurs d'une base orthonormée directe

cartésienne
ne‘., /—;| :, = +1¢l = ei

d.l.muinu
IIHt'dﬂuldn"l — - R
de In main droiey ":-'"5 Liymli,
. . R -+ - b —
Deméme (fig. 11):e,ne, = &,5 €., =g
-+ = -+ = -
En revanche : €, ME, = —8,0 A6 = ¢,



‘l@ ‘:

Fig. 12 - Dans una base
arthonoeméa cylindriguea.

Fig. 13 - Produit vectariel dans
des bases cartésienns ot

cylindrique.

1, Ces autres positions
correspondant & d'autres vabawrs
de B

* Dans une base orthonormée cylindrigue :

e ) . K| = = -
g, Ay = +su1§¢, = +le, = ¢,
RETE [l acil] ST

. B I R I R T —
Deméme (fig. 12): 8y ne, = &,; €, A8 = &; &g AeE = —£8,;

=+ = - —
g iy = =8, B A, = —dg.

* Produits vectoriels entre vecteurs des bases orthonormées direcres carté-
siennes et cylindrigques (fig, 13

-+ & . — . ok
e, ~e, = +|sinfle, = sinfe,.
BENE normE derecrian

|wn® = sim@
car 0 < @<= 2
sur e dessin
De méme :

—- =
g, ongy =+

s'm[hﬂe‘: = +|cosBlz’ = cose

(|cos®| = maﬂcuﬂ-:ﬂ-:gmledﬁﬂ“

qﬁ:,=_m(a_§1;: L)
(car cos® > 0 puisque 0 <8< 2 sur le dessin) ;

é A e, = -|sin(-8)le, = -sinB e,
(car sin® = 0 puisque ﬂ-iﬂ-czg sur le dessin).

Remarque : il est préférable de faire un schéma pour lequel on a :

nqaczg, ainsi sin® > 0 et cosh > 0.

Les calculs fairs dans ces conditions restent valables dans les autres positions'.

A.3.4 - Expression du produit vectoriel en coordonnées
cartésiennes

N +_ —h = — -a-_ o~ ,oh o
Si w=ae, +be tce, et v =a'e, +be, +0'e,,

I T T e
alors wav = (ae, +be, +ce ) nla’e, +b'e, +0'e)
. I P P Uy = =
soit WAl = aa'e, ne +ab'e ne vac'e ne,
ba'e, ne, +bb'e, n e, +b'e) AEl
+ ﬂf_yﬁ.ﬂ‘!-i- f’ﬁfy-i- ﬂ_.'.-l"-f_*
= T = g =
+ea'e, ne, +oble, e, +ec'e, ne,.
D’on

WAL =S (e’ = b".:jf: +{ca’ = r,'a)a_; +{ab’ = a’b]f:

Cpues




Jirg

Mg +dfiegd | .
Flg+deyp--
F{EN] e

Flg 14 - Débriviba dee Fir) en 1.

1. Lorsgu'on @crit la darivéa par
FapEO Ay temps, on peut la

noder ;l::,} au liew de :-:{I.:.

2. On it aussi par rapport au ..,

0 Ey To+ds |:_

A.4. Dérivation

A.4.1 = Dérivée scalaire
La dérivée temporelle de la fonction f(r) a I'instant r, représente la pente de
la tangente a la courbe fir) en 1, (fig 14);

on la note' %{{rﬂ}.
Si t passe de 1y & £+ dr, on se déplace de f(1,) a f(t, + di) sur la courbe

fir) etde firg) & f(r,)+ df(zy) sur la tangente ; comme dt est infiniment
petit, on peut confondre les deux valeurs précédentes :

fleg) + dfizg) = fleg + dr)y
d de) -
soit AF(eg) = flty + de)—fity) on .i':::n]' =ffrn+ dI: flzg)
P et
* Somme EL|l’+_g]|=-"'-lf+—‘g=,.|'=+j
de d

Produit:  Spxg) = YousE - jrusi

Produit : druxﬂ =T E+_i"dr = fe+fe

. . df d,r,r

Composition : dr{f{g}} dz A dgg

A.4.2 - Dérivée vectorielle

_ , = y | . =+ 3 =+
La dénvee vectorielle de U dans” le referentiel R (O 5 e, ¢, ¢,) o5t

(&)
dr s

_’.
Certte définition permet de savoir comment varie U observé depuis 3t
Ainsi, contrairement 4 la dérvée d'une fonction scalaire, la dénvée d'une
fonction vectorielle dépend du référentel de dérivation, ¢'est-d-dire que la
variation d"un vecteur dépend de » I'endroit » depuis lequel on Pobserve,

Une méthode pratique de calcul de 1a dérivée dun vecteur (formule de Vari-
gnon) sera vue dans le paragraphe A.5.

Chapitra 1= Cindmatiqua du solide
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E:
e (R (R’

Fig. 15 - Deux réfarentials.

()

Fig. 16 - Référentiel 3" en
rotation par rappaort au
réftrantial 5.

A.5. Formule de Varignon

Vecteur rotation instantané
Cnmidémns ‘ﬁ-;z 15) deux référenl:iels (liégs 4 deux observateurs),
E?I'll:l:l;e e}etﬂ{ﬂ',: .a )1t est en mouvement par rapport
a . L:muuv:m:m de mﬁﬂmdeﬂ‘pﬂrrnppuniﬁt esl caractérisé par le
vecteur rotation instantané fi,,.ﬂ,m.

S . — — =
Soit U un vecteur quelconque que I'on projette dans la base (e, ¢, ¢,:)
lide a4 R :

"
Us=Ug.é +U,z, +U,. 2,
— —
Dénvons dans A le vecteur I afin de connaitre la variation de ce vecteur 1J

observé par un observateur lié 4 9% :

dU de,: de,’ de,.
=T : ' (S8
(?)H—U .+ U}.-r + L e* + U, ( I ) +U_'r"[ ]Im+U'( I )},a.
—,
dU ‘ .
On remarque que : [ T ]m cip+rUpal+ Uiy

el on montre gue :

dr E U
_'

de - - —y

[_dtL).l':f = ﬂﬁ'f&ﬂﬂ-’r

dﬁ? —+ —
[F)-":it = ﬂﬂ.jinana.
On obtient ainsi la formule de Varignon :
au avy 2 .
(G )in =G )i * Qa0

qui permet de faire le lien entre la variation de G observé depuis Jt et 3t et
de définir le vecteur rotation instantanée €15, ., .

Cas particuliers : . .

- si B’ est en translation par rapportd R, £2 .. . = 0;

= &i $" est én rotation autour de 'axe (O .e_:]- lié au référentiel 3, 4 la vitesse
. a o dé C )

angulaire 6 = = alors fia.m = Be, (fig. 16).

La rotation est uniforme si 8 = @ = cte,

E =
Rappel: 02 . . = -0, ...

Application 1

rentiel 5.

Considérons deux référentiels 9t O : . B }I et (O .E_,,.EB, 1L:I
Diéterminer la I:Iéri?éedeuvmt:ursdehbm fe,.ﬂﬂ,e,} dans le réfé-

_}

(A

Eruns




Solution
Ht’ est en rotation autour de 1'axe (O ; E:} lié au référentiel @, le vecteur rotation instantané de 5t

par rapport 4 % est donc :
= Lo
g g = 8e,.
Utilisons la formule de Varignon afin de dériver le vecteur E}, dans le référentel 3t :

de, de . .,
[:Ei).ﬁ: - [T;]m, +Llg. q e,
Comme i: est constant dans le réferentiel " :
+
dﬂ. a a.
('d;]fg' =
de, + e s L
[I].fa =g ant, = Be,ne = Bey,

De la méme maniére, comme E; est constant dans le référentiel -

de, da, 3 > _a I
(TjT)f@L:(E]M'-P wom = g aneg=Be ey = Be,.

Et, comme E: est constant dans les deux référentiels 3 et R’ :

-:l;: B dE: —E
[E)ﬁa B [E).-‘ar* o

A.6. Vecteur vitesse
Definition 3
Le vecteur vitesse du point M dans le référentiel 3t (par rapport & 'observa-
teur h 1, est la dérivée temporelle du vecteur position du point M dans & :
- ¢ vecteur vitesse (m-s1)
j:.[;v..-[].lfgl - [%)ﬁ| OM vecteur position (m)
I remps (s)

{0 est un point fixe du référentel 5R).
1. dOM = OM(t+ dr) - OM(D).
Rappel : ﬁ{M}m esl un vecteur tangent 4 la rajecroire en chacun de ses

dOM =i g M+ dn) L i L — .
points : il correspond & la variation dOM ' du vecteur OM pendant I'inter-

valle de temps infiniment petit dr (big. 17):

OMe+dn
3 —— —_
vdr = OM(s+ dr)— OM(£).
i#y Remarques:
Le calcul de :.T{Mjm permet de savoir comment varie la position du point M
Fig. 17 - Vecteur vitessa. observé depuis le référentiel @ (1'observateur).

' Ehap tre 1: Cindmatigue du solide



Le vecteur accélération du point M dans le dans le référentiel i est la dénvée
seconde du vecteur position de M par rapport au temps dans le référentiel 3 :

3 viecteur accélération
(m-s?)

-
E’{M} = [@] - [M] 11 vecteur vitesse (m - s™')
x i ¥ i OM vecteur position (m)
{ temps (8)

Application 2

On considére I'hélicoprére de la figure ci-dessous se déplacant 4 vitesse constante o o= :.-E: le long
de 'axe (O ;;:} fixe dans le référentiel ®(O ;E:,.E_:,,?,]n. Exprimer la vitesse et accélération du
point M se trouvant i I'extrémité de la pale 7 en urilisant la formule de Varignon.

da

Données : les pales ont un rayon R et tournent avec une vitesse angulaire constante o = a

)
%z

Solution

Partons du vecteur position du point M dans le référentiel St et introduisons le point A 4 1"aide de la
e —s ——k

relation de Chasles : OM = OA + AM.

Afin de déterminer la vitesse de M dans 3, dérivons ce vecteur position par rapport au temps dans 5t :

) ) @ B ADA dAM
v (M)q "( dt ].r _( dt ].n'at+( dt ]-"9*1

!

dOA
dt

d0A d(xe) de
. .+ . S
( dr ]:a - [: dt ]a'a - “"”(T]fm = Ky = Pey

La dérivée de i_'_: par rapport au temps dans R est nulle car .s_: est un vecteur constant dans 9.

L:premiu't:rlnc( ].f-a correspond 2 la vitesse de A dans 3, soit :

Cours




—
dAM

Afin de déterminer l'expression du second terme [ ]." , introduisons le référentiel |
]

dr
(A ; 2, 2, &) lié & la pale de I'hélicoptére (car AM est un vecteur constant de &t") et urilisons la
formule de Varignon :
:I,A_h}-l dm ﬁ —
[ dr )m =[ dt ]I:r+ wm A AM.-

— AM 3 ;
Em:mgtmmummtdeﬂ',(ﬂ——] =u,=tcmmmfiwm=ﬁv§:=ma,ma:
dt S

——
[%] =m;:nRE}r-H'mE:.
dt Jia

Ainsi : v(M);, = ve,+ Roe,.

wrd (5}

Afin d"obtenir I"accélération du point M, on utilise la définition :

dv (M) dive)) d(Rwey)
-+ ' ¥ £y
a(M)yg = [ dt ]J.E - [ dt ],rg"'( dt );;'

Comme v est une grandeur constante au cours du emps et comme E: est un vecteur constant au
d(ve,)
dr

mumdummmdnml::&ﬁr:nﬁ:lﬂ.,llprmi&udéﬂvée( ]." est nulle ; dans la seconde déri-
R

d(Rwe,

?&:([ "}] s R et o sont des constantes, ainsi :
dt i

de

a(M),, = Rm( -

ﬂ Chapitra 1 Cindmatique du salida

] = Ru(-8¢) = -Ra’e,.
fa




Fig. 18 - Un solide.

B

()

Fig. 19 - Solide en mouvement
dans un rihirentisl

1. De maniére géndrale, on peut
associer d tout solide un
référantiel : om confandra danc
dars cef ouwrage les notions de
référantiel et solide |de référanca)
@ pouFTa ainsl parer du
mowvement d'un poant par rapport
& un réfareatiel ou par rapport & un
sobde.

LT m

O @)

Fig. 20 - Salide en mowvement
dang un rélérentsel,

£ On premndra gande au Tait que
cette formude correspond @ wn
changament de point dans la
solide mais pas d'observatewr (les
deux vitesses sont calculies dans
la méme réfarential).

1. Les points A et B sont
naturallement dbémants du solide
Y, c'est-a-dire qu'ils sont
dléments de 5 & chague instant.

B. Champ de vitesse d'un solide
B.1. Définition

Definition 5

Un solide (indéformable) ¥ est un ensemble de points tel que (fig 15
pour tout couple de points (A, B) de I, la distance AB est constante au
cours du emps :

vae ¥, vBe ¢, |ABl = .

B.2. Formule fondamentale de cinématique
du solide

Soit A et B deux points du solide i en mouvement dans le référentiel ® d’origine

O (fig. 19). Au solide ¥, on associe' le référentiel 5., d'origine O (point fixé au

solide ).

Appliquons au vecteur ﬂ_ﬁ la formule de dérivation vectorielle (Varignon) :
dAR dABy 2 =2

[ dt ]fsl. I( dt Jia-;n**"““ﬂ'

En écrivant que le vecteur rotation instantané ﬁm,.—a du référentiel %, par rap-

mauﬁ&nﬁdﬂmmikvmmuﬁminmm&awg du solide F

par rapport au référentiel ®, on a

(55 = (430)., +8rmn

Comme A et B mntéli'n‘lrnudum]id:?,ﬁ_ﬁ est un vecteur constant de H,

dAB )
{ou de F) : (?in? = 0.

D'autre part :

dAR
(T]ﬂn_
On obuent ainsi la od 1.

Formule fondamentale de la cinématigue du solide (F.F.C.5.)

Pour deux points A et B appartenant au méme solide 5 en mouvement
dians le referentiel | (g, 20

]m == 1(A)jy +7 (B,

d {E + {Tﬁ} { dﬁ] (d[ﬁ
- — — +
de o dr Sim di

A et B ; deux points du solide

v(B);, vitesse de B (m-s)
3 = ¥ o 3 |
"{BJ.I'E = F{ﬁ}]ru +Q, ..~ AB (A, vitesse de A (m - 571)

vecteur rotation instan-

o
tané (rad - 71}
Cours



1. Be o pautdéfnir:

* un paind qui 851 naturelement
glémant du sofide 5 (d chaque
instamt] ; on &crire dans ce cas (de
préférance) tout simplament B
[pour parler de ce paint) ; an a
alors: ¢ (Be ), = #(B),
=y paint gphométngue da 'espace,
gui n'est pas naturelement
edamant du sobde F, coéncidant &
I'instant condaddnd avee un poirt du
solide o ;on a alors

FiBe i), A8,

2 Lbquiprojectiviti vient du fait
qua |a distance enbre daux paints
A et B gueleangues d'un olide est

constanbe, 08 ; Iﬁl = ¢hi.
On peut abars éerire
— T o
Iagl" = AB . AB = cte, soiten
dérivant par rappart au temps ;
=il ek
alagl’ 448 a8
dé df

- 288 (49) -

e introdusant e point 0 |origine du
rafdrential %) A_.é = !Tli+ ﬁ
o obiient :

(), 5 (R,

Fig. 22 - Changement de
référantial,

5i A et B ne sont pas naturellement éléments du solide ¥ (a chaque instant),
il est alors nécessaire d’utiliser 1’écriture compléte :

* - -+ —

vr(Be ?}'.l'a =riAe H]."i+ Q,.,~AB '

Le mouvemnent du solide F dans le référentiel R est entiérement caractérisé, a
I'instant r, par la connaissance de la vitesse de I'un de ses points (ex J{A}m]

et par la connaissance du vecteur rotation instantané du solide ﬁarm . En effet,
ces parameétres suffisent pour retrouver la vitesse de n'importe quel point de
dans le référenticl ® a I'instant t.

Remarque : dans le cas géneéral, ﬁ:ma dépend du temps.
Conségquences

_}
* En multpliant scalairement 1"équation de la F.F.C.S. par AB , on obtient :

o —_— — = —3
AB-v(B), = AE-::{A}I.ﬂ+AB-{ﬂW_,‘,nABL
— —— )
Comme le dernier terme est nul (AB L {ﬁwa.ﬁ AB)), on a la relation :

—F —F
AB - v(B)y=AB-v(A),

traduisant |"équiprojectivité des vitesses du solide (fig. 21) : les vitesses en

deux points quelconques A et B d'un solide ont méme pmjacunn" sur la
droite (AB).

Fig. 21 - Equiprojectivité des vitesses dans un solida (AH = BH],

* Le champ des vitesses d'un solide posséde une structure de torseur : on défi-
nit ainsi le torseur cinématique ou torseur distributeur des vitesses réduit au
point A, par I'ensemble des deux vecteurs :

— résultante : vecteur rotation instantané du solide X par rapport au référen-
el & ;
— moment en A : vecteur vitesse du point A élément du solide par rapport a # :

_}
ﬂ'[?jh‘_ = .ﬁ[ﬂﬂfa" EI{PLE ‘L'h.l':-it]'

Comme dans tout torseur, le champ de moment vérifie la formule de change-
ment de point (F.F.C.58.).

Remargue :

— Sile solide & est en mouvement par rapport au référentiel M’ (caractérisé par
le vecteur rotation instantané ﬁ&'rm* J: lui-méme en mouvement par rapport
au référentel % (caractérisé par le vecteur rotation instantané ﬁ & sz J» AloTs

le solide ¥ est en mnuv:m:nt par rapport au rl:f-l‘:rl:ﬂm:l @ (caractérisé par le

vecteur rotation instantané nwa: (Ag. 22) ﬂ wom = l’l

gom ¥ ilg -

BE _—
. Chapitre 1 : Cindmatigue du solide



i. Catte iransiatan peul &one ;

= ractiligne {les trajactaires des
posnts du solide sont des drafbes)
& girgulaing [es trajectoires das
poirts dus solide sont des cerclas
de méme rayon) ;

= glliptigue {les rajecioires des
points du golide sont das ellipsas);
* gu qualcangue.

2. Ca vectaur change, dans le cas
gritmieral, d'un ingtant b Favire |

— 5i le point A appartenant au solide & est en mouvement par rapport au réfé-
rentiel A°, lui-méme en mouvement par rapport au référentiel R, alors le
solide ¥ est en mouvement par rapport au référentiel 3t ; ainsi :

= ] - .

!'l:."hfll,-_ﬁ = !'[A]l,-_.“,+:-{ﬁ e M g
(on retrouve la formule de compositon des vitesses).
Remargue : pour le point C, qui n'est pas naturellement élément du solide ¥,
on peut écrire : ¢(C € :ﬂ'rﬂ =viCe Fheo* 1 (C e i T

B.3. Cas particulier

B.3.1 - Solide en translation

Un solide f est en translation® par rapport au référentel # si, 4 un instane 1,
les vecteurs vitesse de tous ses points sont identiques (g, 23).

Ainsi, pour deux points A et B éléments du solide &, on a, 4 I'instant ¢ :
0(B), = 0(A)y, = 0(1).

5 &
Ainsi, le vecteur rotation instantané du solide 5 est aul - ,.=10

— _}
et Vl', AB = cte.

Fig. 23 - Sobde an translation dans un référertiel &

B.3.2 - Solide en rotation autour d'un axe fixe

Un solide 7F est en rotation aurour de "axe fxe 2 du référendel 58 (fig, 24) 51
tous les points du solide ¥ sont en mouvemnent sur des trajectoires circulaires
centréss sur 90, a la méme vitesse angulaire © .

i : -f]
. | _,:r .
; h_(/'ﬁ’l:u] § |
w =
- v @0 ; -

Fin_ 24 - Solide an rotgtion atowr de Faxe S fike dans pn riddrenbel K.

:II s




Le vecteur rotation instantané du solide & dans le référentiel

M s’écrin

_— , =3 Ty
1. On auraif mes un ssgoe - S u:-f;ﬁt =Bu -,
I'amgle await &té orsants dans le -
sens indirect autour de I'axe de 1 est un vecteur unitaire de "axe 9.
otation, . . . . . . S
' _ Le point O (point du solide ¥ — sa distance a tout point du solide étant cons-
2. Dans ba cas général, 6= ce . tante au cours du temps) ayant une vitesse nulle dans 3, soit :
Si @ = cte, la rotation est . . N
ntorme, v(0e Py, = v(0), =0,

on peut exprimer la vitesse d'un point A quelcongue du solide & a 'aide de
la formule fondamentale du solide :

> = = =
V(A = 0(0),+Q, . ~OA.

= = p—
:ri.mm = nwm AOA

B.3.3 - Solide en mouvement quelconque

. -

A partir de la relation 3[3};1 = 3{&]}1+ ﬁwa ~ AB, écrites pour deux
points A et B éléments du solide ¥, on peut décomposer (fig. 25) le mouve-
ment d'un point quelconque B du solide F {donc le mouvement du solide)

en une translation de vecteur EJ’I{AJH {tous les points du solide avant certe
_'.
vitesse) et une rotation de centre A de vecteur rotation instantané (3, . (la
. - — - =k
3 Un solide posséde, dans ke cas vitesse de B est alors ﬂ:—f.-':-it AR = n.ﬂﬁB:] .

général, & dagras de libarts -
3 de translatbon et 3 de rotamion.

Mouvement d’un solide

|
§

.S}~ AB
¢ (B) H‘“}

r{A)

Fig. 25 - Décomposition du mauvement d'un solide en une iransiation &t une rotation dans e cas d'un mouvement plan.

Chapitre 1 : Cinégmatsque du solide




Reprenons I'exemple de I"hélicoptére de Mapplication 1 et exprimons la vitesse et Maccélératon du
point M se trouvant i extrémité de la pale @ en utilisant la formule fondamentale de cinémarique
du sohide (F.F.C.5.).

Dommiées : ;{A} = :-E: = ?&, la vitesse angulaire o = 8 des pales est constante.

-

I

¥

Solution

Les deux points A et M sont éléments de la pale % de I'hélicoptere dont le vecteur rotation instantané
=+ =

par rapport au référentiel 5t est ﬂa‘ﬁ# = Be,; ainsi :

= = —# —
!.-'[M]_,-:k = "["“.-'.-t"' Il?f,a ~ AM.

Soit ; 3EM},-!= v Ei + 'Iél'-;i A R;.': = vz + RO E; — :I?, + R E; {on retrouve le résultat de I'applicaton 1).
Afin d'obtenir I"accélération du point M, on utilise la définition :

) i (M), d(ve,)y  (d(Rwey)
4Mra -[ dr =}, -{ dr }."a.'.[ dr }J'Jt‘

Comme i et ;:, sont des grandeurs constantes au cours du temps par rapport au référentiel 5, la
premiére dérivée est nulle ; dans la seconde dérivée, R et o sont des constantes, ainsi

de
@

[on retrouve auss le résultar de Papplication 1).

aiM),, = Rm[ ]m = Rw(-8¢) = -Rw’e,

C. Cinematique du contact entre deux
solides

C.1. Cas général

Supposons que le contact entre deux solides F, et ¥, reste ponctuel. Appe-
lons I le point de contact (géométrique) & 'instant ¢ entre | et ¥, (fig. 26),
Il est alors nécessaire de distinguer le point géométrigue I, du point I élément

du solide i, de vitesse E:{I e i ]'.f-.a et du point [ élément du solide F,, de

vitesse ¢(1 e AT

ey i



1. On premdra garde aq fait que
catie défmition wtilise la vitesse de
dewx points coincidants ©

tile ), .viesse du point de
o, eoinesdant avec | & linstan
conssdénd gl il e fm,! .

vitesse du paint de of; coincsdant
avec | & Minstant considars ; ces
e vilesses ne peuvent pas dire
ohtenues par dérivation du
vectewr pasition du paint 1 |

[ka la méme mansére, on na paut
pas obtens Faccélération du point |
idment de 'f | par dérivation du
vecteur vitesss du point |
précédent | {cetie vitesae estung
valpur particulsire abtenue & un
instant particulier da la vitesse
d'un poit de o, - on ne peut pas
obterir ks dérmvie d'un vecteur 8
partir de la connaissance de ce
wectaws & un instant donné 1)

Chapitre 1 : Cindgmatigue du salide

Il existe donc 3 points se trouvant au contact entre &) et If; a l'instant ¢: [
(point géomérrique), I ¥, et [ & F; (respectivement points de ¥ et f,
coincidants 4 I'instant ¢ avec I).

On définit aussi un plan tangent au contact en [ ainsi que la normale & ce plan
enl.

Le mouvement de &, par rapport 4 ¥, est entiérement caractérisé par la
vitesse de 1'un de ses points (par exemple le point I élément de &) et le vec-

teur rotation instantanée ﬁif'..-’h", du solide f, par rapport au solide ¥,.

PIVOTEMENT ~—— g =

Fig. 26 - Contact entre deux sofides & ['instant ¢

DOn appelle alors :

— vitesse de glissement de | par rapport a I, : L_I;I:Efl.-"'ifz]- = :E_.:{]E H:ll}f::r H

ce glissement correspond & un déplacement de | par rapport a ¥, au niveau
de I dans le plan tangent ;

— vecteur rotation instantane de pivotement ﬁ;, composante normale du
Vecteur rotation instantanc ﬁgl sy, 3 ©¢ pivotement correspond a une rotation
autour de "axe (1 ; ﬁ;}, normal au plan tangent ;

- vecteur rotation instantané de roulement H:, composante tangentielle du

- - & 4 1 1
vecteur rotation instantané {1, ., ; ce roulement correspond é une rotation

autour de 'axe du plan tangent (I ; ﬁ:}.

On peut obtenir une expression plus utile de la vitesse de glissement en utili-
sant la loi de composition des vitesses ;

. - -+
" &

v(le #),. = v(le 3:'|:!“1+1-"{1E ) a

d'ou -

v F/Fy) = wile Fihy = vile Fi) - vile S
Remarque : cette définition est indépendante du choix du référentiel 3.
On peut aussi définir la vitesse de glissement de F, par rapport a &, :

vy (Sy/ ) = v(le Fa)yy = (e AT —v(le #1)ia-

]

C'est lopposé de 0y(F,/F5).




C.2. Roulement sans glissement

Il y a roulement sans glissement (R5G) du solide | par rappon au solide
¥4 8l la vitesse de glissement de | par rapport a i, est nulle :

1. &1 e 5,),_,vitessa d'un paint v (F /) = 0.

M de I, coincidant avec I, paint 3 &

géomitrique d contact & Ainsi: v(le ¥y),. =v(le ¥, "

linstant considénd et

ﬁ{lu B:II:I.l&' w:

wiakse du pownt M" de I, La vitesse de glissement est indépendante du choix du référentiel Jt.

gincidant I & FMinstant 0 - 0w
:mui:l-é:ﬁ. e Le cas du pivotement ne sera pas émudié,

Application 4

Considérons une roue (modélisée par un disque ) (de centre G et rayon R roulant sans glisser sur

le sol horizontal (axe (O ; :1]] tout en restant dans le plan vertical {E' e )
Le référentiel terrestre (lié au sol) est: R(O : 2.2, 2,). sanc:nmsapummuu{s;m xe,.

On repére la position angulaire de la roue 4 I'aide de I'angle :
B = (s, GM).

1) Exprimer la vitesse du point M.

2) En déduire la vitesse de M au passage en I, point de contact entre la roue et le sol.
3) Exprimer la condition de roulement sans glissement de la roue.

4) Exprimer alors I"accélération du point de contact [ élément de la roue.

a2

Fy

i

——

o)

Solution
1) On utilise, pour déterminer la vitesse de M dans &, la définition :

v (Ml =[ dr ).f;_ _( dr 1"31+l di ]F'Il

400G dGM d(R#) de
3 1= r _ r T
'm[ )m = v(Glyy = xe, o [ ar )m = [ ar ]m = E‘( & )x_a = Rieg




Ainsi : #(M), = xe,+Reg.

s
2) Au passageen L, pour 8 = 3%: la vitesse de M s"oblient en remarquant qu”alors E.; = ;_:_ 1 ainsi, la vitesse
de M au passage en | est :
ir"[M[a = %“]]ﬂ = (% +RO)e.
Bemarques ;

- Certe vitesse est la viresse du point M de la roue F coincidant avec le point I ; on note ainsi :

O(le 9 = 5(M{0 = %"]]lr = (£ +RO);
- on aurait aussi pu utiliser la F.F.C.5. :
* _ & =t
vile H}M — rJ{G]nM+ . om ™Gl

Comme le vecteur rotation instantané de 5 par rapport 4 3 s"écrit ﬁm = é;:,nnl:

Dlle ¥y = se,+8e n(-Re) = (£ +RB)e..
3) Exprimons la vitesse de glissement du disque 5F par rapport au sol 3 ;
v (F/R) = 0(le )y -v(le Ry
Le second terme est nul car le sol 3 est fixe par rapport au référentie] 5% :
#(le Ry, = 0
(on peut donc exprimer les différents vecteurs par rapport au sol ou par rapport au reférentel 5t).
Remarque : Comme I (point géométrique de contact entre la roue et le sol) n’est pas naturellement

element de 9 :
d0i
I:_}-"I:I-E a}'fm#(?)ﬁ!;
40l
& . =
en effer : (T]ﬂ'm = t-'l{I]Im = Xe;.

La vitesse du point I élément du sol est nulle. On constate qu'il existe trois points I se trouvant i la
méme position d I'instant considéré et done que "'on peut définir trois vitesses pour I ! La vitesse d'un
point coincidant a un instant donné avec un point appartenant (naturcllement) @ un solide n’est pas
la vitesse du point du solide !

Il ¥ a roulement sans glissement de F par rapport 4 9t s ¢
w(F/R) = D(Le F)yy —D(le R)y = 0;

ici, on obtient la relation entre les paramétres cinématiques (décrivant la position de la roue i chague
instant) :

i = -Rﬂl.

H Chapiire 1 Cindrmatiguse du solide




4) ﬁparﬂ:del‘expressimdelavilnmd'unputntmdr.ln rowe oF :
(M), = xe,+Roey.
Exprimons alors I"accélération du point M dans le référentiel 3, en dérivant I'expression de la vitesse
du point M par rapport au temps dans & :
_:|.
d(r(M);,) ; _
-+ & - = — 3
“{M]fa = [T i = IE.,'I'RQEH—RH .

in

Lorsque M est en [ (au contact avec le sol), pour 8 = = E', = =¢,, E; = E:, et d’aprés la condition
de RSG, x + R8 = 0. Dnnalun:i+Rﬁ=ﬂ, ainsi :
-+ _* —E'E - reis
d(le ¥y, = a(m(ﬂ_ E))m RO’
_ . . 2
en tenant compte de la condition de RSG : 8 = -‘I—E- ona:aile E'F]'F-a = ‘-TEE:

On n"aurait pas obtenu ce résultat si on avait dérivé le vecteur vitesse du point I, point géométrique
de contact !

On constate que la vitesse de I est nulle {condition de RS(G) et que son accélération n'est pas nulle ;
ceci n'est pas une erreur car la vitesse du point M élément de la roue n'est nulle qu'a 'instant de
passage i la position I de contact avec le sol, mais n'est ni nulle juste avant, ni juste aprés @ ce point
M a donc une accélération non nulle au passage & la position [ de contact avec le sol !

Remarques :
- La vitesse de n'importe quel point M de la roue s"écrit ©

— — .
3[1\-‘[5 Flym = 3{15 91,ﬁ+ﬁ3ﬂﬂm = ﬁ&,maIM avec ﬁwa = EE.

Cette expression est caractéristique d'un point M en rotation autour de 'axe (I ; E:} i la vitesse
angulaire 8: on dit que (1 ; e_':} est I'axe instantané de rotation. Le vecteur vitesse du point M se
trouve donc dans le plan (z,, &) (car perpendiculaire & €, = 8e.) ; il est perpendiculaire & M
et sa norme est |8|IM, proportionnelle 4 sa distance au point I ; on peut donc représenter le champ
des vitesses dans la roue ;

:-‘- . G‘hh_""""ti_: - 1[G

PO,

0~GM  PIM)

r——————

& ﬂ-.'l bt

—La wvitesse EIM} d'un point M de la roue a été représentée en faisant apparaitre ses deux

contributions : _ﬂ' nfﬁ}i et 3{(}}.
= Le point I est appelé centre instantané de rotation (CIRE) de la roue ; lors d'un mouvement plan
d"un solide &, le CIR est, par définition, le point de ¥ dont la vitesse est nulle a I'instant considéré :

4 r donné, !-.-"{'::]RE Fhig = El' Tous les points de F sont en rotation, 4 |"instant considére, autour de

I"axe (I ; ;:] ; comme le mouvement est plan, le point [ se nomme CIR, centre instantané de rotation.




L'essentiel

¢ Formule de Varignon
Considérons deux réferentiels (liés a deux observa-

teurs), RO E:E:,E:} et ﬂ’{ﬂ’;r_:a.aj.a}: s e
@’ est en mouvement par rapport 4 . Le mouve- 2 e
ment de R° par rapport 4 % est caractérisé par le
-
vecteur rotation instantané ﬁwm' o 0 L
-4 E
Quelque soit le vecteur U, ona: e (R (#")
=h =
dur dius = =%
(@ Jin =@t )i+ Baan ¥
_’
qui permet de faire le lien entre la variation de U observe depuis #t et 3t".
* Cas particuliers
=b si A’ est en translation par rapport 4 3 :
- -+ : ‘: . -
£, =0; i _}ﬁqn"
7 i Eyr = E

= 51 Jt’ est en rotation autour de 'axe (O ; ¢,) hé au 7
référentiel R, & la vitesse angulaire § = %'_: alors 0,0) 7 2
_.. |_.+ e - p
Q...q5 = Be,. = %

La rotation est uniformesi 8 = © = cte. (3] (R
0 0
*Rappel : L2 ,. . = -0, 4.

v Vecteur vitesse
Le vecteur vitesse du peint M dans le référentiel A est la dérivée temporelle du

vecteur position du point M dans 5t :
¢ vecteur vitesse (m - 57!
+ 4OM TV
viM), = [T]}g OM wvecteur position {m)

¢ temps (s)

¢ Champ de vitesse d"un solide
Un solide (indéformable) f est un ensemble de points 3
tel que pour tout couple de points (A ; B) de o, la dis- 6
tance AB est constante au cours du temps :
vAe ¥, vBe ¥, |AB| = cte.

Formule fondamentale de la cinématique du solide (F.F.C.8.)
Pour deux points A et B appartenant au méme solide & en mouvement

dans le référentiel A :
A et B : deux points du solide &
¥'(B),, vitesse de B (m - s)
+ + = 4 + ; -\
t.lf]!',ll,.,’ = tn[ﬁ.‘,rlm+ﬂyﬂﬁﬁ.ﬂ - v{A), vitessede A (m-57")
: VECTEUr rotation instan-
| tané (rad - s°1)

L OV !:“i'l'"!_i maiarial




Si A et B ne sont pas naturellement éléments du solide ¥ (a chaque instant), il est alors néces-
saire d"utiliser 1"écriture compléte :
+ -+ = =
viBe ?}Ir“ =r(Ae -.‘.F}lm+ﬂﬂ.‘,gnﬂﬂ.
Conségquences
+ Equiprojectivité des vitesses du solide :
AB.#(B), = AB.1(A),,

les witesses en deux points quelcongues A et B d’un solide ont méme projection sur la
droite (AB) (c'est-a-dire AH = BH').

* Le champ des vitesses d'un solide posséde une structure de torseur ; on définit ainsi le torseur ciné-
matique ou torseur distributeur des vitesses réduit au point A, par l'ensemble des deux vecteurs :
= résultante : vecteur rotation instantané du solide & par rapport au référentiel & ;

= moment en A : vecteur vitesse du point A élément du solide par rapporta 3 ;

TSy, = \fyq.0(Ae &)

Remarques @)
* Composition des vecteurs rotations instantanés C.
- - =+ f
» Composition des vitesses : il
En{mm-ﬁ{mm.*-ﬁme RN - gk

Pour le point C, qui n'est pas naturellement élément du solide 5,
on peut écrire :
D(Ce F)y, = D(CE Py, +B(Ce Ry, .

* Cas d’un solide en translation

Un solide ¥ est en translation par rapport au référentiel & si, a un instant r, les vecteurs vitesse
de tous ses points sont identiques.

Ainsi, pour deux points A et B éléments du solide f, on a, & I'instant « :
E[B)m - E{a}m = v(t).

Ainsi, le vecteur rotation instantané du solide & est nul :

-+ ¥ s
0, =0e ¥, AB = cte.

|.'}|'_
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* Solide en rotation autour d'un axe fixe Zo
Un solide & est en rotation autour de "axe fixe & ST | g
du référentiel @ si tous les points du solide ¥ sont

i Y 4 . i

e ] » B
en mouvement sur des trajectoires nrculurumn— PR \
trées sur 9 4 la méme vitesse angulaire 8 . 7 | i :
Le vecteur rotation instantané du solide & dans le A 1

référentiel R s'écrit : i h_(;ﬁu:&'r \ ":
a A 2 1 L@ ol ; ;
n._w! - E" . |II '|~ ‘:I II|

i est un vectewr unitaire de 1'axe ¥. Ona : 5 _ e ¥

+ b | ——p
n{-&,‘ll.-,l = ﬂwn.ﬂ. ﬂﬂ.

+ Cinématigque du contact ponctuel entre deux solides
* Cas général
On appelle :

= vitesse de glissement de o, par rapport 4 & ¢

F:{EFI.-"EF,} = ;[IE E’I}!ﬂ*,i cc glissement cor-

respond & un déplacement de ¥, par rapport a &,
dans le plan tangent ;
Ona:

B(F1/ %) = B(le Fy)y,

| pivotement |

= E{IE g:}h";{lﬁ HI}{E
(cetre définition est indépendante du choix du
référentiel 3t) ;
=% vecteur rotation instantané de pivotement
ﬂ_:, composante normale du vecteur rotation
instantané ﬂglmi;u]ﬁmtem:ntmrrﬂpundi

une rotation autour de "axe (I ; ﬂ_:}, normal au plan tangent ;

=% vecteur rotation instantané de roulement E:,:umpmlme tangentielle du vecteur rotation
instantané ﬁﬂ.l,yl; ce roulement correspond @ une rotation autour de I'axe du plan tangent
(15 8,).

* Roulement sans glissement
Il ¥ a roulement sans glissement (R5G) du solide F; par rapport au solide ¥, si la vitesse de
glissement de , par rapport & ¥, est nulle : v, /%,) = 0
Ainsi: o(le #,),, = 0(le ¥,), .
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Mise en ceuvre

Méthode 1

Comment déterminer la vitesse d'un point qui appartient
naturellement a un solide ?

On considére un point M qui est naturellement élément d'un solide . On cherche a déterminer
80N vecteur vitesse par rapport & un référentiel 9 : H{MJM !

-+ Savoir faire
B . . . - - —— S S A
I @ On peut utiliser la définition de la vitesse faisant intervenir la dérivée du vecteur position 1

=
DM 2

= Bicn préciser le référentiel # (I'observateur) par rapport auquel on cherche a déterminer
le vecteur vitesse. -

=+ Exprimer le vecteur position OM.

A'_\ 0 g5 un point fike de 3 (souvent, i s"agitde l'onigine de 52 ) 1

=+ Diériver le vecteur position par rapport au temps dans le réféerentiel 3t afin d'obtenir le
vecteur vitesse H[M}m.

",G: On utilise la formule do Varignon pour dériver les vecteurs de base.

= Vériher la relation :

» gvec les unités ;

* dans des cas particuliers ou le resultat est connu.
@ On peur utiliser la F.F.C.8.

- Rechercher un autre point (A) du méme solide ¥ dont le mouvement est plus simple
(donc un point dont la vitesse est plus simple 4 déterminer).

',G: Pour trouver des poinis intérezsants du mema solide, il faut « comprendre » |2 mouvement do solide con-
gidérd et recherchar les points particuliers de oé mouvemant (axe de rotation, point fixe.. )

= Appliquer la FF.C.5. : o (M }Jr!l = ﬁiﬁ}fgll * ﬁmi A AM

ed e d T
L |

* exprimer Ei.'h]m {voir 0) ;

* exprimer le vecteur rotation instantané de ¥ par rapporta &R : ﬁym;
« en déduire v (M), .

= Vérifier la relation :

* avec les unités ;

* dans des cas particuliers oi le résultat est connu.

. Les points @ et @ sont assez équivalents, le point @ étant particuligrement intéressant dans |e cas ol
la vitezse du 2* point (le point Al est déjé connue.

- . - e S . - O S - O O O O O . O S S I T . O S O . S . . . .

rq----------------------
L I T R

T e




=+ Application
Dnmnﬂadérelmeugeﬂ'delnngueurfqmpautumlkrdmlephnmmu e ) sachant que
son point A peut se déplacer librement selon 'axe {D,e ), son abscisse est x,
Leml-:str:pr:unt:puhrefer:umlﬁ’t{ﬂ,: : J.cj

Déterminer la vitesse de B par rapport au sol.

() .,

Rie |

ﬂ —

Solution
HGnmmmltul:rlaﬁmudcﬂpumppaﬂuuml,E{EJJ.E,ﬁl'nidedehd&Euithn:
=% le sol est représenté par le référentiel & ;

b il oy e Ly - < -
= un vecteur position est OB puisque O est fixe dans 5t avec OB = OA+AB = x¢, + ¢, ;

& _ d_ — d = =5 =p d‘I ' dﬂ'
<+ v(B), = [?:DB]@, = [E{xtx-rfer}]lr = xé, +.r( ]mir £e +E( ]m.

m dr dr
Or :
:i; +
LY entmnmntdlméﬁdmc[ ) =10;
dr Jim

s { = cte donc ¢ = O;

d de .
(d:]hl= [d_?).fg-J’aa'm Q= +9‘ ne, =B(+1 xeg) = Bey avec R’ =(A; ¢, ep, &)

Ainsi : 0(B), = xe,+ (B,
Verifications

* Comme x mmm-s'ﬂfeﬂmmﬂﬂmnﬂ-s‘i,:mee:preminnmhnmugéneiune
vitesseenm - 5 ;
v5i8 = 0, alors la tige n'oscille pas et la formule donne 3{3:;1 = ié:.,u:quiﬁtimt:{puiuque
tous les points d'un solide en translation ont la méme vitesse, c'est-d-dire icd celle de A) ;
*si x = 0, alors la tige oscille autour de A qui est fixe par rapport & R et la formule donne
F{B}m = -EEF;,cequieatiustt{Bn une trajectoire circulaire de rayon ).

@ Le point B appartient naturellement a la tige 7. On recherche la vitesse de B par rapport au sol
dnncpnrmppﬁnia:ﬁ[ﬂ}m.
= La rige T peur osciller autour de son extrémité A qui ne peur se déplacer que selon (O ; :'TJ-
Un autre point de la tige T qui est intéressant est donc le point A puisque son mouvement est

plus simple que celui de B.
=% On applique la F.F.C.5. : t.-{B_}m! = Mﬁ}m+ﬁsﬂﬁﬁ.ﬂ
lﬂ' EE’ T
L 1
404

o Fi - (§08), - (], - 2ox(), - 52
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ﬂ {Woir @),
=5

* Vecteur rotation instantané : ﬁ:rm =0e.

* Done ﬂ[H}m = se+Benfe =se+iBe e,

:i;iq-ﬂil[H g B | x.e_;]

e || 1] [sints], 7

v(B)), = re,+(Ba,.

d\ Pour appliquer cette formula, il faut bien viliser un point de la bge 7 ; ainst ;
#(Bl, :rflﬂ|1-*+.tii L DB carDe 3.

=+ Vérifications : voir vénfications de @.

Meéthode 2

Comment déterminer la vitesse d’un point coincidant ?
On considére un point I qui n'est pas naturellement élément d'un solide ¥, On cherche a détermi-
ner ¢'(1e ¥),, o ® représente le référentiel.

=+ Savoir faire

F------------_----ﬁ“‘_-_--‘H‘-h_ﬂhhuh*d——*

On doit utiliser la F.F.C.5. :

“{_ss Méme sile point | n'est pas naturellement dlémant de . (1 & ) est élément de ¥ |c'est évident, c'ast
gcrit...). On cherche done 18 vitesse d'un point » gu'on force = & étre elément du solde 5 & un instant
dinng,

=# Rechercher un point (A) du méme solide f qui, lui, est namrellement elément du solide
¥ et dont le mouvement est le plus simple possible (donc donr la vitesse est la plus simple
possible & déterminer).
',G: Pour trouver un point intéressant naturellement alament de F, i faut « comprendra » le mouvement du
solide congidéré et rechercher les points particuliers de ce mouvemeant (axe de rotation, point fixe. ..},

=+ Appliquer la FF.C.5. :

Be 9 = B(A), +8, | AR
e ey T
L |

@.‘ vl & !fll,ﬂ:tr'-ill“.

* gXprmer :_::{ﬁ]nm (voir méthode 1 car A est un point naturellement élément du solide 97 ;
« gxprimer le vecteur instantané de rotation ﬁy.& de I par rapporta R ;

+ en déduire (1€ ), .

=+ Vérifier la relation :

* avec les unités ;

* dans des cas particuliers ot le résultat est connu.

O . O O

.
oo o o o e e s ]

Ly i_ l!.' | uﬂlgll.hllﬂﬂﬂiﬁl




=+ Application

On érudie un mécanisme de lancement des pigeons d’argiles dans un ball-trap. On repére le point
M du pigeon d’argile # i I'aide des paramétres r et 8 sachant que le pigeon d'argile # glisse sur
le bras 3. Le sol est représenté par le référentiel ® (O § e, £, £.).

Déterminer o (M e @), .

A pigeon d'argile (#)

Solution

M est naturellement élément du pigeon d'argile (#). Or ici, on cherche la vitesse d*un point coin-
cidant (avec M) &lément du bras #.

A FiM e .J'I:-ll.la:r'ml'lr Y, = r'|h.|'||_“.
= On doit rouver un point du solide 3 qui, lui, soit naturellement élément de 3.

Ici 3 a un mouvement de rotation autour de (O ;E:J. Un point qui convient est donc le point O,
= On applique la FF.C.5.

- P(Me mﬁl = uim;,ﬁ-ﬁ,“' OM;

4 B

+
» £(0)y, = 0 car O est fixe dans @ ;

- a&lm & é;h

- B(Me @), = 0(0), +0aare, = 0+rB(+1x1x1x2a)

sens [2}] |2 |ein (). |
0(Me B), = rley.
=+ Vérifications .
Comme restenm, 8 enrad - 57!, certe relation est homogéne 4 une vitesse enm -5\,
A\ M= <M done F{Me Ay, 5 (M),,  Eneffer #(M), = (%u_m]“
Remargue

Comme M est naturellement dlément de #: Me # = M ou e(Me @), = F (M), .

; rd, o de,
(= r':rhh,,, | —ir@)l = r#, ;r[ }“
i-&

it dt
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Rappel: (ur)' = u'v+ue’

Sion appelle 30 le référential (0 ! E'r. .5*,:. 'i',.-:'- ona:

‘da, dg, 5 3
[E:IIA E}H'HI* 5
at &, est constant dans &’ donc [d,_",;_:] = |;|
. T
donc [d_Ef} = I-.i,‘. @ =B8.a8 =B+l x1x1x8,) |régledes3doigts de la main droite)
di M " y F

®
i i

wem iF, I, N, o
g'est-a-dire ﬁdﬂ_':’]f = He, etdonc

VM), = e, +roe,.
Pour « fixar » M sur le bras 53, || suffit de supposer r=cte sait r = 0;

dans ce cas, ¢ (M by S'BErit alors .r[-'r.e,:r. cequiestr(Me & b g

Méthode 3

Comment déterminer une vitesse de glissement ?
On considére un point 1, point de contact entre deux solides i et If,.
On cherche a déterminer la vitesse de glissement de f, par rapport a F,.

=+ Savoir faire

.-------------------------------------------‘
I lﬁ:ﬁuhdﬁﬁniﬁnndellﬁ[medegﬁmmmﬁﬂs 3’1];5 de &, par rapport & If, (c’est la
différence de vitesse entre ¥, et &, au point I), =
& 5i besoin, utiliser un référentie] intermédiaire 5 et la composition des vitesses afin de sim-
plifier le calcul de cette vitesse de ghssement :
- - &

'g: * Pour trouver ce réferantial intermedizire intéressant, il suffit de regarder le mowvament de chacun des
deux sofides ol de weir 8'ils ont « des mouvements simples » dans un référantiel commun (qul constituara
alors fe référentiel intermédiaire).

# &i 'un des deux solides est fike ou n'est pas en ratation, il n'y a pas besoin d'introduire de référantiel
intermadiaira.

© Exprimer « les deux composantes » de la vitesse de glissement ¢ (T& &), et o{le F,), .

'z:;.' Yoir mithode 2,

=% En déduire la vitesse de glissement.

=4 Viérifier la relation :

» gvec les unités (homogénéité) ;

« sachant que la vitesse de glissement doit éore élément du plan tangent ;
* dans des cas particuliers.




=» Application

On considére deux solides F, et ¥, en contact au point I, de rayons moyens respectifs r, et ry,
tournant i des vitesses angulaires respectives w,, et (9, par rapport au sol représenté par le référentiel
@(O; EE?,]

Exprimer la vitesse de glissement de &, par rapport & .

Solution
@ La vitesse de ghssement du f , par rapport a g est la différence de vitesse qu'il peut (ou non)
exister entre ¥, et ¥y au niveau de leur point de contact (ici I) ; ¢"est donc :

vl Sy, .

@ On voit bien ici que le mouvement de ¥, par rapport 4 Fy n'est pas facile 4 imaginer. En revan-
che le mouvement de I , par rapport & 5 est simple (rotation autour de A) ainsi que celui de ¥y
par rapport 4 A (rotation autour de B). On va donc tout namrellement utiliser % comme réfé-
rentie] intermédiaire | ainsi :

-+ + -
vile ?*1335 =vile H’ﬁ:lll.m—:r{le H‘n}m .
© On va donc exprimer (1€ ¥,), et o(le Hyg), .

@\ Le point de contact de | n'est pas élément da 5y, mide g L 5, et |l e g, Aingi;

ey, = D=elle iy,
2rile el
0n ne paut donc pas utiliser 13 mathode 1 pour détarminer (1 & Hal ;U e ”!],. 2

=+ Déterminer E‘ue "-’F.a.]' revient @ déterminer la vitesse d'un point « dans la position de I «
mmnymlluwmdumﬁde T

Le movyen e plus sir pour calculer cette vitesse est d'utiliser la formule fondamentale de la ciné-
mantgque du solide (voir methode 2).

Gmmue le mouvement de & /3 est un mouvement de rotation autour de A, pour déterminer
v{le Fal;; o0 va se servir du point A, point naturellement elément de i ,.

'ﬁ & appartent naturallemant a o7, done -

Bon e _(8a2% -
PAEFa),, = PIAY, = [dtun}“ =

: : ; L.opyrightea material
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ﬁMﬁﬁrﬂ - mﬂﬂ-:,ﬂnm:

Jae T, = Byl +8, L AL
[ Al
:.'E!'ﬁ :JEI"_,I T
i [

".¢ (e ) est dlément de 7y | Cast évident puisgue ¢'ast dorit.,

+ * -+ = -+ 3
Donc (1 e Hnl,r.. = O+ wye, A rye, car A est fixe dans 3 donc ©(A),, = 0.
] -
Donc or(le Fy), = rymyx(+1x 1 x1xe),

o i

sens (régie ; | Dl o4 Tl | Ry

3 -y
vile ¥yl = ratiye,.

& Sile PIAJJ“¢;i1|.I.j - [f_lﬁ.’lj]“ s ;-I[:ﬁéitil_ = 0 donc le ¥, #|
Par analogie :
#(le ?,}J,l = 3{3},i+ﬁﬂ,:ﬁ BI, d'ou #(1e Fy),, = 0+ (-0pen) A (-rgey)
—— et
€ ¥y iy T
| |

B(le #y),, = ryoge, .

A} Avec les sens définis, ﬁ:.-.- g = =tg .

=% Ainsi la vitesse de glissement s"écrit ©

Ple by, = vile ¥y), ~v(le Fg),, = ryoue, - (rgwge,)
vile Faljy, = (PADA- ratgle, .

= Vérifications
-Cn[ﬂm:rﬁﬂrpmntmm,mﬁ:tmnmnd-r’mn:ﬁunnultcsthumughl:ilmevitﬂﬂrm
m - s,
* Le plan tangent est défini par les directions [E:,; ;ZJ. De plus, ici le probléme est plan t.E:; ;:,J.
La vitesse ne doit done contenir que la direction ¢, (vrai) ;
» dans le cas ol la vitesse de glissement est nulle, on a :
{rﬁmh-rgmn}‘s: = E S0t g = +:_—:-H_‘.

Lz signe « + » s’explique par le fait qu’il n'y a pas de glissement en [ ; les deux roues tournent en
sens inverses, donc :

si i, = 0 alors @y = 0, et sl < 0 alors wy < 0.




erczces

Niveau 1

Ex.1 Homogénéité d'une relation

Vérifier 'homogénéité d'une relation ¢ = or dans
laguelle ¢ g3t une vitesse, © une vitesse angulaire eg r
une longueur.

Ex.2 Mouvements particuliers

On envisage une automobile sur une route rectiligne :

a) qui se déplace en roulant sans glisser dans la direc-
tion de la route §

b) qui se déplace, roues bloguess par les freins (sur la
neige par exemple), dans la direcoon de la roure ;

¢) dont les rowes motrices patinent, la woiture n'avan-
Cant pas.

Dans chacun des cas ci-dessus, déterminer la nature
du mouvement évenmiel (transladon, rotadoen...) des
roues motrices et de habitacle,

Aucune démonstration n'est demandée dans cet exer-
cice,

Ex.3 Calcul des vitesses

Un wagon se déplace 4 la vitesse ¢ = 108 km - h-!;
chacune de s¢s roues posséde un rayon r = 30 cm et
roule sans glisser sur un rail reculigne a la vitesse
angulaire o = E;

1) Calculer la vitesse du wagon en m - 57,

2} Calculer la vitesse angulaire de chacune des roucs
du wagon en rad - 871, puis en o - mint,

Niveau 2

Ex.4 Chute d'une échelle

Soit une échelle ¥ de longueur 2§ ; son extréminté A se
déplace suivant {0 ; r:] et son extrémité B suivant
(O E_:,]l et son mowvemnent est décnt par la relation :

o0 -51-4)

avec ¢ positif croissant exprimé en 5 ¢t ot § exprimé
en rad.

Soit Gt le référentiel (O ; &), 2, 2.) lié au sol.
1) a) Montrer que le point G, milicu de [AB], a une
rrajectoire circulaire de cenrre (0.

b) Exprimer i (G),,, .

&) Indiquer le sens de déplacement du point .

d) Vérifier que [0(G), | = €/d.

1) Dérerminer ﬁ:m .

3) ) Déterminer les expressions de #(A),, et
v (B}, .

b) BEn déduire le sens de déplacement des points A et B.
4) Retrouver les expressions de ¢ (A), et #/(B), en

utilisant la propriété d'équiprojectivité du champ des
vitesses d'un solide.

ot
(=

Ex.5 Formule 3000

Le but de cette application est d'étudier le mouve-
ment d'une formule 3 000 dans un virage et d'en
déduire les conséguences sur la direction des roues
avant (rowes motrices). La modélisation adoprée est
celle de la fgure ci-dessous ; O est le centre du virage.

W
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Le référenticl lié au sol est noté R,(0 ; E’,.E:,,E;}I.
Le référenmiel lié & la  voiture est noté
R(C 5 8y, 22, 6,).
On pose :
— -
» OC = rey (rétant le rayon du virage, constant) ;
—_— —— -
*AA; = AN, = 2dey
— 5 —_— -
s AA = AA, = Ly,
<8 = (e e);
* ¥, et ¥, sont des angles mesurés & partir de la direc-
tion de (O ; e)).
C est le miliew de A A,.
1) Exprimer #(C), . ¥(A3),
fonction de r, d et 8.
2) Donner les expressions de 3'[311;, et 3{&:};!
3) Pour que les roues directrices roulent nmormale-
ment, A, et A; doivent tourner autour de O,
a) En utilisant la figure de 1"¢énoncé, exprnmer les

—F -—F . N
angles (OA,, €50 et (DA, &,) en fonction respective-
ment de V) et ¥,

b) Exprimer le produit scalaire D.H.l !-’ii’i-ul,r en
foncrdon mu*:nuu‘u,dtﬂ& - B ![I:tpmdw[m-
laire ﬂﬁz-t-'l[ﬁglmi
DA, et ¥,

¢) Que pewt-on dire de la walewr de ces produits
scalaires ?

En déduire les expressions de tan'¥; et tan'¥,.
Quelle est la roue qui est la plus inclinée ?
Betrouve-t-on le fait, qu'en déplacement rectligne
(sur une route rectiligne par exemple) le parallélisme
des roues motrices doit &tre réalisé ?

e ﬁ{ﬁz}h en

en fonction , entre autres de

Ex.6 Développement d'une bicyclette

La chaine (€) d'une bicyclette s’enroule sur les roues
dentées du pédalier [F,) de centre G, et de rayvon ry
et du pignon armére utilisé de rayon r,.

Ce pignon est solidaire de 1a rove arriére (5,) de cen-

tre Gi; et de rayon r; le cadre de la bicyclette est noté
().

roue arriére ¥ (@ 2r) cadre (3} de la

1 bicyclerte

Les points E et K sont « les premiers points » de con-
tact entre la chaine d"une part, le pédalier et le pignon
arriére d’aurre part.

s —

KE = Le:q.

]_.v:ﬂrutalium.dumlidu(.‘:l‘}:[ (ngarrnppunau
reférentiel lié au sol #,(0; ¢
trées par les angles 6, er 8,.
1) En utilisant les points E et K, établir la relation
entre @, et @,

h .jnm:paramr.—

2) a) On admet que la roue arriére () roule sans
glisser sur le sol.
Dréterminer la relation entre la vivesse de la bicycleme
% et I vitesse angulaire 8, de (),
b) En déduire la relation entre x et 8, .
3) Expomer + le développement + Ax de cette bicy-
clette sachant gu'il correspond 4 la distance parcou-
rue par la bicyclette pour 1 tour de pedalier.
Faire 'application numérique dans le cas d"un préce-
dent record de 'heure o0 on weilisair
» un pédalier de 36 dents () ;
* un pignon arriére de 13 dents (ny) ;
* une roue arriere de diamérre 66,6 cm.
Dionnée
On a la relation :
oy ¥y
ny o

Exarcsces E



Niveau 3

Ex.7 Commande de soupape

Une commande de soupape de moteur de voiture se
compose d'une came (arbre 4 cames) o exXcentmgue
I glissant directement sur un poussodr (€) guide ver-
ticalement par le bét (E), qui agit directement sur 1a
SOUPApE.

_t,J

|I_ S

k L

i . ) h{-ﬁ!:n i

Soit R(O;2,.4,,,) un référentiel lié au ba L.
L'excentrique est assimilé 4 un disque de centre C, de
rayon r; il vourne autour d'un axe (O ; cifl lig & 4
vitesse constante.

Soit ®,(0 ; &, &y, ¢,) un référenticl lié & ¥ el que :

E = m?, (a>=>0) et @ = [n?,.?,b.
Le contact entre 3 et € se fait au point 1
1) Exprimer la vitesse rile F)yp en fonction de a, r
er 8.
2} Donner "expression de la vitesse (de mranslation)
de () suivant (0 E:Jl, notée |
"

3
efA), = L

3) Dionner "allure de la représentanion graphique de
la fonction ¢, = A8 pour:

-n = B o=
Conclure sur le oype de mouvement de A,

Ex.8 Etude du mouvement d'une roue de moto
Dunz: certaines fétes foraines, on peut voir des
motards evoluer dans des cages en acier.

Le but de cette application est d"érudier le mouvement
de la rowe artidre connaissant la vitesse de la moto,

La rous armiére o de rayvon r = 0,3 m roule sans glisser
a I'imtérieur de la cage en acier € de rayon B = 2,5 m.

ﬂ Chapitre 1 : Cindrmaticus du solids

Le point de contact st noté A ; on pose B = l!-;:.f!::l
et ¢ la viresse angulaire de la rove arriére.

1) Complérer, sur le schéma, les référenticls
RO e, e.e) lie 4 Ia cage (€) e
T :1: e:e:] aituant le centre de la roue armibére
Oy e lié aw cadre de la moto.

2y Dérerminer expression de la vitesse du poing O
par tapport a (€). Sachant que la moto (les axes de scs
roues) & une viresse de 25 km - b, faire 'application
numérique pour B {exprimée en tr - min "),

3) Déterminer la relation enmre @ et 8. Faire 'appli-
cation numérique pour @ (exprimé en tr - min™).

Ex.9 Roulement a rouleaux

La lhaison entre un essicu () d'axe horizontal
-a . .

A = (T e,) erune roue de voiture () de rayon rest

Assures par un roulement & rouleaux.



Le roulement est constitug ;

_* = d'une bague interne (F) de rayon extérieur rp, soli=
- daire de essiew daxe A ;
II.hGE.'IJE interne o = d'une bague externe (#) de rayon inténieur ry, tour-
P i | nant 4 la vitesse angulaire o, solidaire de la roue ;

bague externe & — de # cylindres homogénes situés entre ces 2 bagues,
en contact ponctuel avec chacune d'enre elles et sur
lesquelles ils roulent sans glisser lomsqu'ils sont en
mouvement ; ils sont logés dans des cages (non repné-
sentées) qui evitent leurs contacts mutuels et qui per=
metient de les maintenir réguliérement répartis. La
roue roule sans glisser sur le sol horzontal (point de
e contact K) ; 'essieu () est animé, par rapport au sol,

- - * -+
d'un mouvement de rranslation de vitesse ¢ = pe, .

v » Le référentiel R(C ; e, e, 2,) est lié & l'essicu ().

a0l

# Le  péférentiel ﬂ"q_l:;:,..;;,;:] esr el gque

A p— Fi* Faa
B = (¢.,) avec CA = LEE g8

2 r
* Le réferentie]l 3, (non représente) est g au sol,
* @ cst la vitesse angulaire du cylindre (€.

= Soit I et ] les points de contact entre le cylindre ¢t
respectivernent les bagues interme et exteme.,

1) Exprimer la vitesse angulaire [m) de la roue en
foncdon, entre autres, de .

2) Trouver Ia relation entre ¢ et 8.

3) Trouver une relation entre @, B ot .

4) En;lri:m:rﬂ en foncton de &, 1, A €t ry, puis ¢ en
fonction de o, r, ry €t ry  comparer ¢ et B,

gl

Indications

[E™1 1) Déterminer les expressions de 1 (E e #1)ie {88 3) Utiliser le non glissement au point de

etde (K e H]jh,puitrcmanqu:rqu:: contact A.
F(Ee €), = v(Ke ),
car la chaine est inextensible. [ R 1) Utiliser le non glissement en K.
5 2} Undhiger le non glssement en L.
Ex. 7] 1) Envisager la composante de vile H']'.':_- 3) Unliser le non glissement en J.

S
selon 4.

F:mr-.'.inni




tzons des exercices

Exercices de niveau 1

Exercice 1

Dans v = @r: *pestexpiméenm-s';
* w est exprimé en rad - 571 ;
* resl eXprimeé én m.

Le radian est une grandeur sans dimension puisqu'il est défini comme étant le rapport de
deux longueurs.

vs'exprimeenm - 57 ;
w-rs'exprimeens' m(m-s');
la relation est donc homogéne.,

Exarcice 2

a) Déplacement rectiligne avec roulement sans glissement

* Habitacle : il subit un mouvement de ranslaton reculigne.

Remargue - une transletion n'est pas toujours rectifigne, elle pewt &tre circulaire par exemple {tous les points appar-
* . . .
" tenant au solide décrivant alors des circonférences de méme rayon),
de plus une translation rectiligne peut &tre uniforme ou uniformément varide. .

* Roues motrices : elles subissent un mouvement composé d'une translation {(d’ensemble) et d'une
rotation autour de leurs axes.

b) Déplacement rectiligne avec les roues bloguées

* Habitacle : il subit un mouvement de translation rectiligne ;

* poues motrices : elles subizgsent également un mouvement de translation rectiligne.
¢) Les roues motrices « patinent »

* Habitacle : pas de mouvement ;

* roues motrices : elles subissent un mouvement de rotaton autour de leur axe,

Exercice 3

1) Onsaitque l1km = 1000m etque 1 h = 3 6005 donc:

b = 108 km o1 < 108%1000 _ 108

= = .5l
3600 3.6 Mm-s'.

',Q: Pour passer de km - h~' enm . 7', on divise par 3,6.

2) La vitesse angulaire des roues du wagon est donnée par la relation :

i
W= -,
.

ol restenm -5, ren m done @ en rad - 571,

Donc 'III=£=3
¥ 3

=3

= 100 rad -s'.

4

=
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1

Pour exprimer @ en tr * min~—, on sait que :

lir=2arad et | min = 605,
|
100 x —
donc ® = ——=2% = 100x 30
1 2

o0
= 100 x 9,55 = 955 tr - min-!.

',t:)_' Pour passer de rad - 57" en tr- min™', on multiplie quasiment par 10,

Exercices de niveau 2

Exercice 4

1) a) Quelle que soit la position de 1"échelle, le riangle AOB est rectangle en O ; 0G est la médiane
issue de O donc :

0G = &Tﬂ = { = constante.
3 a donc une trajectoire circulaire de centre O et de rayon £.

".t?: On peut Sussi remarquer gue 06 = fcos@e, + £ sindg , donc 06 = 06| = .
b) Pour calculer #(G),,, , on peut par exemple utiliser la définition de la vitesse :

",G: Voir mathode 1.

—_— — e

* Vecteur position : OG = ( -E:,ZIE:+{GG-E:,ZIE:,

= fcosBe, + {sinbe,.
r 0 est fixe dans R
40G d
. > = .

Vitesse : v(G), = (T]J‘m = [E{fmﬂz,+hmﬂej]]m
—f‘ﬂﬁ"fﬂda ¢ Hé"r'ﬂﬁ
= ~fsinf-0e + fcos ['E]Irﬂ‘l' Cosl-be, + L8N [d!‘)ﬂ'ﬂl

",G." ' cont fiuns dans @, done () = 1 de:‘| 0

g, et 8 sont fkes dans &, Dnc[ﬁ;; =0 at [F =

Ainsi :
;{G}m = —{sin@ ﬁ'a+fmﬂ ﬁ';_:,.

¢) $(G),, = - £sinBBe,+ CcosBBa,.

+ O sait que 8(f) = E[l—%r} pour =0, dm:-:l]ﬂﬂﬂg, done :

sin® > 0 et cosB = 0.
+ Par ailleurs E{:}:—E avec =0, donc 8 = 0.

o n



Donc :

7(G),, e, = ~£sinBB =0 et £(G),, ¢, = fcosBB =0.

On en déduit le sens de déplacement du point G : il se déplace de gauche a droite et de haut en bas
(sur sa trajectoire circulaire de centre O et de rayon ).

i

. , .
e, °of 2 A

d) Pour calculer la norme d'un vecteur, on utilise sa définition mlz = u-u et donc:
[2@),| = #1Gy, -Gy,
= (—EsjnﬂﬁE:,+fcmﬂﬁE;,}-(- fsinbBe + fcmﬂﬁé;}

= (€%5in260 7 + (2c0s2007) = £26°
e = ol

',¢: Résultat logique quand on sait que G décrit dans % una trajectoire circulaire de rayon ¢ & [a vitessa angulaire .

— —
2) Pour déterminer ﬁ”ﬂ » 1l nous faur connairre "angle {e_;, AB) puisque AB représente une direc-
ton de €.
Or, comme le mangle OAG est isocéle
i o, —
AOG = BAO donc (e, AB) = n-8,

. .
8, = Lin-00e) = 62,

3) a) Pour déterminer les expressions de ?J{a}m et 3fn]|m, comme on connait déja 3{1’3}& et
_..

L1 4000 VA utiliser tout naturellement la F.F.C.5.

W/

',E;;.' Voir mibthade 1,

F{A}anﬁiﬁ}lfl + ' AGA.
T S
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Or EJ’fGJM = —€sinB0z, + foosB e, et ﬁu; = —@e, alors:
-+ o L= = = - o
"'[M.fa = [—fs.mﬂﬂer+fmsﬂﬂej]+{-B¢,}h[fcnsﬂer-fs-mﬂey]

= [~fsinB8e, + fcosBbe, ] + (- EcosBbe, + Esin 6 (- e,)].

E-}:A]m = -2isinBbe,.
Verficatons :
» Comme £ est en m, 8 en rad - 57!, ceme expression est bien homogéne 4 une vitesse enm - 51 3
. 3[33!.3‘ est bien selon ;:; en effer le point A se déplace (énoncé) selon (O ; E:].

De méme :
E{B}m = 3;G}M "*ﬁua"‘ GE

(B, = [-€sin@ B¢, + £cosBBe,] + (-8 &) A [-EcosBe, + £sinbe, .
On obtent :
¢(B),, = 2icosbBe,.
b) Pour le mouvement qui nous intéresse (voir gquestion 1) ¢) :
* 5inf=0;
» cosB=0;
« 8 =0
Ona:

=+
E.l'

0(A), e, = -2€sin88 =0 et U(B), ¢, = 2€cosB B =0,

donc: A se déplace vers la droite (selon e
B se déplace vers le bas [ulun—e_n_:,]

sens de déplacement l B

de B riB) .

A—

sens de déplacement de A
4) A et G appartiennent au méme solide € (1"échelle) done I"équiprojectivité nous dit que :

Y O]
o

= —_— Y e
u[G}ll.m-Aﬂ = utmm-ﬁ(}. (1)

s - - S -1 4'.:

Exarcicas




Par aillewrs :

+ U(G),, = —£sinBBz, + fcosBBe, ;
_|_.

« AG = -{cosBe, + £sinfe, ;

*er E'-"(MJ.! = pﬁE; car A se déplace selon (O; Ei).

P(G)),  AG = (~£sinB6 ¢, + £cosBBE)) - (€ cosBe, + £sindE))
= {lcosBsinB @ + {2cosBsin® B
= 2§28 sinBeosh

= - -+ -4 .

I'-'{J"!.}m -AG = (vye,)- (=CcosBe, + £sinbe )

= -y, cosb
La relation {1) devient :

2620 sinBcosd = - fv,cosB, soit U(A), = -2fsinBBe,.
D¢ la méme maniére :

« U(B)y, = vgiy;

+ GB = - {cosbe, + {sinfe, .
La relation (2) devient :
220 sinfcos® = fogsin® soit vy = 2¢cosb,

Donc :

v(B),, = 2{cosble,.

Cela donne graphiquement :

A

r:I."'iI..I

v

H Chapitre 1 : Cindrmatique du solida



Exercice 5

1) Expression de 0(C);,

‘r}: Le vectewr positian étant donné dans Fénoncé : an applique la méthode 1
* Le référentiel est 3, {origine O).

— -+
* OC = re¢; avec r = constante,

dOC de,

- o = — = _I "

e (C)a, '( dr ]fueu "[ dr ];a;

de; -

(), - 62,
v(C);, =rbe;.

Expression de ﬁiﬁ,hﬂ.

',c’(: La vecteur position OA, estfacile & exprimer ; on applique la méthode 1
* Le référentiel est W,
— — —

+ OA, = OC + CA, = (r+de, , avec r + d = constante.

3 B d'ﬁ?ﬁ; _ d dEI d ]
v{ﬁﬂmu =1"ar ."a,,_ (r+ }[E]-'I'-‘g, Ong :

3{&,}m = (r+dfe;.
Expression de gtﬁijm

:¢. Un applegue la mathoda 1.
* Le référentiel est 9t

—_—h — =
= 0A, = OC + CA, = (r-d)e;, avec r— d = constante.
_“

+{ d{ﬁ: ~ p de, donc :
T ﬁ‘}-'l'qh.;. l;li: ,I'ar = [J‘— }(E]f]ﬂ"" c:
Em.}mﬂ = (r-dbe,.

2) Expression de Em,}m

',t;;: On applique la méthode 1.

* Le référentiel est 3.
—_— — —s —3 —

—
= DA, = OC+CA,| = OC+CA + A A, soil:

—p - -+ —+
OA, = re;—de, + Le, avec r, d et L constants.

- —a o — —— N |-1"-|

Emarcitas




_}

des de
2 e e[=2) =ée _—
or [: d[]_.'gn = —fe, 'El[ T J,au 8 ¢, , donc on obtient

viA, V. = (r-dife;-Lbe,.

Expression de afﬁ:]‘m

',tj.' On applique la méthode 1,

» Le référentiel est 9ty
e

« DA, = OC+CA, = DC+C.‘;5+Aqﬁ; s0it :

——
OA, = re, +de, + Le; avec r, d et L constants.

B dOA, AL .
.y{ﬁz}mu =|l—a I, = {F+d][dt]-'lﬂp [dt])' 001 ;

um;}m‘ = (r+dBe,-L0e,.

" 0n aurat pu appliguer la méthode 1, c’est-a-dire &crire la FF.C.5. entre A; et A; appartenant au migma solide for-
mule 3 000
_} —f
3) a) Expression de (OA;. &;)

(AA,OA) =Y et tﬁlh,,E;} = I-t rad puisque E; est perpendiculaire & A A, ;

(ﬂ A, £a) = {A.Az. Gﬁ,}ﬂﬂﬁ..ez] , on obtient :
':D'H"l" ﬂ'_:'] - E—'Tl N
_} _}
Expression de (OA.. e,)
—ap wm—h —F n
{ﬂlﬁj,ﬂﬂ.ﬂ = 1]"2 2t {ﬁ .ﬁ.2| El': - I-'Bl.‘l_:

COMmme {A A, sz] = (A, Az, OA, 2 )+ I'D.th. ez'_l = 5 on obtient :

(DA, &) = 5- ¥
_:.. _}
b) Expression de ﬂﬂ;-l'h’h]m
—_— o :,, . = s L — . —— =
OA,-6(A), = OA, - [(r-d)8e; -Lbe ] soit OA, - 0(A,), = (r-d)BOA,  &;-LOOA, ¢,
donc comme :
— = ey " .
 OA, - & = OA, |} cos(DA,, ¢,) = ﬂa,m[i-trj] = OA,sin'¥, ;

—_— - —_— =
. Dﬂl'ﬂ'j - ﬂﬁ,IEJHCDSfGﬁ., ‘l:] = ﬂﬁ.mﬁ{-‘l’.] = ﬂh]mﬂ-?"'p
on a finalement :

0A, - F(Ap),, = OABI(r-d)sin¥, - Leos¥, .

46
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—_—
Expression de ﬂﬂi-#{ﬁ,}m
— — e ]
ﬂﬁz‘”[ﬂﬂm = 0A; [(r+d)Be,—Lbe] soit:
—F o e B 4
{}Az"'{hzj;a = ff‘l'dlﬂ‘:}ﬂz'f:-lrﬂc}ﬂ:'fj
donc comme ;

- o = — .
« OA,- & = OA, )i cos(OA,, &;) = OAsin'¥,;

« OA,- 7, = OA,|z)]|cos(DA}, e)) = OA,cos¥,;
on a finalement :
OA; #(A;), = OAB[(r+d)sin'¥, - Leos¥,].

¢} * 5i A, et A; tournent autour de (O ; E:}l, alors H[Al}f:ﬂ est perpendiculaire & l‘.ﬁ: et E{hﬂm
L L]
—
est perpendiculaire 4 OA,; donc les produits scalaires de la question b) sont nuls.
Expressions de tan't', et tan't';
La conditon ci-dessus implique :
(r=d)sin¥, -Lecos¥, = 0 et (r+d)sin¥;-Leos¥, = 0,

donc :
L L
ki i B N T |
Roue la plus inclinée ?
- > L implique an'¥, > tan'¥, = ¥, > ¥, (angles compris entre 0 et 3

Donc la roue intérieure &5t plus inclinée gue la roue exténeure,
= Si la route est rectiligne, comme le déplacement, r devient infiniment grand ;
or L et d sont des constantes, done si r = =, alors :
an't; — 0 et tan't'; — 0,
donc ¥ = 0et¥, =0,
les relations ci-dessus permettent donc bien de retrouver le parallélisme des roues motrices en dépla-

cement rectiligne.

Exercice b

1) Sile mouvement se transmet entre le pédalier et le pignon arriére, ¢'est parce que le pédalier trans-
mel « son mouvement o 6 la chaine qui (inextensible), le transmet au pignon armére.

+ [l y a tout d"abord non glissement en E entre € et F ;
+
ainsi : ¢ (E & Iy = 0

Mous allons donc déterminer I"expression de E{E e ¥, IH :

'I:C Voir méthode 3

-f ; Icile point E est naturellement élément du cadre 3 de la bicyclette,

Exercicas




+ Comme le mouvement de | par rapport a € n'est pas simple, on va utiliser un référentiel intermédiaire.

Comme le mouvement de | par rapport 4 # est un simple mouvement de rotation, nous choisirons
% comme repére intermédiaire.

. & - “»
Ainsi: vi(Ee H‘,I}H = v{E€ H‘,}m-ﬂ[EE €)1
* Exprimons v(Ee F1) iy
‘f;?\ tiEeg .y, =riE = I]. gar E n'est pas naturellement elément da 't ,.

Comme le mouvement de &/ est un mouvement de rotation autour de (G, IE::L pour déterminer

3{E e ¥ }I-a’ on va utiliser le point G, point namrellement élément de ¥

S(E e ar,}f| = H(G,)ﬂ +0, YAGE
& — ] ¥y
& o, :IE'.

Or G, appartient & f; , mais aussi au cadre de la bicyclewe 3, donc :
-+ -+
”G‘:'.fa =0,

- =+ e _ .
Par ailleurs, ﬂﬁ,.j! = ﬂy,fa. = By, car (98) est en translation par rapport au sol ﬁ[,.(ﬁw,!ﬂ =01),
donc :

= F o — —
v(Ee i) =040, are, =nrbie A,

L
Ainsi 0 = #(Ee¥,), —B(Ee %), ,donc:
= p(Ee .}lm—u{ = }."ﬂ." t
- - L —p
v(E€ %), =v(Eei), =rbe,.
",cj.' Le padaler transmet « 500 mouvement = & la chama
Comme la chaine est inextensible :
v(Ee %), = v(Ke€), (1
* Enfin il v a non glissement en K entre € et I, ;
5
ainsi v(Ke Fadye = 0-
Par analogie avec ce qui précéde, nous allons exprimer ;{K_E EFI}M .

',z;j: Voir mathada 3.

4 -
s viKe 32-1".1'1 =viKe EPz}h-y{KE €)ia
+ ) — R e
p(Ke ?3}-’-;1 - ”[{:‘?}fg+asrf-u"ﬂ?ﬁ = U+ﬂith.-*. ey, = rzﬂzr_._,uht,‘
€ oy € i,
viKe H‘;]lm = l':ﬂ:d_:...
F,¢ ij,. " L.]. ; 13l.u.'__I car A esl en wanslation par rapport & J'lnni_;!, x =-:].-
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yoy g + 5
Ainsi 0 =v(Ke ;) -v(Ke¥),, donc:

]a'm

- . —s
r(Ke % = .
| N r;ﬂ,eﬁ
'.t;: Expreszion homogéne & une vitesse im - 57'), dans la bonne direction et le bon sens

:t;:: La chaine transmet « Son MOUVEMEnt & BU pignon arriers

Certe relation s"écrt dans ces conditions

.y S
JrJﬂl'gxt, = "zﬂzfx,:

L . s =
SOAT €N Pprojection sur ET:-:

rB, = r.0,.
'.G. Cette relation est homogéne et de bon signa (s 8 U alors 8, =0, cest-3-dire les solides | & 3 ; tournent

dans & mama sans)

|
- 0O
€, ®
2) a) La roue arriére roule sans glisser sur le sol donc la vitesse de glissement au point de contact I
entre I, et ®, est nulle :

& -
vile #;), =0.

:¢, C'est catte condron de non glissement qui physiquement crée un lien entre 6, &1

On va donc exprimer :';{I £ EFIJM .
L]

'.t;. Wioir méthode 3

{I"., Le point | @51 naturellament dldment du cadre de la bicyclette &, mais pas de 4,

|.|- |. -l B |.J::-II: I;'II.

* lci le mouvement de F,/3, n'est pas trop compliqué (car &, est fixe) ; on ne va donc pas choisir
de referentie] intermédiaire.
* Pour dérerminer t_-JIII:I € ¥, }."-a,. » 0n va faire intervenir un point naturellement élément de ', dont la

vitesse est simple a calculer.
La roue « s’enroule » autour de 'axe (G, ﬂ;j : G, ne subit donc pas la rotation d"angle 8,.

Exprrichs




On va choisir G, comme point de &, :

tile Hz}fg!“ - E{Gﬂ'm_al.,*ﬁsr;in"‘ﬁ_;l

s
E:‘-.f‘, G?,
| 1

+ d ——* d = = . =
Or ”GE]'.“-M, = [—UGE);% = [_{“""+”'°}]fg,, = xe, .

dr di i
ﬁ: = constanta.

ex; et ef sont des constantas dans o,
45

Ainsi
. —F

5 . — T
vile $3), = xe, +0e, Al-rle, = xe, —1B,

[
T

vile F3), = (x-rle,.

" «Comme x estenm-s, renm et éln.f enrad - 5, cette expression est homogéne & une vitesseenm -5 ;

+ | s'agit d'une vitesse de glissement qui doit étre dans le plan tangent fici ke plan | E;_ , n:!,f_ 1]:c'estle cas;

*six =0, ¢(leify) = -rBye_:onn'aquelarotation
i h‘\fl: =0 (x = 0)
=
‘4
2 o®
o .,-l‘ rII_..:__1 I
*gi 6, = 0, eile Fy, = re‘::nn m'a que |a transiation ;
(B, = 0)
+ =3 a
| @ e, it
o . -

',t;: La cas général estla superpasition de ces deux darmiers cas partculiars.

* Comme il ¥ a non glissement en I

P(le ), =0 = (k-rb,)z, donc % = r@
vile ¥, =0 = (¥-rbye, donc x = r6,.
*{ . Ouend &, = 0 {la rgue arriére tourne dans le sens des aiguilles d'une montrel, ¥ = 0 k8 bicyclette » avance vers
la droite =)

b) On a etabli ;

r]é. = r']éj et .!'l-‘ = I"ﬂz.

- [ [ e b
SoOpy TRt atertal
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donc par substitution :

: _ ¥
01t X =rx'—_-ﬂ| (2}

'ﬁ: * Comme r, r, et ry sontenm, 8, enrad .5, cette axpression est bien homogéne & une vitesse enm . '

* 51 H =0 [pédaleer qui tourne dans le sens des aiguilles d'une montre), ¥ = 0 {la bicyclette avance vers o la
droite ») ; cohérant.

3) On détermine une primitive de (2) ;

F
x = r- » 8, + constante.

Fa
Ainsi  Ax = r?xﬂﬂl,wec.ﬁ-ﬂ, =1r=2rrad; donc :
.
Ax = 1|-ﬁ 2|,
¥y
ﬂﬁﬁﬁ 56
AN.: Ax = 5 ljxi:n:
Ax o= 9,01 m.
Exercices de niveau 3
Exercice 7

1) * On cherche & exprimer v'(Le &), .

",¢: Voir mithode 2

* Pour déterminer certe vitesse, on peut faire intervenir un point naturellement élément de ¥, dont la
vitesse est simple 4 dérerminer (le point C) :

[ —
t.'[IEEf}I,. —D!C}Ilf +ﬁ .ACI
_‘.—|

e etl"
L .

—
# dOC d = 2
or 3O = (TG, = [Fed)], = 295

ﬁ: & BT une constante

vile #)yp = nlli.!_,},-kﬁ:_:nrs_; = aéa_';-l- ré{—%}.
Do
E{IE ff}ll.z = nﬂE:—r-EE_;-

'I;.' +«Comme & et rsontenm, & enrad- s, cette expression est homogéne a une vitesse enm - 577 ;

5 1
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»sia =0, alors t(le¥), = —rbe,: ok (voir figure) ;
ssir=0,alors v(le ¥), = abe: ok (voir figure) ;

Cas ol & =0 (r% 0) Cas o = 0 (a = 0}
2} Au niveau du contact en I, on peut écrire :

vile #), = v(le #), +0(0e€), . 1)
Or E!{I = ?}N_ st la vitesse de glissement de F par rapport 4 %€ ; elle existe mais ne crée pas de mou-
vement entre € et £, Par ailleurs, elle est dans le plan tangent, c'est-d-dire selon E:r 3

Pour obtenir E{I (S ‘E}I,E s il suffit de projeter la relation (1) sur la direction ;:, (c'est le mouvement
selon cette direction qui nous intéresse)

e vile 9y = & v(le F) +a vle €

=ﬂmhﬂr¢u¢duilu¢mm:mdldﬂnﬂﬂn F

Par ailleurs (I €); = E{ﬁ].&q-ﬁw:,«ﬁ = 7(8),,
] :ﬁ I
i
car d es1 en rarslation par reppart 4 X
11 wient donc

E’-E‘ue:ﬂh= 0+ },-S{A}H = & Ualy = Uy
Done v, = E;-{::EIIE;-—H'SE:} = uﬁi;-?&-réi;-éf, = aBcosB -0,
Done @
. . . -
vy = abBcosd soit #{A.]l;z = abcosbe,.
3) v,l8) = af cos® sachant que 8 = cte.
* Tableau de valeurs :

L]
=

@(rad) -m -

= [
S WA

Ty -::EI af —::EI]
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* Allure de la courbe :

ry (m- 5
-
|a®
,r"f H‘HK
/ AN
/ \
Vi A
—x I;_E o R,
s |
Vs
} S

Conclusion : le mouvement de ‘€ est donc de rype sinusoidal.

Exercice 8

-

1) On sait que 8 = (e, ﬁ:},

2} * On cherche la vitesse :T{D, ];-: de O, par rapport a €.

',v_' Voir méthode 1,
e 4

* Le vecteur position est 00, = (K- ':'E;, -

ﬁ.
e _fd == rd - B da.'xl
i {Dl}."f = [erDl],ff = Ld [R"']Ex,]l. = {R—r}{ T ]“

= {R—r:xﬁa_

=4
=
=]
N
o
=
I

%8 (rad)

o ——




{de, " . F . . . —3
= | — + £ A8, =0+88 8 = 8Be .
. [" . .y : 4 g ¥

- & i del\.
" odr |,
-I:h' » Comme R et rsontén m, & enrad - s, cette exprassion est homogéne & une vitesse enm - 5 |
= camme [, & une trajectoire circulaire, le vectaur vitesse ast bian tangent & b trapectore

On sait que ||?=’{ul}l,,{l = 25km-h',

Or ||Hu}1:|ﬂl = Jﬁ:ul]h-ﬁm,}m = J(R-n)fe, (R-rbe,

= J(R-r*8* = (R-r)8|

23
' - _E’ﬁ ' _I:: @_ - in~!
et |E| = E,i—ﬂl,le’]ﬁmﬂ 3 3,1&:2:—3012tr min-!.

Par ailleurs, la moto se déplace dans le sens trigonométrique donc § = 0; ainsi ;
B = 30,2 tr - min!.
3) = On sait gqu'il ¥ a non ghssement sur la roue arriére :

',¢: Vo méthode 3.

» Comme un des deux solides en contact (6) est fixe, il n'est pas nécessaire d utliser un référentiel
intermediaire.

* Pour déterminer cette vitesse, On va « passer « par un point qui est naturellement élément de &, dont
le mouvement est plus simple et dont la vitesse est plus simple a déterminer : ici, le point O,

:_.:rl{ﬁE HI]."*E = EI}

',¢: 0, est la centre de la roue ; de plus, on a déja détermind 5a vitesso

Plae9),) = 3{“|];L+ﬁyx»t“0|ﬁ
e a—
:I':F' EJEF' t

. g —*
Or n::r."as = e, (= ﬂm,._“], done :
T(AE Fhrg = {R—r}9a+£h "E: = {R—r]éa-l- l"l:i‘.m::
v(Ae Fig = [(R-7)8 +rple, .

. «Comme Retrsontenm, B at ¢ sontenrad . ', cetta expression ast homogéne & une vitesse anm - 57

» C'est une vitesse da glissament qui est bien dans le plan tangent (&, & .

Comme il ¥ a non glissement :

JlAe ), =0 = [(R-nb+rils,,

. 0 1 -

ce qui donne en projection sur €y, °
(R=r1B +rp = 0, soit q‘::=-R;"i}.

'.tj.' * Cette expression esthomogéne

& g |
al=
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sCamme 8 =0, B—r>=0 et r=0, ona @ =<0, Laroue arrigre tourne dans le sens des aiguilles d'une monfre
guand la moto s déplace dans be sens INgonomébtrigue.

AN.:p= —% x 30,2, soit @ =-221,5 tr- min-1.
Exercice 9

1) 5%il v a un lien entre la vitesse angulaire de la roue () et la vitesse de déplacement de "essieu (1),
c'est parce qu'il ¥ a8 non glissernent au point K entre la roue et le sol.

* Nous allons donc utiliser la condition de non glissement en K entre la roue (#) et le sol (3}, soit :

',t:;: Vair méthode 3

» Comme 1'un des deux « solides + en contact au niveau de K est « fixe » (#,,), on ne prendra pas de
reférentie] intermeédiaire.

G =+
t{Ke ?}M = 0.
i

* Pour calculer 3{[{ [= Ei‘}m » ON va # passer » par un point naturellement élément de la roue, dont la
a

vitesse est plus simple & déterminer, ici, 'axe de la roue et le point C ;

PK e 9’]'&1.., - H{c}lrll'n+ﬁ;fiﬁﬂ CK

[
« P e ®
L i
= -t = —
AVEC .I._'i = e, , UK = re, et = .
Ik, Ll ¥ "{E}mn ve,

t(Ke Pl = l:-'ﬁ_':-!-ﬂ]aﬁ. rE;, soit o(Ke "?l.fa.u = ua+mr{—5:]'
1]
vKe®), = (v-rae,.
L]
Or cette vitesse de glissement est nulle donc :

_’
d(Ke®), = (v-roj, =0,

A . . ¥
S0t en projeciion sur &, :
- L
=rw =0, soit = =- (1)
r
'ﬁ' * Comme ¢ est enm - 57 at ren m, le résultat est bien homogéne 4 une vitesse angulaire enrad - 577,

*gi p = 0 (voiture se déplacant = vers la droite =) alors, d'aprés |a relation, o = 0, c'est-d-dire que & roue tourne
dans le sens des aiguilles d'une montre

2y 5l ¥ a un lien entre 8 et i, c'est parce gqu'ill ¥ a roulement sans glissement au niveau du point
de contact 1.
+ On va donc utiliser le non glissement en I entre le cylindre € et la bague interne o, soit :

3 -
e(le "~E.}J.bIr = 0.

',z:i: Voir mithode 3

= Ici le mouvement de 6 par rapport 4 & est « imaginable « car F est en translation dans 3,
done on n'est pas obligé de passer par un référentiel intermédiaire.

Elercicat




_'¢: On pourrait prendre comme référantiel intermédiaire le sol (3%}, mais on aurait & prendre en compte, dans toutes
las vitesses, la déplacement d'ensemble (r = ra,) qui disparaitrait tout de méme dans la soustraction finale :

|"-I‘-' i b rrile ) -r'll.‘-' T

» Pour déterminer 3{15 ['E]'.l's"m“ faire intervenir un point naturellement élément de € et dont la
vitesse est plus simple 4 caleuler ; ici le point A (puisqu’il « ne subit pas la rotation @ »)

vile ﬂﬂ],' p{A],Jﬁﬁﬁy
S
:I'-l :I':i. T

- =%
avec ﬂmjm = [%cﬂ]&.

:¢, Le poant C est fiea dans .

=
. B £r1+r3+] _[r|~|-r2 E] i
S0t ""{m.far_[m[ 2 e,]m— 3 P IrEIII.ul:'li:!m:.

+
;{Mm _ [n zfzjﬂ 2

= =N 2 fp=rz+

avec ﬁlcuf.tr = q:he_'i et Al = —-E-—-[—.s,.]- = =5

-ri_}

1"11-!"2 e . = 1"1-1"2-;- I".-I-P‘;
X 2 €, = 2 EEI""P

* « Cette relation est homogéne ;
* la vitesse de glissement est bien dans le plan tangent (e, E':..l.

Or cette vitesse de glissement est nulle done :

v(le €, = [r' ; 24 +$Lf].i; =0,

v R —*
s0it, en projection sur & :

FL'I-I":- ,I":—: .
0+ = o el
2 ¢ 3 I'l-rr,

'.t;;(.' » Cette expression est homogéne
=5 & =0, =0 |avec non glissement en |} — ok

3) 5il existe une relation entre ¢, ® et @, cest parce qu'il ¥ a non glissement au point J.
» Mous allons donc utiliser le non glissement en J entre la roue @ et le cylindre G, soit :
v(le ®), =0

» Ici le mouvement de P par rapport & € est difficile 4 imaginer car tous deux admettent des rotations
par rapport i 'essieu o ; c'est donc ¥ que nous allons choisir comme référentiel intermédiaire

cle®)y, = v(e®),-v(le€),.
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* Pour déterminer ;{]E ?]m,nnvn faire intervenir un point naturellement élément de 2* et dont le
mouvement est plus simple 4 déterminer, ici le point C.

I —%
PUe®), = d(C) +0, 1A C)
1_'-._I
a ¥ IIT T
1 i
avec
> -+
v(C),, = 0 car C est fixe dans ¥ ;
. ﬁgr.fy = ._-.;.E: = ﬁm‘a, car F est en translation par rapport a R, ;
"Ei= "z;:
Ainsi :

_}
;."{_T-E ?]fy =0 +mui:nr=£,mit E{JE @}I,.E = r;mE’..

* Pour déterminer 3[] & €}y, on va faire intervenir le point A, point naturellement élément de € :

q
vile (ﬂ:'.l's:lr = ;*‘“m*ﬁwi“”
'—,‘-—

-
-EI'*E -El‘i 1

avec :
LJ

= + . -
v{A), = —-2—2Hs¢;

T}:‘( Vitesse déjd calculée dans la question 2).

I'z— I'I i
Er

Ha'.+{|:hr A

4T . Fy=—F
3uerﬂ1m=[‘1 L e 1l:|;l]5.

= Ainsi la vitesse de glissement en ] s'exprime :

-+ _ & - _ — F| + Fa Fa=Ty <
v(le ?]FE—#(]E ‘?]I,H—HUE ‘E-}II.EF— ral ey — [ 3 B+ -—-—-—2 q:] =0,

qmﬂdmmempmiecﬂnnsmﬁlarelaﬂnnchmh&e:

rlﬂ—[ : +"’;"¢]=u @

4) A I'side des trois relations obtenues :

©
(1) ﬂl—;
. F
2) =
@ » Fz=F
Fy#Fy . Fy=F
B) ro-= lEEB :Eltp

Exdrcites H



et en substituant les expressions de w (1) et @ (2) dans la relation (3), on obtient :

£ FodFs . Fa=F Fy+Fy -
IRVL I ki 2=h hth
r 2 2 1"2-1"]
) ' . . LA ]
FaX— = (r+1)8, s0it O = -
F l‘l+l':r

Et en utilisant {2) :
: i v

= -

Fs—¥"F

',t;.' Ces deux expressions sont homogénes & des vitesses angulaires exprimées an rad - 57",

Comme 0 <ry=r) <ry+r ,0na:

o> 8.
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CHAPITRE

Cinétique des
systemes et du solide

Introduction

Dans ce second chapitre, nous définirons les éléments cinétiques d'un systéme matériel
fermé, composé d’un ou de plusieurs solides, tels que résultante cinétique, moment
cinétique ou énergie cinétigue. Ces différentes quantités font intervenir les vitesses des
différents points du systéme ainsi que leurs masses.

Plan du chapitre 2
A, Massa d'un systhme mMatariel FormmiB. . . . . oo v vv o ibie s s es s oneesnssennsssss G0
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I T N Ol - 1 e e L B4
T.Massad'unsystbme matsriel .....ccovvrvnrrrrrarrtssrraraensarrnnnros B4
2 Formuledachangament 08 pPoInt. ... ... cooreusasescsirstosssasscsaras 65
3. Premierthéoréame de Koenig . . . ... oo cvininnessnnncinonsssnssnesacssss 65
4. Moment cinétigque pAr rAPDOIT & WM BXB . . . . .o v ven e eosonnssasesiossias 66
L I A OIS e e e &7
e RN - o e e e e S R e B e R e 67
2. Secondthéordme de Koanlg . ... o ciiivivrainarssnsrnrsrssmanisaniss BF |
G. Solideen rotation autour d'un axefiXe . ......cccvvnsnsnerrinrsnrssrennees 88 |

1. Moments cindtiques eén un point de 'axe Aetparrapportallaxe A .. ............ 68

2. Quelques moments dinertieclassigues. ... ........c.ccvvrairesvnenecnsss 70

3 Enargl'a T L e v e et it B A e VBB SRR S, 2 g A B i |
H. Solide an rotation autour d'un axe de direction fide. . ... .. i iieiiaraatasas 71
e T R L s e S R e e e e e e 73
Meéthodes

T T g T T e R e e [ e S e P e 75
N e o e e el e B e i 82
R e, 1 i et e R B5
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M||:'i|'ll:|__]r_- . _!;..-_:l--' "

P a2

Mylma) ™ M imy)

Fig. 1 - Répartition discréte de

MaEER,

1. La répartition de masse est
homogéne si la guantts A
[respactivement o ou ) est
constante et indépendants du
peaind A

A. Masse d'un systeme matériel fermeé

A.l. Systéme matériel fermé

Un systéme matériel fermé F est un systéme qui contient & tout instant les
mémes cléments matériels ; la masse de IF est constante au cours du temps.

Dans la suite, nous étudierons uniquement des systémes fermés : un solide est
un exemple de svsréme fermé.

A.2. Masse d’un systéme matériel

Il existe différents types de répartition de masse dans un systéme matériel ;
» discrete

le systéme F est constitué de points marériels M, de masse m; (fig. 1).

La masse (rotale) m du systéme o est

m = Z"’. .
* linéigue I.

le systeme materiel F est constitué d'éléments de longueur dL{M), centrés sur les
points M, de masse d miM) = A{M)dL(M), répartis le long d"une courbe € (fig. 2).
La portion de matiére de longueur dL{M) centrée sur le point M a pour masse
linéique A(M) (A s'exprime en kg -m') ',

La masse (totale) m du systéme ¥ est

M o= f dmiM].
Mz

« surfacique

le systéme o est constitué d’éléments de surface dS(M), centrés sur les points
M, de masse dmi{M) = a(M)d5(M), réepartis sur une surface 5 (fig. 3. La
portion de matiére de surface dS(M) centrée sur le point M a pour masse
surfacique a(M) (@ s'exprime en kg - m™3)',

La masse (totale) m du systéme oF est :

W = -”M.: Sdthr
* volumigque

le systéme ¥ est constitué d"éléments de volume dV{M), centrés sur les points
M, de masse dm(M) = p(M)dV(M), répartis & "intérieur d'un volume ¥V
(fig. 4). La portion de matiére de volume dV(M) centrée sur le point M a
pour masse volumique p{M) (p s'exprime en kg - m™)".

La masse (totale) m du systéme F est :

m o= IH_“: vdth].

- s -

I— . R Midmnr)
Yiem) M) 1
Lo / dﬁ'iM?/ L . cved |
;;;_ ?_ Fl-ﬁ-p-lrt'rﬁu.n Iin&-iuu.lm da IT';IEEB. Fig: - Répa rm:mn surfacique de massa. .Fl-g. 4 - Rapartition wolumigue de massa.

B0 _—
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Mows utiliserons, dans la suite de cet ouvrage, |"équivalence entre une somme
discréte et une somme continue (intégrale) ; ainsi, nous écrirons par abus ;

j] M) = ZJ‘

Les démonstrations seront souvent effectuées avec la somme discréte et éten-
due au cas de I'intégrale.

Ainsi, pour définir la masse d'un systéme marériel, on pourra écrire, si la
répartition de masse est volumique ;

“m = m'M [ dm(M) 5

*ou m= Em,- si la répartiton de masse est discréte.
i

B. Centre d'inertie

o
Le centre d'inertic (ou centre de masse) d'un systéme  est le point G |
(fig. 5) défini par :

Emiﬁl—:E ou J-J]-Mdm{M]{F-l = 0.

En introduisant un point O quelconque, on a :
—_— — e - —
EmJ{Gﬁ+ OM,) = 0 soit Em,-ﬂ[_'i = EMEGM,-;
ainsi :
mﬂ_{i = me ou m'E.'I'_G-*I = IIIH dmiM }ﬁ.
i

Cette demiére expression est une définiton opérationnelle pour la détermi-
nation de la posidon de G.

4 - M:':-"H:-.]' N ,
. Mo (mg) ;
« Maimy) *

Fig. 5 - Centre dinertie d'un systéme matérel digeret/ d'un solide.




1. Leg axesde B ° comserventdes
directions foces par rappon & ceux
de 5 ; spuvent, on las prend
parallédes.

Fig. 3 - Référentel baryeentrigue
de F.

2 805 est compagé de plussewrs
sous systemaes (par exemple de
plussaurs solides), |a résultante
eindtsgue de &' obbant par
sommation des résulantes
cinétiques de chague sous
SySiEme.

C. Référentiel barycentrique
| Définition 3 |

Le référentiel barveentrigue % ° d'un systéme matériel & est un référentiel
en translation par rapport au référentiel d*érude ., dans lequel le centre
d'inertie G du systéeme F est fixe .

Les grandeurs barycentriques seront notées soit avec un astérisque, soit avec
un indice ;
par exemple, pour la vitesse de A dans R*, on peut écrire (fig. 6) :

- E L

VIiA) L. = v (A).
Propriétés

*

« M * &rant en translation par rapport a &, ﬁg-,ra =0;

. ﬁ:r.fa = fsw,;- + ﬂ;,-,-m = ﬁ._,,r.a- : le vecteur rotation instantané d'un
solide f par rapport & un référentel R est aussi le vecteur rotation instantané
du solide & par rapport 4 son référentiel barycentrique #t° ; ceci constitue une
méthode simple de détermination du vecteur rotation instantané,

Remargue : la vitesse d'un point M quelcongue dans le référentiel R peut
s¢ décomposer a I'aide de la loi de composition des vitesses :

ﬁM}m =V (M)+vV(Me R*), ;
or, comme G appartient a ‘& " :
V(Me R*)y, = E{G}mqrﬁg-maﬁ_ﬁ = VG,
donc (fig. &) :
PIM),, = (M)+3(G), .

D. Résultante cinéetique

Definition 4

La résultante cinétique (ou quantité de mouvement) E[."f']ll.:‘_ - du systéme F

en mouvement dans le référendel B est la somme des quantités de mouve-
ment élémentaires de chacun de ses points (Ag. 75 :

- . . £ kg
p{?}.’g = EE:Mi];ﬂ -E'[‘”.-',. résultante cinétique
¥ {kg “Im -5 I'::l
4 m; masse (kg)
i 1'[M,j..& vitesse (m - s°%)
Ol encoTe ;
-} - .
p = p p(¥),  résultante cinétique
P, = j]'jM dp (M), o

(kg - m-s")
[ dm{M) masse (kg)

- .[”Mdm[M]”M}-’ﬂ 5{M]J.ﬂ vitesse (m - 571)

62 _
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(&)

Fig. 4 - Ensemble de points matériels et leurs vitesses,

En écrivant :

— —F —h —y —
> M _ dOM, _ d(OG + GM,) _ (dOG dGM,
M = e m W 49 m ( ]-"lﬂ+ i

on obtient :
=+ = d e
B(), = T mi(G), + d_r[zm,.ﬂm,],
i ]
ce qui se sumplifie, en remarquant que le second terme de la somme préce-
dente est nul par définition de G :
P, = my(G),.
Propriéié
La résultante cinétique d'un systéme matériel F est la quantité de mouvement

d'un point maténel fictf placé en G, possédant la masse totale m du systéme
F (Ag. B):

P, = mi(G),, .

PG

e

(R)
O

Fig. 5 - Résultante cinétique d'un salide (m = 1],
Remargue : dans le referentiel barveentrique, G est fixe, donc :
- - ¥
¥ {G).-'a' =v (G) =0,

Ainsi: p () = ZE IM,) = Emtﬁ'tM'j = my (G) = a.

IITIETITED Résultante cinétique d*une roue
Considérons une roue, modélisée par un disque homogéne ¥ de centre (i, de ravon r et de masse m,
roulant sur le sol horizontal (axe (O ; E:]l } tout en restant dans le plan vertical fE:r. E_:}. Lz référentiel

terrestre (lié au sol) est ﬁ{ﬂ;é:,é;,;:]. Son centre G a pour vitesse '::':Gj.fa = 1.,:;. On repére la

o ﬂ

P
positon angulaire de la roue i 'aide de I'angle & = LE;, LELS D
Dérerminer la résultante cinétique de la roue,




Solution

e %mg
Par définition : 5(),, = [[ dm(M)7 (M),

Cette définition nécessite un calcul d'intégrale de surface, mais en utilisant la proprnété de la résul-
tante cinérique, on a directement, sans calculer I'intégrale précédente :

P(F)yy = mv (G, = mve..

E. Moment cinetique

E.1. Moment cinétique en un point A
| Définition 5 |

_}
1. 51 & est composd de plusieurs Le moment cinétigue Lﬁ{ﬂp}.-'st en A du systéme maténiel F en mouve-
r;::‘;r;p:;ﬁ?:-m“ ment dans le reférentiel 2 est la somme des moments cinétiques en A de
cinétique en A de & 5'olitient par chacun des points de f ||
senMAton des maments
cmgligues in A di chagqui Sous —5
Eystéme. L_.,.llf.’:F:l-l,.Jl,| moment cinétigque
— _ —lp {»ka B m; R 5_]}
La(#)y = 3 La(M),,
i mi; masse (kg)
- Em.-ﬁM.-n: (M), AM,  (m)
L
v(M.), vitesse (m - s

Ou encore :
—
L (), moment cinétique
— N ’ N 1 h -!
Ly, = H_[“ dL, (M}, dm(M) Sfﬂ:‘(hs; }
= HIM dm(M)AM A v(M) AM (m)

?(M}“ vitesse (m - 5

H Chapatre 2 : Cingtique des systemes af du solide
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Fig. 6 - Emzemble de poinis matériels ei bewrs wissses,

E.2. Formule de changement de point

Introduisons le point A" dans I"expression précédente 4 'aide de la relation de
Chasles :

— — —F ks
Lo(S)y = zm,[m'+ A'M) AT (M),

AN + AT
=AA A D v M)+ Y mATM AV M)
I i
En remarquant que E{iﬂl,_“ = Z_m""r':M':'.-'a = m;{G}f..ﬂ et
P

— —

Lﬂ-{ff}m = Em, A'™M, A v ':M:].-'g . on obtient la relation :
—3% — —
La(¥)y = Lo (), + A" AB (),

s p s — —— =+ —
On peut aussi écrire : L—"'-':H:'.f.n = Lﬁ-til’jl,_ﬁ * p {E.F}_.._i_ A ATAL

On constate alors que le moment cinétique posséde la structure d'un moment
de torseur dont la résultante est la résultante cinétique : on définit ainsi le tor=
seur cinétigque. Par exemple, le torseur cinétique du systéme 5 réduit en A
dans le référentie]l M s"écnt -

T (F),, = x-‘; () g L.(¥), j].

Cas particulier
En appliguant cette formule au cas particulier du reférentiel barycentrigue

. * ] — .
#" et en tenant compte de ; (F)=0,omna: L, () =L, (¥). Le
moment cinétique barveentrique est indépendant du point de calcul. On le
nomme moment cinétique propre du systéme matériel & et on le note :

L ().
E.3. Premier théoréme de Keenig

Utilisons la loi de composition des vitesses : S[M,-]IH = ;*{M,-Jn + 3(5}.._.‘,_,

afinn de développer I'expression du moment cinétique en A :
— —F -« — 5 +*
La(#)5 = Y mAMAVIM) = ¥ mAM, A [V (M) +7(G),, ] .

On développe :
La(), = ¥ mAM, A7 (M) +[Em,-AM,J AVIG),, .

]

I: . H




— . —_— 3 — — 3

Ce qui donne : Ly(¥), =L (¥)+AG mv(G), . car mAG = zm,-ﬁM,-,
— . 3 ] '

O ENCOre ; Lﬂ(.‘f}m =L (F}+ mv{G]ll.anGﬂ.

a
Le moment cinétique L.a':ﬂ’:',rﬂ en A d'un systéme matériel & en mouve-
ment dans le référentiel 9t est la somme du moment cinétique barycentrigue

o —
L () et du moment cinétique AG m1!l[l'_'i"],._t d'un point matériel fictf
placé en G, affecté de la masse totale m de ¥ (fHig. 10) :

— —4 & —_ P
La(#),, = L (%) +AG A mi (G),,.
Cas particulier
Si on applique cette relation en G, on obtient :

— ]
L"]':E'F}.fa = L {H"}.

Interprétation graphique
Los = [-: + .-"Ll'; woamt (G
i L,
S
* " = lLr]
+* -.-"'I.':.:I' "G{H'I}

| :‘A _‘“.
A I:ﬁ} : -".'[:i- mv i) [ﬂ}
0 ; E

Fig. 7 - Théoréme de Kmnig powr le momant cindgtique,

E.4. Moment cinétique par rapport a un axe
Définition 6

Le moment cinétique L,(¥)  par rapport 4 l'axe A (de vecteur

unitaire «) du systéme matériel ¥ dans le référentiel @ est la projection
sur I"'axe A du moment cinétique en n'importe quel point B de A

- LR
La(F), = u-Ly(¥),. .

Remargue : les propriéés précédentes (théoréme de Keenig et cas particulier)
s appliquent au Moment cinétique par rapport 4 un axe, en projetant les rela-

tions obtenues sur A = (B, #). Le premier théoréme de Koenig devient ainsi ;
Ly(#),, = L;u{EP}-r[B_G'hthJM]-E,

avec Ag = (G u) et A = (B, u).

66
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1, 5i & ast composé de plusieurs
S0uS Syslemes (par exemple de
plusisurs solides), I'énergie
cinétigue de ¥ a'obtiant par
sommation des énergies
cinitiques de chague sous
syEtama.

F. Energie cinétique

F.1. Définition
Définition 7

L’énerge cinétque :IEI:I:H")I.jlh du systeme mateniel F en mouvement dans le
référentiel 3t est la somme des énergies cinétiques de chacun des points de ¥ :

€.(H), énergie cinétigue
AT, = Y E.(M,), e
n = 2EM g (kg - m® - 52 ou])

i, masse (kg)

LI
= ¥ 2 m v M),
Zr_z i v(M,),, vitessede M, (m - 5%

Ou encore ;

'i»c{if}f:i Energie cinétique

(kg -m*- s ouJ)
dm( ) masse (kg)
3{M}_..j vitesse de M (m - s

E (F),, = jﬂmdit{hﬂ -

— m'm %dmmi}v?:hl]m

I-.2. Second théoréme de Kenig

Utilisons la loi de composition des vitesses ﬁim,.}f . V(M) *;{Gﬁx.—,
afin de développer I"expression de ["énergie cinétique :

1 oW 2
By = Eimi{v (M) +V(G) )

()= T am MY+ Fmd (M) @), + T Im (6,
En remarquant que, par définition du référentiel barycentrique :
g 5 -1
Yom v (M) V(G = VIGY, - Fomy IM)=V(G),, 0=0,

ana:

(), = BUL) +3mG) .

| Théoréme 2

L’énergie cinétique &€_(F) - d'un systéme matériel 5 en mouvement dans
le referentiel i est la somme de I'énergie cinétique barycentrique €.(F),
et de I'énergic cinétigue %mvzliﬂ}m d’un point maténel fictif placé en G,
affecté de la masse totale m de ¥ ;

E(F),, = €S + %mv*(ﬁjm.




1. La vitesse de B est nulle dans
i:f’:ﬂ;l_._ = ril-.ianutdi

migma pour tous los points de
Faxe &,

Fig. 9 - Solide en rotation autour
d'umaxe fixe,

Interprétation des théorémes de Koenig

Le mouvement d'un sysvéme 5 peut se décomposer (fig. 11) en:

e un mouvement relatf des différents points du systéme JF dans le référentiel
.'-ﬁ = ;

» un mouvement d'ensemble de translation (pas forcément rectiligne uni-
forme) du centre d'inertie G, affecté de la masse totale m du systéme o,

Interprétation graphigue

" -
Lo,
-
e
=
'.'
;."F
1\.,\_\____,."'.
o
L

Gim)

; i { Sy
() i i (R}
0 rotaton - 0 pranslation

Fig. B - Théordme de Kenig pour 'énargle cindtique.

G. Solide en rotation autour d'un axe
fixe
O considére un solide oF en rotation & la vitesse angulaire @ = B {oricntéc)

autour de PMaxe A = {E,E:} fixe dans le référentiel &' (fz. 12). Le vecteur

=4 -
rotation instantané de f dans 3 est : ) = ﬁgm = (€, .

(5.1. Moment cinétique en un point de ’axe A et
moment cinétique par rapport a I’'axe A

Lz moment cinétique en B, point de vitesse nulle (point de I'axe A} du solide
o sécrt

-— s e e
La(#), = |[ BV dmOM)T (M)
Comme ¥ est en rotation autour de A :
-* 5 h — —
V(M) = v(H), +QAHM = A HM,

H étant la projection (orthogonale) sur A du point M.

Remargue : comme B est fixe dans 3, on a aussi :
VM), = V(B),, +{ABM = G ABM.
=1 — =y
Ainsi : Ly(¥),, = H dmi{M)BM A (Q » BM}.
M

Cette expression est celle du moment cinétique d'un solide o possédant un
point fixe B.

Chapitre 2 : Cindtiguer des systemes &t du solida



On peut décomposer le moment cinétique en B de la maniére suivante :

= m— 4 =3
La(9), = [[ |, dm(M)(BH + HM) ~ (€ 1 HM)
= JIIMdm{M}ﬁ Al HT&}+IIjMdm[M]ﬁ A (0 4 HM).

* Le premier terme de la somme précédente est perpendiculaire & ﬁ : en effer :

—¥ b = —
0 AHM = e, A TE, = i,

—t 2 ==t — - + —
et donc BH » (L2 Ao HM) = ze, A rvey, = —mzre, = —0oBHHM;
on notera donc ce terme sous la forme °

— ——F

Ly, (6, = —mm'mdm{hi:lﬂ HM.

-L:ucmdm:ﬂpa:aliﬂ:ﬁﬁ;mcffct:

E‘Lﬁ.{ﬁ ﬁHTi] = rzme_‘: = H.M:ﬁ'.

on notera of terme
— 5
Ly (#),, = 8| H _ dm(M) HM!].

.= H dmi{M)HM- est une caracténistigue de la répartition de masse par
M

rapport & I'axe A = (B, Ei] ' c'est le moment d*inertie du solide 5 par rap-

port & I'axe A, L'unité de J, est le kg - m?,

Ainsi le moment cinétique en B, point de vitesse nulle {point élément de
"axe de rotation A) du solide 5 s'écrit

. - -
Lg(#);, = Ly, (), +].0.
Le terme Ly, (), = _m_[_{_[mdm{mﬂ_ﬂ HM est nul dans les deusx cas

particuliers de solides homogénes suivants :

+ le golide F se rouve entiérement dans le plan passant par B et perpendi-
culaire & A : toute sa répartition de masse se trouve dans un plan perpen-

diculaire a ﬁ passant par B (les termes BH sont alors tous nuls), ou plus
géncralement s1 FF posséde un plan de symétrie passant par B et perpendi-
culaire 4 A& ;

+ "axe de rotation & = (B, E:] g5t un axe de révolution du solide (pour

—
chaque point H, les termes HM s’annulent deux & deux).

On constate que, dans le cas général, E;':EF};;* et ﬁ ne sont pas colinéaires !

Le moment cinétique du solide & par rapport & 'axe de rotation A est la pro-
jection sur A du moment cinétigue en B

—
Ly(#)yy = Lo(#))y - &, = Jao.

Cours H



Ainisi ¢

Le moment cinétigue d"un solide I en rotation & la vitesse angulaire o = 8
(orientée) aurour de I"axe A fixe dans le référentiel 3 5'écrit -

l'.'n{:-f}l.'_-* = I_.ﬁill:,

ol J, = H . dm({M)HM? est le moment d'inertie du solide  par rapport

a 'axe A.
On peut aussi écrire :

I, = J]' [ Am(MIHM? = Em,-rf,

i_ B B 7 awec r; la distance entre chaque point M, et I"axe de rotation A
A
i .
2
a y/ (5.2, Quelques moments d’inertie classiques
(:.2.1 - Moment d’inertie d'une tige
par rapport a sa médiatrice

Fig. 10 - Tige mﬁ"u;m_ ' Soit une tige rectiligne, homogéne de masse m, de section négligeable et de

longueur a et sa médiatrice A (fig. 13):

1
Is Ema
A
(.2.2 - Moment d’inertie d’un cerceaun

GE par rapport a son axe

Soit un cerceau homogéne de masse m, de section négligeable de ravon R
[fig. 14) et son axe A :

Fig. 11 - Cerceau. I, = mR<

4

G% G.2.3 - Moment d’inertie d’un disque
‘ par rapport a son axe

_ _ Soit un disque homogéne de masse m, de rayon R et son axe A (fg. 15)
Fig. 12 - Disgue, 1
I, = EmRE.

e — (G.2.4 - Moment d’inertie d’un cylindre plein
: par rapport i son axe

— . Soit un cylindre plein homogéne de masse m, de rayon R et son axe A (fig. 16) :
| 1
Fig. 16 - Cylindre plein. Jo = Emﬂl'

“ Chapitre 2 ; Cinddique das systémeas et du solnde



Fig. 17 - Sphéra.

1. Ca cas correspand auy
Emitations appariées par ke
programme officiel ;e vecieur
rotation instantans

ﬁﬁl'-'l" L ﬁ'll-_-ﬂ- n!l'ﬂi une
direction constane au couws du
temps.

(5.2.5 = Moment d’inertie d’une sphére
par rapport a 'un de ses diamétres

Soit une sphére homogéne de masse m et de ravon R et A 'un de ses diamétres
(hg. 17} 3

* sphére creuse : J, = %mﬂag

= sphére pleine : J, = %mRi.

(.3, Energ-ie cineétique

L'énergie cinétigue du solide ¥ en mouvement dans le référentiel 5t s’écrit :
€ (%), = J'”'M%dm{m:w?ml}m_
Comme le point B est fixe dans ®, ona :
3 “
= [l Jemowion, o,
= [ ldmwyv (M), - (53~ BM)
ol |] N o ;

En tenant compte des propriétés du produit mixte (permutation circulaire),
ona:

€(9),, = jﬂ-“%dm[h'l]ﬁ - [ﬁi,« ﬁM}m)

1 e
59 [[] dmMIBM A v(M),
S0dT ¢

{E‘{#}f’ﬂ - ;ﬁ l:{#"u"ﬂ
avec B point de vitesse nulle dans 3.
On peut aussl écrire :

€= [ amouron = [ Jamowrsie

EE{'EF}{“ T %L:.m‘

H. Solide en rotation autour d'un axe de
direction fixe

On considére un solide F de masse m en rotation autour d"un axe de direction
fixe' dans le référentiel . Son le centre d'inertie G se déplace & la vitesse

"
Cours




1. Ou plus généralement i 5
posside um plan de symétre

passant par B &t parpandiculaire

aA.

-
le vecteur rotation instantané de F dans Roest : gy = W

Fig. 18 - Solide an rotation awtour d'un axe de direction foce,

Ce mouvement peut étre décomposé en ;

» un mouvemnent de rotation dans le référentiel barycentrique 3 ° autour de
Iaxe fixe A; = (G, #) (G étant fixe dans M *) caractérisé par un vecteur rota-
Hon instantané ﬁg,.'gt- = ﬁw; = ; on @ alors, d*aprés le paragraphe G :

" . 1
L%[FJ = j‘,ﬂm et €(F) = i]%m:

Si, de plus, ¥ est de révolution autour de Ay ou si ¥ est entiérement contenu
dans un plan passant par G et perpendiculaire 4 A; ', alors on a :

=W -+

L (%)= Iﬂﬂn&h‘lﬂ.
* un mouvement d'ensemble caractérisé par le mouvement de G dans &
(de vitesse :"[G}'.fa] ; on a alors, d'aprés les théorémes de Keenig :

S & -
VA, Ly, (%), = ldﬂm-h[ﬂﬁhﬂﬂ'{ﬁ:]ll.m]'u,
avec Ay = (A #) et B AP = 1], 0+ Lnvi(G)
A= (A (T hig = 3150 + 3 mriG),,.

Si, de plus, ¥ est de révolution autour de A ou sl I est entiérement contenu
dans un plan passant par G et perpendiculaire i Ag *; alors ona:

—F =¥ -— -
H&j Lﬂ{g}fﬂ - !ﬂqﬂg,rn-l-ﬂﬁ ﬂ.ml’{ﬁj}]m-

Rappel : E .{F:F]n est indépendant du point de calcul !

H Chapitre 2 : Cindtique des systémes ot du solide



l. Solide en translation

On considére un sohde f de masse m en translation (pas forcément rectiligne,
ni uniforme) dans le référentiel 3 ; son centre d'inertie G s¢ déplace 4 la
vilesse ;{G}fl.i : le vecteur rotation instantané de & dans i est donc nul :

—F E
flyjg = 0.
AT LN

i -
"'\-\.\_\_ .-G y
T T _—

I::'-'.H:I |-||;-|!
[ 8]

Fig. 19 - Solide en transiation.

Ce solide n'a pas de mouvement de rotation dans le référentie]l barveentrigue
A" car ﬁy.fa = ﬁymr = E; ainsi :

Ly (F1=0et¥(F) =0;
On a donc, d’aprés les théorémes de Keenig, en un point A guelcongue :

= —h 5
LH{E}I-I = Al A '""{G:',n'-;. 5

1
et ‘Ec{?jm = imnlu};m.

a oS TS Moments cinétiques et énergie cinétigue de la roue
Considérons 4 nouveau une roue (modélisée par un disque ) (de centre 3, de ravon r, de moment

dinertie | = %mr"-’ par rapport a son axe, de masse m) se deplagant sur le sol horizontal (axe (O, EZ]]

tout en restant dans le plan vertical {E;. E;,:l. Le référentiel terrestre (lié au sol) est RO ; E:.E;.. i_':]-.
: + -

Son centre G a pour vitesse v{G}m = v, .

On repére la position angulaire de la roue a 'aide de I"angle 8 = -[e_::, ﬁ’l]-

1) Exprimer le moment cinétique barycentrnique de la roue.
2) Exprimer le moment cinetique par rapport a "axe {1, E;j, I étant le point de contact entre la roue
et le sol.

3) Exprimer |'énergie cinétique barycentrique de la roue.
4) Exprimer I"énergie cinétigue de la roue dans le référentie] 5.
5) Que deviennent ces termes lorsque la roue roule sans glisser sur le sol ?

4

| f E 1 -I.I
€ ! |,I" G | /

o

"-"q:-""_'a 3

TEUTE




Solution
1) Le vecteur rotation instantané de la roue & par rapport a S et $t" est :
h N
G = Qi = a&-‘m' = H*’_:-
Le moment cinétique barycentrique de la roue est celui d'un solide en rotation autour de I'axe fixe

Ag = (G, 2.

. : 1 ;
Laﬂ{Ef} = Iﬂ = Eﬂ“’zﬂ.
2} En utlisant le premier théordme de Keendg, on obtient le moment cinétique par rapport a axe
& = (Le):

' —p &
Ly (%), = IE+[IG.—-.#1|-'{G}H 4

]- E; = ]i?l+ i?‘;_:-"- mui;] g,
S0iL
Ly (), = I8 )& = J0-myr = Smr28
a(F)g =10+ [-mvre ] ¢, = J8-mvr = 3 - HIVT,
3) L'énergie cinétique barycentrique de la roue I est celle d*un solide en rotation autour de ["axe fixe
Ag = (G, ,):
. l.22 1 52

1'_.{?} = EJH = EH‘II":IB .
4) L'énergie cinétique de la roue ¥ dans le référentiel W s’obtient a 1"aide du second théoreme de
Kenig :

EAF) = %]éz+%mr3{(}}m = :I'miﬂz-l-%mva.

5) §'il v a roulement sans glissement de & par rapport & R, alors v = -ré, ce qui donne :

!mriél.

Lﬂ.m’m =2

3 2 13 2 7
(), = Jmrié’ = E[imr’]ﬂ _
Remarqgue : on a fait apparaitre le moment d'inertie de la roue (mrf 4+ ] = %uﬂ*} par rapport a ["axe

instantané de rotation A; = (L &)
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L'essentiel

¢ Masse d'un systéme matériel ferme
* Un systéme matériel fermé  est un systéme qui conticnt @ tout ins-
tant les mémes eléments matériels ; la masse de ¥ est constante au cours
du temps.
* Masse d'un systéme matériel fermé
La masse (totale) m du systéme I est :

B [, om0

si la répartition est discréte ou volumique
¢ Centre d'inertic

Le centre d'inertie (ou centre de masse) d'un systéme o est le point

G défini par :

Zmﬁﬁ ou ﬂIMdm{M}Erﬂ s
soit mOG = Zm,—ﬂ_ﬂl: ou mOG = J-JIMdm{M]'ﬁi-

am———

]
w

,a"'-r'i"i;il;l-:]' ":h{“'}"‘n..
"'.. « M {m,} {:' h.l!{.‘ﬂ:.r
ERGOEY
0 0

¢ Référendel barveentrigue
* Le référentiel barycentrique ®° d'un systéme matériel I est un référen-
tiel en translation par rapport au référentel d'émude R, dans lequel le cen-
tre d'inertie G du systéme F est fixe.

.
{?]J;h_
Propriétés i
* ®* éant en translation par rapport a &, ﬁg-,r;_ =D

—4
- ﬁeﬂ’n = Lyin;
Remargue
La loi de composition des vitesses s"écrit :
3[M]m = v (M) +7v(G)y, .

(CORY T Mithadek |




¢ Résultante cinétigue

* La résultante cinétique (ou quantité de mouvement) (), du systéme ¥ en mouvement
dans le référentel 5t est la somme des quantités de mouvement élémentaires de chacun de ses

points :
=¥ o 3 | F{.?:;a réesultante cinétique (kg - m 'I-":I
P(Fq= Ep[h'l,-}m = Zm,-r (Mg | m, masse (kg)

i P

V(M) [ VitESSE (m s

Ou ENCONe ©
E{E}m=ﬂ’jmdﬁ'mnm P(),, résultante cinétique (kg m - s)
dm(M) masse (kg)
3 3 : i
=[] amovion,, S(M),, vitesse de M (m - 5°1)
viddg ampmE y M
My e
Myt oMpm S
() " "[:;'I{._'__‘,"h' VM)
o
Propriété

La résultante cinétique d’un systéme matériel FF est la quantité de mouvement d'un point maté-
riel fictif placé en G, possédant la masse totale m du systéme & :

F{H’am = mhﬂ}m,

Remarque : 3'(9) = Y7 (M) = Ym (M) = mi"(G) = 0.
i ‘

¢ Moment cinétigue

* Le moment cinétigque I:;{H’}I,.g_ en A du systéme marériel & en mouvement dans le référentiel
M est la somme des moments cinétiques en A de chacun des points de & :

o — '-La_h,a.,{ﬂ"}ll.-alt moment cinétique (kg - m? - 57')
Lﬂ,{?}}-’. = zLﬁ{ijfi m, masse (kg)
: AM,  (m)

1

= Emim,n:(hlf]m
. 3{Mf}m vitesse {m - 37!)

Ou encore ;
. ., I_.._:{EF}J.& moment cinétique (kg - m? - §71)
Lo(¥);, = m‘ualﬂ(mm dm(M) masse (kg)
—
AM
=[] amonariaion, 00 ™ 1
v (M), vitesse (m-s)

Chapitre 2 | Cindtigue des systirmas o1 du solids



* Formule de changement de point

La(#)j = Lol + AA A5 (),

On définit ainsi le torseur cinétigue. Par exemple, le torseur cinetigue du systeme ¥ réduit
en A dans le référentiel R 'écrit: T(),, = (39, Lo, |

Cas particulier

Dans le référentiel baryeentrique 3" :

— —_—
Ly () = Ly (F).
Le moment cinétique barycentrique est indépendant du point de calcul. On le nomme moment

cinétique propre du systéme matériel 5 et on le note I_:‘{H'}.
* Premier théoréme de Kenig

Lz moment cinétique ﬂl: EF'};,I en A d'un systéme materiel f en mouvement dans le référentiel
M est la somme du moment cinétique barycentrique I_.H{H’} et du moment cinétique
—
AG hm:{G}m d’un point matériel fictif placé en G, affecté de la masse totale m de ¥

— 4 — 3

Lﬁ{?},fg_ = L () +AG » my ':G]'Ia'

* Moment cinétique par rapport & un axe
Lz moment cinétique L‘,I:EP]M par rapport a l"axe A (de vecteur unitaire E} du systéme maté-
ricl i dans le référentiel 3 est la projection sur 'axe A du moment cinétique en n'importe quel

point B de A :
- =t
v Energie cinétique

* L'énergie cinétique €_(3f), . du systeme matériel of en mouvement dans le référentiel 3t est la
somme des énergies cinétiques de chacun des points de o :

T () = 2 8 (M), &,(),, eénergie cinétique (kg m* - 57 ou])
’ m; masse (kg)
1 iy i i
= E':im,-ﬂ{h'lﬂm V(M) vitesse (m 57"
Ou encore :

€0}, énergie cinétique (kg - m* - s ouJ)
dm(M)  masse (kg)
= Jff, Samamimn,, | Fow,, vitsse @5

iﬂ{?].ﬂn = JH M ﬂ'*{“:"fm

* Second théoréme de Kenig
L’énergie cinétique ‘EC{H’JM d'un svstéme matérel F en mouvement dans le référentiel Oi est

la somme de I'énergie cinétique barycentrique ‘!;{El’]m ¢t de I"énergic cinétique %vaEGjm
d'un point matériel fictif placé en G, affecté de 1a masse totale m de J :
» 1
T AF), = T,E?}+imﬂ{ﬂ]m.

L OPY T Kbk |



Interprétation des théorémes de Koenig

Le mouvemnent d'un systéme ¥ peut se décomposer en :

« un mouvement relatif des différents points du systéme F dans le référendel 5" ;

* un mouvement d'ensemble de translation {pas forcément rectligne uniforme) du centre d'inertie
G, affecté de la masse totale m du systéme .

v Moment d'inertie A
Le moment d'inertie du solide & par rapport a 'axe A est:

I, = .[L[‘M dm({ M)HM?,

L ! = qf

Il s"exprime en kg - m>.

¢ Cas particulier

* Mouvement de rotation autour d*un axe fixe
Le moment cinétique par rapport a I'axe A d'un solide ¥ en rotation 4 la vitesse angulaire
w = 6 autour de I'axe A (fixe dans le référentiel &) s'écrit ;

L,[Eﬂm = J @,
Remargque : dans le cas général, si Be A, Ly(¥),, et @ = il ne sont pas colinéaires |
L'énergie cinétique du solide F s écrit :

€.(9))y = 3140
* Mouvement de rotation autour d'un axe de direction fixe
Avec D = mi (i constantdsns®) et A, = (A ; i), A étant un point quelconque, on a pour
le solide ¥ (avec A; = (G, %))

Ly, (95 = Jo 0+ [AG A mi (G, [

o () = 300,00+ 3mrN(G) .

* Mouvement de translation dans le référentiel 3
Pour tout point A guelcongue, on a pour le solide & :

Ly (%)), = 0+ [ﬂT}n mi‘{mh] 1

et ‘i,{ﬂ}m = ﬂ-+%mu‘(ﬂ}m.

Chapitre 2 ; Cingtigus des systemas ot du solide L 200 Wi !'_:_!f'l' =0 mawerial



Mise en ceuvre

Comment déterminer le moment cinétique d’un systéme mécanique

par rapport a un axe A ?

Soit un systéme mécanique en mouvement par rapport 4 un référentiel 5.
On définit, pour chacun des solides ¥, constituant le systéme I la position de son centre de masse
(3,, sa masse m;, son moment d'inertie et son (ses) parametre(s) de mouvement.

On cherche i déterminer le moment cinétigue Lﬂ{ma‘a du systéme par rapport & un axe
(O;u) = A dans le référentiel ®.

————————————————————————————————— -——
l @ Décomposer le moment cinétique du systéme en la somme des moments cinétiques des dif- 1
ferents solides :

La(®), = Y Lal#),, .

& Déterminer chacun des moments cinétiques des différents solides a I'aide du premier théo-
réme de Kaenig :

— + -+

: @ Conclure. Vérifier les unités.

o o o o
-+ Application
On étudie un systéme mécanigque L composé | 1

» d'une tige ¥, homogéne de longueur { = OC,, de
cenire de masse C,, de masse m, et de moment

d'inertie [ = nf—z par rapport a |"axe (C, ;E:]I,

= d'un disque ¥, homogéne de centre C,;, de masse

M, dé rayon g et de moment d'inéite J = %Ma* par

rapport & "axe {E,;E:]n, i MOUVement par rappost

i un référentiel ER{D;.E;.;:,J:}.

]I:I'«E'ﬂmntnim:l'I|=r|:|.||:||:|.1n|:mur.:i.'l:n":[ili:l,'l.lvl:L.g,,'{I.]IMI par rapport
alaxe Ay = (O ; ¢.) du systéme (E) dans ®.

Solution
i On décompose le moment cinétique de I"ensemble ;
L"#{:}f‘ = L#‘[E]_]Ifﬂ + L-'h{EE-],I'ﬂ

@ On détermine chacun des moments cinétiques a ["aide du 1% théoréme de Keenig :
. —p
Ly,(#1),, = Ly, ($1)+(0C, AmV(C )] - 2




.¢- I__:,_”H = L,__ q..r||h_ _ #5t le moment cingétigue barycentrique du solide f, par repport & [axe

A = (C;; &,); it se calcule donc dans le référentiel barycentrigue 3°'" = (C, ; &,, &,, &.) du solide &,
réfirantiel an transiation par rapport @ O, dans laguel C,, centre de masse da o, ast fixe.

.

: £+ 4 £ 2
Lh{gl"'m =1-8, +|:§J,Am§ﬂia,] e, soit Ly (#,),; = muﬂj m—

4

_!.
B-u e

e,
L""{EFI'}FI - mi EI v

® —— - -
L&), = Ly ()4 [I’JC,a M (C,)y |- 4.

'b: L-:-c""lll = Ly, i55), _, estle mament cinétique barycentrique du solida ¥, par rapport & l'axe

Ag = (Cy: &,); i sa calcule dans la référentiol baryeentrique 'Y = (C,; 2, 0, &) du solide ¥,

L‘,ﬂ{ﬂ’a}m =7 B, + [Ea AME'H|#I] mi'l:Lﬁa{E-F:}m = EM#‘HI-#MFElt ‘ - ef:

Ly (%), = %Mﬂ’ﬁ‘: +M 28,

i a .
© Ainsi L, (£), = m5 8, +3Ma?0, + M{20,.

2 : ;
L%EE]M [.T 3 +M JH, +=Ma*8,
I |

kg

u_ml 31

Comment déterminer 1’énergie cinétigque d’un systéme mécanique ?

Soit un systéme mécanique en mouvement par rapport a un referentiel 9.

On definit, pour chacun des solides I, constituant le systéme I, la position de son centre de masse
G, , sa masse m,, son moment d'inertie et son (ses) paramétre(s) de mouvement.

Omn cherche i déterminer |'énergie cinétique du systéme dans le référentiel 3.

=+ Savoir faire

'---------ﬂﬂ‘—ﬂuH--_H-‘ﬂuﬂﬂ-ﬂ-h-‘uhhﬁd—m—h1

I © Décomposer "énergie cinétique du systéme en la somme des énergies cinétiques des diffé- |
rents solides

BAE), = Y ELL), .
& Déterminer chacune des énergies cinétiques des différents solides 4 I'aide du deuxiéme
théoréme de Koenig :
* 1 =
IE:[H.’}I'-! = EE{EF} -I-Emi'l'{G.-]!Ifa-.

L= s LN N.an B B N RN N ]

Copvriahted material
Chapitre 2 | Cinttigue des systemas ot du solide Y LRI AN



=+ Application
On émdie un systéme mécanigue I composé ; f

« d'une tige &, homogéne de longueur £ = OC,, de
centre de masse C,, de masse m, et de moment

5 a a
d‘hﬂﬁ:l-m% par rapport 4 1'axe [E1;;:J-: i _E‘F:
* d'un disque ¥, homogéne de centre C,, de masse ¥

M, de rayon a et de moment d’inertie | = éf‘r’lﬂz par -E'-_‘\. /‘E'z

rapport 4 I"axe (C, ; E:}. €N Mouvement par rapport . ¢ c,
i un référentiel RO 5 &), e, e,).
Déterminer I'énergic cinétique 'E,IIIE}Ilrm du systéme I, o g

Solution
0 On décompose "énergie cinétigue de I'ensemble : ‘E,_.I{I}I'.g,t = E,{?l}mFﬁ,_.[F;]m.
@ On dérermine chacune des énergies cinétiques i I'aide du 2° théoréme de Koenig :
" 1
B (), = BT +Em3{CL]:!.

"I:.' 't:;L'J o= — ldnargie cinétigue baryeantrigue du salide ', ; glle e caloule done dans I néfé-

rentiel barycantrigue ® "' = ¢C, . &, 'e';, E,u du solide o, référentiel en translation par rapport & O, dans
lequed Gy, centre de masse de oy est fixe.

I T e o o L I LT e S T P
‘ﬂtl[?ﬂf.* = i]nl 'I'EH'I{E HI:I SOIE !i{yt}}lm = EEE: +EHTHL d.'nl.l...
1mi? .2
iniyj}ﬂlﬂ-iTE:.

De méme : €,(%;) = €.(¥;)+ %ME:E,}L ;

ﬁ: B AT = F 0, L I'énergia cinétique barycentrique du salide ¥, ; elle se caleule dans ke référential

barycentrigue 3" = (G, .E_:. ET.;. E::,in du solide ;.

L 1 : i 171 J 1 - ;
E(Fy), = 5107 +SMI€6, 1" soit B (), = ELEMni)B: +3ME6] diou

IMn’Ii: +%MEIQ‘I.

1

® Autotal, €.(I), = o) + 1 Ma? B + EME* 8], soit ;

—1._.\}.2 i —p —
i
J = kg-mi-p? g kg ired vl kg End-r'}’




erczces

Niveau 1

Ex.1
On donne la relaton ;

— s . =
L, = [({Mr?+mf*)8 - mi*cos8  x)e,,

dans laquelle

. ]: est le vecteur moment cinétique ;
# b et mr sont des masses

= ¢ ¢t £ sont des longueurs ;

= 8 est un angle ;

« v egl |"abscisse.

Cene relation est-clle homogéne #

Ex.2 Bille sur un cylindre

Une bille sphérique F homogéne de rayon a et de
masse m roule sur un cylindre € de rayon b | son cen-
tre de masse (3 reste dans un plan orthogonal a "axe
du cylindre,

5 —
On appelle 8 = (£, OG).
J= %mnl Ie moment d'inertie de la bille i par rap-

port & "axe ﬂ:{G',E:L et o la vitesse angulaire de
la bille, On suppose que la bille I roule sans glisser
sur le cylindre € ; ainsi -

0 a
ﬂl: [
a4+b

L

1) Exprimer la résultante cinétgue E(H‘};_" de la
bille F dans le référentiel Gt, en fonction de m, a, b
et B

2} Exprimer l¢ moment cinétique barycentrigus
L;G(Ffj de la hiﬂ:_ I par rapport & axe Ag en fone-
ton de m, o b e B,

H Chapitre 2 : Cindtgus des systémas of du solide

3) Exprimer le moment cinetique L, () de la bille
F par rapport & Maxe Ay = [D'.E:].

4) Exprimer I'énergie cinétique €.(5),_ de Ia bille
f dans le réféirentiel 9. '

Niveau 2

Ex.3 Une echelle

Une échelle F de longuewr 2¢€, de masse m, glisse le
long d'un mur vertical (O ; «,) et sur le sol horizontal
(0 E::l ; on appelle A le poing de 1"échelle en contact
avec le sol et B le point de 1'échelle en contact avec le
mur. Le référentiel est R0 ; o, 6, 211,

Diowredes

* La viresse du centre de masse G de "échelle est
F[ﬁ}l., = u‘m[sinﬂa— r:m.ﬂt_:,] ol 0= -8 est la
vitesse angulaire de "échelle ;

+ le moment d'inertie | = "“T'EJ de I"échelle par rap-

port & "axe (G ; r_:_}.

hfu

1) Exprimer la résultante cinétique p(F);, de
I'échelle dans le referentiel B,

2} Exprimer le moment cinétique L"‘n‘gjh de

I'échelle ¥ par rapport i l'axe Ay = (O ; ¢.) dans le
reférenmiel 9.

3) Exprimer |"énergie cinétigue 'i:cl[!f]ll,i de I"échelle
¥ dans le référentiel 5.

A

NN
=TI



Ex.4 Letourniquet

Un tourniquet & est modélise par une portion de dis-
que de centre de masse O, de masse M et de moment

d’inertic, par Fapport & son axe A = (O} E:;l

] = MR?. Quatre enfants, assimilés & des points
matériels 5, 5,. 8, et 5;, de masse m sont régulic-
rement placés autour du rourniguet, La vitesse angu-
laire du tourniquet est @,

Le référentiel d"étude est R0 5 &), 2,, 2.).

1) Déterminer 'expression de la résultante cinétgue

P(E)y, du systéme E dans le référentiel #,, X com-

prenant le tourniquet et les 4 enfanis :
E=%US,US,US,US,

2) Déterminer Uexpression du moment cinétigue
E[E]Ht. en O dans le référentiel 3.

En déduire 'expression du moment cinétigue
L.!.{I',I.J par rapport a 'axe A
E

3) Déterminer expression de 'énergie cinétique
'E,:I[IilmI du systéme I dans le réeferentiel 3.
E

Ex.5 Lamachine d'Atwood

La machine d"Arwood est composée de deux solides
Fy et F, de masses miy et iy, suspendus 4 un fil de

masse négligeahle ; ce fil est enroulé aurour d'une
poulic homogéne, de centre O, de masse m, de rayon
R et de moment d'inertie ] par rapport & son axe
a=[E}',e_::|. La poulic # est mobile autour de A
gricce @ une haison pivot, Le référentiel d'érude est
H (0 ; E;E:. i:‘.l. Omn suppose que le fil ne ghsse pas
sur la poulie : on a done les relations cinématiques :
%, = -# = -RH.

_A T
i ; 41
|
H'Ii
AN
-Gy

1} Exprimer la résultante cinétigue ﬁdE}ml du #y3-
téme I composé de la poulie, du fil, de ¥, et de I,
(E=2URIVEF, LT, dans le référentiel R, en

fonction de mr, myet 2, .
2) Exprimier le moment cinétigue L-'t[E'],r.]. du sys-

teme L par rapport & I'axe A dans le réferentiel #, en
fonction my, my, LR et =z,

3) Exprimer I"énergie cinétigue it‘zb:a du sysréme
L |
E dans le référentiel L'ﬂ_r

Ex.6 Vehicule a chenilles

Un wehicule & chenilles se déplace 4 la wvitesse
r?: = rlue-: par rapport au  référenciel terrestre
RO ; 2,5, 8).

Ce vehicule est compose d'un chassis I de masse M,
de deux rowes homogénes F, et ¥, de centre ;) et
Cy, de rayon B, de masse m, de moment d'inertie ]
par rapport & leurs axes ; ©,C; = 6B, La chenille
o de masse m, est modélisée par un ruban inexren-
sible enroulé sur les roues ot posséde une répartition
de masse homogéne.

On suppose gqu'il n'y a pas glissement au contact che-
millefroue, ainsi -

'y

e e s ——
e e R e e W W W

@«




On suppose qu'il n'y a pas de ghissement non plus au
contact sol'chenille, ainsi :

=
Fily, = DLy, = Bl = 0,
et PRy, = P(K )y = F(K)yy = 2047,

1} Exprimer les vivesses des points L I, 1L, K K et K,

Eléments de la chendlle dans le référentie] barycentrique

duvéhicule L. (E= FU S, UF, U T,

2) Exprnimer I"énergie cinétique '-E_={.'|'::llr:l| du véhicule
L]

& chenille I dans le référentiel 3t

Niveau 3

Ex.7 Le télephérique
Un téléphérique est composé d'une cabine ¥, de
masse M et centre de masse © et de quatre roues
¥,y oy ¥y, de centres C,, C,, C,. C,, homoge-
nes, de masse m, de ravon B et de moment d'inertie |
par rapport @ leurs axes,
Lepgemble L = FUY, UF, UF, U, svancedla
vitesse ¢ = ve, dansle réferentiel (O ; e, ), 1)
Les roues ¥, 9, ¥, I, roulent sans glisser sur un
cable rectiligne a des vitesses angulaires :

p

m,:m,:m,:m,:—ﬁ-

On appelle Ay Maxe (G E::l; G étant le centre de

masse de .

Ty

1} Exprimer la résultante cinétique E[E]Iﬁg' du svs-
téme I dans le réferentiel ® ) en fonction de M, m, v,
2) Exprimer le moment cindétigue barveentrique
L_:,nt} du systéme I par rapport 4 'axe Ay en fonc-
tion de [, K et .

H Chapitre 2 ; Cinétique des systhmes ot du solide

3) Exprimer le moment cinetigque L_;II],.';.l du sys=
teme E en 5 dans le référentic] barveentrique de £ en
fonction de J, R et o,

4) Exprimer I'"énergie cnétique Egz}m du systéme T
dans le référentiel %, en fonction M, m, ¢, ], R.

Ex.8 Weeling d’'une moto

Une moto et en Mmouvement sur s rous armiéne 4 la
. + — , ,
vilessE o = P dans le referente]l terrestre

L

— — —
W0 R I,

On modélise la moto 4 Maide de deux roues homogé-
nes ¥, et i, de cenere O et (), , de rayon r, de masse
et de moment d'inertie | par rapport & lewrs axes.
Les chassis et le motard sont modélisés par un solide

iy de masse M, de centre de masse C et de moment
d'inertie [, par rapport & 'axe A= (T ; -e:;'r.

L'angle 8 d'inclinaisony, de la moto par rapport 3
I"homzontale est constant dans cet exercice.

La poue arritre poule sans glisser sur le sol, ains @
r+riwy, = 0, Laroue avant ne tourne pas : @, = 0,
On appelle G le cenrre de masse du systéme
E=JdUF UHF,.

k.

1) Exprimer la résultante cinétique _5[!.};3_ du sys-
réme I dans le référentie]l 3.

2) Exprimer le moment cinétique barycentrique L_:.E[ )
du systéme E par rapport 4 axe Ag={G ; f::.

3) Exprimer I'énergic cinétique 'E{{Eﬁm# du sys-
téme £ dans le référentie]l 3.

4) Que devient "expression précédente si m = 2—!: et
I= Esm r?? Conclure quant & I'mportance des ter-
mes provenant des roucs par rapport 4 Coux prove-
nant du chassis et du motard,



Soluurtzons des exercices

Exercices de niveau 1

Exercice 1

E; s'exprime en kg - m® - 571,
Les deux termes du second membre doivent s’exprimer avec cette unité pour que la relation soit homogéne.
Or : Mr? s'exprime en kg - m? ;
m* s'exprime en kg - m?;
8 s'exprimeens ' ;
done (Mr? + mé2)8 s’exprime donc en kg - m? - s L.
De plus, mfZcos@ s’exprime en kg + m?,
x s'exprimeenm -5},
donc mi?cos® - x s'exprimeen kg - m®- s etnonen kg - m® - 57! ; la relation donnée n'est done pas

homogéne.

“ls. Rappel
Si l'expression trouwvée bors d'un exercice w'est pas homagéne, ... Iy & une erreur. . . il faut wérifier & nowveau les calculs
Ici, on voit que Ferreur se situe dans le terme m{¥cos@ - x, au niveau des longueurs
=50/t ca n est pas t :';
*soit c'est & (m . 57") qui estincormect

Exercice 2

1) La résultante cinétique s"écrit :
E{H}Fﬂ. - ml-:l[[}]ll,-a .

aﬁ’}] ) [duma}i’h

5
B O e

]-"*: = {ag +b]é;; = ﬂ'[ﬂ;;
ainsi : F{H’}MI = mﬂﬂ];; = m{n+h]'ﬁ.§;_

2) Dans le référentiel barycentrigue 9°, la bille ¥, de révolution autour de A, est en rotation autour
de Ag; i la vitesse angulaire w :

L.,(S) = Jo = ma’®, soit Ly (S) = zmala+b)8.
3) En utilisant le 1¥ théoréme de Kenig projete sur .-.;:, ona:

Ly, () = L;ﬂ{aFH[Ei,« MGy |- &, = ‘-;m{a +b)@+ [(a+b)e amla+biBay)- .

= gma{a+h}ﬁ + mila+ Er}zﬁ = m(a+b]ﬁ[§d+ i+ &]

o 7 .
S0iL : L, (8) = mia+ b](§a+ b]EL
4) Lénergic cinétique €.(), s'obtient & I'aide du 2° théoréme de Koenig :

(L) = )+ FAG)

o -



gy = Lyt = Ly Zmarx @t Baz _m 302
G‘r %c{?} = zlm = zﬂﬁlﬂﬂ o ﬂz H = 5[ﬂ'+b] H R
1 2 -l 3'1
et Emv (G) = 2m{ﬂ+b}ﬁ_
= 3-1 _1. l) i -
Daticik. (], = k)6 1(51-2 , SOl

€ (F)y = %m{a+bji 8.

Exercices de niveau 2

Exercice 3

1) p(Fhyg = mV(G),,, soit:
E{Eﬂm = miw[- cosBe, + sinBe,|.
2} En utilisant le 1** théoréme de Kenig, on a ;

_}

e - = — >
Ly (%), = Lo(¥) &, = [L {.‘.f‘]-hDGnmr{G}m]-s:

=L'@)-&+[0Gami(G)y, |- 2.

Or dans son référentiel barycentrique ARG ; E:.E:..E:L I"échelle & est en rotation autour 4 1"axe

Ag = (G, E:]- et s¢ trouve contenue dans un plan perpendiculaire 8 Ay, ainsi :
—3 . 2
L) = 107, = 02,
3
—
De plus, OG = fcosbe, + {sinBe, et V(Gjy = fwlsinBe, - cosBe,|.
E— * - . —* R =+ -+
Done OG-~ mv [G“_IM = {[cosBe +sinBe ]|~ mliow|sinBe, - c-nrsﬂ'a},}

= —m{*w[cos*B + sin?@)z, = —mfll.u-:;.

Done L, (8), = -[% + l]mfzma-i: = -;mﬁm.
)] ‘Er{,ﬁl’}ﬁ_‘ se calcule en urilisant le deuxiéme théoréme de Koeenig :
€(F),, = ES) +%mr3 (G, -

mrf Eind

Or & (F) = %]91 = car dans ", ¥ est en rotation & la vitesse angulaire ® autour de

Ag = (G;e).
De plus IS{G],HI = ¢|w|, donc :

|
€(F), = mfﬁ i

1 . 2
+£m£‘3mﬂ, it ‘EE{S}I,.R - imf‘ml.

« 2. . ; ; . ; . .
",c;. :-grnr-':-u* a kg - m?- 5 comme unité, ce qui est homogéna & una énergie




Exercice 4

1) La résultante cinétique 7(I),, est la somme des résultantes cinétiques des différents éléments
composant le systéme : :

P(E)y = P(F)yy +P(S0), +(Sa), +5(S3), +5(S)),, .
En explicitant chaque terme :
*B( )y, = 0, en effet (), = MF(©O), = 0;
._i.?:s,}m. = m?fﬂﬂl,i. = mRée;

'E[SE}."!!F = mgiﬁ.i]“.a' = _mké;;:'-

*P(Sy), = mV(Sy), =-mROe;

mF.E'I;,.

+ .
. P{S*};‘mt " {S"}."a_

»
: =+
Etmmmﬂﬂl,ﬂnﬂbﬂﬂnl:pfz}jm =10.
L]
~ Il aurait été plus facile de remarquer gue le centre de masse de I &tait en 0, point de vitesse nulle dans i, et d'ut-
leger |a proprogte
J.'-CIII.-_ = (M+dmr(0), =0

_'.
2) Le moment cinétique Lniz}."al., est la somme des moments cinétiques des différents éléments
composant le systéme ©

— —s o — — —
Lo(Zkm, = Lo(F)a, +LolS, g, + Lo(Shia + Lo (34)ia, + Lo (S)/a, -
En explicitant chaque terme :
— — =" 'l —3 I
*Lo(#)y, = Iﬂ'.r.fa_ = JBe, = MR*Be, ; en effet Lo (F), . est le moment cinétique d’un solide
F de révolution autour de "axe A = (0, E:]- (]':J-“ﬂ."m = H) et O est un point fixe dans mB;

p— —= * . :
. lﬂ{sl;ml = Dﬂlnm;{ﬁl}m = Re, » (mRBe,) = mR2Be,,
L]

. - — — —

* On montre de la méme maniére que : L.;,{E;]m. = L.;,[E,]m- = L;,I_S,]ml = I.T,I_Sﬂm-;
et en sommant, on obtent ;

- .

Lo :E}I,l = (M+4m)R*8e,.

L]
Le moment cinétique du systéme I par rapport a ["axe A est la projection sur 'axe A du moment ciné-
tique du systéme I en un point de I'axe A, par exemple au point O.
_. -
Ly (), = Lo(D)yg - e, d'ou L,(E) s, = (M+4m)R?.

3) L’énergie cinétique iciz}m du systéme I dans le référentiel 3 est la somme des énergies ciné-
tiques des différents éléments u':xmpnsmu le systéme

(XGRS XE TN +*ci51}m‘ +%E,.{S;}h' +8:(Ss)y, +Ec(S)y, -




En explicitant chaque terme :
. = Lia? 2 Lymegt,
ﬁ:{?]ml = 2]'EI = 2MF'!. 8",
1 |2 2 1 |
R XCAIE omlies,)|* = smR26%;
+ de la méme maniére, on montre gue : 'Gcli.’ijjm. = ‘EE{S,]M‘ = ‘Etisijm‘ = ‘£=[5|}m..
Et en sommant, on obtient :

E(Z), = i{M + 4m)R20°.

Exercice 5

1) En décomposant I en ses différents éléments :
Py = P(PY, +5(E), +B(HF ), +B(F2), .
En explicitant chague terme :
PP, = 0 car p(P) = my(0),, » O étant le centre de masse de @ ;
=+ foa '
-p[_ﬁl}m‘ =0 car mg = 0;
'E{E'F:I}Jr.!. = mlhc‘llml = ml'*'l';i.;
E
Et en sommant tous ces termes, on obtient : ;E:{I}m = (m 2, +m=:';}|?,,
E
soit en tenant compte de I'égalité z; = -z :
— . =
P[I'llrn - {m|—m_:]'.'l'lﬂ'.-
2) En décomposant  de la méme maniére :
En explicitant chaque terme :
. LJ{E}J,! = ]E] car P est en rotation autour de A 4 la vitesse angulaire ﬁ;.

. ﬁ{ﬁl‘]m.-n car mg = 0]

— s ¥
L] LI!-[:EFI-}IIIQ‘ = [ﬂG|hﬂi|v{Gl]]-tx

',G: L), wstha projection sur A de L.:'.-:J,:I.I et done Loty s L;',n.J )&,
et ., st an ranslabion dans =, done
L.;l.l-l'-l_,ﬁ = I:IE-..nm,a:-:Eﬂ_l.l
Ainsi
L), = [(-Re,+ 5,00 amy 3,0 &, = -myRiy e, e, = —myRa,.
D¢ la méme maniére : L_,,{H'zjm‘ = m,Rz, etensommant, on obtient :
Ly(%), = JB-m Rz +mR2,.
En fonction de 2, ona:

1. . : _ .
LdliI-]';ﬂ' = - gf-mRz -mRz,, soit Lﬁ(z‘}."n' - '("‘1 "'"‘:"'ﬁ‘; 2.
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3) B (D), = ClP)y +E (D), +E(S)), +ES,

En explicitant chaque terme :

:'.fa,, ]'ﬁa.'

cE (D), = %]I'Ji car @ est en rotation autour de A 4 la vitesse angulaire 8;
"Et{ﬁl]m =0 car mg = 0;

1 .2 .
Sm 2, car ¥, est en translation dans &t ;

: E*{H']a‘a. - %miv:{ﬁ’ }ﬁ!_ T2
AT %mzvqﬁz}! . %m;éz.
Et en sommant, on obtient :
(D), = %]ir"q- %m,:if-r%mléi,
OU ENcore, &N Ne Conservant que 2, :
:512{11."31' = %# .EE +%m1:}f+ %mzé”

s01L :

Exercice 6

1) Le référentiel barycentrique " du véhicule T est un référentie] en translation par rapport a 1‘
dans lequel le centre de masse de I est fixe ; ce référentie]l est en translation par rapport & .'-‘I'E. ala

. — I - . . , = . — =+
vitesse v, = v,e,. Ainsi, en utilisant la loi de composition des vitesses : "'H]'fm =g (I)+o, =0,
L]
il vient : v = v (L) = R (L) = -,
De méme : ‘?EK:'M = 21_':, - 3‘{]:2}4- h_':.: et ainsi :
L

vIK) = v (K = v (K = v,

'p: B ), @stlavitesse absolue (dans 5t ) ; ¢ i1} estla vitesse relative [dans 3 " |

¢y @5t la vitesse 4 entrainemant

',t:): Tous les points de la chenille ont [a vitasse &n norme, dans 57 @y,
2) Comme I est composé de plusieurs solides, on décompose :
BBl = Bl + Bl +ELF), 4TSy
En explicitant chague terme :
P BTy, = %Mpﬁ car  est un solide en translation dans 9t & la vitesse vy ;

. 'EEIH'JM peut s'obtenir a I'aide du 2° théoréme de Kanig :
B S ), = *E;“’{Ef,uém#(c,am.

',cj: Le refarentiel banrcentriqua de la roue F; st contandu avec e referantial barycentrgue du vehicule L car le cen-
tre de masse [, de la rove ) estun point fixe de &t " ;

R Pl § | I
mo=mn Bt E, _-‘f_




Comme I, est en rotation a la vitesse angulaire w, autour de 'axe (C,, E:} dans son référentiel
barycentrique :

2

€ = 110} = 310,

B | =
b ==

et comme 3{(‘.1];“ = vﬂ.s_;, ona:
L

1 2
(90, = [1{3 N m)
« On obtent de la méme maniére : ’ﬁc{?g}m = ¥ (F, }M
* €.(#,), peut s'obtenir i I'aide du 2° théoreme de Kaenig : €.(#3), = €."7'(5) + %mﬂuﬁ_

En effet, le centre de masse G de la chenille i, est un point fixe de 3" se trouvant au milieu du seg-
ment [C,C,], ainsi 2(G) = v, et "D = R*;

donc .M (F,) = €.(F,) = zzm vi = m{h
2

ci *E{?]}Fal = chﬂ"

En sommant tous ces termes, on obtient :

E(E), = (M + z[m + il!_]+ zmc]v;;

Exercices de niveau 3

Exercica 7

1) X est un systéeme composé de cing solides ; on a done :
- - & - = +
P[E}:il L P{?}"rgg+Pfyl]ral-l-'r[Ezll'lal-'-P{EF!}.FE.-I-P{EF*].'IE:-
En explicitant chaque terme :
*H{?]m = Mg{ﬂ}m = Mr;:,',
+
* P{El}l.-a'
Et en sommanit, on obtient :

PIE), =(M+imve,

2) On peut décomposer L;ﬂ{E} sous la forme :
Ly (E) = Ly ()4 Ly (F,)+ L, (F,)+ L, (F,)+ L, (F,).

',t;.' L. (Ey=1, (L), - 97 estle riférentiel barycentrique du systéme L, réferentiel en translation par rapport 8

..'.': dans lequel G est fixe ; exemple 276 ; E;. E:. ef.l.

% Iy a d'autres référentiels barycentriques - par exemple J ™ associé & o, référentiel an translation par rapport
| 3

& dans lequel C, est fixe ; exemple : 317 = (C,: &, 8. 8.
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On explicite chaque terme.
- =3
* Ly(#) = Ly (#)). = La($)y,. ¢,
En utilisant le 17 théoréme de Koenig pour & :

=**{F)

—F - *
Lg(#),. = L " (#}+GC A Mv(C),,.

- & i
.G\ L () s calcule dans e rafarentel baryoentriqua de o

. —FE(F)
Donc : L, () = [L

¥

(#)+ GC A MV(C)y,. |- &,

Comme C est un point fixe de @, ©(C),,. = v (C) = 0.

. =) -+ S ) =y
Donc: L, () = L~ () -e, = 0 car f est en wranslation dans 517} et done L.

,;_I"l"'. R =" car Cestun point fixe de 57

. L = [# —*
e Lﬁu{?j_} = L&u”ljx;- = LG{I]}HA' -
En utilisant le 1* théoréme de Keenig pour ¥ ¢

o1

— [ e 3

(#) = 0.

. & =Fuyn) p — 3 =
donc : Lﬁ.,:{?]} = [L () + GG, nmutﬂl}."ﬂ*}lel

’'C) =0

Comme C, est un point fixe de #", ©(C,), =
s —
et L [”{?1} = L‘-_rs{ﬂ:lj}fﬂ'll:' = Jm:l';.}r = _JE'E::':

Ly, () = -]z

',c.' Encore une foig, le référentiel barycentrique 28 ™" du solide 77, est confondu avec le néférentiel barycentrigue 5 °
du systéme I ; en effet, C, est un point fixe de ot".

'.¢.' On peut écrire L. (4,3, = Jua,&, car’f,estun solide de révolution autour de I'axe (C,, @,) 1 est en rotation

dans 5" autour de cet axe

* Par I"'utlisation de la méme méthode, on montre que :
Ly (#3) = Ly (95) = Ly (%) = =] &
€N sommant tous ces termes, on obtient :
Ly (E) = -4] ﬁ.
—% — —— b —— —
3) Lo(Z), = Lo(¥)y, +Lal®),, +Lal¥y), +La(¥y),, +La(¥y), .
. L_-c:'[ﬁﬂlfa peut s"obtenir 4 "aide du 1 théoréme de Koenig appliqué au solide ¥ :

— = 1) —_— 3
Lo(#), =L (9)+GCAMI(C), .

:-1I.\..I. o -



Or i est en translation par rapport a #, avec ﬁﬂlm — v?, donc :

e -

DR et L (F) = l_:'{ﬂ'] =0.
—3 — —
Ainsi: Lg(#),, = GCaMve,.

—

*Lgs {H".‘Jm peut se calculer a 'aide du 1% théoréme de Kaenig appliqué au solide ¥, :

— 201 2 4

LG{?,}H. =L {E“,HGG..--.mHE.}m..
Or C, est fixe dans R" donc R"V=R" et comme F| est un solide de rotation (et de révolution)
autour de |'axe [C,,a_:] dans Ft°: E“”(H‘L} = Im..E: = _]I%.E:.

Comme de plus 3:{!1]“ = in:

—_—
= =
e, +GC, amve,.

Lg(¥1),, =-Jg
On montre de la méme maniére que :
—— A T -4
» LG{EPE}M. = FIEI‘+GC=.H-.MF£=;
-L_.}G{E:F,]m =—]i;i+ﬁ_l:;nmu£:;
= ! W
'I-.G'[E.l}l,lﬂ’ -IE

En sommant tous ces termes, on obtient :

- 7 -
e, +GC, Amve.

—F ¥ =¥ o ¥ * -4
Lﬁlemi = —4Iﬁ£*+EMGﬂ+ mGC, + mGC, + mGC, + mGC,) A ve,.

—_— * # * » -
Or par définition de G : MGC + mGC, + mGC, + mGC, + mGC, = 0. Ainsi:

—t ¥ o=k
Lﬂ {Ejflr L '4]ﬁ’l'
',¢: En projetant sur Ag, onobtient: L, (), = dJ;—:

- ) mme HEL 18 CENLINE & de I, on retrouy g: 4 11] LB S RTE .
Comme G ast la centre de masse de X, on retroue le résubtat de la guestion 2]
a

L (E) = ~4dz. leneffet L = Ly, |

m. 5"
k me = ]
'ﬂ m

¥ . m ! ) L .
',G: Jﬁ 8 COMME unité kg - m* = LIk kg - m? -5~ cae qui est homogéne & un moment cinatique,
m

4y On décompose :

Avec :

. ‘E.:l[f:l“]nlfmI = %M"J'[G}fﬂ_ = %Mp* car o est en translation dans 3 ;

* €c(,),, sobtient & I'side du 2° théoréme de Kaenig : €c(¥,), =ié‘”{?]}+%mvﬁm.}m-

Fﬁ: Comme & "= 3", -e':'"lif.u = Tl
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Dans #*, ¥, a un mouvement de rotation autour de 1'axe (C,, i_':]' d la vitesse angulaire o, :

1 -
EolF)) = Jmt = J%-

Comme de plus : 3{{:]]{“ = vﬂ_:,

1], AT AW
‘a, = 3R 2 ’"" 2[m+a=]"

* On montre de la méme maniére : Ec{fz}; = ‘EC(H',]H = ‘E,,:{if‘}m = ‘Ec{ﬂ'i]nh.
En sommant, on obtient ; : : ‘

Eold

[M+4m+4%

1
E.:(Elfn' =3

'I:: Sionprend J = %mﬂ" alors la masse equivalente s'écrit: m, = M+4dm+2m = M +6m.

La masse des poules (4m) a até « augmentée » de 50 % (2m) 8 cause de leurs rotatigns.

Exercice 8

1) B(Z)y = BNy, +P(F), +5(F2),

En explicitant chaque terme :
‘;{?}m = My car ¥ est un solide en translation dans 3, a la vitesse {E;
15{5‘,};! = m# car ¥ a un centre de masse O, qui se déplace i la vitesse v dars H, : E[Dl}."a“ - 3;
Et en sommant, on obtient :
—+ + —
p(E), = (M+2Zmp = (M+2mjve,.

2) L, (E) = Ly ($)+L; (¥} + L, ().

',v: Rappel: Ly (X} = L, (Z), . = L.IJ.ulll, 8,

& estun rdfdrentiel en translation par rapport & 2ty dans lequed G, centre de masse du systéme X, est fixe
Sinsi 9" peutétre; (0 ; e:_, "::. ,E:__ VoulG: él ,-E:I .E:__ i ou encore [, ;e-.__ E:r ,e'__ i
CLL () = Ly (),.. = Lo (%), 4. s'obtient & I'aide du 1% théoréme de Kaenig :
B L o fm= "= g -
¥

o = ® _
L, () = [L )+ GC A Mﬁ{l:)m.]-:;u.

'I;.' Comme précisd dans |a remarque priccedants, L i) = LI-I-FI car "= W

e 3
+f n'a aucun mouvement de rotation dans son référentiel barycentrique, donc L. () = 0.,
'IJ: Jpdonné dans Fénonce est inubile |

C'est un point fixe de &t°, donc SIC}M. = H et donc : L;a[f:i’} =

..- o -




. L;ﬁ[.‘f,] s'obtient encore en utilisant le 1* théoréme de Kenig, en remarquant gue le référentiel
barycentrique de ¥, est confondu avec celui de £ :

" —F& p— * #
Ly (#) = [L'1)+ GO, ami0,),, ] 2

£,

Dans son référenticl barycentrique, i, a un mouvement de rotation autour de 'axe fixe Ay, = (O, :l: )

(fixe dans 5" ) ; de plus, f; est de révolution autour de 'axe A, donc
—h & ¥ W
L (¥ = Jwe, = -];.e:

De plus O, est un point fixe de %" : #{u,};ﬂ_ = 0. Donc

L;u{-?l] = -] E
* On obtient, en tenant le méme raisonnement pour la roue ¥, : L,;ﬁtﬂ’;} = 0.
En sommant tous ces termes, on obtient :
Ly, (E) = 1%
3) On décompose E en ses différents éléments :
EAT)y, = ElF), + €L

Dy, * EelFa)

cl[ha“jla.:IIIl %Mrz car ¥ est un solide en translation dans 3, ;

« £ (T, s'obtient d I'aide du 2° théoréme de Kaenig: €.(F,), = £ () +ém VIO

)
I,
Comme | est en rotation dans son référentiel barycentrique (qui est aussi celui du systéme I :

® 2
'E':{H'.I}=2] I lllv_

3 2
Comme ﬂ{ﬂ]}"l’\-iu = ve, ,0na:

8.1y, = %& +H'I:)|.rl.

| =
= —mv?, ¥, ne tournant pas sur elle-méme.

* On montre de la méme maniére que ﬁ‘['{fﬂ."a* 3
En sommant tous ces termes, on obtient ;
. 1
EE:E}‘H' - E[M + 2+ %]1-":.

[y M, 3M7 .1 11
9 €Dy, = 3[M+TG+35]v = 3[M+geM]v

En négligeant la masse et I'inertie des roues, on « néglige » 10 % de la masse équivalente intervenant
dans I'énergie cinétigue.




CHAPITRE

Dynanuque
des systemes
et du solide

Introduction

La dynamique relie le mouvement & ses causes, ¢ est-d-dire aux efforts appliqués au systéme ma-
teriel etudié (parmi les efforts mécaniques, citons en particulier les actions de contact). Apreés un
paragraphe sur les efforts mécaniques, détaillant notamment les efforts de contact, nous érablirons
les théorémes de la mécanique des systémes materiels et du solide 4 partir des trois lois de Newton
VUEs en premiére année,
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Fig. 1 - Ensemble de forces
ajpplquies & un systéme de

paints matiriels,

1. On admet que de maniéra
générale, pour un systhme

continu, les affons appliguds 4 un
gystéme maténal sont
maodélisables par une résultarte et

un momant (qui a5t

indépendar

de la résultante dans le cas
générall | La moment comprend ba

moment des forces élémentaines

ot les couples élemantaires
appliqués & chagque @émant da
matiére composant le systéme.

ﬂ Chapitre 3 : Dymambgue des systémes et du solide

A. Efforts mécaniques

A.1. Torseur des efforts : résultante et moment
resultant

Unmtem:mmd?m,d:mam&rtg&nﬁnle soumis 4 unemembledeﬁ:-rm

‘f-' appliquées aux points M, ou alors 4 un ensemble de forces réparties dF[M]-
lpplqummd:ﬂhmmmnhi{damkmd‘tmﬂyﬂémmnu} (fig. 1.

On définit alors, afin de caractériser les efforts (ou actions mécaniques) appli-
qués au systéme F ;

* la résultante des forces, qui est la somme vectorielle des forces appliquées :
R = Zl-;. ou B = JHdF(M};
i LY

* ¢ moment ({résultant) en un point A, qui est la somme des moments en A
des forces appliquées :

M= YAGE) = TAMAE,

ou M, = ] MEME{M)} = [[ MﬁndF{M}.

Ces deux vecteurs forment un torseur ; en effet, le moment vérifie la formule
— —  —

de changement de point : Mg = M, + BA ~ R.

Afin de démontrer cette relation, introduisons le point B dans la définition du

moment co A :
= f H{E'ﬁ + BM) A dF (M) = HJ’ME.« dF (M) +j”Mﬁ‘h dF (M)
Avec : J’“’MEA dF (M) = AB A [[ Mdﬁ{mu = ABAR

et I”Mﬁad[_’f(hﬂ = Mg

e — — 3
onaalors: M, = Mg+ AB~R.

Dafinition 1
Le torseur des efforts (ou torseur des actions mécanigques) s"écrit :

&% —F
Eilr1= - &lR‘*"“*.hI

On distingue parmi les efforts appliqués & un systéme matériel fermé :

= les gfforts imférienrs © exercés par une partie du systéme sur une autre par-
tie du systéme, donc par des éléments intérieurs au systéme étudié ;

- les gfforts extérienurs : exercés par des éléments ne faisant pas partie du
systéme, donc extérieurs au systéme étudié.

Ces efforts peuvent résulter d’actions a distance (exemple : poids, force
dinteraction électromagnétique) ou d’action de contact (exemple : réaction
du support, forces de pression, ...).




A.2. Cas particulier : couple
| Définition 2 |

Un couple est un ensemble de forces dont la résultante est nulle,

Tl

Le rorseur associé a cet ensemble de forces est un couple.

O , | Par exemple sur la figure 2, 'ensemble des deux forces s’exercant sur la tige
F | forme un couple, puisque la résultante est nulle. Un couple est responsable
-~ d'une rotation uniquement : on parle par exemple du couple moteur exercé

— ' par un moteur sur la partic tournante qu'il entraine,
Fig. 2 - Couple exercé aur une

tige. Propriété
Comme ﬁ = E, le moment du couple {ou du torseur) ne dépend pas du
point o on le calcule ; en effer :
— — — 3 —3
Mg =M, +BAAR = M,.

On confond souvent le couple et son moment.

A.3. Cas particulier : glisseur

A.3.1 - Définition
hINiMlon 3

1. On peut ainsi décomposar une Un glisseur est un ensemble de forces dont le moment est nul en un point.
actionmécanique enunglisseur|le

une force apphquée enunpoint Al T e torseur associé 4 cet ensemble de forces est un glisseur.

&t un couple [de résultante nullal.
Propriété I
51 le moment est nul en B : My = 0, alors le moment en un autre point A est per-

pendiculaire & la résultante B et #"écrit :

—_— — &  —3 —  —
My= Uy +RABA=R~BA=AB A R.
Tout se passe comme 51 une seule force l_i etait appliquée en B ; le torseur,
ici un glisseur, est aussi appelé force.
Exemple ; poids d'un systéme matériel f dans un champ de gravitaton E
uniforme.
Chague élément de volume d V(M) centré en M, de masse dm(M), est soumis
i la force de pesanteur élémentaire : dF(M) = dm{M}E.

La résultante de I'ensemble des forces précédentes est le poids du systéme
matériel :

# - [, a0 - []] amwi - ff] emev - .

en notant m = II dr{ M) la masse du systéme matérel.
M

Exprimons le moment de 'ensemble de forces au centre d'inertie G du sys-
téme martériel :

Mg =HL GM A dF (M) =m'muﬁi Adm(M)7 = UHM quM}G_"M} AB.

COUTE H




+

(ﬁ_\
Ca

A(m)

Par définition du centre d'inertic G du systéme matériel ;
— - —
[J] amM)GM = 0, done g = 0.

M

—_—  — 5
En un autre point A @ M= AG ~ mg.
Le poids d'un systéme martériel est un glisseur appliqué au centre d’inertie G,
qui est confondu avec le centre de gravité, |::|!.1:',;;'|I est uniforme.
Les forces de pesanteur appliquées i un systéme matériel se comportent
comme uneé force unigue ; = mE appliquée en G.
ey
A.3.2 - Rappel : moment d’un glisseur F appliqué en M

Le glissewr {ou la force) &tant un cas d'effort appliqué 4 un systéme matériel
trés fréquent, il est bon de savoir déterminer rapidement le moment d'un glis-
seur en un point ou le moment d'un glisseur par rapport 4 un axe.

Le moment en A du glisseur (ou de la force) l_; apphqué en M est
— = — =
Mu(F) = AMAF (en Nm).

_}
Lz moment par rapport d I'axe A du glisseur (ou de la force) F appliqué
en M est la projection sur I'axe A du moment en un point A de I"axe A :

3 i —
MyF)= Mpu(F)-u = (AMAF)-u.

F kY
d
+ rr.- l\...'\.
: fﬁ_\ LM
oo Al )

o
o d

"y F

r
Kl

Fig. 3 - Moment d'un glisseur ayant tendance A faire Fig. 4 - Moment d'un glisseur ayant tendance a faire

Eourmer dans le Sens direct sutour de A

H Chapitra 3 : Dynamiguee des systémes ot du solide

tournar dans le sens indirect autour de A

Onadl, = tﬁMIE"IsiﬂﬂI , SOt

M, = :|:d“l_="l avec d = AM)|sina] |

Dans cette égalite ;
= d est le bras de levier (m) ;
* |l_-'-}'|| est la norme de la force (M) ;

-
*Onalesigne + 51 F atendance a faire tourner le point M dans le sens direct

_.
aurour de I"axe A = (A ; &) (Iig. 3).

* On a le signe - si l?-" a tendance a faire tourner le point M dans le sens indi-
-
rect autour de 'axe A = (A ; w) (fig. 4).



1. Duelques vabewrs du coefficient
e frothement :
Cantact entre - f

:tunm:hm:.l'mtun'-'nt KT
| caoutchouc/bitume mouillé | 0.3 |
| eagutchouc/biteme glacé | 0,08

| acieracier non lubrifié 0,15

‘acierjacier lubrifé | 001
_lﬂ'bliﬂll- ! HEHHI'IH_I'I'I _._ﬂ__
gliseement impassibda o
4 R,
1) s
= 7
b (4 195) T

Fig. & - Chne de frafiement.

.7

Fig. 7 - Cas de non glissemant.

B. Actions de contact entre solides

Supposons que le contact entre deux solides | et I reste ponctuel : appe-
lons [ le point de contact (géométrique) a I'instant 7 entre ¥, et F,. On définit
aussi le plan tangent au contact en [ ainsi que la normale a ce plan en L.

Les actions de contact exercées par o, sur f| sont entiérement caractérisées
par un torseur réduit en I (par exemple), composé d'une résultante
El_, | = H + ’i‘} (figure 5) et d’un moment résultant en I, I['[

On supposera par la suite que
My = 0 (on néglige les frottements
de roulement et de pivoternent) : les

actions de contact forment alors un
glissprment

glisseur (ou une force }Eg_.L applh- / :-”’ plan tangent
qué au point de contact I, composé =
d'une composante normale N {per-
pendiculaire au plan tangent), appe-
lée reaction normale, et d'une

-
composante tangentielle T appelée
réaction tangentelle ou force de frot-
tement de plissernent (ou résistance Fig. 5 - Contact entre doux solides & linstant ¢

au glissement).
B.l1. Lois d’Amontons-Coulomb

Les lois d"Amontons-Coulomb (ou lois de Coulomb) permettent de relier les
parameétres cinématiques du glissement (vitesse de glissement) sux parame-
tres dynamigues (efforts de contacr).

Cas du glissement : v (¥,/#,) = v(le Fi)py - e(le #a) #0.

—

"|. iﬁpll.-:_:f-;}

On constate alors expérimentalement que 'on a : H?ﬂ = _,r’"I'-_I'I {avec fappelé
coefficient de frottement) ; f est un nombre sans unité, qui dépend de la
nature des matériaux en contact et non de la surface de contact, ayant des
valeurs de "ordre de 0,1 8 1.

On a de plus :
- —5 -+ . . —* T . ; :
* T awglfy/ify) = 0, Cest-a-dire T est colincaire a la vitesse de glissement ;
—F —
+T. :_-;:EPIFEFE}-E 0, c'est-a-dire T est de sens opposé a la vitesse de glissement,
5 =y e
Laforce R, ,; = N +T présente donc un angle ¢ = arctan(f) avec la nor-
_!.
male N ; comme cette propriété est vraie quelle que soit la direction de la vitesse
—F
de ghssement l_-':l[ffj.l'.’fzjl enl, R, _,, se ouve donc sur I'aréte d'un cone
appelé cone de frottement (fig. 6).
Cas du non glissement : o (¥ ,/F,) = v(le Lrt;m_ﬂue F)o = 0,

1| =% —4
ona: IT]| =/INl.
T =
Laforce Ry, _,, = N +T (fig. 7) est alors contenue a I'inténicur du cone de
frottement, de 1/2 angle au sommet : ¢ = arctan(f).
Ce cas de non glissement englobe le cas particulier du roulement sans glissement.




1, On distingue bas ligizons
wnilatitrabes, dans lesquelies le
contact entre les deux solides
peut 58 rompre des liaisons
bilatérales, dans lesquelles e
contact ne pewl pas S8 rompre par
construction.

Remarques : L . .
*8if= 0, iln'y a pas de frottement et T = 0 ;donclaforce R, ,, = N
est normale au plan tangent.

* En appelant ?'1}2_” le vecteur unitaire normal au plan tangent orienté de &,
vers i, , alors le contact entre I, et ¥, a toujours lieu si : :-':*2_,1 N>0 H
sinon [;z—u I'_-I} = 0], le contact se rompt.’

= L'utilisation pratique des lois d"Amontons-Coulomb précédentes se fair en
supposant @ priert gque le contact a liew ;

— avec glissement, on a alors une égalité dynamique {I"?ﬂ =_,|F||IT-I1} permet-
tant de résoudre le probléme ; en fin de résolution, il faut vérifier si 'hypo-
thése de départ est bonne en vérifiant I'inégalité cinématique :
T. S F ) = 0;

- gans glissement, on a alors une égalité cinémartique :
permetiant de résoudre le probléme ; en fin de résolution il faut vérifier si
I'hypotheése de départ est bonne en vernfiant 1'inegalite dynamigue :

17 <IN

Tl = sINl.

B.2. Liaison surfacique parfaite entre deux solides

Les liaisons surfaciques entre deux solides (émudidées en 51} permetent d'él-
miner des degrés de libertés sur les six qui sont disponibles pour caracténser
le mouvement d'un solide par rapport 4 un autre.

B.2.1 - Liaison pivot parfaite

Une liaison pivot entre le solide | et le solide i, est une liaison n'autorisant
qu'une rotation de ¥, autour de I'un de ses axes A, fixe par rapport 4 ¥, (F, ne
posséde qu'un unique degré de liberté de rotation par rapport a &, fig. 8).
Elle est parfaite si le moment par rapport 4 Paxe A des actions de contact
exercé par o, sur F, (ou par &, sur #,) est nul : M, = 0 (autrement dit le
moment en un point O de I"axe A est perpendiculaire 4 A).

Fig. & - Lisison pivot emtra &, et o,

Remarques :

* La réaction d’axe, action mécanique exercée par ¥, sur | est quelconque etn’a
aucune raison d"ére nulle ; de la méme maniére, les composantes du moment en
un point O de "axe A perpendiculaires & A n'ont aucune raison d’étre nulles.

* Pour mettre en mouvement f, par rapport 4 o, il suffit d'exercer un couple
dont le moment par rapport 4 A est guasi nul.

ﬂ Chapitre 3 : Dynamigue des sysiemes ot du solude




1. L'assimilation des dbémants
quasi ponciuels de matére an
points matériels n'est pas toujours
posgible {ex. : pour les matériaux
disleetrigues ) ear il laul pouvosr
considérer que chague poant
matériel n'a sucun mouvement de
ratation (irterne) progre. 5ilka
décomposition n'est pas possibla,
on admettra alors las théorémes
de la dynamigue, qui sont wérifes
an pratigue pour tous les typos de
gystémas matériels |

B.2.2 - Liaison rotule parfaite

Une liaison rotule entre le solide o, et le solide I, est une liaison autorisamt
toutes les rotations o, autour de I'un de ses points O, fixe par rapport i
(i, posséde 3 degrés de liberté de rotation par rapport & |, fig. U).

Elle est parfaite si le moment en ¢ O d:s actions de contact exercé par ¥, sur
5 (ou par F, sur &) est nul : -Hc, = {l

&

Fig. 3 - Ligisan rotule enire &, g1 ;.

Remarques :
* Le résuliante de "action mécanique de | sur ¥, (ou réaction de ¥, sur )
est quelconque et n'a aucune raison d'étre nulle.

* Pour mettre en mouvement ¥, par rapport a ¥, il suffit d'exercer un couple
dont le moment en O et quasi nul,

C. Théoreme de la résultante cinétique
ou theoreme du centre de masse

On considére un systéme maténel 5 en mouvemnent dans un réferentel galileen
@®,. On suppose, pour la démonstration, que le systéme est composé d'un
ensemble de points maténels (fig. 10 ; si le systéme est continu, on suppose qu'il
est decomposable en un ensemble d'éléments de matiére quasi ponctuels de
volume dViM), de masse m = dm(M) = p(M)AV(M) (u{M) érant la masse volu-
migque de I'éléement de matiére situé au voisinage de M) centrés sur les points Mi
et que ces éléments de matiére sont assimilables i des points maténels.’

T,
M G '“3‘&
@ J}'*' M, = Mg
e TH T

() ()
(§] 8]

Fig. 10 - Décomposition d'un systéme & répantition de masse an systéme
d'Eléments guasi ponctuels af systdme de points mabiriels.

Appliquons alors le principe fondamental de la dynamigue (2% lod de Newton)
i chaque élément quasi ponctuel (point M) composant le systéme :

_..
dpiM,;) 5 i
fa
RE M S =¥, ..+ E B i

ETR =

_}

F. ., estla somnme des forces extéricures au systéme F appliquées au point
_’

M, et EF _.; st la somme des forces intérieures au systéme F appliquées

FL
LA LE LR 'I||_'|-| ==
Cours

au point M, par le reste du systéme.




En sommant sur tout le syseéme, on obtient ;
dP'[M]';g

Y|, = ZFeait X

£ i ja

Expression dans laquelle :

d.;{hi.-]'; 4 ) dpid),,
w ‘T._: dl .I'-?Ll = I:d_J(E'.'dp{MI}.'!J]Fﬂ. = ]: df :|."!!= izl Iﬂ d-l.'-'l'i-

véc par rapport au temps dans le référentiel galiléen 3, de la résultante cine-
tique (ou qua.m.i[é de mouvement) du sysiéme maténel ¥ ;

EF: —; = F_,, estla résultante des actions extérieures appliquées a .f ;

= la somme ZE F..;,= F est la résultante des actions intérieures a f : en
i e
regroupant par deux les termes de la somme, sous la forme : F jai F
on a d'aprés le principe des actions réciprogues (3° loi de n:wr.nn} -
—+

Fj_“--lhl_:'}._” =E¢tdnm: i?i ZEFI_”=

d=bj¥

i fai

dp(F)
[u.] -
di |"*3'|- =88

qui est la genéralisation du principe fondamental de la dynamique vu en pre-
miére année ; cofmme on a réussi a la démontrer, cette lod est un théoréme,

| Théoreme 1 |

Théoréme de la résultante cinétigue (TRC)

Dans un référentiel galiléen @, la somme des forces extérieures (ou résul-
tante des actons mécaniques exténieures) appliquées A un systéme matériel

fermé o est égale a la dérivée par rapport au temps dans 5t de la résultante
cinétique du systéme & :

On obtent ainsi :

(), résultante cinétique (kg - m - 571
B Sy) o temps )
— ! “‘-= For F..,  résultante des actions mécaniques

extéreures (V)

' =
Comme F{?}Ia, = mﬁ{G}m., on a aussi la relation ; ’";{G}Ial =F
Thisoréme 2
Théoréme du centre de masse (TCM)
Dans un référentiel galiléen i, la somme des forces extérieures (ou résul-
rante des actions mécaniques extérieurss) appliquées i un systéme matériel
fermé F est égale au produit de la masse or du svstéme F par "accélération
du centre de masse G du systéme dans le référentiel i :

i masse du systéme (kg)
- - a(G),. accélération du centre de masse G
ma {G}."a m F o . F(m- s
: F . résultante des actions mécaniques

extericures (M)

B
e = 0 (systéme isolé ou pscudo-isolé),
la résultante cinétigue du systéme s¢ conserve au cours du temps.

ﬂ Chagpitre 3 : Dynamique des systiemes o du solide

Cas particulier : dans le cas ot 1-.'




1. On olotient ainsi la propriété
suivante : ka résultanie das actions
intérieures & un systéme fermi est
rulle et la momsant an un point
guebcongus des actions intérieures
251 nul.

2. Considérons que e systéme &
g5t conEtitug de deux sous
systimas If, ot 5y en imeraction :

on appells E._” nt]:'“_ﬂ la
récultante et le momednt résulant

en A des actions de ¥, sur 5, et

i‘:_” et ]!'“_“ Ia résultants gt
le moment résultant en A des

actions de &y sur ¥ . Comme pour

le systéme i, F,  etF,

sont des forces ingkreunes, on a -

Fl vl ""?z 1 - 6,

s0it ; I_;,_., =‘F:_.1 .
[ka la méme maniére, pour lg

—4 -
systéme of, M, |, _ . etdl . .
goft dis mameants de farces
intérigures, on & :

- = +
AT e T E

= -

SOt My g ==Myy
On ganaralise ainsi le théareme
des sctlans réciproques.
4. Si I'Elémant de matidre quasi
ponctusl de matiére n'est pas

assimilable & un poirt matenal, la
=+
foreo F,_, . West pas forcément
——h
portée par MM,

4. Le moment des acthans
extéripures post tre le moment
d'une force [d'un glisseur)ow abors
le moment d'un couple !

D. Théoremes du moment cinétique

On considére un systéme marénel o en mouvement dans un référentiel galiféon
dt,. On suppose, pour la démonstration, que le systéme est composé d'un
ensemble de points maténels ; si le systéme est continu, on suppose quil est
décomposable en un ensemble d’éléments de matére quasi ponctuels de volume
dViM), de masse m = dmi{M)=p(M)dViM) (M) étant la masse volumique
de I"élément de matiére situé au voisinage de M) centrés sur les points M, et que
ces eléments de matiére sont assimilables 4 des points maténels.

Appliguons alors le théoréme du moment cinétique {vo en premiére année)
en un point A fixe de *EiFtE 4 chague élément quasi ponctuel du systéme :

_}
dL,(M,),

— —3
d: = Mu(F. )+ Z_"“*ﬁ‘-Fj*-}

Iz, by
_— —_— =
= AM;~F, ,,+ Y AM;~F,
§al
en sommant sur tout le systéme, on a :
—
dL, (M),
] ——F =3 —% =
Y/ = X AMAF.;+ Y Y AMAF,
i i, i i g
Expression dans laquelle :
= —%
3= (S dtamy,, ) Tl e 1
- dr e de = 'm, I, de i

B ]
dérivée par rapport au temps dans le référentie] galiléen '&I du moment cing-

tique en A du systéme matériel F ;
— e . . .
. ZA.MI- aF, =M, . estle moment résultant en A des actions extérieu-
-

res au systéme 5 ;
—s = —
* la somme EEM‘I,-.-'-.F‘I_” = i

My iy €8T le moment résultant en A des
[} I|'|l|l:

actions intérieures 4 7 : en regroupant par deux les termes de la somme, sous
—_— = —_— =

la forme : AM; A F;_,, +AM,~F, ,..ona:

— ] —_— = —  —— ¥ — —% - -+
AMA(-F, )+ AMAF, = (AM;-AM)AF,_,; = MM,AF,, =0

%

(car la force F, . est portée par MM, d"aprés le principe des actions réci-
progues (3 lol de newton)), et donc

— —_— -
'uﬁ.nl: EzﬁM'IhF}—"=ﬂ o
T
pa—
dL,(¥),, .
On obtient ainsi : T‘ = My o'y qui est la généralisation du
/&

théoreme du moment cinétique en un point A fixe du reférentiel galileen &t ;
comme on 4 réussi 4 la démontrer, cette lod est un théoréme.




1. Le TAL ot la TMC(A)
eormaspondent & un unigue
thioréme tarsoniel ; & dérivie
tamparella du tarseur cinétique
{résultante cinétigue &t moment
cinétique riduit en un point A foos
d'un référantied galileen 3, , est
épale au torsewr des actions
miBcaniques atarieures
appligufas au systéme matdrial
dtudid rédist én A

Théoréme du moment cinétigque en un point fixe A [TMOC{A)Y)

Dans un référentiel galiléen &, la somme des moments des actions mécani-
ques extérieures appliquées & un systéme matériel f est égale a la dérivée par
rapport au temps dans M du moment cinétique du systéme ¥ en un point
A fixe de R, .

e
Ls(#),, moment cinétique en
df{?} s tﬂ{kﬂ-ml-sﬂj
A IIE"I = _,u i
—ar | A, ext My ..  momenten A des actions
A mécaniques  eXIETIeures
(N -m)
Cas pnrﬂmﬂim

* Dans le cas ol ,Ha o = EI' (systéme isolé ou pseudo-isolé), le moment
cinétique ¢n A du ayﬁt{‘:m: se conserve au cours du temps.

* 51 le systéme matériel F est au repos (en équilibre) dans le référentiel d’étude,
=5 = — -
alors F,, =0 et 'ﬂn,m = 0 {quel gue soit le point fixe A) : ces dguations
sont celles de la statique des systémes matériels. La réciproque n'est vraie que
—* 3 —& *
si F, =0 et M, . =0 etsienplus, & est au repos a un instant 1, alors
le sysréme est au repos (a4 chagque instant) dans le référentie] d'étude,
Montrons que 1'on peut obtenir le théoréme du moment cinétique barycen-
trique & partir du TMC[A) :
= —p — -
Onpartde: L (¥) = Lg(¥), = Ly(¥), +mi (G,
dans laquelle A est un point fixe de ﬁlr et dérivons cette égalité par rapport au
temps dans i, ou " (puisque & " est en translation par rapport & ) :

dL (#)y  _ (dL (#)
[ dr )Fa'_[ dr )a'a

I I E: Y — dAG
-[ r ] +m[—|'] ..-..AG-I-mt-'EG}m‘r-.(—d: ].-'3:"

_} .
A AG , expression

Comme A est un point fixe de &, (_]m = #(G);, - M) =P(Gy 5
+
=0

; de plus, d'aprés le TCM,

donc = me {ij.j [T

di(G),, N .
— | 2
m dr Jia, ma (G }f-_i‘ =F,

dh{})

—s
dL., () —5 —%
[ ;r 1’ﬂ¢=‘“.t.m= AM;~F, _;,ona:

s :
(d]'_. t.’f]) B
de e

ainsi :

— = - — —_— =3
Y AMAF,_ + 3F, _ AAG=Y (AM+GA)~F__,
i i

—
dL r‘ﬂ?} _ ==} =¥ _ e ]
[ ds ],.'ﬂ' N Z_-'GMIIh Ft - "“G. XL

e 104 —
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1. Le TMC® est wral dans e
réhirantel 31° qui nest pourtam
paz galléen, sans pour autant
faire apperalire de forces
dinartse | C' esttout Fintérdt de ca
reféramtial.

2 Oin peut awssi projater s TRAC®
sur un axe | Ex TMC® (4,)

{woir paragrapha F).

Théorame 4
Théoréme du moment cinétigue barveentrigue (TMC™)
Dans le référentiel barycentrique R * du systéme matériel 5, la somme des
moments en (3, centre de masse de I, des actions mécaniques exténeurss
appliquées 4 un systéme matériel & est égale i la dérivée par rapport au
temps dans " du moment cinétique barycentrigue du systéme F :

Eil:H’:l moment cinétique barvcentrique
(kg - m?* - 571)

G.ex MOMENT en (3, des actions mecani-
gues extérieures (N - m)

[df‘{sr}] TR
dt  Jia G ext I

En repartant du TMC(A), 51 A = (A, ﬂ} estun axe fixe de f Eﬂ vecteur uni-
taire), on obtient le théoréme du moment cinétique (scalaire) par rapport &

cet axe : multiplions scalairement par u le TMC(A) :

_1
dL,(5) di - Ly(5)
'dl lll'!.. . d: "
-;11.&[3]!“ y
est fixe dans H_, soit Tl' = .it‘.“ TMC(A),”

Théoréme du moment cinétigue par rapport a un axe A (TMC(A))

Dans le reférentiel galileen 9t,, la somme des moments, par rapport 4 un
axe A fixe de 9, des actions mécaniques extérieures appliquées 4 un sys-
téme matériel ¥ est égale a la dérivée par rapport au temps dans 5, du
moment cinétigque du systéme O par rapport 4 ["axe A :

L, ‘:.1‘]||,-_¥| moment Cinétique par rapport d
L]

dLa[E}I:"H ]"“: A r:ki L m! . 5"':]
dr nt 'I“-ﬂ-.ln ‘“.i. ext moment par rapport 4 A des
actions mécaniques extéricurcs
(N - m)

E. Solide en rotation autour d'un axe fixe

Supposons que |'on étudie le mouvement d'un solide f en rotation autour
- ]
d'un axe fixe A = {A.:T} {(vecteur rotation instantané ; £} = ) #l, = mﬁ}
dans le référentiel galiléen .
On peut utiliser le TMC(A) :
d
]nm =

A, exn

etle TCM :

¥ -+
ma{ﬁ}m =F_.

Cours




Si de plus le solide ¥ se trouve entiérement dans un plan passant par A et per-
1....Ousi¥ posséde un plande  pendiculaire a I"axe de rotation A ou s'il est de révolution aurour de I'axe A,

ﬂﬂp:r:"dimm & alors : ﬂ(ﬁ}l._i = _lj et on peut alors aussi utiliser le TMC(A) :
dﬁ —¥ =
_'.
I*[E]nﬂ. S Mp e aVec & ={Au)={A0)
F. Solide en rotation autour d'un axe
de direction fixe

Supposons que I'on éudie le mouvement d'un solide F en rotation autour d'un

axe de direction fixe dans le référentiel galileen 3t (vecteur rotation instantané :

E = ﬂ:ﬁa' = ﬁw;ﬂ = mﬁ]l ; i est alors en rotation dans son référentiel bary-
2 Cecas correspond auxmitations ) - .
apportbes par le programene centrique ®° aurour de I'axe A = (G, u) (fixe dans #" )"
afficial : le vectsur rotation

" On utiliser le TMC* ;

instantané & = Q,., peur uthser (Ag) )
garde une dirgctian constante ay =i
cours du temps. Jaa dr A,

et le TCM :

& =5
ma{G}H =F,_,

Si de plus, le solide 5 se rouve entiérement dans un plan passant par G et per-
pendiculaire a "axe d: rotation Ay ou 81 est de révoluton autour de

3. Ousi¥possédeunplande Ay = (G, ") ', alors : L {EF} = ].a,_,ﬁ et on peut aussi utliser le TMC® :
symitine perpendiculaire & A
passant par G,

]'J"'[c:i?]m = I‘L et

Remarque : si le systeme est composé de plusicurs solides, on peut appliquer
les théorémes 4 'ensemble du systéme mais aussi 4 chaque solide composant
le systéme !

LATATETE N Mouvement d’une roue : glissement et roulement
Considérons une roue modélisée par un disque homogéne F, de centre G, de rayon r, de masse m et

_.
de moment d’'inertie | = %m-ur:r par rapport a ['axe (G ; ¢,), pouvant se déplacer sur le plan incliné

(axe (O ; ;:]] ; elle est lachée a ¢ = 0, a partir d’un état de repos ; on suppose qu'elle reste dans le

plan vertical LE: 3 :r_:,] au cours de son mouvement. Le référentiel terrestre ER‘[D ; EZ,E;, Ei]l (lit au

sol) est supposé gahléen. On repére la posiion angulaire de la roue a4 'aide de 1"angle :
—

8= (E:. GM). Le coefficient de frottement entre le sol et la roue est /. L'abscisse de G est notée x.

1. Erudier le mouvement de la roue en supposant qu'il v a roulement sans glissement ; déterminer la
valeur limite de I'angle ¢ assurant le roulement sans glissement.

2. Etudier le mouvemnent de la roue en supposant qu'il ¥ a glissement et roulement ; déterminer l:
valeur limite de I'angle o assurant le glissement. .
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Solution
1. m Analyse cinématique

. Supposons qu'il v ait roulement sans glissement entre la roue et le sol ; alors on a montré (voir
chapitre 1 : cinémartique du solide) que la condition de roulement sans glissement donnait

x =-rB (eql)
le plan inchné ne changeant nen a 'étude.
Il faudra vérfier, en fin d'éude, que I'hypothése de RSG est effectivement vraie, ¢est-a-dire que :
- —|| — -  —3
||T|"=‘=IIH||,R,,=T+H ¢tant le glisseur de contact entre la roue et le sol (exercé par le sol sur la
roue en I).

® Analyse dynamique

-lﬁppﬁqunuﬁnlﬂrEI:TEL{ﬁlumu::[

A (F) g ;

it
¥

* La résultante cinétique de la roue st ; ;{.‘:F}M = m.iEi.
E

« Efforts extérieurs appliqués d la roue :

—+ -
- le glisseur poids de la roue appliquéen G: P = -mgcns{u}:r:, + mgsin(ale, ;
= —
- le glisseur de contact exercé par le solsurlaroue: R, = T ~|rl_"2t|I = TE:+N-E;.;

apn'un',mmmnnaitpasltsmsdrtafar:cdtrmnmmt‘f}_




* Le TCM donne : m:'EE: = —mgcus{u]% + m;s:in{u];i * T;i - HE;.
Les projections de cette relation sur .;1 et E; donnent :

mx =T + mgsin{o) (eq 1)
0= -mgcos({a)+ N (eq 2)

La réaction normale du sol N est connue :
N = mgcos().

Par contre, on constate que le TCM ne suffit pas & étudier le mouvement de la roue car T est encore
inconnue dans I'équation (eq 1).
=# [l faut donc utiliser un autre théoréme, le TMC (Ag) :

dL, (F) _

dr

en effer, la roue est en rotation dans le référentiel barycentrique " autour de l'axe fixe A,

My s AVEC Ag = (G, 2));

Remarque : étant donné que la roue est un solide plan et se trouve dans le plan vertical perpendi-
culaire 4 A; (ou que la roue est de révolution par rappoft 4 Ag ), on aurait pu utliser le TMC”, c'est-
a-dire un théoréme vectoriel.
*Ainsi,hmumm:h&ﬂqmbmmﬁqu:dehmmrﬂppnnil’mﬁﬁmrL_,',ﬂl[EF} = ]ﬁ.
* Moments en G des efforts exténeurs nppliquis @ la roue :
— pour le poids de la roue appliqué en G- M, _(P) =0 (le bras de levier est nul) ;

_}
—puurkgﬁsmndcmutactmercéplrhmlmlamu::,H_HER,} = rT (voir dessin) ; le bras de levier
est ret T a tendance a faire tourner la roue dans le sens direct autour de A ;

+ Le TMC'(A) donne: J8 = T soit : %mﬁé =T (eq3).

=+ En dérivant (eq 0) par rapport au temps, ona: ¥ = ~rB;on peut donc remplacer dans (eq 3) :
—%mrﬂ = T,
Avec (eq 1), on obtient :

—%mr.i: = mrx — rmgsin{o), soit x = ;Euln[l:lj

(Punité de ggﬂn{m} est m - 572 ce qui est homogéne A une accélération), ou encore :

o= g -E;“:_L‘El (relation homogéne).
L'accélération ¥ de la roue est constante et positive : le mouvement de la roue se fait dans le sens

des x croissants.

« Vérification
_.
On peut déterminer T
.i.," _ 1 - =+
= -Er:lltg.ri:lru[l:e.]ne,F

_’
(qui est réellement orientée dans le sens des x décroissants) ; on constate que T est une force qui
s'Oppose au mouvement ; attention, ¢ n'est pas toujours le cas ; ici, elle permet la rotation de la roue.
Le BRSG a lien si :

H" E,F"l:fl » 50it %mﬂintﬁl = fmgcos(t) , soit tan(o) = 3f.

Si 'angle o est trop grand, il y aura glissement.
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2. m Analyse cinématique

Supposons qu'il ¥ ait glissement (et éventuellement roulement) entre la roue et le sol ; la condition
de roulement sans glissement n'est pas vérifiée : x #-rf. Par CONLre, on a : "?l - f"ﬁt avec '?
de méme direction que la vitesse de glissement mais de sens opposé ; on peut supposer gque la vitesse
de glissement J__-': = (x+ rﬁ)a est dirigée selon + E:r, puisqu'au démarrage, il n'y a que le poids qui

-t
agit ; ainsi, on pewt supposer que T est dirigé selon —?1.
_!.
Il faudra vénfier en fin d"¢tude gue 'hypothése du glissement est vraie, soit ;0 T - :_J; =0

= Analyse dynamique
=* Appliquons le TCM i la roue :

[dﬁm,ﬁ] "
—2| =F_.
dr & L=

E
+ La résultante cinétique de la roue est : ;{ﬂ‘}m = m:'rz-
&
* Les forces extérieures appliquées & la roue sont :
Com
— le glisseur poids de la roue appliquéen G: I* = —mgcnn[qu;,+m;sin{{t}E:;

. . =3 = = - -+
- le glisseur de contact exercé par le solsurlarone: R, = T + N = T£,+Ne}.;un connait dans ce

cas le sens de la force de frottement 'i". ;

* Le TCM donne : m.'i.:e_: = -mgcus{u}s;+mgsi1:|{u]a+TEi+HE;.

- - . -+ —
Les projections de certe relation sur ¢, et €, donnent :

mx =T + mgsinia) {eq 1)
0= -mgeos(a)+ M (eq 2)

) - — 5 — —
La réaction normale du sol W est connue : W = mgcnsﬂf.‘t]ey. Comme IT" =_iI’IH|| = fmgcos{o)

(et donc '? = -TE; = -_;Fmgms{:x}.i: » qui est dingé selon les x décrodssants), on connait "accéléra-
tion de la roue ;
(eq 1) donne :
x = g(sin(a) - feos{a)), soit x = g(sin(a)-fcos(a))t;
l'accélératon est constante | Le frottement intervient dans "accélération |
=+ Le TMC'(A;) donne I'accélération angulaire :

]ﬁ = T, soit ;].—,mrjﬁ = rmg(sin{) - fcos{a)) - rmgsinia),

Ol encore %mrzﬁ- = —rmgfeos{o); ainsi:

é _ _I_f;cmmll

¥
. 5=
{I'unité de 2 gt.:m{ﬂ'.} est m“: = 5% ¢e qui est homogéne & une accélération angulaire rad - 572
(le radian érant sans dimension)).
mit H —_ _M[_

r

Il v a roulement et glissement dans ce cas.

Cours




* Vérification : N
Le glissement a licu si T.t'.:;-:{l. s0it
—fmgeos(a)(s + rB) < 0, soit encore ¥ +r@ >0,
ce qui donne f{Fsinio) - 3gfoos{a)) = 0, soit tan{om) > 31,
51 "angle o devient trop petit, le glissement cesse et le RSG a lieu.
Remarque : on peut tracer la courbe donnant la limite entre RSG et glissement et roulement.
fi

10
o1

décollement de
la roue (N =)

o o= hd e e A O =] CE
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L'essentiel

¥ Efforts ou actions mécaniques
L torseur des efforts (ou torseur des actions mécaniques ou mm:urduaﬁ:r_fl:s}
_}
appliqués & un systéme matériel peut se mettre sous la forme : T = 4[R M, ]
avec :

*ﬁ= zl?r ou _B'.= J-”dl?{M]l est la résultante des forces, qui est la
¢ M

somme vectorielle des forces appliquées ;

s My= YU, F)= YAM,AF,
i i

— —_— =3 J— -
ou M, = H.[H..u,,mmmn - H.[M"‘M"* dF (M) est le moment (résul-
tant) en un point A, qui est la somme des moments en A des forces appliquées,

1. Cas particulier : couple
Un couple est un ensemble de forces dont la résultante est nulle.

5‘

O a F

Propriété : le moment du couple (ou du torseur) ne dépend pas du point,
— =4
""'H - ..l“.li'lu
2. Cas particulier : glisseur
Un glisseur est un ensemble de forces dont le moment est nul en un point.
On a, pour [outl point A : ;'.: = Eﬁ nﬁ. Tout s¢ passe comme 51 une seule
force ﬁ Erait appliquée en B ; e torseur, ici un glisseur, est aussi appelé force.
_}
Exemple : le poids P = mj' d’un systéme matérel ¥ dans un champ de gra-
vitation E unitforme est un glisseur appliqué au centre d'inertie G du systeme IF.
_}
3. Moment d'un glisseur F appligué en M
__’
* Le moment en A du glisseur F appliqué en M est :
— —h 5
Muy(F) = AMAF (enNm)

Le moment par rapport 4 'axe A du glisseur E appliqué en M est la projec-
ron sur 'axe du A du moment en un point A de 'axe A ;

= —3 = —h
M (F) = My(F)-& = (AMAFE) u




«Ona iy = talR], svecd = Abifuinial.
= d est le bras de levier (m) ;
'ﬁ'ﬂ est la norme de la force (N ;
* on a le signe :
+
+=i-il_?!F a tendance i faire tourmner le point M dans le sens direct autour de l'axe A = (A ; u)

—silg a tendance i faire tourner le point M dans le sens indirect autour de 'axe A = (A ; ;]-

v Actions de contact entre solides
Les m:tin_r'l:-s de contact forment alors un glisseur
(force) R, _, , appliqué au point de contact I,
composé d'une composante normale 1'_~Ill {perpen-
diculaire au plan tangent), appelée réaction nor-

male, et d'une composante tangentielle ? appelée
réaction tangentielle ou force de frottement
de ghssement (ou résistance au glissement).

* Lois d’ Amontons-Coulomb
Cas du glissement
— > - =¥
t-r‘(ﬁ'lf?:} = i(le H".}m-ﬂﬂe H‘ijm#ﬂ.
'? est déterminée par :
—b =4 &
. HT‘ -JFHHI, avec fcoefficient de frottement {norme de T ) ;

— - 5 = % &

* T avF/F3) = 0:T est colinéaire 4 la vitesse de glissement
t,d.irmtinn-dt?};

«T - 03(,/#;) = 0: T est de sens opposé i la vitesse de glissement (sens de T ).

La force ﬁ}z_,, = I'_~I}+'T', présente donc un angle ¢ = arctan{f) avec la normale ﬁ;ﬁz_ﬂ
s¢ trouve sur I'aréte d'un cone appelé cone de frottement.
Cas du non glissement

=3 il - -+

v /F) = vile 9’,}m—u{le El"g}m =0,

On doit védiier |T] = 7IN].

La force Ry, = N +T est alors contenue 4 Pintérieur d'un
cone de 1/2 angle au sommet : ¢ = arctan(f). Ce cas de non ghs-
sement englobe le cas particulier du roulement sans glissement.
Remarques : e 5 o
-8i f = 0, alors il o'y a pas de frottement et T = 0 :la force R, ,, = N est normale au
plan tangent. +

— En appelant n; , le vecteur unitaire normal au plan tangent orienté de ¥, vers ¥, , alors le

— —
contact entre #; et ) a toujours lieu si : ;1'9._,1 - >0 ;sinon [F:';._,, - N =0}, le contact se
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* Liaison surfacigue parfaite entre deux solides
=# Liaison pivot parfaite

Une liaison pivot entre le solide &, et le solide 5,
est une liaison n'autorisant gqu'une rotaton de &,
autour de I'un de ses axes A, fixe par rapport a o
(F; ne posséde gu'un unique degré de liberté de
rotation par rapport a ., ).

Elle est parfaite si le moment par rapport a "axe A
des actions de contact exercé par | sur &, (ou par
#, sur ¥ est pul: A, =0 (autrement dit le
moment en un point O de I'axe A est perpendicu-
laire a A).

=+ Liaison rotule parfaite

Une liaison rotule entre le solide ) et le solide ¥,
est une ligison autorisant toutes les rotatdons ¥,
autour de ["un de ses points O, fixe par rapport 4
4, (i, posséde 3 degrés de liberté de rotation par
rapport & ).

Elle est parfaite si le moment en O des actions de
contact exercé par o, sur ¥, (ou de réaction de if,

sar F,) est nul :
e

-
-l".u.n..

¢ Théoréme de la résultante cinétique ou théoréme du centre de masse
* Théoréme de la résultante cinétigue (TRC)
Dans un référentiel galiléen %, la somme des forces extérieures (ou résultante des actions
mecaniques extérieures) appliquées & un systéme matériel fermé I est égale a la dénivee par rap-
pOTL au lcmpadlmﬂ,delu résultante cinéngue du systéme o :

=+ ©oren .
di{y}fl' iy P{gl_,r.! I‘éﬂlﬂmﬂtmutm-m'ﬂﬂ
dr i Fou I temps (s)
_}
| Mot résultante des actions mécaniques extérieures (IN)

* Théoréme du centre de masse (TCM)
Dans un référentie] galiléen 3t,, la somme des forces extérieures (ou résultante des actions méca-
niques extérieures) appliquées 4 un systéme matériel fermé 5 est égale au produit de la masse m
du systeme f par "accélération du centre de masse G du systeme dans le referentiel R

i masse du systéme (kg)
’"“‘“hn, B E{Gjm. accélération du centre de masse G (m - 572
-
- résultante des actions mécaniques extérieures (N}

*ném'i-m:denuﬂnurénipmqmlsllesjmtémeﬁutmmmuéded:umussys[émﬁﬂ
et f; en interaction : alors on a: Fi_,: F:quﬂ-'“.q.,h-z-"-'“n.,a-u {quel que soit le
point A).

—

{Fl_.:ﬂtlﬂrﬁ“lmﬂttﬂihl_rz est le moment résultant en A des actions de ¥ sur f;, et
b
F

2=

IH[IEI"EBH]I.II:I.‘EEE!.H . est le moment résultant en A des actions de I, sur ).

A 2=

I Meshorses |




¥ Theéoréme du moment cinétigue
* Théoréme du moment cinétigue en un point fixe A (TMC(A))

Dans un referentiel galileen i, la somme des moments des actions mecaniques cxténeurcs
appliquées 4 un systéme matériel ¥ est égale & la dérivée par rapport au temps dans & du
moment cinétique du systéme 3 en un point A fixe de H_:

" A point fixe de it
_.
dLﬂ{?}m‘ s I::,fif}m moment cinétique en A (kg - m® - 57
Py — lu E
de ®, At Fl'l,q,,m moment en A des actions mécanigques

extéreures (N - m)

* Théoréme du moment cinétigue baryeentrigque (TMOC™)

Dans le référentiel barycentrique R * du systéme matériel F, la somme des moments en G, centre
de masse de ¥, des actions mécaniques extéricures appliquées i un systéme matériel 5 est égale

i la dérivée par rapport au temps dans R ° du moment cinétique barycentrique du systéme ¥

= ®

. L () moment cinétique barycentrique (kg - m” - s7)

(df {5”}] = ji —
di J"&' G, exr A

moment en G, des actions mécaniques
extérieures (N - m)

0, ol

* Théoréeme du moment cinétigue par rapport & un axe A (TMC(A))

Dans le référenticl galiléen 9t , la somme des moments, par rapport & un axe A fixe de #, des
actions mécaniques extérieures appliquées i un systéme martériel i est égale i la dérivée par
rapport au temps dans ®, du moment cinétique du systéme ¥ par rapport & 'axe A :

L,(¥) moment cinétique par rapport 4 l'axe A

il (kg - m?- 57)
de T e, e My, ., moment par rapport & A des actions mécani-

 Solide en rotation autour d'un axe fixe

hm]idtifestmmuﬂmaummd‘unmﬁuﬁm{ﬁ,ﬁ} (vecteur rotation instantane ;
_j

Q = Q g, = o ) dans le réferentiel galiléen 3.

ext *

On peut utiliser le TMC(A) : ]n%’ = My, o ctle TCM : mad(G),, = F
L1

+ Cas particuliers de la statique
Si le systéme matériel  est au repos (en équilibre) dans le référentiel d’érude, alors F. = 0

— *
et .-III.L o = 0 [quel que soit le point fixe A) : ces équations sont celles de la statique des sys-
rémes matériels.

= =+ — =
La réciproque n'est vraie que si F, = 0 et M, . = 0 et s, en plus, I est au repos i un
instant &, alors le systéme est au repos (4 chaque instant) dans le réféerentie]l d’étude.
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v Solide en rotation autour d'un axe de direction fixe
Le solide - est en rotation autour d'un axe de direction fixe dans le référentiel galiléen Jt, (vec-

teur rotation instantané ; ﬁ = a.'f.-'"ﬂ‘ & ﬁg;!‘ = mﬁ};?m:lunmmuﬁmdmmnréfé—
rentiel barycentrique #i* autour de I'axe Ag = (G, ﬁ} (fixe dans M*). On peut utiliser le
TMC*(Ag) : 1o, 52 = My, e

etle TCM : m_:}I:G}m. = f":.:-

Mise en ceuvre

Comment déterminer une force inconnue en appliquant le TCM
(oule TRC) ?

Soi(en)t un (plusieurs)) solide(s) en mouvement par rapport & un référentel galiléen. On définit la
position du (des) centre(s) de gravité, la (les) masse{s) et le(s) paramétre(s) de mouvement. On
cherche a déterminer une force inconnue.

=+ Savoir faire

: @ Définir le systéme érudié.
Pour le choisir, il faut se rappeler gue le TCM ne fait intervenir que les forces extérieures. On choeisira

danc un systame qui randa

= intérigures g5 forces inconnoes nnbarassantes,
—axtereure la force & déterminer.

@ Définir le référentie] galiléen d'étude.
'Q: Le plus souvent il s'agit d’'un référantiel fixe par rapport & ka Terre.
€ Faire le bilan des forces extéricures appliquées au systéme. Définir leurs directions. Réaliser
évenruellement un dessin.

@ Ecrire I'équation vectorielle du TCM : pour cela exprimer le vecteur accélération du centre
de gravite du systeme (par exemple 4 I'aide du vecteur position et du vecteur vitesse).

@ Projeter cette relation vectorielle afin d'obtenir une (des) équation(s) scalaire(s).
',t;.' On peut projeter sur

— 8 |ois les) directionis] de |a force & déterminer,
- ine dirgction perpendicutairg 4 une farce inconnue iintérassante {afn de la faire disparaitra);

"L Une dquation vectorielle pout donner en projection dans le plan deux dquations scalaires.
Varifier les resultats obtenus (homogéneéité, signes, cas particuliers connus. .,

I
I
]
I
I
I
1
I
I
I
I
i
I
I
I
I
I
i
1
I
I
I
I
1
=
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=+ Application

On considére un solide ¥ constitué d'une bille
homogéne de centre G, de rayon r, de masse m, rou-
lant sans glisser dans un cylindre creux, d'axe
[G;E:}udtmme{R}r],am:héﬁm:&ﬁrm-
tiel galiléen $y(0; e, ¢,. 2,).

Déterminer les actions de contact en I en fonction de
m, g8, R etr

Solution
D Systéeme étudié

Ici il n'y a qu'un solide en mouvement donc le systéme étudie sera la bille &,
© Référentiel galiléen d’étude : R,(0; 2, ¢,, 2,), lié au cylindre creux.

& Efforts extérieurs appligués au systéme : 5

o+
spoids: P = m} = mgi; appligué en G ;

wrd (2

wal

: . = s —
» réaction auniveau de I : R, = — Ne + T,

- Engénéral, au niveau d’en contact, on décompose | réaction en une compo- :
sante normale et une composante tangentielle {afin de préparer une éven- R!

tuelle étude du frottement du point de contact). ¥
O Le TCM s'écrit : ; \ﬁ
4+ = o M ] ] E ) - : L
ma {G}m‘ = F, . =asP+R, = mge, ~-Ne, +Tey (1) : T
o EEG}; - ( SEG} et e (A LGl |
@, dr  Na,

+ [ b d -+ '
Gy, = (EDG] . [d—ruR—r}:,}] . = (R=)0,
4
3 _rd 'y o s . fdey
Done & (Gljy, = [E{(R-rm:ﬂ,j] in, = {R-—r}ﬁq-r{R-r]B{E)m‘
= (R-ribe+(R-nbi(—02) = (R-r)Be — (R-r0°e,

ace - ngentielle  aee - normake

[ 3 DOnretrouve lestermes clasgigues d'accalération normale et tangentielle présants dans e cadre d'une trajec-
tolre circidaire.

L'égquarion vectorielle (1) du TCM s’éerit donc :
m[(R-r)8ey— (R-r)8'c,] = mge. - Ne. + Te,,
® On cherche N et T, donc on va projeter la relation vectorielle précédente sur ¢,(N) et gy(T).
- Projection sur e,
m{(R-r)8ey—(R-r)0%c] -2, = mge, e.—Ne.- 2.+ Tey- 2,
soit mx0-m{R-r§® = mgcos - N + 0, donc ;

m-a% m
! E—
N = rpgmsﬂ+ng:{f{—r]lliz
s | i
M=kg omoid kg kg (radis'])

Chagitre 3 : Dynamiqua des systemes et du solids Lopyrignied material



* Projection Il.'ll'-l-'.;
m{(R - r)fiey - (R-r10°¢]- en = mge, - ey~ N, - ey + Tey- o4

S04t m{R-r}ﬁ-ﬂ:mgm(ﬁ+%)-ﬂ+T , done :

_—
—ganll
m -4 m

' ——
T = mgsind R-rib
[T_f' 0l

MN=kg m-a~* kg rad . 4=3

Comment déterminer un effort inconnu (force ou couple)
en appliquant le TMC(A) ?

Soit(ent) un {plusieurs) solide(s) en mouvement par rapport i un référentiel galiléen. On définit la
position du (des) centre(s) de gravité, la (les) masse(s), le(s) moment(s) d'inertie et le(s) paramé-
tre(s) de mouvement. On cherche a déterminer un effort inconnu,

=+ Savoir faire

F----------_--_-_ﬂu-_ﬁ-*--_-----_-ﬂ_----_-‘

I @ Définir le systéme érudié.

<L Pour le choisir, il faut se rappeler que e TMC ne fait intervenic que les efforts extérieurs, On choisira
dxnc un systema gul rende

- |ntérneurs los efforts inconnus mintbressants ;
— gterieur I'effort @ déterminer

& Definir le réféerentiel galiléen d'etude.
',¢.' Le plus souvent H 5°agit o un référentiel fixe par rappor & 13 ferre,
& Faire le bilan des efforts extéricurs appliqués au systéme. Définir leurs directions et leurs
points d'applications. Réaliser éventuellement un dessin.
© Ecrire :
* le TCM (Ag) : A étant un axe fixe passant par un point fixe dans le référentiel galiléen ;
*le TCM" (Ag) : Ag érant un axe de direction fixe passant par le centre de gravité du sysiéme.

=k Lepointde calcul (0 ou G) doit &tre choisi :
—en fonction de Faxe par rapport guguel sant donnes les moments d'merie ;
- de maniére & faciliter les calculs des moments .
— de maniére & « iminer # des forces Inconnues inmtéressantas {par 'intermédiaira de la nullité de lewr
FETENLY,

“L s Sile mouvement du centre de gravité G, d'un systéme X est complique, Féquation du TMC™ (AG, ) est &
prascrire. Dans ce cas, i vaut migux appliguer le TMCIA] & chacun des solides

& Déterminer le moment cinétique du systéme par rapport 4 'axe considéré.

@ Déterminer le moment des efforts extérieurs par rapport 4 I'axe considéré (couple ou + bras
de levier = force).

i @ Exprimer I'équation scalaire du TMC(A) afin d'obtenir I'effort inconnu.

e o o o m R R R e e




-+ Application

On constdére un solide F constitue d"une bille, de cen- &
tre G et de rayon r, de masse m et de moment d'inertie . /Tﬁ'iﬂl
L]
]n%mr‘pumppmiﬂﬂtiﬁ;a},quimuhm @ﬂ E h'
," - pv
[

glimdmsuncgﬁndrecrmd’m{ﬂ;s:} de ravon
R (avec R > r) attaché a un référentel galiléen

R (O ; &, 8, 2,).

Déterminer la composante tangentielle de 'action de
contact én I en fonction de m, r et @.

Solution
0 Systéme étudié

Ici il n'y a qu'un solide en mouvement donc ce sera la bille .
© Référentiel galiléen d’étude : #,(0; 2,2, 2.) lié¢ au cylindre creux,
& Efforts extéricurs appliqués au systéme o

=Y
spoids: P = mé-' = mgc_: appliqué en G ;
. =3 =+ —

sréaction: R, = —Ne +Tey en .
@ On va écrire le TMC® (Aq) avee Ag = (G ; e.).

En effet :

* on nous donne le moment d'inertic par rapport 2 A ;

* le moment du poids est nul par rapport a Ag;.

d ']
TS = My o (D)

Do
w4 (S

"
=

2 Moment cinétique barycentrigue
L;H__[H'} =Jxg = -Emrlxﬁr.

@ Moments des efforts extérieurs :
.Wﬂﬂ:ﬂhiﬁl=umm“lﬁEHM};
-réictimenlr.ﬂdn{ﬁ:}-ﬂ = N

+ r. ¥ L =T,
[ St gt
sepm Bras farge

il fevier
';t}.' Cette quation ne nous permattran pas fe déterminer I'expression de N

9 L'équation (1) scalaire du TMC" (A;) s’écrit done :

E—[gmrz:ﬂ:fp] =04+rT soit %mriqﬁ =T,

drl 3
et donc :
m
T = gmrifb
a .,Pﬂﬁ ”
M=hg ma s radd w

Lopyrignted material
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Comment déterminer une équation différentielle du mouvement en
appliquant les théorémes de la dynamique (TCM et TCM(A)) ?

Soit{ent) un (plusieurs) solide(s) en mouvement par rapport 4 un référentiel galiléen. On définit la
position du (des) centre(s) de gravité, la (les) masse(s), le(s) moment(s) d'inertie et le(s) parame-

tre(s) de mouvement. On cherche a déterminer une éguation différentielle {en fonction d'un para-
metre) de mouvement.

=+ Savoir faire

r------------—--—-H__F_—'—— _________ T TR TR AR e W 1

I @ Ecrire les relations cinématiques qui existent entre les différents paramétres de mouvement,
@ Ecrire les équations de la dynamique :
* TCM (voir méthode 1) ;
* TMC (voir méthode 2).
ﬁl\ A l'inverse de la mécanigue du point ol TCM et TMC aboutissent aux miémes équations, en mécanique

i
I
1
|
I
1
|
|
du sodide, Mapplication des 2 théorémes {TCM et TMC) est e plus souvent nécessaire et ces 2 théorémes: |
donnent de toute fagon des équations indépendantes | I
|
i
1
1
i
.

& Obtenir I"éguation de mouvement deésirée :
* ¢n ¢ éliminant # les inconnues de liaison entre les différentes équations de la dynamique,
* en + éliminant » les parameétres de mouvement + indésirables » avec les relations cinématiques.

=» Application

On considére un solide & constitué d'une bille, de centre G et de rayon r, de masse m ¢t de moment
d'inertie ] = %s-amr2 par rapportd Ag = (G E:}, qui roule sans glisser dans un cylindre creux d’axe

(O ; ) de rayon R(R > r) attaché & un référentiel galiléen My(05 e, €. ).
Déterminer ’équation différentielle du mouvement de la bille (en 8).




Solution
O 11 y a roulement sans glissement au niveau du point de contact I donc :
(e Hyg, =0

qui conduit d (voir exercice 8 chapitre 1) :
(R-riB+rp =10 (eql)

@ Les équations de la dynamigue donnent :
« TCM (voir méthode 1) :
N= mgﬂﬂ!ﬂ-l-mﬂl-r}ﬁz (eq 2)
T = mgsin®+m{R-r)8 (eq3)
* TMC' (A5) (voir méthode 2) :

2 "
T=zmro (eqd)
& En éliminant T entre {eq 3) et (eq 4), on obtient :
Em:-;: = mgsinf + m{ﬂnr}ﬁ.
Par ailleurs, la relation cinématique déduite du roulement sans glissementen I :
(R-r)B+rp =0
peut s'écrire (en dérivant par rapport au temps) :

(R-rif+rp = D soit @ = -“;rﬁ.
En reportant "expression de ¢ dans 1"équation précédente, on obtient :

gmr[—R_rﬁ] = mgsin® + m{R -8 soit 0 = [1 + %]m{R-r]ﬁ+mfuinE

soit en simplifiant par mr : %{R—r}ﬁ+ gsing = 0,
Dot 'équation différenticlle du mouvement en 8 :

..
E+ﬁdﬂﬁ = 0.

',z;: Le coefficiant ; wau[ll]-ﬁ g . en effet, le mouvement de |a bille se découps :
|

* @ Un mouvement da transiation : [1_ |!rr|asse-: 1mi;

) : 3
® @1 un mouement de rotation : E|1mumanr d'inartie ; E mr ),
|

: _ ; Copyrighted malerial
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erczces

Niveau 1

Ex.1 Equilibrage d'une roue de voiture

On modelise une roue de voiture déséquilibrée o par

un cylindre homogéne de masse M = 18 kg, et par

une masse ponctuelle w se trouvant en A

(OA =r=0,1075m) ; la position du centre de masse

G de I'ensemble est donnée par :

ﬁ = £z :v:-c[f:—-m—r By car m s M3
x M+m M :

Cetre roue est placée sur un dispositf de mesure

d'équilibrage li¢ au référentie]l galiléen rerrestre

RO ; -th:,:-:,.E:J; elle est mise en rotation § vitesse

angulaire constante o = 125 rad - 77,

1) A l'aide du TCM appliqué 4 la rowe ¥, déterminer
les expressions des composantes B_ et B, de la réac-
tion de "axe sur la roue F.

2) Diéterminer 'ordre de grandeur de €, puis de m,
permettant de neghger effet du déséquilibrage devant
I'effet du poids.

Ex.2 Au tri postal

Cin érudie un convoyeur & colis présent dans un cen-
tre de tri postal. Les colis sont décharges depuis un
rapis roulant se déplagant i la vitesse v, = 1 m- s\,
Lies colis glissent ensuite sur un plan incline d'angle @
par rapport 4 'horizontale ; le coefficient de frotre-
ment entre les colis et le plan incling est f=0,5. Les

colis arrivent en B avec une vitesse rp qui dodt, dans le
cas d'un fonctonnement normal, &tre égale 4 la vitesse
du second tapis roulant.

Le référentiel (A ; ¢, ¢,. 2.} est supposé galiléen,
+
e -

vy=1m-s" © s

I EE o EEE

Déterminer, en appliquant le TCM, la viresse v du
second tapis roulant assurant un fonctionnement cor-
rect de ensemble.

Niveau 2

Ex.3 Mise en rotation d'un moteur de robotique

On etudie la phase de mise en rotaton du rotor &,
(partie tournante) d'un motewr de robotique dans le

référentic]l #_{O ;a-:. E_}P E:} suppose galiléen.

Le rovor (), de moment d'inertie
J=10,7 % 1077 kg - m®, est soumis 3 un couple moreur
Er;, dont la valeur est proportonnells & U'intensité du
courant ¢ traversant le stator du moteur {partie fixe) ;

—m ¥
Cm =kie, avec k = 22x10-* N-mA,

“
l E c-LhEﬂ':'

=5 a
£
rotor o ¥

stator
On suppose que le centre de masse G du rotor est sur
I'axe A
1} On néglige tous les frottements. Le courant § est
constant: ¢ = I; = 0,1 A

a) En utlisant le TMC(A) (A = (O é.)), éorire
I"egquation différentelle donnant la vitesse angulaire o0
de F,

b) La résoudre en supposant gu'au départ, (5 es1 au

repos.,
it EMercrts H



¢} Dérerminer et calouler le temps T, mis pour attein-
dre la vitesse i, = 1 800 rad - 571,

2} En réalitg, ke rotor OF est soumids & un couple de frot-
tement sec C, = 400 uN - m et 4 un couple de frote-
ment fluide C; = Ao (A=10""N-m - s), wous deux
s'opposant au mouverment. On @ oujours
i=1,=0,1A.

a) En utilisant le TMOC(A), écrire 'équation différen-
ticlle donnant la vitesse angulaire o) de F,

by La résoudre en supposant quau dépant & est au
Fepas,

¢) Déterminer et calculer e temps T, mis pour attein-
dre le régime permanent (i 5 %), Conclusion,

Ex.4 Machine d'Atwood

La machine d"Atwood est composée de deux solides
9, et I, de masses wr, et miy, suspendus & un fil de

masse négligeable ; ce fil est enroulé autour d'une pou-
lie homogéne, de centre O, de masse mr, de rayvon R et
de moment dimertie | par rapport 4 son axe

A ={ﬂ;£_':} La poulic # est mobile aurour de A
grice 4 une haison pivor parfaite,

Le référentiel R (0 ; o, ¢,. .} est supposé galiléen,
¥y et Iy, inmtialement au repos sont Hohés sans vinesse
initiale, Le fil ne glisse pas sur la poulie.

£
| ﬁ,[‘ﬂ. .........
U #
¥y
1) Etude cinématique

a) Exprimer la longueur £ du fil en foncuon de K, 1,
{position du centre de masse Gy et ) et 2, (position
du centre de masse G, de ¥,), En déduire une relation
entre &y et 25,

b) A l'aide de la condition de non glissement appli-
guée en A et B, déterminer une relation entre 8, R et
£ puis emtre B, Ret 2,

2y Etude dynamique

a) En appliquant be TMOCA) au svstéme composé de
la poulic #, du fil et des deux solides F, et ¥, expri-
mer les accelératons 7, et z; de I et 5,

b} En appliquant le TCM 4 5, puis & F,, déterminer
les tensions du fil T, et T, retenant ¥, et ¥, en fonc-
tion de my et mra, g ] et B BEn déduire lexpression de
T, —T,. Conclusion.

Ex.5 Une bobine de fil

Une bobine de fil (5F) de masse M, de ravon invérieur a,
de rayon extéricur R et de moment d'imertie | par rap-
Port & son axe, est posé sur un sol borizontal, sur lequel
elle ne peur que rouler sans glisser.

Le référentiel d'étude (0 ; &), e, ;) est supposé
galiléen. ,
On applique au fil {de masse négligeable) une force F
faisant un anghe o avec le sol.

Vu:d.g.-ﬁm:: Vue de profil
] & .
—
&
@) -
B
@ !

1) Dérerminer "accélération du centre de masse G de
la bobine en fonction de F, B, a, M.

2} Diéterminer le sens de déplacement de la bobine de
fil suivant les valeurs de .

Ex.6 Wheeling d'une moto

On considére une moto en MOUVEmMent sur si rowe
arricre  par rapport ao  reféremdel terrestre
Fo(Qi e, .5, ¢, ) supposé galiléen,

Ce modéle comprend deux roues homogénes () et
[5F5), de centre de masse Oy et O, de ravon r, de
masse cf de moment dinertie néghigeables,
Le chissis et le morard sont modélisés par un
solide () de centre de gravied G el que :

e e

0,G = O,H+HG = 1,5rs, +1,5r¢,,

H Chapitre 3 : Dynamigque des systémes o1 du solide



de masse M et de moment d'inertie | par rapport a
I'axe (G ; -e_;:}.

On suppose que :

* 'action de Pair est néghgeable ;

« le solide () est incliné par rapport 4 "horizontale
d'un angle § supposé constant et qu'il se déplace
horizontalement avec une accélération (par rapport
au sol) g = a[,,s_::;

*la roue arriére (f,) roule sans glisser sur le sol au
niveau de [, : ainsi, on a la relation x +rl = 0.

1) Dérerminer la réaction du sol en I ; conclure sur la
présence de frottement.

2) Exprimer "accélération a, en foncton de g et @
nécessaire pour maintenir § constant. Tracer ! en
n g

fonction de 8.

Commentaires : Que dire du coefficient de frotte-
mMent minimum nécessaire au mowvernent énadié 2

Ex.7 Voiture de course

Une voiture de course F de masse M, de centre de
masse G prend un virage de ravon constant p 4 une
Vitesse ¢ constante ; la chaussée est relevee dans le
virage (d'un angle o par rapport & 'horizonale) e le
coefficient de frottement entre les pneus (en I; et I,)
et e sol est = 0,9,
, p=350m | y

- r-.ﬂ :

Le référentiel #o(0;e, ¢, e, ) est supposé gali
léen.

Domnig :h=1m; g=98lm-s?

1} Déterminer les 3 relations qui existent entre les
inconnues de liaison au niveau du sol fen I; e 1),
2} Sachant que I"adhérence est mobilisée de la méme
fagon en I, et I, donner les expressions des inconnues
de lasonen I, et 1,.

3) Déterminer la plage de vitesse qui permet & la voi-
ure de ne pas déraper et de ne pas se renverser dans
le virage.

Ex.8 Portiére de voiture

La portiére I d'une voiture est restée entrouverte par
mnadvertance su moment od la voiture se met 3 freiner
créant une décélérarion constante a (a < ), On veut
¢tudier l¢ mouvement de la porte pendant ce freinage.
Pour cela on modélise la porte (vue de dessus) par
une tge homogene de longueur €, de masse m, de

2
centre de gravité G et de moment dinertie 1 = %
par rapport & 'axe (G E",}-

On suppose que 5 (O ; r:.-e;,. E:} est galiléen. On
néglige ous les frottemens,

a

(@)

1) &) Ecrire "équation différenticlle du mouvement
de la portiére (en @).

b) Déerminer la wvitesse angulaire de la portiére
quand 8 = E rad.

2) On étudie désormais une phase d'accélération
constante de la voiture {a = 0). Au débur du mouve-

ment, la porte est ouverte d'un angle 8, tE']I“ = {0,
Pour que la porte se referme scule, il faur que

G8 = 0y = B . Déterminer la relation entre By @
f et Baan pour que cela soit possible.

Niveau 3

Ex.9 Effet retro d'une boule de billard

On modélise une boule de billard par un disque F
homogéne de masse s, de rayon B, de moment
dinertie ] par rapport 4 son axe de révoluton
An = (G5 E},}, s¢ déplacant dans le plan wertical
(0; a,.0,) du référentiel galiléen RO ; 2.2, ..
Le joweur de billard met en mouvement 3 @ vitesse ini-
tale F,:, = v[,ﬂ.ﬁt:ﬁtanglﬂaiﬂiniﬁﬂ:ﬂh(rn =0 et
i, = 0 ). Le coefficient de fromement sur le tapis est £

1 73
P
Exarcicss




~ .

o 7
@z
. Situation ¢ =0

1) Phase (1 : roulement et glissement
a) Exprimer la vitesse de glissement initiale de ().
En déduire son sens.

b) Appliquer le TCM etle TCM™(Ag) afin de déger-
miner les lois horaires donnant la vitesse e} du
point (5 et la vitesse angulaire @¥f) de la boule de
billard .

¢) En déduire la durée ¢, de cette phase de glissement,
ainsi que et ) et o).

2) Phase (3} : roulement sans glissement

a) Appliquer & nouveau le TCM et le TMC (Ag5) &
partir de 1" = 0 (avec 1’ = r-1, ) afin de déterminer
bes lois horaires w(r") et eqr’).

b) Déterminer les conditions initiales (1, ) néces-
gaires pour que la boule de billard repasse par 3a posi-
tion de depart.

Ex. 10 Accélération d'une moto

On émudie I"accélération du chassis d'une moto et de son
pilote &, de centre de masse C, de masse M en rans]a-

tion & ba vitesse v = e, (% >0), La roue ariére i,

(resp. avant :f,} a une massc m = %,uﬂm}'ﬂnr,un

certre de gravae O (resp. O) et un moment d’inerde
|
= ’% par rapport i 'axe passant par son centre de

masse. L'action du moteur est modélisée par un couple

3 — e .
[ = 't'e.! appliqué a la roue armiére.

On néglige les fromements aw niveaw des lalsons pivot
des axes de powes (les liaisons sont parfaites) et les frot-
tements de |'air. Le référentiel Ry(0; ¢, . ¢, ¢, ) est
supposé galiléen. On définit G, le centre de masse de
Fensemble £ = ¥, U ¥ U Y, tel que:

O.H = HG = 1.5r et HO, = 2,57,
O suppose que les rouss roulent sans ghsser sur le sol
{enI;et],). Aussi,ona: x +rB; =0etx +r8; = 0.
Domndeitr=35cm; m=10kg; g=98Im- s
1) A l'aide de 4 équations de la dynamique, détermi-
ner les expressions des actions de laisonen [, etly en
fonction de m, ret X .
2) A I'side d'une autre équation de la dynamigue,
exprimer I” en fonction de m, ret X,
3) Déterminer le couple maximum applicable afin
pour que la roue arridére ne patine pas (on appelera [
le cocfficient de frottement entre les rouss et le sol).
4) Déperminer expression du couple maximum
applicable afin pour que la moto ne se cabre pas (roue
avant gui décolle),
5) Tracer sur un méme graphique en fonction du coef-
ficient de Fotiement [ (0= f= 1}, le couple maxi
avant patinage de la roue armiére (question 3) et le couple
maxi gvant soulévemnent de lo roue avant [question 4).
Indiguer les zones ot on pourra cabrer la moto, o0 on
aura patinage de la roue armiére. Commentaires,

Indications

[ 1 Penser & calculer la durée de glissement en inté-
grant "eguation differennelle du mouvement.

[T 1) Appliquer les TCM et TMC™(Ag), puis uti-

liser la conditon de roulement sans glissement en L

(3" 1) Appliquer le TCM i 'ensembile.
) Appliquer le TMC (&) a 'ensemble.

[3W1 1) Appliquer le TCM et TMC*(4:) & ().

ﬂ Chagitre 3 ; Dynamigque des systemas ot du solide

Ty Ty T
zjmﬂh—rl—h—r:—ﬁz*l

o

[

o

[ 1) Appliquer les TCM et TMC'(A5) au

solicde o, Un ne i'i.ntérm:_r.ra _Ejl.il'auﬂ efforts qui se
développent dans le plan (e, ¢,).

[FW[] 1) Appliquer le TCM et TMC'(4;) 4

I'ensemble, puis e TMOC '[ﬁn:} i (7).
1) Appliguer le T.Hi.".'n;.-';,:,|1 B (5.



tzons des exercices

Exercices de niveau 1

Exercice 1

1) Systéme étudié : roue déséguilibrée ().
Référentiel galiléen d*étude : % (O ¢, ¢, , ).
Efforts extérieurs appligués au systéme L
= poids : l_", = {m+M}E appliqué en G ;

| =réaction de Iaxe : R appliquée en O.

TCM: (M+m)a(G),, = F. (1)

Accélération de G en coordonnées polaires

- +
=0G = te;

—
d0G
dr

de(G)
! .
*3(G)), = [Tﬂ']a' = —{8°¢, = - fw?e, (car @ = constante) ;
E al

3 = -
- !-"'[Gﬁml = ( ]"'9‘- = {Bey = foey:

(1) s"écrit done :
—(M+m)fwie = —(M+m)gcosh ep— (M +m)gsin e, + R ¢+ Roen+ R e
Ce qui donne :
B, = (M +m)gsin® - (M + m){ w*
Ry = (M + m)gcost
R, =10,

2) Leterme (M + m){ w? est négligeable devant (M + m)gsin® si:
(M +m)f o =(M+m)gsind < (M +m)g

soit f @w? <<g et doncsi Edﬁi#,

, __m £ - ,
uu:ﬂcnr:-m+Mr=?:mz soit enfin {fcar M+ m =M :
&M
mﬁm:r
9,81 9.8l =18 .
AN 2=, § <=<630 . e t =64 g.
1252 Hms W= esixoa7s o :

",t:: On constate que, dés qu'un trds petit désbquilibrage se produit, Meffort engendréd au niveaw des liaisons (pivet) de
Faxe sur son support devient trés grand, entrainant une usyure prématuréa |

"

Exarcices




Exercice 2

L'étude se fait lors de la phase de glissement sur le plan incliné en appliquant le TCM.
Systéme étudié : un colis ().

Référentiel galiléen d*étude : R (A ; ¢, . c.).
Efforts extérieurs appligués au systéme

= 3
spoids : P = mpg

-4
E.'l"

S Al ral g = -+ -
+ réaction du plan incliné : R = -Te +Ne,
TCM :

3 Cme ,
maiG) = F_, (1) o m est la masse d"un colis.

Accélération de G :

s
+ Al = x;_:;

=+ .
'”{G}."m =X
E

= -
v a3}, = xe_.
fa, x
(1) s"ecrit donc ;
.- b =¥ s =B =» =5
mxe, = —mgeoste, + mgsinoe, +{(-T)e, +Ne, .
. 5 = =*
En projection sur ¢, et ¢,, ona:

mx = mgsinet - T soit N = mgcoso
0= —mgcostt + N mx = mygsini— T,

Comme 5 glisse sur le plan incling, on a :
IT| = fIN|, soit T = fmgcosa.

',t;.' En effet, la vitesse de glissement de {5} sur le plan incling ast dingée selon E'; done T doit étr dirigée selon — -E";Z
T = ~Te, avec T =0

Ainsi mx = mgsina - fmgcoso, soit !

x = gisina - fecosa) = cte.
La vitesse () = x(1) du solide () s"écrit donc :

i) = gisino - fooso) i + Cre.
Or v(0) = rr, (début de la phase de glissement) donc cre = vy ; donc :

vif) = gsino - feosm)t+ vy, (2)

Afin de déterminer la vitesse au point B, il faut déterminer la durée de la phase de glissement ; pour

cela, on doit unliser la distance de glissement d = L

S1r (L

On intégre (2) une nouvelle fois ;

2
x(r) = gisino —fmsu]n% + 'yt + CTE.

Orar=0, x(f) = 0; donc cte = 0. Ainsi :

x(t) = gisinn —fmﬂ}? + 1, L.

ﬁ Chapitra 3 ;: Dynamigue des systames af du solide




La durée de glissement r, est la solution positive de 1"¢quation du second degré

; i h

Ine— feosa)=+ iyt — —— = [,
gls f }E A gino
Le discriminant est .

A= !.'i+ i -ﬁ
sin

£ sina - - P -
le[su:u:: _fcnm]—r.,ﬁz.g.&[l umu]

-y * "I||I!.r1+1ﬂg(l —ﬁ]

gisina — feosa)

et la solution ts =

Ainsi la vitesse en B est

vy = glsing - feost)i, + vy, s0it vy = J#i+1ﬁ]r(l —L)

tan
—1+J11+2x229,51x[:1— 0.5 ]

ran 30°
AM.: 1 = _ : 2 28
e 9,81(sin30" - 0,5c0830°) TEeR s
0.5
= [1242x2x%9,81 [1- : }=2,5 cgl,
et g J +2x2% ® =t m- s

'.¢_' Comme il n"y 8 qu'un seul degré de hbert2 (=) I"'vtilisation d"une methode enargetique aurat ete plus sampla !

Exercices de niveau 2

Exercice 3

1) a)le solide ¥ étant en rotation autour de 'axe fixe A = (0, Ei] du référentiel galiléen R, on uti-
lise le TMC (A) afin de déterminer I"équation du mouvement de rotation donnant @{z).

Systéme étudié : .
Référentiel galiléen d'étude : 3.
Efforts extérieurs appliqués au systéme

__i
spoids : P = —ng: appliqué en un point de Maxe ;

—h —
* couple de moteur : C, = &l;e,;
* Réaction de la liaison pivor : M, ..., = 0 si la liaison est parfaite.
TMC (4)

dL,(¥)
@

Moment cinétigque de ¥ par rapport a A
L,(#) = Juw.
Moment des efforts extéricurs par rapport 4 A

. .Il._,,{f:] = (I car le bras de levier du poids par rapport @ A est nul ;

+Cp = Cp 4, = kg3

- '"'MPi'l'ﬂT:l = ﬂ.
(1) s"écrt :
. - o Co
Juo = E‘.m+.vll_1|:P]|+.Il.Mm, SOt ) = T

o T



k1,

b) ﬂwnm:T"’ = T = cte, ona:
CIII
wie) = —-J,—J!+-|:t£.
Avec la condition inidale, w{0) = 0 = cre, on obdent :
ity = %I = %I.
i _22x107%% 0,1 _
AN.:w(t) = 107 %107 r=2 0567,
¢) Afin de déterminer T, on résout I'équation :
C
o{T,) = w, soit Tan = Wy,
ce qui donne : T.='::£"=Jk;-i:-

10,7 % 107 % 1 800
AN.: T, = = 0,87 s.
° = Toaxiocx00 o F

2) a)On reprend 1'étude du 1) en ajoutant les couples de frortements ce qui donne :

T = My o Cr G, ;:
ou encore Jor = C, = Cr=C, + My 0000 ”f“& - EE
= C,-C,~hw * G P
cc quon peut écrire sous la forme :
J . _CnL-C,
g0+ = T

'¢ 'i @5t une constante de temps caractéristiquea das aléments mécaniques du motewr ; alle est appelée constante de
A

temps mecanique

J 107 %107
=3I ms
Y TR .

tm

b) L'éguation différentielle s’écrit :
Em - ':-
A

La solution est la somme de la solution de I'équation sans second membre w,(r) et d’une solution parti-
culiére (m;).

L'éguation sans second membre 8 &crit :
T, +w =0 (2).

T, 00+ =

= e,

Son équation caracténstique est
T, r+1 =0 soit r = —%-

La solution de (2) est : @,(r) = Ae™ = Ae ™=,
La solurion particuliére est de la forme du second membre (ici, une constante) : @; =

La solution totale est donc :

- Cp-C
Wi = wlr)+my; = Ae ™+ T

H Chapitre 3 : Dynamigues des systéames af du solids




Avec la conditon initiale, w{0) = 0, ona:
Cp-C
A

0=A+ - = A+uwy, d'od A =-my,

et la solution est donc :

wif) = W';[:I —:-é], soit @{¢) = C‘; c'(l —e-é].

',t;;_ el ¥ & lallure classique 4 un systeme du premier grdre

i I}
iy
0,950 '-'-'-'-'-':-'-'-':.':'_.::':';:_4:-;—-_--...............
P ;
0,63, "/
U T, ar_ T
II:I-':;
c) Lorsque 1 — oo, m(1) = wy = —
% _ 5
AN, : @ = 22X107x 0140010 o g o1

10-%
En régime permanent, w{z) vaut ;.
Pour atteindre cette valeur, ou plus précisément 95 % de certe valeur, le temps mis T vérifie :

T, T
(1] QSU;IE {ﬂt[] =g 1"} S0t fm = 0,05,
etdonc T, = In(0,05) % (—1,).
Ainsi : T,=3t,.
AN.: T, = 31 = 3x1,07 = 3,21 s.

Conclusion : le fait de prendre en compte les frottements montre que le moteur est en réalité plus de
3,5 fois plus lent que ce qui pourrait étre prévu en négligeant les frottements : le modéle sans frotte-
ment est trop simpliste.

Exercice 4

1) a)La longueur du fil est £ = z; + 2, + *R constante, donc, en dérivant par rapport au temps :
i =0-= Z, +2, S0it & = -2,, OUencore ¥, = —%;.

_j
b) Comme il ¥ a non glissement en B, um efier = 0

N . = = g
c'est-d-dire v g, m/k, = ¥ (Be #)om, = 0 OU encore :

3 AL

*
(Be 8i/R, = ViBe ®i/@, (1)

. . + - .
Comme le brin de fil entre B et G, est en translation dans &, v g, mym, = UiGm, = F) €

En utilisant la FFCS au solide % entre QO et B & 9

+ -+ = 1
Vige #pm, =V f.'ﬂ'},';et +4 »lk, » OB

E].+é5: -f'-.{—RE_:]
~Rée..

=—r——
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(1) donne donc : 2, = -R6.
Demémeen A: z, = RO.

'_¢: Sile fil ne glisse pas surls poulie, cest quiil existe un coefficient de frottement suffisamment important entre les deux.

2) a)Systéme étudié: L = PUAIU T, UF,
Référentiel galiléen d’étude : 3.
Efforts extérieurs appligués a £ 2

. = i 4 = +* S
spoids : P=mg; P, =m,p; P = m.g appliqués res-
pectivement en O, G, et G, ; A ':'l

B @
= {
- |
« réaction de P'axe A - {R appliqué en O 0 ‘
"“'ﬁl:FII'FU'I.] = ﬂ. v £

I,J""l"-., Les autres afforts (tensions) sont des efforts intérieurs au systéme
atudia, Gy

i!"\ La ligison pivot étant parfaite, le moment de réaction de "axe par D:tﬁl
rapport a I'awe est done nul

dLy(E) R
TMC (A) : ;F =M, .. @

avec A = I[D.-?,‘.I.

Moment cinétigue du systéme par rapport a A :

aved ©

s L(P) = ]8;
« L,(fl) = 0 (car la masse du fil est négligeable) ;

. L_j{ﬁ':'] = [ﬁ'ﬁmli}{ﬁlhﬂ-] E.: = [[_R;'_:"'z]';::-}hm]él E:-]E_z

- |—m,R=-:| E:]'E_:. = _i""IR-é|;
= L,i¥,) = myRz, (en utllisant la méme méthode).
Moment des efforts extérieurs par rapport & I"axe A

e
v M(P) = My(mg)+ M (m2)+ My(mag) = 0+ (-Rmg)+ Ry

* Matpiroy = 0-

(2) s'écrit donc - J@ -m Rz, +m,Rz; = Rg{my—m).

Avee %, = -3 et B = —%s on obtent :

gim —my) )

[—%—m,ﬂ—mzR]il = Rg(m,—m;) soit z =

mi"""‘l""g}

Donc: z; = -51=M_

T R

"¢: L mguversent @21 oniformément acedléng
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"t;_' La résultat est homogéne, en affet : %gkg = fm-§1
b) Systéme étdié - .

Référentiel galiléen d'étude : Ei’tB .

Efforts extérieurs appliqués a 5,

—

“Poids: P, = m, 7 = mge,.
. — -
* Tension: T, = -Te,.

5 —_—
Le TCMs'ecrit : m a (Gl = F (1)

(1) s'écrit :
. =+ - . -
mym e, = mge,~T e, soit T, =m(g-zg).

efom+ )

R:
01 ENCOTE : T, = my —_J_
m|+m;+nl
D¢ méme, on obtient :
;[1m,+%]
T2 = malg=5) soit Ty = malg+5) = my————-
R
#Rma=m) Jimiy — my)
Ainsi: T;-T, = ———— s0it T,-T, = g ! R'I :
my+my+ 2 (m, +m; IR +]

Conclusion : Dans le cas général T # T, saufsi m; = m, ou si on néglige le moment d'inertie | de
la poulie, ou encore si le fil glisse sur la poulie.

Exercice 5

1) Dans cet exercice, il v a quatre inconnues : les deux inconnues de liaison (T et N ) entre le sol et la
bobine de fil F, I'accélération x de F et la vitesse angulaire de . 11 faut donc quatre équations scalaires,
deux provenant du TCM projeté sur les deux axes E: et E_.:, une provenant du TMC " (Ag)
Ag = (G.e.) et une provenant de la condition de RSG au point 1.
Commengons par appliquer le TCM.

Systéeme étudié : bobine de fil i, i
Référentiel galiléen d'étade : 5. |
Efforts extérieurs appliqués a

. = = — .
*Poids: P = mg = mge, appliqué en G. ,
_i.
+ Force : F appliguée via le fil en B.

',c}.' Le fil sans masse restant tendu transmet intégralement )
lex efforts.

—% —¥ —¥ = —
«Réactiondusol: R, = T+N = -Te, +Ne, .

R - - Exprzicns T




- e
TCM: Ma(Gly = Fy (1)
Accélération de G : 3(G) = %e..
(1) s'écritdonc:  Mie, = —mge, + Feosae, + Fsinae, + (-T)e, + Ne,,
ce qui donne en projection suré; et E;.:
{M.; = Feosa-T (2)
0 = Faina + N - mg

) dL.,_
Appliquons ensuite le TMC * (Ag) : wrak My e (3D
Moment cinétique barycentrique par rapport a 4
Li'l»ﬁ = ]H-

Moment des efforts extérieurs par rapport a A :

_"
* My (P)=0;

+
* My (F) = aF { a étant le bras de levier) ;
« My, (R} = ~RT (N aun bras de levier nul) ;

{(3) s"écrit donc : ]8 = aF-RT (&)
Enfin la condition de roulement sans glissement de la bobine de fil & sur le sol en [ s’écrit :

Sle )y = 0 soit S(Ie Fyy = 0
rile Fy = 50t :'-"31,— 5

En udlisant la FFCS appliquée 4 & entre les deux points [ € & et G, on trouve ;

- — ) . : -+
I?tﬂ};.ﬁ-+ﬂb,;,'nﬁl =0 donc IE:.J'-EE_: n{—REz_:]- =0,

. = e I+ . . .
Alors x¢ +RBe, = 0 cequidonne: x =-R8 (5).

iré N L O
tirée de (5) dans (4) on rouve : T = RF+R1 .

i
R
En reportant dans {2}, ona :

Aingi en reporiant B=-

Fl:mll::—E]
T N E i Lo R
Mx = Foosae [RF+R1.:] sOit X —M*‘%

F cosao

o i & COMmme unie Eg—'m Gl m: gL a relation est homogéne
M kg
T

2) Sicoso> %, c'est-d-dire si o0 > ﬁm:ns[ﬁ] alors ¥ =0 et la bobine de fil se déplace dans le sens -I-E:.
L

=i o <
1 Cis R

» Cest-d-dire d uqm{ﬁj alors % < 0 et la bobine de fil se déplace dans le sens — 7.,

',¢.' C'est une expériance facile & réakiser |

' ' T
||_|'l|'|. Lié medinigiment noast gu honzantal dong o << =
& &
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Exercice 6

1) Comme nous cherchons la réaction du sol en I, (c’est dire une force), nous pouvons commencer par
apphiquer le TCM. Par ailleurs, comme les actions des liaisons pivot entre F et If| et entre & er F, ne
nous intéressent pas, il faut prendre un systéme od ces actions sont des actions intérieures ;

on prendra donc le systéme £ = ¥ U ¥ U ¥,
Systéme émudié : I'ensemble £ = F U S, U Y,

Référentiel galiléen d’étude : 3t,(0 ¢, . ¢, e, ).

&

Efforts extérieurs appliqués au systéme
* Poids
- poids de &, : négligeable ;
. =y ¥ —_ T
—poidsde F: P = Mg = —Mge_,‘_ appliqueé en G.
_i.
* Réaction dusol : R = R.e, +R,e, .
Equation du TCM :
= —
My O [GE}F, = F,_, (o0 Gy estle centre de masse de £)
1]

. + F = . o~ —5 —

woit Ma(Glja, +m,a000) g + myal@)i = Rye, + Rye,,—Mye,,
nigligeable négligeable
Or E(G};ﬂu = aye, (énoncé). Ainsi I'équation vectorielle précédente s’écrit :
— = = =
Mage, = Roe, +Re, ~Mge, .
Comme on cherche R, et R, il suffit de projeter cette relation vectonielle sur r_,: et E:
—_ﬁ

Projection sur E,:: Mﬂna-f_,: = {R,a_,:+ RJ-'EI'::._M-EEJ-'nJ E:
soit Ma, = R,ﬁ'_;' E:+{R_.,.—Mg'}¢:-a: soit Ma, = R, 40, donc:

R, =Ma,.

E-.fr;"-r'i H




o s — —
Projection sur e, Mﬂu-f;d e, = (R, eih+{Ry-M_g}¢h]| 8,
soit 0 = R,E:-%:HET—MQ'}EZ-Q soit 0 = 0+ R, ~ Mg, donc:

R,=Mg.
Dés qu'il y a accélération horizontale (a;, # 0), R, # 0 dong il faut du frottement entre la roue et le sol,
cest le frotement qui permet 4 la moto de modifier sa vitesse,

2) Comme on cherche une équation qui traduit que 8 = cte (rotaton), on va écrire une équation de
moment. Comme les inconnues des liaisons pivot ne nous intéressent pas, on utilisera le systéme Z et
comme on néglige les masses de | et ¥, G est aussi le centre de gravité de L ; on appliquera done

. . —
le TMC"® par rapport a I'axe (G, e ) = Ag.
',;i' On aurait aussi pu appliquer e TMC par rapport 4 I'axe -_IJ.E'_.' I car U est five dans S,

Systéme étudié : .

Référentiel galiléen d'étude : 3.
Efforts extérieurs

= —L'Igs: applique en G

— —F . N
R,e, +Re appliquéenl,.

A=

) dL, ()
TMC'(Ag): % =My o (1)

Moment cinétique de I par rapport 4 Ag
L, (Z) = Ly (%) + Lo t9,) + Lo (5) = 16 = 0.
mmd'hﬁ&gtﬂﬂwﬂtt

'.z;j: L, ¢5f) = [ car . n'estpas an rotation par rapport & Sty ; en effet & = cte donc 8 = 0,

i O H cos

—_—
T .
" 'HGsin® @d )

Momenis des efforts extérieurs

* poids : J'Lﬂq__[ﬁ} = 0 car le poids s"applique en G donc le bras de levier par rapport 4 A est nul ;

k' - —————— —.. : : L] [Tl ]
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,
« réaction du sol : AL, (R) = M, (Re )+ M, (Roe)

aveo .1'.-!._1|I [R,;?:]- = + |;r+{]l|H smB+ HGeoosB) xR, = (r+ 1,5rsin8 + 1,5rcos )R,

[P aal] Eoas de levier
—

el '“-’&:I:R. W

Ainsi I"équation (1) du TMC (A} &"écrit ;

= 0+(r+ 1.5rsinf + 1,5rcos )R, - (1,5rcos8 - 1,5rsin8) R, .

Or B, = Ma, et R, = Mg. donc on obtient :
0= r(l+1,5sin6+ 1,5cos8) = Ma, - r(1,5cos8 - 1,5smm0)Mg

soit, en simplifiant par ret M ;

1,5 cosf—sind

dg = T g DU encore a, =

151

+ simfl + cosB
1.5

Le tracé de ?(EJ donne donc ;

=

o |
| P

0,7
0,6 |
05}
0,4
0,3
0,2
0,1

e
cE ) = — {OH cos8 - HGsinf) = R, = —tl,ﬁrcnsﬂ—lﬁrsinﬂpﬂj-

20 bens de leveer force

2 _ cos b

+ $||'|.H b -:,::m'ﬂ

A5

cosf — sini

3+ sinf + cosf

simt

0
-1
-1,2
0.3
~0,4

0,5
0,6

Commentaires ;

+ On voit que I"accélération change de signe pour 8 = 45", ce qui est normal puisque cette position

correspond a (o sur la verticale passant par ;.

= 816 < 45, sans accélératon et sous Ieffer du
poads de la moto + motard, la moto a tendance
i retomber an sol ; pour obtenir un angle 8
constant, 1 faut une accélération positive,

2ANS aum’:]éraﬂnn/’r G

1020 3040 50 60 TORO S0 &(°)

+ 51 8= 45°% sans accélération et sous effet du
poids de la moto + motard, la moto a tendance
i s¢ retourner ; pour obtenir un angle 8§ cons-
tant, il faut une accélération négative (c'est-d-
dire une décélération).

sans peoeléranon




CoefMcient de fmottement minimum

Pour que Ia roue armére roule sans glisser, il faut que :

Ici, cela donne :

R~ Mg -

Ainsi la courbe ?(H} donne (au signe prés) le coefficient de frottement minimum nécessaire a

I> foin =

I'obtention du roulement sans glissement au niveau de 1,, pour chaque valeur d’angle 8.

Exercice 7

1} On nous demande trois relations qui sont constituées par les trois équations de la dynamique. Nous
allons donc appliquer le TCM et TMC*(A5) au systéme .

Systéme étudié : la voiture =,
Référentiel galiléen d'étude : #,(0 5 ¢, ¢, ¢, ).
Efforts extérieurs appliqués au systéme

* poids ; ]-; — ME =—Mg€z en'G;
* réactions du sol

-enl; : R = N,;e +T,£”

— —
-enl,: R, = Hzf'_-..""T:f:-
Equation du TCM

—— —

- - —s
Ma(Glg, = Fo = P+R 4R, (1)
—.

p?

AVEC a{G‘J;k = =g, (car = ¢te ).
p -\.'. " [
j¢: Il g"agit de laccélération normale dans e ,,_
cas d'une trajectoire cerculaire de rayon p . = . a
parcourud & 13 vitesse constante (). gy = g '
L’équation (1) s"écrit
- =
—M%:;: = —Mg:3:+ NLE_:+T,E:+ NEE_:+TEE:.
. . -+ -
On projette certe relation sur ¢, et ¢, car on cherche N, T}, N; et T},
— o= ry
Projection sur e, : -MFa g, = = I'viga' + N, s + T, rd +I-Ils +T.,.s}
I.F""
-M.F costt = —Mgsina+T, +T,.
i - M-arz—h » — - = = S
Projection sur e : - F"ru".v = (-Mge, +Nye, +T e, +Nae, +Tae,) e,

z
M%ih{l = =Mgcosa+ N, +N,.

=
136 s S e
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Equation du TMC'(A5) (A5 = (G, E:]n} :

dL, (%)
l::lﬁr = My @

avec LL:_[?} = 0;
¢ ¥ n'est pas en rotation autour de Faxe (G. &),

_}
My (R)) = —lez—h+Tlh;

W, (Ry) = N,2P T
My (R = N2+ T,

L'équation (2) du TMC " s'écrit: 0 = =N, + T, + N, + T;.

2) L’adhérence est mobilisée de la méme fagon en I; et I, donc : % = %
] 2

On a donc quatre équations 4 quatre inconnues (N, N,, T, T,) :

2
(éq 1) —M%—cu-su = -Mgsine+T,+T,

2
{éq 2) M%ainu: = -Mgecosa+ N, + N,

a8 ==

Z

A L'aide de (éq 1) et (éq 3) et en faisant disparaitre T, + T;, on obtient :

-li': .
_MF cos = -Mpgsina+ N, -N,.

3
On a par ailleurs (éq 2) : M%iiﬂﬂ = =-Mgcosa+ N, +N,.
Par addition et soustraction de ces deux derniéres relations, on obtient :

b |
—M"'—{cnm— sinot) = ~M g(coso + sinot) + 2N,

kg m-s? kg (m-s)

_____ Y W B

N = L“E{cmﬂ-b S — Mﬂ:{ COS 0L — SInL)
¢ 2p
! ‘ S
M=kg m-s" m

et —Mﬂ—j[:mu-l-ninm} = - Myg(sing— cosa) - 2N,

2
W,= MTE{ COS 0L — SImCE) + h;—:[cmu+ 1M1 )

Engircices H




—_— T, T, T,+T,
(éq 4) s"éerit aussi : N, "N, T NN,

3 soit avec (éq 1) et (ég 2) :

. J.ll
Je e G e Mgsmﬂ—MFms:x

Ni Ny NN Mgt:-nm+M%zsinu
Avec les expressions de N| et N,, on obuent :
o
gZsin — — cosot
- P Mg _Mo? _
T, = o x[z {cosd + sind) 7 [ Coso uiuu]J
:cns#&Fiinn'
p.'l
Fsing — — coso 3
T, = P X [E!(nun.— sino) + M—"{cmu * uhm.}].
pd 2 2p
gmn+illna
3 Pour que la voiture ne dérape pas, il faut que :
_;.
il _ = [T _[T4

_l ”1-..1” f,mitda.mnntrecu?]—ﬂ—z i

I\, Une norme est toujours positive. Et comme T, et T, peuvent changer de signe, il faut conserver la valeur absolue.
M et N, sont toujours positives,

2

. ] 2
FSIn — =— cosit

; v
FEIN0 - — COSBO
5 <f soit -f< :2 =,
gl:mu+Fs'um gmsu*-;sinu

On obtent :

"k Ilya 2 conditions [double inégalité} car la voiture pourrait glsser

+yirs ko droite dans le cas d'une vitesse excessive (T, = 0; T, =00,
= vars la gauche dans |e cas d'une vitesse trop faible (T, = 0.7, = 0]

. e
gsinm — — cos

Tragons la cnu:'bc : - limite de eli ent
péino— = coan FOOS0 + — SinG " vers la gauche
o FI P o8
FCOSC + %s‘mu 0,6 pas de glissement
vers |a gauche
La courbe montre que : 0,4 \
* le coefficient de fromtement est suffisam- 9575 1142
ment élevé pour éviter le glissement vers 0,2 \@ s \ {‘
la gauche (p=0m 5" ; 0 ’ 3
i faut bmiter In  vitemse i 20 40\, 60 80 100
93,75 m - 5! = 337,5 km - h! pour éviter -0,2 N\, -
le glissement vers la droite. o4 1‘«.\
Pour ce qui est du glissement, on a donc : ' p
0= p=3375 kn-h"!. 0,6
Pour que la vitesse ne s¢ renverse pas, il —0,8
ne faut pas gqu'il v ait soulévement d'une
des 2 roues, soit ; limite de glissement vers la droite

H Chagitre 3 : Dynamique des systémes et du solide
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‘I‘-ﬁ: On intdgre, puisqu'on nous donne une information sur la witesse sachantque @ = 0 quand 6 = 6, et @

gquand & = 0
TEaC -2
[%]nﬂ :3[“"5“]“ woit H%m- = -E{l—cnsﬂuh soit aussi :

:Il:l {rad - ‘-J]!
t

cosf, = 1 -
a

O
3

im-&"

. * Expression homogéne

* Pour B, donni, plus & est grand, plus 8, est proche de 0 plus on accéléra fort, moins |a portiére 8 besoin

o d'élan = pour se refermer toute seule

Exercices de niveau 3

Exercice 9

1) @) j(t=0) = $(Te F)y,, = 0(le Fyy_ = 0(G)+8ya AGl  (FFCS)

= :.rn;i+mﬂ£_: h{—RE_:.]I = (PD+RW.;|}E_:,

E;l[ﬂ]l est dirigée selon +E; car v, + Rwg, = 0 il v a effectivement glissement car ¢, + R, 20,

b) Systéme étudié - S.
Référentiel galiléen d'étude E-iFtr
Efforts extérieurs appliqués sur f

_}
*Poids : P = —ng; appligué en G.

— — =k

= Réaction du sol: R, = T + N appliquée en I, point
de contact entre (F) et le sol ; comme E} est dirigée

selon +2,, T est dirigée selon -2: T = —Te) ; de

plus, il ¥ a glissement, donc : T = FH.

i =+ =
Le TCM s'écrit: maiGla, = F, (1)
En appelant x abscisse de G, on a : m[G]lm -xe (1) s"écrit donc :
mﬁEZ:-ng;—TEI-I-HE_:.
S - =+
En projection sur ¢, et ¢ :
mx =-T mx = -T
= .
0= N =nig N = mg
Comme T = fN = fmg, ona:
mx = -fmg soit x = fg.

On obtent x(f) = v(r) = —fgr+ cte.
Or,bar=0, {0) = vy, = cte;donc: vie) = =fgt+w,.

Emercitas
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Le TMC*(Ag) séerit :

dL. ()
A -
T =My (D

Moment cinétigue par rapport a A : L-;r.'[?j = Jw.
Moment des efforts extérieurs par rapport a A

&
. .H!_u{;]- = 0 (car le bras de levier est nul pour P} ;

. ..l.ll,_,.u{'?]l = —RT (R, bras de levier de ?, signe - car tendance i la rotation autour de —i_'::l §
+ My (N) = 0 (bras de levier nul).
(2) s'écrit : Jo = =RT soit Joo = —-Rfmyg, d'od .5]=_%*"E,

En intégrant, on rouve :

wit) = H-u—”—],m'l—t.

¢) La phase (1) de glissement s¢ termine lorsque la vitesse de glissement s’annule, soit :

- -
v lip) =0, donc eiry)+Rafz,) = 0.

—fgrﬂ+vn+Rmﬂ—'fﬂi£IErn = 0, soit:

o, + Ry,
b T mRE
r8(1+ 77
mR?
A : vy + Ry UUT_R“}H
cetinstant @ ¢y = p{ty) = vy=fg0, = vy— R = —=3
1+— 1+ =
] ]
i —m—Ru
N _ Rfmg m_F.F'n*RWu_ i L
e e I B LLmR2 T mRT TR
TOUTT

2) a) Pendant la phase (2), il n'y a plus de glissement.
é\ OnpaplusT = FN mais T=<fN -:aru;. =0

mx = -T

(1) s"écrit - { et (2) s"écrit: Jw = -RT.

N =mg

-* .
Cnmln::_-:=ﬂ,-nna:u+ﬂtr}-ﬂ soit = x = —Rw. (3}

o R PO [ A T
Ainsi (2) donne : T = R = R( _Rix

dans (1) : mx = —%E s0it [:H'I+ #]x = ) ce qui donne :

x(t') = 0, ouencore x(1') = v(1") = cre.

ﬂ Chapitre 3 : Dynamigue das sysieémas ot du solide



Or,ar =0, v(i'=0) = vy = cte;donc: ¢{t’) = vy = cte,
et donc d'aprés (3) : ') = -% = )y = cte.

b) Pour que la boule de billard repasse par sa position de départ (au niveau du point O, en x = 0),
il faut que :

J o,
“mR

_ ; mR*
t{t) = o) <0 soit t-ﬂT < Rwy, ouencore

. o 0, kg -m?. 5! : o
i & COMmme unitd =—————— = m- &', ce qui homogéne a une vitasse | v}
mR kg - m

'r.}.' La boule de billard repasse &n roulant sans glisser, par a position initiale

'ﬁ: Lors de la phase (1) pour que |a boule de billard repasse par sa position d"origing en roulant sans glisser, la vitesse

P 3 ¥, _
W @ du s"anmuler a un mstant § = ."_; {avant de devenir négative) tel que :
Lk vy + R Ju
b By SDIt — < — " g quiredonne v, = oy

Irﬁ'[1+me] i

Exercice 10

1) * Comme nous cherchons ['expression des inconnues de lisison avec le sol et que les inconnues
des liaisons pivot ne nous intéressent pas, on va commencer par écrire les trois équations (scalaires)
de la dynamique sur le systéme complet £ = o, U F U ¥,

Appliquons le TCM a X (1 égquation vectorielle = 2 équartions scalaires dans le plan) :
Systéme étudié : £ = ¥, U F UF,.

Référentiel galiléen : 3.

Efforts appligués au systéme
iPﬂidsBFL:I_‘:szz-mEa(mﬂi); E
Poids ¥, : ]_*; = mE = —mj'a {en Oy ;

=i
Poids ¥ : P = Mg = -24mge, (enC);

* &crion du sol ;
o — — e
_m]p R]_ = HI'E}.“""T]'E!“; ¥

— — —

.K'{C‘- Le couple moteur I™ appliqué entre et F, ast un affort intérigur au systéme £

Equation du TCM: myd(G)y, = F,, (1)

Or myd(G)yy, = md(0y)+ Ma(C)+md(0,) = mic, + Miz, +miz,

v —3
= 26mxe, .
]

,v. 0;, C at 0y sont trois points de &' qui est en wranslation par rapport & 5. lls ont donc la méme vitesse et la méme
accélération {ici horizantalel.

o “
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Les quatre équations de la dynamique demandées sont done :

(éq1) T,+T, = 26mx
(éql) N,+N, = 26mg
(¢q3) -mx = -1,5N,+2,5N,+2,5(T, +T,;)

(éq4) T, = —Ex

(&g 1) et {éq 4) permetent d’écrire ©

T_: = —?.{! [ T1 - %m:ﬁ‘.

'I;&" 81 ox =0, T, = cefrotement serd faire avancer la mofto |

(éq 1) et (éq 3) donnent (en faisant » disparaitre » T, + T,) :
-mx = -1,5N, +2,5N, + 2,5 x 26mx soit 2,5N, - 1,5N, = -66mx (éq 5).
Par ailleurs (éq 2) donne : N, + N, = 26mg.
En utilisant (éq 2) et (éq 5) et en utilisant la substitution, on peut &crire :
2,5M,-1,5(26mg-N,) = —66mx, d'od 4N, = 39mg - 66mx

™ Em —Em:r
2= gMmET

On a auss ¢

2,5(26mg-N,)-1,5N, = —-66mx, soit 4N, = 65mg + 66mx .

m-y?

J, ..
N, = —
oYY
M=ol kg kg
'Ij: = Cis 2 expressions sont homogénes

preporisnnaiit HElE ple
Bas hislncas . das difIAnGaEs

-

=5 x =0, N, = ?:"ig - 2Bmy UKj et N, = E;TE.'.'IQ , 26my (0K}

#5i & =0, Ny~ ilaroue arrire o5t e surchangée » : 0K) et N, ~, (8 roue avant @5t « déchargde » - OK),
2) On a vu dans la question précédente que I'équation de moment appliqué a *f, par rapport a I"axe
.-!..DI = (0, ;a_,:l]- faisant apparaitee le couple I Clest done cette éguation gue I'on va écrire.
Systéme étudié : o,
Référentiel galiléen : .
Efforts extérieurs appligués au systéme
* Poids : IT: = —mg'%z en, ;
« Réaction dusol : R; = Ny, +T,z, enl,.

-’
+ Action de la liaison pivor : R" = R} ¢, + R} ¢, enO,. . |

',zj)_' Fas de moment salon (., ; E_.'- car pas de frottement

=2 —
» Couple moteur : 7 = T'e:u.

ﬂ Chapitre 3 ; Dynamigue ¢ |f':,.:-.r| mas &1 du solide




- d,«
TMC [nﬁﬁl] :EL&'}I{HJ} = .“d':’l'm {4}

Moment cinétique barycentrique : L] (,) = Tx8, = ”"_'31(_&) S
Moment des efforts extérieurs :

= Poids : “"’%,IF:} = 0.

= Réaction du sol : ‘“&u,{ﬁ:} = +rT,.

+ Action de la liaison pivot : ,uaﬂlqﬁ“} = 0.

» Couple moteur ; ,uhn![f'} =T

L'équation {4) s’écrir :

d( i ] . moo-
—|-=rx|=rT,4+T soit -—rx =rT,+T.
del 2 . 2 .
OrT. = Bmi tvoi . . )
rl, = Tm.:: (voir question précédente). Dong ;
-]
"o 23 . . "
I's —=rx —rx —mx soit = -2Tmrx.e— m.?
2 2 o -
H'ﬂ1=|ﬁ =md a3 kg
"I-{‘_' #51 x = 0,alors I < 0 ce qui est normal car T est ofenté positivement par E c'est-d-dire dans « le sens tr-
gonamétrique direct ».
_ ! ol n '1_- )
* e L34|—_|-+.1.+_i +|z |r'.'.r:: ce qui est normal car le couple I sert & -
h S— l_
« metire » en translation 4 — :_l?ll'."lasa'e A= 24 mi
-« metire » en translation [{, — i IMas.se: i mi
—a metire # en franslaton Fy=a E [Mazsa -1 mh
1] . 1 i
a fgtire » &0 rotabon [ f, — 3 [Moment d'mertie = il‘.".'.fz i
. I 1
— N memeaurrma:u{m.fz ; [Mament d inertie 2J'.I'.'J'E'l

3) Pour que la roue arriére ne patine pas, il faut que la condition ci-aprés soit vérifiée :

IIT.I T,

lNJ” ausenna N ot

. T
Or T, > 0 quand x > 0 (notre étude) et N, > 0, donc on doit vérifier : N—'{,.l".
1

En reportant les expressions de T, et N, en fonction de x et 'expression de I en fonction de x,
expressions trouvées dans les questons 1) et 2), on obtent :

P75
2 2T mr

Bng+ 2 3]

<f.

'z;)". Commea I' < 0, on conservera (-17),

e — S S = e R 147
Exarices




% fmg 2 fmgr

. R _ %
Alors ; (T = 55 i1 ol (= a1 E_H}Ur
54r 18r 54 1B

4) Pour gue la roue avant ne décolle pas, il faut vérfier que : N, = 0.
Avec ['expression de N, en foncoon de x et Mexpression de I en fonction de x, cette condition s'écnt

—migr
3o 33 =" 5 . . . . . 351
Enrg- me{z'i'mr]ﬁ- (, soit (T} = i y SOdr aussi (=) = 5 nigr,
18
(T a2 = %mlr-
AN (=T )y 2 ™ 548 Nm.

&8y On doit tracer sur un méme graphique,

* F = (T )y 1 ¢ Gui limite la zone de glissement (patinage) de celle de non glissement (non patinage)
de la roue arnére.

# = (=1} a2+ qui limite la zone de cabrage de la moto de la zone ou la moto ne se cabre pas.

(-I}: N m (1 Ve, 1
i !’f/ o

8O0 » patinage . pas patinage
700 : N T
600 cabra cabrage
248 B - |:- -nllll::. a2
S{y . pas cabrage
i patinage -
300 \\ L
200 R
1
0= ' -
o1 02 03 040,50,60,7 0,809 1 F
patinage ¢ cabrage
e AFfiéne Mmoo

Les deux courbes se crodsent pour f= 0,6,

Ainsi, en cas de couple moteur « iMporTant «

=5 <= 0,6 il v aura patinage de la roue arriére (lc coefficient de frottement est faible) ;

*5i f> 0,6 il v aura cabrage de la moto, avant patinage (le coefficient de frottement est fort).

Crhagsitre 3 - Dynamique das gyntémas & du soldis




CHAPITRE

n Energétique des

systemes et du solide

Introduction

L’énergic permet, via les théorémes de la puissance cinétique, de I'énergie cinétique ou
de I'énergie mécanique, de résoudre certains problémes de mécanigques des systémes et
du solide. Mais, bien qu'équivalents aux théorémes de la dynamique, ils font intervenir
les forces intérieures (via leurs puissances ou leurs travaux) !

Plan du chapitre 4
A. Puissance d'un ensemble de forces appliquées & un systéme matériel , ..., ... 160
B. Puissance des efforts extérieurs appliqués aunsolide &, . . ... ....oovinnnnnn 152
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e an-des liBieons partaltes. . .- .. . e e e e e 157
E. Travail d'un ensemible e Fortes . . . .v s s s s s esm s s s s es s e . es e 158
B R R I R L i s b T B A B AT R e 159
. Thaortmes SRerpitIgQUES . . . .- . i s e s e e ek 160
1. Théoréme de la puissance CiNBLIQUE. . . .. .. .. . ui i ineuionnssnssasnna 160
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A. Puissance d'un ensemble de forces
appliquées a un systeme matériel

A.l. Definitions

_}
On considére un systeme materiel ¥, soumis 4 un ensemble de forces F,
appliquées aux différents points M, {(du systéme F), se déplagant a la vitesse
E{M.jm dans le référentel 9 (fig. 1.

(R)

Fig. 1 - Enzemble de forces appligquées & un systéms de poinis matériels.

| Définition 1 |

ks
La puissance des forces F, appliquées aux points M; (composant le sys-
téme matériel ) se déplacant i la vitesse ;[MI}J. g dans le référentiel 3,

est la somme des puissances des forces appliquées 4 chaque point M, :

:@h[!—;lf]nf-ﬂ,| puissance des forces
appliquées a F W

—3 - oukg -m?*-s%
P(F), = »PF), = » F v(M)),
- Z i E:" " l?', forces (N)

f’-{M,}m vitesse de M, (m - 571

Pour un ensemble de forces répartics dE{M} appliguées aux différents points
M (d'un systéme maténel continu :F) se déplagant a la vitesse 3[M}fm dans le
referentiel 3, la puissance du systéme de forces (ou de 'ensemble de forces) est
définie par la relation (fig. 2)

Q’(H')ll.i puissance des forces -
appliquées a ¥ (W ou
kg - m?-s7)

dE force élémentaire (N)

J{M}m vitesse de M (m - s71)

—}
P, =[] HdF[m-#(M}m

Un ensemble de forces est moteur si & > 0,
Un ensemble de forces est résistant s 2 < 0.



Fig. 3 - Forces intdrigwnss d'un
systma matérial.

1. Le cosflichen 15 apparai car
chagque puissance de force est
comptée deux fois dans cefte
SOmme.

2 La puissance des afforis
MECanigues inl#feurs ast
mndipendante du rélerentel, mais
la puissance des efforis
mécanigues extérieurs dépend du
ritférentiel |

3. Attention, pour un systéme
composé de deux solides en
contact, migme ponciuel, la
puissance des efforts mtérieurs
& SyEthme i'est pas nulle dang le
cas général, puisqu'd y a
misuvement relstif |

A.2. Puissance des forces intérieures
On considére 4 nouveau, pour la démonstration, un systéme matériel f, com-
posé d'un ensemble de points matériels M, se déplagant 4 la vitesse J[M,-}H

dans le référentiel R (fig. 3). La puissance des forces intérieures est :

- STE- o,

Joamy

(M), +Fo - V(M)

on obtient (d'aprés le principe des actions réciprogues) :

En regroupant par deux les termes F‘,_,, P

- " ]
Fii V(M) +F

J=ri

—h
-F

B=h}

Fip 19 (M-

A
E . dM, M.
E=f dr _|'n-

- + =3 +
-vIIMj}:.j -F(M!)H-ILFI._”. --LII:J‘.".-'II}J.At

VM),

On peut ainsi écrire : &, =

2
['aprés le principe des actions réciprogques (3° loi de Nemnn.}, iy €8T

r é I3 I ﬁ
porté par M;M,, on peut écrire : F,_,, = Fr—!: i O M M = rue,_”
favec E},-_”- un vecteur unitaire de 'axe M;M;), on a donc :

—
Foo[™M) e 2 (M]
TR B TR R s A ar

- dr dﬂ‘l_”
F:'—.-_fer'—l_f [ liif r—l-_|'+rr'_;( d‘, )l'lﬂ]r

. 32
EDII'!II'I:'E‘_” est un vecteur unitaire de l'axe MM, ona e,

dérivant par rapport au temps dans le référentiel 5 :

= d-ﬂl_,‘,
EI._.‘I. { dr ].-_“ = ﬂ

= 1 soit, en

—* dmM,; M
M

Ainsi, F, ,io ! = F, , et done :
P de |y, ifij

= 32 L Finifi

Joumy

Ainsi la pulssance des forces intérieures est indépendante du référen-
tiel ; em effet, F, , ;, comme toute force, et r,;;, comme toute distance,
sont indépendants du référentiel.

De plus, si les distances r;; entre les points du systéme maténel sont constan-
tes, la puissance est forces intérieures est nulle,

La puissance des forces intéricures & un unique solide est nulle.’ |

o H




1. Gette puissance dépend du
référentiel 3 ; elle peut tre
modrice dans un réldrentiel et
résisianta dans un auire.

Fig. 4 - Puissance das forces de
pesanteur,

152

A.3. Puissance des forces extérieures
La puissance des forces extéreurss appliquées & un systéme matériel ¥ est” :

? =[] dFe-F 00,

o

. =g +
Poin = ZF"!-"' VM)

Exemple : cas du poids (résultante des forces de pesanteur) d'un systéme
matériel continu & de masse m dans un champ de pesanteur uniforme.

La force de pesanteur élémentaire appliquée 4 chaque point M de & est:

dB(M) = dm(M)7.
Ainsi, la puissance des forces de pesanteur (du poids) est

P = Hj'hidm{M}E-g{M)m = [mﬂdm{mmmhﬂ]j = my (G), - £
On obtient # = —mygz dans le cas od "axe vertical (O ; E:} 5t OTiEntE vers
le haut (fig. 4).

Remarques
* Aingi, 8i £ = 0, le solide ¥ monte et le poids est alors une force résistante :
# < 0; d'on le signe moins dans la formule.

* Si on note # la projection de la vitesse de G sur I'axe vertical (O ;a}
orienté vers le bas, alors ona: ® = mysz.

B. Puissance des efforts exterieurs
appliques a un solide ¥

B.1. Relation générale

Soit un systéme matériel F composé d'un unl.q&r solide, soumis & un ensem-
ble de forces (exrérieures au solide émdié) dF (M) formant un torseur de
resultante Em et de moment "?lﬁ.ﬂl en A (A est un point du solide) ; le
mouvement de JF est caractérisé par la vitesse :[ﬂ}m d'un de ses points et

_l
par le vecteur rotation instantané de & par rapport 4 ® : £34/4.

La puissance des efforts extérieurs appliqués au solide & dans le référentel R
&"&CTIE -

=2 +
P = .I-H_-..ldFm'[M:'"'[M]s'm'
Soit, en tenant compte de la FFCS ;
¥ - —
(M), = V(A), +Bysan AM,

P = [ Hdi?'m{m; '(‘T{"*]'m* By/a n AM)

- U_[[Mdﬁ,,.im]- ViA), +_”'_|'Md|_='m(M} - (Shyra A AM)

Chapitra 4 ; Energitique des systemas af du solide
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BE.3.2 - Cas d’un couple

Si le solide o est soumis 4 un ensemble de forces équivalent @ un couple de
_}

moment I, la resultante du couple (torseur) étant nulle, on a :

- —
?nlﬂ'— J."-l: =[ - ﬁl_,r."gq_

C. Puissance des efforts intérieurs a
un ensemble de deux solides

4 (C.1. Relation génerale
O Seient deux solides I | et 7, en mouvement par rapport i un référentiel 3t (fig. 5.
O La puissance des efforts intérieurs mis en jeu entre ¥, et ¥, (puissance des
inter-efforts du systéme ¥ = IF, U If,, ou puissance intérieure) est la puis-
sance totale :
Pl 2) = P(L32), + P25 1),
[ () = —* . :
L En appelant R, et M, | _, , la résultante et le moment en A des actions

Fig. 5 - Deux sofdes ¥, et ifyen  mécaniques exercées par F, sur #,, on a (d'aprés le théoréme des actions
mouveEment

réciprogques)
- = — o
R;_,,. e _R|_|,3 ct -'"-_ﬂ,rl_pl = _'“'.ﬁ.,l =4 2 "
(A étant un point quelcongue). Ainsi, d"apres le paragraphe B.1. :
=+ 3 — =
Pl 1622) =Ry oo vi(Ae ) +My o Ly s
- 3 — “h
+R:_.'| - LI[AE H]:'Ir_ﬂ-l-"{{ﬂlz—tl nﬂllr"'i."
. = + - *
Pl =R, - [viAe .':"ljll,~1|I -viAe EFz]J,j]
- — -
tlly sy 18y S =y i)
0Ol encore ©
=¥ 5 — = 1
1. Cette puissance ast Pulle=2)=R,_,, viAe ff.]m by sy Sy e,
_ P

indépendante du référemtiel |
Remargue : On peut aussi ¢crire ©
=k 3 - ]
Plle=2)=R,  .-viAe ”i]'m, + My g ﬂH‘;HI .
Il faut noter que cette expression ne fait intervenir que le mouvement de

par rapport a F,.

Pour calculer la puissance des inter-efforts (puissance rotale) d'un systéme
composé de plusieurs solides (au moins 2), on additionne les puissances des
inter-efforts de chaque couple de solides composant le systéme,

(C.2. Puissance d’efforts intérieurs particuliers

=
51 les actions mécaniques de I, sur I, se réduisent 4 un glisseur R,
appliqué en A, alors :

—+ —* . s
Pl 1 632) = PodRy 1) = Ry, -v(Ae d)),
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5i les actions mécaniques de F, sur f; se réduisent a un couple de moment
—
Iy, jalors:

- - = =%
5'P'u;.1':r;-_—. 1) = r::_--.j Ly e

(C.3. Cas particulier : un des deux solides est fixe

8i i, est fixe dans le référentiel ®, alors :

= 5 =3
?{1 _}E:Ifl..ﬂ. == R| _':'1-’{IE|E HJ}..'_‘-'-'“'J’I..l—lE-ﬁIJ"I-'ﬂ- - ﬂ-p

& * = *
car v(AE &3];;: =0 et fly/a = 0. Onadonc:

y .y = e = 5
Paller2), =P(2=1), =R, -v(hed) +My, Oy

On retrouve, pour la puissance des efforts intérieurs, 'expression de la puis-
sance des efforts extéricurs appliquées a un solide (ici &)
P2 1), = P (1 e2).

D. Puissance des actions de contact
entre deux solides

13.1. Cas du contact ponctuel

Supposons que le contact entre deux solides If, et I, reste ponctuel ; appe-
lons I le point de contact (géométrique) a I'instant ¢ entre F | et 5.

Les actions de contact exercées par f, sur f; sont entierement caraciérisées

— - -
par un ghsseur de resultante B, , =N, ,, +T; _,, appliquécen 1 (fig. 0.

______

ghssement

4 Plan tangent
k. ZF

= S Ra

Fig. 6 - contact entre deux solides instant ¢

[3.1.1 - Puissance des actions mécaniques intérieures
pour un contact ponctuel

La puissance (totale) des actions mécaniques intérieures de contact (puis-
sance de 'action et de la réaction ou pulssance des inter-efforts ou puissance
intérieure) exercées entre les deux solides ¥, et F, s écrit, d’aprés le § C.2 :

]
i
Folls

L:I-..II rh ﬂ

Poll 42) = P(1 52), +P2 1), =R, -T(le¥)



En faisant apparairre la vitesse de glissement L_; de o) par rapport & oy :
VA = Vile T

on obtient :
. ; . ¥ -5 4 — -
Fo=FL = 2]_.._£+ P = J':'.f.ﬁ =R, -».-R[;fl-'.‘!';:] =T; ., -L-R[LF,.-'EFI]

Remargues
* O peut aussl ecrire ©
= —
P llel) =31 = E}I,._“ + (2 = 1]-'.5- =R rai,‘f:-".‘al"]}
o

= T, 2 vl

* Cene puissance est indépendante du référentiel puisgue la résultante
- . . — . L
R, , |, comme toute force, et la vitesse de glissement v (/4 ;) sont inde-

pendantes du référentiel.

= Cene puissance est toujours négative ou nulie (4 cause des lons de Coulomb,
T:-. _, 1 @80 opposé 4 L_-;i T a0

= Elle est nulle {on dit alors gque la liaison entre f, et . est parfaite) s :

— la vitesse de glissement est nulle : ) ne glisse pas sur 7F, (cestlecas s'il ya
roulement sans ghssement) ;

la force de frottement est nulle : le coefficient de frottement est alors mul ;
le contact se fair sans frollement.

i}.1.2 - Puissance des actions mécanigques extérieures
pour un contact ponctuel

La puissance des actions mécaniques extéricures de contact exercées par o,
sur | s'exprime, dans le référentiel &, par :
- =¥ x
P2 1) = Ry - vile iy, .
Remargues
* Contrairement au cas de la puissance intérieure, elle dépend du référentel 3.

* 51 le sohde ¥, est fixe dans le reférentie]l 34, on obtent la relation importante
(voir & C.3) ;

B2 1),

Pl e 2)

£l
Ry -vile &),
= . -
= H: ~1 1Iu['.*|.ll:.':f:'l
- =
= T: ol 'I'IR['] I-':'_l'_,]
Cette pulssance P, (2 — 1 g Ot nulle s'il y a non glissement de | par rap-

v ep 2 F y 2 oy e . = *
port a fy (v (/) = 0) ou si la haison se fait sans fromement (T, _, , = 0).
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1. La Bpison et sans frottements
en chaque point de comact.

2. C'es=tla puissance totale (actaon
et réaction) des effons
miicansques INMENLuTs i |3 kaisen
qui &5t mulle, o'est-d-dire la
soenime di la pusstance des efforts
Tl GBS s ERArcds par iF; sur
et de la pusssance des efforts
mécansques exercés par i, sur
o5 ; mais cetta puissance est

indd Gpandiante du rafarentiel ; on
pawt donc la calculer dans le
référentied ié & 5. On 8 alors

dans ke référentiel lia & 5, an
appalant ﬂ'-fﬁ"-'u = @i le
vEEGlEwf rotation mstamang de o
par rappaort & o) &t 0 un paint da
I'ame & :
=i —

EP-m =R ;"“}"l +..“|:| . ﬂul:hrl

= [.ﬁ;- i = ALy o |
la Ralgan dant parlaie,
Po= M m o= 0, quelqueson
w, ¢est-a-direqua A, = 0:om

redrouve & condition donnde dans
la chiapitre 3 pour gu'une linison
sodt parfaite 1

1. La lipison e$1 sang frofiements
en chaque point de comtact.

13.2. Cas des liaisons parfaites
fl Definition 2

Une liaison (par exemple, une liaison pivot ou rotule) est parfaite si la puis- '
sance (totale) des efforts intérieurs de contact est nulle.

Exemples des liaisons sans frottement

+ Poar la haison pivot sans frottement d’axe A, en chague point I de la surface
de contact entre les deux solides | et f, de la liaison (fig. 7, 1a force élémen-
taire dﬁ.: (I} exercée par ¥, sur | est perpendiculaire au plan tangent’ ;
elle est donc perpendiculaire 4 la vitesse de glissement 17;1_1. ¥,7F,) en] entre
#, et ify. La puissance intérieure (totale) des efforts mis en jeu dans la liaison
pivat (action et réaction) est donc nulle :

| = 1
P (pivot) = P(1 - 2), +P(2 - l}.ll.m=.”-ldﬁz_.]{]i.'l.'s{:[,ffﬁ'::}'!} =0

“ue de core Yue de face

Fig. 7 - Linison pival.
Une liaison pivot sans frottement est donc une liaison parfaite |-

Remarque : 5i &) est fixe dans 3, @ (1 — 2) = Pl e 2)= 0.

+ Powr la liaison rotule sans frotement de centre O, en chagque point [ de la

surface de contact entre les deux solides F, et i, (fig. 8}, la force élémentaire
_.' .

dR,; _, (I} exercée par ¥, sur :f, est perpendiculaire au plan tangent” ; elle

est done perpendiculaire d la vitesse de glissement i'i[l. #1431 en l entre F

et ¥, ; Ia puissance intérieure (totale) des efforts mis en jeu dans la liaison

pivot (action et réaction) est donc nulle :

| Plrotule) = P(1 = 2}, +P(2 = IJH=H dR, _, (1) VoL, #,/5,) =0
: 2=]),

#,

Fig. B - Liaizon rofule,
Une liaison rotle sans frottement est donc une liaison parfaite !

Remarque : si F| est fixe dans 3, @ __(1 = 2}y = Pl 2)=10,




1. Le travail élémentaire des
forces de pasanteur est

W = mgdz,
dans le cas ol Faxe vertical
(0 &) estorigmté vers ba bas (2
étant la position du cenre de
masse G du systiame maténiel),

1548

E. Travail d'un ensemble de forces

E.1. Définitions

=
On appelle travail infinitésimal 6W d'un ensemble de forces dF appli-
guées aux différents points M, calculés entre les instants ¢ et ¢ + dr entre

—
lesquels chaque point M se déplace de dOM, le scalaire :

OW  travail élémentaire

(T ou kg - m? - 573
sW = 2de = [[[ dF (M) - dOM 5
= pde = [[ . dF force émentaire (M)

ﬁl {m}

Dans le cas d’un ensemble de points matériels M, soumis a4 un ensemble de

—
forces F,, le travail élémentaire s"écrit

- —
§W = Pdr = 3 F;- dOM,.
-

i
On appelle travail Wh —p, d'un systéme de forces reparues dbF (M) apphi-
quées aux différents pnin& M d'un systéme maténel, calculé entre les ins-
tants r, et &y, le scalaire :

W, ., = fam:.

.2, Cas des forces intérieures

Le rravail infinitésimal des forces intérieures s’ écrit, dans le cas d"un ensemble

de points matériels :
1
oW, = 3 E ) EIFe_ajd"'.'j-

P L]

Ce travail est indépendant du référentiel d'érude et est nul dans le cas d’un
systeme compose d'un solide unique car dr,-f = ),

E.3. Cas des forces extérieures

Pour un systéme 4 répartition de masse continue, le wavail infinitésimal des
forces extéricures s'écrit ;

| awm,-._ = [ Mdﬁ,‘{:n--_dm_a;i

Exemple : cas du poids (résultante des forces de pesanteur) d'un systéme
matériel f de masse m dans un champ de pesanteur uniforme.

Le travail élémentaire des forces de pesanteur’ (du poids) est :
W = —-mpgdz,

Chapitra 4 : Enargétgue dea systames at do aalida




dans le cas oi I"axe vertical (O ; E:,] est orienté vers le haut (z étant I"altitude
du centre de masse G du systéme matériel). Entre deux instants ¢, et 1, entre
lesquels le point G passe d'une alutmde z; et z,, le tavail des forces de
pesanteur est

E 4
W, o, = —mg[s’]z‘: = mglz; — 2.

il ne dépend pas du chemin suivi mais seulement des positions initiales et
finales de G (fig. 9).

Fig. 9 - Travail des forces de pesanteur entre deus instants 1, at .

F. Energie potentielle

fl Définition 5 |
Un ensemble de forces appliquées & un systéme maténel & dérive d'une
1. On dit que 'ansemble de forces énergie potentielle ‘ip ' & pour toute évolution du systéme entre les ins-
est congarvatif. tants ¢, €t f;, la variation d'énergie potentielle est égale i I'opposé du tra-
vail de I'ensemble de forces considéré ;

. énergie potentielle

A%, =%, -%, =-W, ; Joukg-m? 57
W, _,, travail (J)

Remarques

* La variation d'énergie potentielle est indépendante du chemin suivi pour
aller de sa position initiale 4 sa position finale.

» La fonction énergie potentielle est indépendante du temips.

« Pour une évolution infinitésimale du systéme, on a : d'ﬁp = —6W.

* La fonction € est définie 4 une constante additive prés.

Exemple : cas du poids (resultante des forces de pesanteur) d'un systéme
matériel & de masse m dans un champ de pesanteur uniforme.

Dans le cas o 'axe vertical (O ; E:} est orienté vers le haut (2 étant altitude
du centre de masse G du systéme matériel), on a montré gu’entre deux ins-
tants ¢; et £, entre lesquels le point G passe d'une altitude 2, et 2., le travail
des forces de pesanteur est :

"'-":"4,_;.-‘ = —mg[zJ:: = mglz; —2;)s

et done gu'il ne dépend pas du chemin sund mais seulement des positions ini-
tiales et finales de G.

Les forces de pesanteur apphquées a un systéme maténel dénvent d'une énerme
potentelle (de pesanteur) ‘&pp = mgx + cre (elles sont conservarives) ; en effer :

_wrl—u! = mglz;-&) = gppfmgl—ippfm]} = ﬂ‘ﬁpp.




()
§)
|
m, '
(@)
0

Fig. 10 - Décompasition dun
gystéme @ répartition de masss
continue en sysibme d'éléments
quasi ponchsels e systime de
paoints matérisle.

G. Théoremes energetiques

(;.1. Théoreme de la puissance cinétique

On considére un systéme matériel 5 en mouvement dans un référentiel gali-
leen ﬁr,r On suppose, pour la démonstration, que le systéme est composé
d'un ensemble de points matériels (fig. 10) ; si le systéme est continu, on sup-
pose gu'il est décomposable en un ensemble d'éléments de matidre quasi
poncruels de volume dV{M), de masse :

m = dmiM) = piM)dViM),

{u{M) étant la masse volumique de I'élément de matiére situé au voisinage
de M) centrés sur les points M et que ces éléments de matiére sont assimi-
lables 4 des points matériels.

Dérivons 1'expression de 1’énergie cinétique du systéme matériel f exprimée
dans @, (€.(F) = €(¥), ) par mapport au temps dans le référenticl R, (on
]

calcule ainsi la puissance cinétigue) :

ﬁJH} Zd'ﬁ,;iM‘.l Ed{ *'ii-'*”u_]

. dE (T dfl = +
SOt = ZE[EmI.P{MI.}Irﬂ.-”{MI}J‘?EJ

de
, dv (M)
d () 3 Via -
0U ENcone TR Zm,-v{H,-]mr- ar s BOIT X
] {.m.
d¥& _(F
#: meﬁmj]ﬂ -.:_:}[M,-}m.

Or, d'aprés le principe fondamental de la dynamigque (2° loi de Newton ou
PFD) :

_j

- -
"“fﬂ{Me}m’ = Feni tFinais

=3
onF, ., et Fu:n: _.; sont respectivement la somme des forces extérieures et

intérieures au systéme ¥ appliqueées au point M, .
'ﬂg.:'[?}

= z [1"v.-'l]If m_H+Fm_,,L SOit :

d‘E:{EF]I = F "
Tdr z'Fm—ii ' "'EME}-"FL.+ E.'Flm_”- -‘IEME}""‘*:‘

—!.
Le terme EE,,;_., -*E"I'L'n"-'!-,-IIJ.m!t n'a aucune raison détre nul, méme si

Eﬁlm—rf = 31

En appelant #_, la puissance des forces extéricures appliquées au systéme 5
(qui dépend du référentiel) et ,_, la puissance des forces intérieures appli-
quées au systeme F (qui ne dépend pas du référentiel), on obtient :
dE (),
— ]

dr = g‘ﬂ:ﬂ.'"' P
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_Théoréme 1
Théoréme de la puissance cinétigue [TPC)
Dans un référentiel galiléen i, la somme des puissances des forces extérieu-
res et des forces intérieures appliquées au systéme matériel o est égale 4 la
puissance cinétique (dénvée temporelle de "énergie andtque du systéme) :
dit{rﬂm
T‘ puissance cinétque (W)
din[sfjlllm IE‘._I:.H: ].l'!l:‘ CITIEIE]lC' Eil'.l.lr:l:i.qllt m

- ?mm‘ + ?hl

de # ., puissance des actions mécani-

ques extéreures (W)
.. puissance des actions mécani-
ques interieures (W)

Hemargues

= [l faut prendre garde a ne pas oublier la puissance des efforts mécaniques
intérieurs au systéme énudié !

= Si le systéme est composé d'un unique solide, alors : &, = 0.

(5.2. Théoréme de 1’'énergie cinétique

A partir du TPC, on obtient :
dE(F) =P _de+ P dr
Soit, entre deux instants 1, et ;:
AEAF) = EUPW) —EAFNe)) = Wi, L, +W

| Théareme 2 |

Théoréme de I'énergie cinétigue (TEC)

Dans un référentiel galiléen 3, la variation d’énergie cinétique d'un systéme
matériel ¥ entre deux instants 1, et ¢, est égale 4 la somme des travaux des
foroes exténeures et des forces imténeures appliquées au systéme maténiel 5F :

mtty =1 "

E_(F) énergie cinétigue
Joulekg - m?-5%)
travail des actions méca-
niques extérieures (J)
W, travail des actions méca-
niques intéreures ()

AT (F) = B (P (ty) - B (F)(E) W

= Wert s, o, ¥ Wine s,

EXI1

-|-.|'.i

(+.3. Théoréme de I’énergie mécanique
Parmi les forces exténeurss et intérieurss appliquées 4 un systéme matériel o,
certaines dérivent (dans un référentiel galiléen %t ) d'une énergie potenticlle
‘-EP[H'] dont la somme est ;

€ (F) = 'Epml[EP]n + ‘E,_I?}I-
Les autres sont des forces non conservatives.
L'énergie mécanique du systéme matériel 3 est, dans le référentiel #

EalH) = E (F)+E(F).




1. On pourrait définir ba théoréme

di la puissance mécanigue !

r‘mmfﬂ
dt

-

= :"*lu:.h! +-‘?H.'ﬂ 0

| Théoréme 3

Theéoréme de 1"énergie mécanigue (TEM)

Dans un référentiel galiléen &, la variation d’énergie mécanique du sys-
téme matériel & entre deux instants ¢; et r, est égale 4 la somme des tra-
vaux des forces non  conservatives  (nc), exténsurss el IMiéneures
appliquées au systéme matériel f

€ () énergie mécanique

(J ou kg-m?- 59
W travail des
& o F)ty) =E o (F)(1y) actions mEecaniques non

_ - : =
= Woe extt, 2, ¥ Waac, int. g, + 14, conservatives exténieures (J)

W oc it 1, ¢, travail des

acltions mécaniques - non
conservatives intérieures (J)

ne, GXL, iy —* f;

A ()

Remarqgue : si toutes les forces (extérieures et intéricures) qui travaillent (qui
ont un travail non nul) dérivent d’une énergie potentelle dans le référentel
galiléen . le systeme est conservatif et I'énergic mécanique du systéme
se conserve : € () = cte.

On constate que si le systéme matérel I est isole (W_, = 0) (contrairement
au cas d'un point maténiel), I'énergic mécanique n'a aucune raison de se con-
scrver, 8 cause des forces intérieures (sauf si ces dernidres sont conservatives) !
Dans le cas de forces non conservatives dissipatives, I"énergie mécanigque du
systéme diminue ; elle est ransformée en énergie interne ou microscopique
(dissipée sous forme d'énergic thermique) ; ceci est expliqué par le premier
principe de la thermodynamique pour un systéme fermé isolé : 'énergie
totale, comprenant 1"énergic macroscopique (énergic mécanigue) et micros-
Copique (Energie inteme) se Conserve.

H. Solide en rotation autour d'un axe fixe

Supposons que I'on émudie le mouvement d'un solide 5 en rotation autour
-5 =

d'un axe fixe A = (A ; :I:I'.:I (vecteur rotation instantané {1 = !.'.lmrg,IF = mﬁ}

dans le référentie] galiléen ﬁ‘. Le TPC s'écrit :

dﬁscﬂr];it ; - —F = + 3 —3
—ar = ﬂlu‘l:.f‘ilt = R"'tA]m‘*ﬂa'ﬂWH. = R0+, ou.

_}
R est la résultante du torseur des actions mécaniques extéricures appliquées

—
au solide 5 ; M, estle moment en A du torseur des actions mécaniques exté-
rieures appliquées au solide .f. Attention, ici : 3, = 0!

ot s | 311 w2) =
don : dr[zhm]—.ﬂﬂm

A, est le moment des actions mécaniques extérieures appliquées au solide
par rapport a I'axe A; ], est le moment d'inertie du solide & par rapport a
Taxe A,

162
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Bemargques
* Les couples sont inclus dans M, .

* Si le moment d'inertie J, n'est pas connu, on pourra utiliser le 2° théoréme
de Koenig pour déterminer I'énergie cinétique dans & .
*5i .M, = 0, alors la vitesse angulaire « est constante,

* 51 on développe 1'équation du TPC, on obtient : ,[ﬂ“:i = M, , qui est le
TMC{A).

. Solide en rotation autour d’'un axe
de direction fixe

Supposons gque I'on emdle le mouvement d'un solide i:!" en mmuun aumur

d'un axe de direction fixe u {(vecteur rotation instantandé ﬂ ﬂ'.i'."d = ou ]
dans le référentiel galiléen . Le TPC s"écrit :

5[1:#;-2{:3“1] ml]—ﬁ-ﬂfﬁ] + M, ©
del 2 Al dgy - [ TR

| 4, E8L le moment des actions mécaniques exténeures appliquées au solide
par rapport 4 l"axe A, = (A} E.-}]. of A est un point gquelcongue du sohde .
Remarques

* Les couples sont inclus dans 8, .
* On prend souvent A=0, s::emredemnsse de IF,

YU RN Mouvement d'une roue
Considérons une roue modélisée par un disque homogéne f, de centre G, de rayon r, de masse m et

de moment d'inertie J = %m;r2 par rapport a I'axe (Gz), pouvant se déplacer sur le plan incliné daxe

(O '.;::]; EI]E est lichée & r = 0, a partr d’un état de repos. On suppose qu‘cllc restc dans le plan

vertical (.e €, ]- au cours de son mouvement. Le référentiel terrestre S £0; a- -e v € } I:Ile.- au sol)

est supposé galiléen. On repére la position angulaire de la roue a 1"aide de 'angle 6 = {:,. GM}. Le
cocfficient de frottement entre le sol et la roue est f

Ewdier le mouvement de la roue en supposant qu'il v a roulement sans glissement.

Cours




Solution

1. Analyse cinématique
Comme il ¥ a roulement sans glissement entre la roue et le sol ; on a montré (au chapitre 1, cinéma-
tique) que la condition de roulement sans glissement donnait: x = - ré.

2. Analyse énergétique dE '.'5"3';-
Appliquons le TPC i la roue dans le référentiel 3, soit : T:il = @mm‘ + P -

« Commengons par exprimer I'énergie cinétique de la roue :

E(F), = "E:[ﬂ’}+%mr2[{3}m avec €2(F) = %ﬂ'}: et %mpz{r_ﬂm' = %m:&’.

Ainsi: €(F),, = %JE‘ + %m.{:"-.
B

Avec la condition de RSG, ¥ = -rB,ona: Sy = imi‘%—%mii = %mi’*.
= Bilan des actions mécaniques appliquées a la roue

- Extérieures

< Lepoids P = mg enG: P (P), = mg ';'['33'.*1‘ = mg - %e, = mgssin(u).

2 . =¥ = e ) ¥ o - &
= Laréactiondusol R = Te, +Ne, enl: ®,(R),, = R-v{le¥#), =R.-0=0,

car T(le Phyg, = 7 = O puisquil y a RSG.

r

— Intérieures
= La puissance des actions mécaniques intérieures est nulle car le syvstéme érudié est un unique
solide : @, = 0.

* Udlisation du TPC

di';{;m = P__,soit %mif = mgxsin{a), ce quidonne: x = ;guln{u}.

Les théorémes énergétiques permettent d’obtenir rapidement I'expression de 'accélération car, avec
la condition de RSG, le systéme ne posséde qu'un seul degré de liberté !

Remargques
_’
*» Comme P -u'::l{‘-'s]nlrﬂl|I = ?{E] ety =0, on aurait pu écrire directement, i I"aide du paragraphe I,

d
dr
* On aurait aussi pu utilizser le TEM en remarquant que la seule force wravaillant lors de ce mouve-
ment est le poids de la roue, qui est une force conservative ; le systéme mécanique étudié, la roue,
est un systéme conservatifl. Ainsi: €_(9) = ‘EP{H’}+ E(F) = cre.

1

Avec E (), = imi1+%(%mr1}ﬂz et £,(F),, =¥, = -—mgxsin(a)+cte, on obtient ;

Em}: + %[%m!)ézl = mg#sin{c), ce qui redonne e risubat & Paide de la condition de RSG.

2 202
Omn retrouve ainsi le résultat a I"aide de la condition de RSG et en dérivant par rapport au temps.

!mi'z + l(lm'rr:z]'ﬂ2 —mgxsin(@) = cre.

164 R
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* Puissance des forces extérieures = =]

P = IHHdFm{M}‘ “(M]ﬁn ;
- = ‘q&‘
on Pogm = ZFu't—ri 'mMi];! s
(&)

Exemple : cas du poids (résultante des forces de pesanteur) dun systéme matériel f de masse
m dans un champ de pesanteur uniforme : # = —mg=s dans le cas ou Iaxe vertical (O ; ?‘]
est orienté vers le haut.

v Puissance des efforts extérieurs appliqués a un solide F

- -
- ey =Rﬂ1l.3iﬂ}lfa+"“ﬂ.mlﬁ:r-'r“
Le syseéme marérel ¥ composé d’un unigue solide, soumis 4 un ensemble de forces (exté-
- —
nicures an solide é¢tudié) formant un torseur de résultante R, et de moment en A Ma ex
(A est un point du solide) ; le mouvement de 5 est caractérisé par la vitesse h‘”}m d'un de

ses points ¢t par le vecteur rotation instantané ﬁg,r; de f par rapport a ‘.
* 5i A n'est pas naturellement élément de f, on a :

= 3 —* —h
* Puissance pour quelques mouvements particuliers
1) 5i le solide 5 est en translation dans le référentiel R, alors quel que soit le point A appar-
=5 <
tenant au solide, ¥(A),, = V(G),, et Ly = 0 ; ainsi:
= *
Pon= By ! ”(G]’jg

2} Si le solide & est en rotation autour de 'axe A ﬁud.ngslc référentiel 3, alors quel que soit
_l

le point A appartenant 4 'axe A = {.FL;E], i‘rr{ﬁ}m =0 et Llyiy = W (ﬁ €5t un vecteur
uritaire de A ; @insi ;

P = Mpem Sfm = (My - )00 = My 0
* Puissance d’efforts particuliers
l}Sikad:ffmmmnhiunmumbkdcﬁumﬁﬁquhﬂmﬁmﬁmrdnémmﬁ dont
le moment est nul en A (ou & une force appliquée en A), ona: 2 o = ﬁ -;{A}H

2) 51 le solide ¥ est soumis a un ensemble de forces équivalent a un couple de moment F, la
résultante du couple (torseur) étant nulle, on a :

r-o
Peogm =T - Qy/a
¢ Puissance des efforts intéricurs 4 un ensemble de deux solides {puisance des inter-efforts)
Pl e 2) = P(1 = EJII.E+*?{2 — ”."al.
=+ =
=Ry, "?{ﬁE EF::F;HI"'-“.n.z-u 'ahrJ:r,
* Cas particulier d'un glisseur EI_,, appliqué en A {ou d'une force appliquée en A) :
P (1e2) = Ry, -H(Ae A

L.opyrighted materal
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3
* Cas particulier d'un couple de moment ', _, :
S

Pailler2) =T, - o/,
* 5i ¥, est fixe dans le référentie] 2 :

PealZ2 o 1), = Pip(162),
* Puissance des actions de contact ponctuel entre deux solides

Les actions de contact exercées par ', sur ¥ | sont entiérement caractérisées par un glisseur de

— — — ;
resultante R, |, = N, ,; +T, | appliquéeen L.

La puissance (totale) des actions intérieures de contact (de 'action et de la réaction ou puis-
sance des inter efforts) exercées entre les deux solides F, et ), s”éerit :

Pl e2) =P(1 o 2) +P25 1),

- - & -
= Raor v F,/9,) = Taor uglF19,)

Hemarques
* Cette puissance est indépendante du référentel.

-.’
= Certe puissance est toujours négative ou nulle (2 cause des lois de Coulomb, T, , est
opposé & v (F,/5,)).
= Elle est nulle si :
— la vitesse de glissement est nulle : I, ne glisse pas sur &, (c'est le cas 5'il y a roulement sans
glissement) ;
~ la force de frottement est nulle : le cocfficient de frottement est alors nul et le contact se fair
sans frottement.
* 8i I, est fixe dans le référentiel 5, la puissance des actions mécaniques extérieures exercées
par ¥ sur | est:

-+ ap 3
P2 1), = Ry, V(Te Fy) = Ry - V(@ /Fy) = Ty, - v(#/5,).

* Liaisons parfaites
Une liaison (par exemple, une liaison pivot ou rotule) est parfaite si la puissance (totale) des
efforts inténeurs de contact est nulle.
Par exemple, une liaison pivot sans frottement d’axe A est une liaison parfaite. De méme, une
liaison rotule sans frottement de centre O est une liaison parfaite.




5i I'un des deux solides de la liaison (pivot ou rotule) est fixe dans le référentiel 3, alors la puis-
sance des efforts extérieurs exercés par ce solide sur le second (mobile dans @) est nulle.

v Travail d’un ensemble de forces
* On appelle travail infinitésimal 8W calculé entre les instants ¢ et ¢ + dr entre lesquels chaque
point M se déplace de dﬁnﬁ,kmﬂaﬁ::
W travail élémentaire (J ou kg - m* - 57%)
-
W = Pde = [[| dF(M) dOM | dF force élémentaire (N)
M —_—
OM (m)
Dans le cas d'un ensemble de points matériels M, soumis & un ensemble de forces l_"':-, le travail
élémentaire s'écrit : 5W = Pdi = Y F,- dOM,

* On appelle travail 'W,._,H d'un systéme de forces réparties :li""'fM]- appliquées aux différents
points M d'un systéme matériel, calculé entre les instants ¢, et ¢, le scalaire :
t
w = & dr.
I =* I Ir. £
v Energie potentielle

Un ensemble de forces appliquées & un systéme matériel .f dénive d'une énergie potentielle €
si pour toute évolution du systéme entre les instants 1, et I;, la variation d'énergie pntenue]]r.e
est égale a l'opposé du travail de 'ensemble de forces considéré :

L énergie potentielle
AR, =%, %, =-W, Joukg-m?-s?)
W,I g travail (])

Exemple ; les forces de pesanteur (résultante dans le cas d'un champ de pesanteur uni-
formelappliguées 3 un systéme matériel dénvent d'une énergie potentielle (de pesanteur)
‘EP, = mgz + cte, £ étant dirigé vers le haut ; les forces de pesanteur sont conservatives.

¥ Théorémes énergétigues
* Théoréme de la puissance cinétique (TPC)
Dans un référentiel galiléen R, la somme des puissances des forces extérieures et des forces

intéricures appliquées au systéme matériel F est égale a la puissance cinétique (dérivée tempo-
relle de I'énergie cinétique du systéme)

dE (),
T puissance cinétique (W)
_h'.u = P, * Pime Py, Puissance des actions mécani-
gues extérieures dans E'l' ]
P, puissance des actions mécaniques
intérieures (W)

Chapitra 4 : EHHTDI‘."I:II.IIJI'.'I e systemes & .du solida
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Mise en ceuvre

Comment déterminer I'égquation différentielle du mouvement d’un
systéeme a I’aide du TPC?
Soit un systéme mécanique ¢n mouvement par rapport 4 un référentiel galiléen. On définit, pour

chacun des solides constituant le systéme, la position de son centre d'inertie, sa masse, s0n moment
d'inertic et son (ses) paramétre(s) de mouvement.

On cherche a déterminer I'équation différentielle du mouvement du systeme.

-+ Savoir faire
r————hdh**h*———*-—ﬂﬂ—_h—————*—ﬂ——h ——————— —1
I @ Deéfinir le systéme étudié. i
| © Définir le référentiel galiléen d’étude. :
I @ Faire le hilan des efforts (exténieurs et intérieurs) appliqués au systéme. 1
: @ Ecrire I'équation scalaire du TPC en déterminant : :
I s« "énergie cinétigue du systéme ; |
: * la puissance des efforts (extérieurs et intérieurs) appliqués au systéme, :
I @ En déduire 1'equation différentielle du mouvement recherché en utilisant les éventuelles 1
: relations cinématiques qui existent entre les différents paramétres de mouvement. :
: Iy Léguation du TPC donners directement Mégquation différentiefle du mouvement : :
i * =gl y 8 un seul paramétre de mouvement indépendant (tous fes autres paramétres doivent s'exprimer
] an fonction de celui-cil ; i
I # 51 las mconnues de laison ne travailbent pas [pas de frottement, pas de glssement, déplacament par- |
i pendiculaire & 'effort.. ). ]
: Sinon il faudra aussi écrire des équations de la dynamigua {TCM et/ou TMC). :
L . I I I Y — ]
-+ Application 5
Omn considére un solide o constitue d'une balle de centre G, ’ 5 R
dtmmnr,dtmumﬂdcmnmmd'lnﬂ‘dc}'-%mﬁ (8]

. -+ . : i
par rapport @ Paxe A; = (G e,), qui roule sans glisser R 2\

dans un cylindre creux d'axe (O ; E:], derayvon R(R = r)
attaché 4 un référentiel galiléen 5t,(0 5 ¢,. ¢, 2.).

On donne la relation cinematique déduite du non-
glissementen I : I
(R-riB+rp = 0.

Déterminer I"équation différentielle du mouvement de la

bille (en @).

Chapitre 4 : Energétique des systemes et du solide
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soit en simplifiant par 8, m et (R—r):
%[R—r}ﬁﬂ'ﬂurﬁ = - gsin®, soit ;{R-r}ﬁ'+gsinﬂ = 0.
Dol I'éguation différentelle du mouvement de ¥ (en 8) :

G S

mﬂﬂn = 0.

Méthode 2

Comment déterminer « une vitesse angulaire » dans un systéme
meécanique a 1’'aide du TEC/TEM ?

Soit un systéme mécanique en mouvement par rapport 4 un référentiel galiléen. On définit, pour
chacun des solides constituant le systéme, la position de son centre d'inertie, sa masse, son moment
d'inertie et son (ses) paramétre(s) de mouvement.

Apamrl:l: la connaissance d'une vitesse dans une position donnée (a un instant donné), on cherche
4 connaitre cette vitesse dans une autre position (4 un autre instant).

=+ Savoir faire

[ B et ettt et et e . |

I @ Définir le systéme mécanique étudié. 1
: @ Deéfinir le référentiel galiléen d*émde. :
1 @ Faire le bilan des efforts (extéreurs et intérieurs) appliqués au systéme, [
o Appliquer le TEC/TEM (en précisant bien les deux instants de calcul) : Il
* en dérerminant la variation d'énergie cinérique du systéme ; [
* gn dérerminant le travail des efforts (extérieurs et intérieurs). Il
Afin d"obtenir la vitesse angulaire recherchée, on urilisera éventuellement les relations ciné- |
matiques qui existent entre les différents paramétres de mouvement, !
|
i
I
|
I
4

i!i\, On obtiendra directement le résultat ;
= il ya wr seu paramétre de mouvement mdependant
= gi lgs inconnues de figison na trevadllent pas

-+ Application

On considére un solide F constitué d"une bille de centre
(3, de rayon r, de masse m et de moment d'inertie :

-2
]'_Smrf

parnppm'[il’ﬂe.ﬁﬂ={ﬁ;a) qui roule sans glisser
dans un cylindre creux d'axe {G;Ei] et de rayon R

e

(R > 7) antaché 4 un référentiel galiléen (0 ; 2. 2,, 2,).

On donne la relaton cinématique déduite du non-
glissment en I :

T

(R=r)@+rp = 0.
La bille est lichée sans vitesse initiale de la position 8 = 8, [u <@, < E]
On cherche la valeur de ¢ lorsque la bille passe pour la 1™ fois au point bas (8 = 0.

Chagitre 4 : Energétique des systémes af du solide
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Ex.3 Leyo-yo
Un vo-yo ¥, de centre de masse (3, ost constitué de

. . . — = =
deux cylindres identiques (OG =xe +ae), de
masse individuelle M, de rayon B et de momenis
d’inerte individuels
|

J= EMRE:-

par rapport & laxe Ay, = (G E:_]n-

Ces deux cylindres sont reliés entre eux par un petit
cylindre de mavon a (g <= R) supposé sans masse sur
lequel le fil est eneoulé.

Omn Hche le yo-yo sans vitesse initiale.

Le référentiel f,(0 ; ¢, ), ) est supposé galiléen,
& =
d £
: () ®

e, Iy

W

S 2R
-«
¥
.
B
YVue de face Vue de profil

1} Déterminer I"accélération ¥ du centre d'inertic G
du vo-yo,

2y Determiner la tension du fil,

Niveau 2

Ex. 4 Freinage d'une voiture

Urne voimure o est composée d'un chassis de masse
M =1t et de quatre rowes de masse m = 20 kg, de
rayon K = 0,3 m e1 de moment d'inertie par rapport
a leurs axes :

_ mR?
-T_ 2

Elle freine alors que sa vitesse est ¢, = 130 km - h'.
On suppose que le mouvement est rectiligne 1 que
les rowes roulent sans glisser sur le sol, matérialisant
le référentiel galiléen @ (O ; 2, &), &)
On donne la conditieon de RSG

vle) = Rar),

on eif) est ln vitesse de la voiture et anf) est la vitesse
angulaire des rowes & un instant o

e,

® e
j.‘“ﬂ"| 7>

o 3 o

1y Exprimer I'énergie cinérique ¥ (5} de la voiture F
A un instant f. La calculer a r = 0, lorsque sa vitesse
sl 1.

2} A I'side du TEC, déterminer la distance d’arréy d
51 o est soumise & quatre couples de freinage cons-
ants Cp = 350 Nm appliqués aux quatre rowes,

Ex.5 Oscillations d'un demi-cylindre

Omn etudie les oscillations d*un demi-cylindre ()
homogéne, de centre de masse G el que AG = Ar,
de masse w, de rayon ¢ et de moment dinerte
J = km 2 par rapport & 'axe (G ; £.), qui roule sans |
glisser sur le plan horizontal attaché au repére galiléen

¥ =+ =¥

(O e, 0, 0.

Hﬁ‘-‘ffm‘.'

Donwées : 3 = % et b om é—li.
1) Ecrire I'"équation différentielle du mowvement de
{en 6.

2) Deérerminer la période propre des petites oscillations,

Ex.6 Chute d'une echelle

On étudie le mouvement de chute d'une échelle & de
lomgueur 2§, de centre de masse (5, de masse m et de
mi?

moment dinertie I = =3~ Par rappon a [l'axe

An = (G Ei:.‘.l. Om suppose gqu'll v a du frottement
entre I"échelle e le sol en A er qu'il 'y a pas de fror-
tement en B.

5

¢,) estsupposé galiléen.

-+

Le reférentiel &y, (O ; ¢, ¢,
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Comme w((G) = £oosl, il vient :
€ = =mgtlcost + cte.

En choizissant la référence d'énergie potentielle en @ = 0;
0 = —mgt +cte, donc E, = mglil-cosB).

:¢b ¢ & appelle energie potentelle de pesanteur

y e
mgt

...... Em.l

e 1 ~ o T o -
P rd
", f_..-' M\-.___m ___.-"' E
K £ L W i ig
;__.-"' \\_' I__,-’
;_.-" -.\ F
| #
H\,\ y /r T,
—x I n n in 2n 58 in 8
F 0 2 2 2

4) Le systéme érudié est convervarif. En effet, la seule force qui travaille au cours de ce mouvemnent
{le poids) dérive d’une énergie potentielle :
'EP = mgf(l - cosB) donc ’Em{f:f']m = cte = € (r=0).

Or €.(F) = :.—,]ﬁz; donc :
€ () = %]ﬁz+mff{1—cmﬂ} = € _(t=0) = %]mg-l-mgf[l—:nsﬂ“}.

:¢: On obtient une intégrale premigére du mouvement

A I'aide de la courbe de la question 3), on peut déterminer les différents types de mouvements
possibles ; en cffet, €_ représente 1'écart entre &, et €, (cet écart est forcément positif) :

) 2 .

8 = T{ﬁm—ﬁpj.
De plus les minimas d"é_ correspondent i des positions d’équilibre stable du balancier (8 = ..., 0, 2,
...y Fad) et les maximas a des positions d'équilibre instable (8 = .., -m, ®, ..., rad).

S, = ‘E:ml ers1 Bir=0)¢e |-xn; +x], alors le balancier va osciller de maniére quasi-sinusoidale
autour de la position 8 = 0 avec une pénode :

_im ]
Ty = o= =2 fmgf

“SiE, = ‘émz etst Bie=0)e |-1n; +n[, alors le balancier va osciller de maniére non sinusoidale
aurour de la position 8 = 0.

S5, = 'Em: s la vitesse angulaire 8 ne s'annule jamais : le mouvement du balancier est révolutif de
tvpe fronde.

H Chapitre 4 ; Energatiouas dos systemes et du solide




Exercice 2

1) On va appliquer le TPC a .
Systéme étudié ; .
Référentiel galiléen ; .
Efforts appliqués :
* EXDECISUrs ©
=3 poids : f"} = [ml+m1ﬁ en G ;
= ceux de la liaison pivot en O (sans frottement) ;
=4 ceux de la linimn_Fivm iuﬁ {sans frottement) ;
= couple moteur : " = e ;
+ intérieurs au solide F.
Le TIMNC s'écrt :
d

G el TN = P+ Py (1)

=0
+ énergie cinétique : (F) = €2(F)+ 30m +m)T ()], = 3(1, +1)87 +0.
'z;)".' vi G e = 0 car G est sur 'axe de rotation (0 ; g
Ainsi € () = %{11 + 1,67

= Puissances des efforts
=
= poids, @ (poids) = P -3[G]Mn = 0;

-+

(]
= pivoten O, #__ (pivoren O} =0;
- pivot en A, P__(pivot en A) = 0.

',z;: Les limisons pivat sont sans frottement (parfaites) done ne dissipent pas de puissance ; comme de plus un des solides
B contact ést ixe dans Mg g PO 2P Oy e 2 A iVt 8n 0% = 0L Mo an & (POt BN AY e S pienien A) e
- = . '
-» -+ ek
=4 couple moteur : P (T} = T Be, = Te,-Be, = I'0.
L'équarion du TPC(1) s écrit donc :

dii[%{ll-i-lﬂé:] = TH soit %{1,-;13}:-:2&& = _h@0sin(20)x 8.
Soit en simplifiant sur 8 {E = 0 n’est pas une solution intéressante) :

(1, + 1,00 = —ABpsin(20) =T(8)  (2)

kg-m* md sF kg-m? (md s ?
2) Pour obtenir 'expression de 8, il faut intégrer |'équation differentielle (2).
On multiplie d'abord par @:
2

(I, +1,)80 = —A@isin(26)8 soit {11+12}d[:%] - lﬁﬁd[m;zﬂ],
A2
ou encore : (I, +12}% = lﬂgcu;23+ne

181
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-2
. : - 3
Or, quand 8 = I B = 8, donc, on a: {I,+II]% = LBy x 0 + cte.

I:
Adnsi :
ﬁj - 2cos 20 E]g
[I‘”ﬂi = Afg +(I, +11;?
oU ENcore |
=
. ]-2 LBy .
B = Jﬁu +Il +Izmﬂﬂ = H{,Jl + I +I=:nszﬂ.

l - - l [ 1
Comme mq}'_:: l,ona:; Hhﬂ“[l +mcm29]. Ainsi :
B{ﬂ] = Hn[l +mnﬂllﬂ].

Le tracé de la fonction @ — 6(6) donne la courbe suivante :
B8) &

» B (rad)

0 R T in 2=
2 2

* Commentaire : quand le couple moteur varie, la vitesse angulaire de () varie (s la vitesse du
moteur « varie).
* §, représente la vitesse angulaire moyenne :
",
| eerae
8, =

-0

‘,CEC Pour déterminer Fexpression de B8(8), on aurait pu wtiliser le TEC appliqué 4 .
TEC

= instant initial : § = 1.31,. gquand 8 = = = @,

e

=1

+ingtant final : A

Ad (0 = W s W, sait 0l + 106 — Dot £ 198) = W (maty + D

|
2 3

avec W imot) = ]-'h " &pda ]-_III -J,Hﬁsmzl;hjal = _iuaﬁ [: sindada

i e Jx

4 [

5 . H e -
iy [-S05281 o _nad[- C0528 4] - 4 pp) C0S26
i 2 ]
? cosli

Ainsi le TEG dunne:%|I1+I;|F|? %|I-1 I!|F|; = Afin - 7

3) L'expression de t:ll[ﬂ]- donne :

- o = 1:
B = EI,:.[I +2[IL+I;}I] quand cos20 = 1;

182 - = - -
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drl gt 'IJ = :
m(lmna +Mx?) = 2Mgx.
Il ¥ a deux paramétres (x et ) mais qui sont liés car il n'y a pas glissement au point de contact [ ; la

| L'&équation (1) du TPC s'écrit done
i FFCS donne ;

o g " —* R : . .
0 = d(le ¥, = 0(G)y +Hum, AGl = 26,+08,n(-ae) = xer+(—ab)e,nz,
———— el L
e e i T
| I
= %o, 4(-ab)(-e,) = (% +ab)e,.

' Onadonc ¥ +af = 0, snitﬁ:-%-

En reportant cette valeur dans I'équation du TPC, on obtient :

" 1 2
iFMRi[—EJ +M5:1] = 2Mgi, soit M Laii e Mx2ii = 2Mei.

de\ 2 2 a?
Soit, en simplifiant par M et x (x = 0 n’cst pas une solution intéressante) :
2, . L.
FI +2x = 2y, puis x = Rzg
2+ =3
v

OU Encore ! .

) 1 -~ m-s

x = Ri&

1+—
I 2at
m-a \"mZ e

2) Powr déterminer la tension du fl, les méthodes énergétiques ne fonctionnent pas car cette tension
ne travaille pas dans 9. 11 va donc falloir utiliser un théoréme de la dynamique.

Par exemple le TCM projeté sur .E_:: :
Systéme : F (masse : 2M).

Référentiel galiléen : H,,.
Efforis extérieurs appliqués au systéme 5

—3
=% poids P ; .
= tension du fil T .
Equation du TCM :
-+ -+ = . - =¥ - =
EMK.:{E}M =P +T, soit 2Mxxe, = 2ZMpge, -Te, .
1

S0it en projection sur a: T =2Mg-2M- X,
En reportant I'expression de x obrenue dans la 1™ gquestion, on obtient :

R]
i
T = 2Mg-2Mx —£ soit T = ZERE - 2Mg
142 1+
2at 2a*
Ol ETCore
T=_}

Do

/

+ 1
= :

-EMS\
kg ‘mes?

'\

N=kg

-c;.. Comme e yo-yo chute, T < Poids = 2Mg lak)

184 @= - —
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Exercices de niveau 2

Exercice 4

1) La voiture ¥ est composée {
* d'un chiissis qui est en translation par rapport 4 3 ; son énergie cinétique est IE‘:-"!. = iM:.uz;
+ de quatre roues identiques dont le mouvement est composé (pour chacune d’elles) d"un mouvement

d'ensemble de translation caractérisé par la vitesse de leurs centres de masse dans 3 et d'un mouve-
ment de rotation propre ; leurs énergies cinétgues sont

1 1
Berim, = Bejg, = Feougg, = oy = gm0

L'énergie cinétigque de la voiture 5 est done :
= Lage2 (l 1 )
*xc(?}m. = EMt.' +4 Em-u-i +2]m1 .
En tenant compte de la condition de RSG, on a :

T ()= EMvE +4(;mwﬂ + %%t.z]

€ (F) = E[Mnmné ]:.13
Avec ] = %mR’, ona:
(¥ = %{M+4m+ 2mi)e? soit E_(8) = %{M+ﬁm]u1.

AN Ar=0
130

E.(0) = —{1 000 + E-::Zl}][ ) =7,3% 105 =730 KJ.

2) Systéme étudié : voimare .
Référentiel galiléen d'étude : 3.
Bilan des efforts appliqués a 8

* extérieurs ;

- poids: P = (M +4m)3 ;

= réactions : E: - T+N du sol aux quatre points de contact avec les roues.

'Z}: Comme il y a B5G, il y a du trottemeant, donc T existe (1 =0

* intérieurs .
= couple de freinage I, = —4Ce..

',t;;(.' C'est un coupla da fremage, d'od la signe -

TEC apphqué entre ¢ = 0 {vitesse w,) et £, {(vitesse v =10) :

"I""-:EE{?} = IEl'.':!'l]'_:'sizi:!‘ =0) = Wu‘r_:-ﬂ—u-, +win1:..:=ﬂ—.r|, (1)
» Energie cinétique
E () =0 carvin) =0

M +ﬁmﬂz
2 " |

B (1=0) =B (0) =




* Travaux des efforts mécaniques
* EXTErIeurs ;
_}
—+ WiP) = 0 car le poids est perpendiculaire au déplacement.

—+ La puissance totale des actions de contact avec le sol est nulle car la vitesse de glissement de i sur
le sol est nulle :

P (Ferwl) =P _(F— sol),, + P (50l — m."at = 0,

Comme le sol est fixe dans R, #_(F = sol),, = 0 donc: & (sol = H"]H =0
.

fi
done W(R) = [ @ (sol > F)ds = 0.

=0
La somme des travaux des 4 réactions du sol est donc nulle,
* Intéreurs :

f |

. W{F.;.‘.I = I ‘ull__'_;-éd: = j =[ywdr

T \lll. = ——

action de b mouvemsnr  des oouple de freinage
CRIGRE R PO PAE FEPPOIT oppost & la vicesme

les Foues i ln Ccaisse
| Vagt I
S0t ; W{I_".,} =~ pde = —20[" dx = —-d (dla distance d’arrét, T, constant).
R- F=1 R i=0 R
2
o ) M+om 2 Tsg,  4Cd _ (M +ém)Ru,
(1) s"écrit done @ 0= T R 1 -—T.mud-T-
'I;: L EdlLa :__m q = m. La relation est homogane
kil me . §
2
(1unn+ﬁxzn;xa,3x(133§]
AN d= 5350 = 156 m.
Exercice 5

1) Comme le mouvement de F ne dépend que d'un paramétre (8) et qu'il n'y a pas de glissement I, on
peut appliquer le TEC pour écnre 'équation différentelle du mouvement.

Systéme érudié :

Référentiel galiléen d'étude : 3, = (O e, 2., 2.).
Efforts appliqués a §
* eXTEreurs :

r . ¥ =
S poids P = mg = mge, (enG) ;
—* -+ —
=» contact R = -Ne, +Te, enl;

= intérieurs au solide .

Equation du TPC :

d

L Eel)] = ﬁmt L‘PF (1). P
Energie cinétique

. 1
B AF) = B () +§m3tﬂ}fiu

186 : T
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ou €(F) = %jl'}? = %mﬂé? et 9(G)y, = t(le E;Imu+ﬁwaﬁﬁ3’

£y £ T

| i

.
='IJ+H§:.&{—IE;+?LH-':} {
R
= rBi-e, + dey).
‘r{(.' En effet, il n°y a pas glissement en |, done vile b, ° 0
On wtilise cetie nformation pour déterminer la vitesse de G en appliquant la formula de Varignon.
Ainsi 77(G) = T(G) - D(G) = (r8)*(— g, + hay) - (e, + hey)

= r2H%((=1)2 + (L)2 = 24, - o).
Soit © (G) = r28%(1 + A2 = 2hcos8).

Ainsi B () = Jmri{k+(1+)2- 2hcos)1’.
* Puissances des efforts -
= poids :
®(poids) = P (G, = mge, rB(-2,4hey) = mgrélcns(ﬂ+g] = —mgrdAsing ;

= action du sol en I :

P(R) = R -5(le F),, =0 (caril o'y a pas de glissement) ;
= actions mécaniques intérieures au solide ¥ : &, = 0.
Ainsi I’équation (1) du TPC s'écrit :

E%[%mr’[k-r (14+A2- ElcmB}Jﬂz] = —mgrBisind,

soi %mr*[k +(1+ A% 2hcosB)] x 2 x 8 x B+ %mri{ﬂamﬂﬁ}é’ = —mgrBhsing,

Soit en simplifiant par m, r et 8 (820), on obticnt I'équation différentielle du mouvement :

[fe+(14A—2)hcos)|rd + risinBB’ + ghsin® = 0.
2) Pour obtenir la périnde des petites oscillations, il faut linéariser |"expression précédente :
cosfl = 1 )
sinB=0
[k+1+A2-28]rB+ 0+ ghd = 0

comme B est petit, {

86" cx un terme infinament
petil d'ordre 3 dons négligrable,

. & gA _ : et B mif =
s0it : B+r{k+l+l£—21]9_uqmpmtstm 8+w8 =0,
z Zh £l £h £
aved Wy = = = =
rk+1+4%-24) ) R 3 3 3
P[E—l +1 "".:in. —21.] T[i—zl} r[ﬁ—ﬂ]

soit ﬂ]: = 3 = £ >0

) G
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Puissances des efforts :
= extérieurs
=+ poids :
— o '
P (P) = m; : i.-'[Gjm = —m-gE::- EB[—sinHE:-b cnsHE:,] = —mgtBcosh;

=4 réaction en A

— —F 5 -4 — B = , € , o

PealRp) = Ry -wi(A)y = (Nje, +Tye,)-(-2€sin88e,) = T, x2f5inB8 = fN, x2fsin00.

- : Coamme il v & glizsement én iy ."“:IF;;' # 0. Par ailleurs, gind a1, a 0 done .":I_I_:H..;l 0 mprmal car le

frottement &' oppose au mouvemernt de ¢hute
= réactionen B :

— =+ &
P (Rp) = Nge, - l':"I:-B}:"'.ill,'I =0

=+ -
car ¢ {E}.fa, est selon ¢, .

:t;. Comme il n'y a pas de frottemant an B, Ry ne travaille pas

* intérieurs : 3, = 0.
L'équation (1) du TPC sécrt done ©

E[l x "-mﬁéz] = —mpthcosh + N, x 2€sind

drl2 3
suit%x %mf* % 206 = [fN, x 2€5in8 — mgf cosB1b.

Soit en simplifiant par B (B20);
;mﬁﬁ = 2fN,fsinb - mgicos® (2)

',z;, Comme il y avait du glissemant at du frottement en A, on savait & prigrrque laquaton du TPL ne sullrat pas & obta
nir I'égquation différentielle du moyvement

3) Il faur donc écrire une équation de la dynamique afin de déterminer N, . Par exemple, I'équation du
TCM en projection sur E;,
Svstéme : o,
Référentiel galiléen : 9.
Efforts extérieurs appliqués :
L] F;

_.
L] RB:;'

_}
. R.ﬁ.'

Equation du TCM :

—

= — ) —
ma(Gyy = Foy = P4+Ry+Ry (3)

accelération de G

e

3(G) = dit{ihﬁj;n - dﬂrieé{—mﬂﬁ+mﬂ§n = ¢£B(- sinBe, + cosBe,) + £0(— cosBbe, — sinBbz,)

s0it 3(G) = - (£Bsin® + £6° cosB)e, + (£Bcost - £675inB)e,,

CHErCICES H



L'équation vectorielle (3) du TCM s’écrit donc :
ml- (£BsinB + £6°cosB)e, + ((Bcosd - (67sinM)e)] = - mge, + Nye, + Nye, + Tyen.
En projection sur E; » cela donne :
m(£Bcosl - FE sinB) = - mg+ N, soit N, = mg+mé(@cosd -0’ sind).
En reportant cette expression de N, dans I'équation (2), on obdent :
%mfiﬁ = flmg+ mé{Bcosd - 87 sinB)] = 2€sind - mef cosH

ce qui donne 1"équation différendelle du mouvement :

1 LFET 2/ ¢20sinBcos® + 262/ B%5in%0 = [2fsin® - cosB]gl

1
m* rad o5 m® opmd coe? m (- R m s m
B =0

B=0

4) A I'équilibre, on peut reprendre I'équation ci-dessus avec { gui donne :

0 = (2fsinB, - cosB,)gl soit 2fsinf;, = cosB,, donc B, = arctan[%r).
Aussi pour qu’il ¥ ait équilibre, il faur que :
1
8=8, = mm{—)
! i
':.cs.' * Uuand f— 0 itrés pau d adharence), 8, f Ul faut gue echelbe sod varticalal

= Quand £ croit, By décroit (plus il y a d'adhérence, plus 'échelle tient dans une pasition inclinée)

Exercices de niveau 3

Exercice 7

1) Comme il ¥ a non glissement en [ et que le fil est inextensible :

il F3)y, = 0 = 8(le ¥y, -Plle F),

',¢: f ; est en tranglation dans A, donc vile i) iG]

i ey . .
Or wvile Py ly = T(C)y, +Qy a A ClL = D(C)y, +02, A (re)) = D(Chyy +rb(-2,).
——ye— o = . 2 2

s i, ¥, T
1 1

= T(G)yy - Vil Fy)), .

Al 3 = (G- (R(C) -rba) donk P(G) = w(C)—rda...
On a, de I'autre coté de la poulie, non glissement en L :

_i
v(Le Ry)y, =0 = ~o(Le ¥
1

ﬂ ':h.-lrl fra 4 !"Ill'||||"'I||'| i ges gyeiemes et du sobde

l}'ll:".I:l-




Or QLLE E,]m = ;{E]m +ﬁ,¢ - r-.E_L}. — ;“:]-'a +éﬁ_':.-"~f—h:;’;l = tT[C]llfa +rl'iE:.
e e 8 — o i 1] L, ™ 4

e 3, e F, T
l l

Ainsi H = 3[{:}.’3"* rI::IE:; donc ©(C) = -rBe, .

Or v(C) = xe,.

On obtient alors (grice & la 1% relation) :
v(G) = - rile, - rBe, = —2rbe. = 20(C)
v(G) = 2xe..

2) Comme la position du systéme L ne dépend que d'un paramétre et qu'il n'y a pas de glissement, on
peut utliser uniquement le TPC pour rouver 1"équation diférentielle du mouvement.

* Systéme étudié : T = F, U F, LAl

- =

+ Référentiel galiléen : 3, (O ; 2. ¢,.2.).
+ Efforts appliqués a £
* eXTErieurs :

_}

=+ poids de &, : P,
. — =+ -
=% poids de 5, : P, = Mg = Mge_;

» 3
Mg = mge, ;

-

= action du ressorten C: F = —k(x- [‘,:,}E; (€, : longueur a vide du ressort)
_}

= réaction du supporten A: R, = R.ﬂ."_:

* Inrerieurs

= entre le fil et la poulie, pas de glissement donc pas de puissance dissipée ;

— =
=+ entre le fil et I, force Ty qui ne travaille pas car 3{5 (5 E.|"3]-HIl = 0 (le fil et ¥, sont artachés en
B donc il n'y a pas de mouvement relatif en B).

Equation du TPC : dii[wcm] =P __+@,. (1)

+ Energie cinétique : €_(X) = €_(F )+ € (F,) + €_(fil)

i
[{I]

. A 1 =2 l.:2 1 . 1 1 1. 1 3 .
ou E;_':HFL;" = Ep{#]}'l'imv {C}fﬁn = E'TE +EI'-ltl,'.!|.']E = Eximﬂ? +Em:¢1 = Exiﬂuj
et € (F,) = ‘ﬁc’{ffz]'**El,M;E{GJmD - U+%M:¢:[2ij3, donc € _(,) = %xéhﬁi-

Yy )
'} (pas de rotaisan)

Ainsi E_(E) = %[;m+4ﬁi]:&1.

* Pulssance des efforts
» extdrieurs |

. —3 = =3 = .= .
= poids de F, : @ (P} = mg:,-v{ﬂjl,uiﬁ = mMge_ - Xeé, = MEX ;

, — =5 =+ i~ .
=» poids de #,: #_(P,) = Mge, - ﬂiG}mu = Mge,-(2xe) = 2Mgx ;

. 1 -+ - 3 .
ressorten C: P (F) = <kix-{,)e, - ”{'::'.";w:. = =Rix={y)e - (xe)) = =k(x-£;)x;
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= intérieurs : ¥, = 0.
Ainsi I"équation (1) du TPC s"écrit :

143 - e e

soit %(%m + ami] %235 = (m+2M)gs — kix— )%

soit en simplifiant par x (x #0):

Gm N 4M]x +kix—£,) = (m+IM)g (@)
<A I'équilibre, x = 0, donc I"équation ci-dessus s'écrit :

kix,-t,) = (m+2M)g (3)
Enposant X = x-x_ (X représente la distance par rapport 4 la position d’équilibre).

Ona {K = ¥ et I'équation (2) devient :
X=x

I_ [§m+4M]ﬁ FR(X 43— €g) = (m+ 2M)g.

Soit en soustrayant |’équation (3) :

3

[Em+4M]i+kx-Duumi+ A

3——}5'. =0
im+4M

, X : distance par rapport 4 la position d'équilibre.

mit:i+m:3{=ﬂ'mrncmf=3 :

La période propre du mouvement s'écrit :

ki
. Zm o+ AMT
T=—E=E:n: 27‘—
iy k!.,t

kg ]’!l-:rr.n":h:g-l“I

Exercice 8

1) Expression de la vitesse de glissement o :
?: = 3[[5 Fye = E{IE H’]mn-aﬂi “ﬂha; ‘.il:l-itt_-l: — ﬂE:-rmE:
dong ; t-_|: = {u—rﬂ];;-

'I;;_' On voit que larsque »=01{auw départl, = —prmd, - f glisse donc ser les rouleaux (au départ)

2) Appliquons le TCM a (%) :

Systéme étudié : F.
Référentiel galiléen d'étude : ;.
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Efforts extéricures appliqués au systéme
a
SpoidsdeF: P = HIE = -m.ﬂ_’::'-
. = = —& _
-iréncunan‘unmul-:au R = Te +Ne_;

=5 =
pour » rouleaux, on aura r:E = T +MN).

fi'ﬁ. Comme il y a glissament, T) = #IN| soit [T| = FN.

Par ailleurs T Te s'oppose au glissement -1: = (v- ml}m

Gm:m:n:w s <0, T>0, doncona: T = fN.

'.t:v: Au départ, w=0done, jusqu's l'instant f, ol ;1 =0, ona v -8, < 0.

* Léquation du TCM s"écnit :
i

-+ -
md (Gl = F o = P +nR soit m$§ = —mge, +nTe +nNe,.
d

En projection sur E:,, on obtient : m?': =nT. (1)

En projection sur .e_:,, onobtient: 0 = nN-mg. (2)

De plus puisqu'il v a glissement, on aura: T=fN. (3)
En utilisant les équations (1), (2) et (3], on trouve :

m% = fmg, soit %

fe.

En intégrant par rapport au temps, on obtient :
v = fgr+ K
Orar=0,v=0,donc K = 0 ; finalement, on obtent :
v =fgt.

Cette phase se poursuit tant que la vitesse de glissement ne s’annule pas : 1, correspond donc a I'ins-
tant ot la vitesse de ghssement s"annule,

Ainsi : v._r: = {ﬂ—rm]?,.
Or v = fgr done t_-'; - Lfg:—rm}.E:,.

: -
A l'instant r, : :._-; = 0 ; donc fgr,—rw = 0 soit: ¢ = E.
0,1 x2;x .
AN = mb soit #, = 0,628 s
La courbe r — v(1) donne :
v{r) 4
| 1 T . - -
o I 1

',G_' A partir de f;, |.- reste nulle et W) = ra.

|

|

I

I
xal
o
L
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3) Pour obtenir I'expression d'un travail, on peut utiliser le TEC.

Systéme éoudié ; o,

Référentiel galiléen d'érde @ F;,

Bilan des efforts appliqués au systéme :

* EXtATIEUS

=4 poids : F de ¥ ;

= réaction : #R de n rouleaux (action des rouleaux € sur la plaquette ).

» interteurs au solide 5F,

« Equation du TEC entre les instants ¢t = 0 (v = 0) et r = , (fin du glissement) :
AR = E (1)) =-¢_(0) = W_,+W,, (@

1]
[n]

- Energie cinétique : %, ‘m‘f*m:.mﬂ ;ﬂth-
Orvin)=r@etoit=0) = 0.
* Travaux des efforts
* eXLeTieurs
= poids : W{F] = 0 car déplacement horizontal ;
=§ réaction : W{ﬂﬁ} = W
= intérieurs : W, = 0.
Ainsi I'equation (4) du TEC s'écnt :

%m{rm}i—n = 0+ W, soit ‘W, = -mrim®
4 &

'_v: On aurait pu caleuler directement W, ; en effet

W, = WinR) = J PR idt = I (nNe, + nTe,) -vile #)y, At
' el Sl

el eRLEFseal
wuap F ﬁ'l. T EmeTLE ce
 par rappoct & 0,

= f inNe +nTe) ve dt = |-_I..FI|'||"-||IF:'I'.'|-!'
[} r

= Fl;'ff. mg( fgtide l’fmr.ﬂ. ? -0

s0it en reportant "expression de §

|."|,|:|

W, = fimg .:-:: = m."*m

4) Pour trouver le travail (W) foumni par le moteur, on applique le TEC :
Systéme : () + n(€) =

Référentiel galiléen d’étude : Ji,.

Bilan des efforts appligués au systéme

* SXIérieurs :

=+ poids de & ;

= poids de n(€) ;

= n liaisons pivot (centre les » rouleaux) sans frotrement ;

=3 moteur ;

194 —

Chagsitre 4 ; Engrgn:iqun des systemes af du soficde




* Intérieurs -
= contact entre les n rouleaux et la plaque.
Le TEC s'écrit, entre t =0 {v=0) et r =1, {v = rio ou :T: = E}:
AEZ) = F 1)+ 8, 0e=0) = W +W,, (3
¥ Enu*gie Ccinétque :
TAL) = € (F)+nE (€) ,avec F (F) =

[ ——
cfrcarm = gue

-2

mye (G),, +%
' A

]

Amsi E (L) = Eliﬂttl‘t+ct¢.

* Travaux des efforts

¢ EXLErieurs :

= W_,(poids 7) = 0 car altitude constante ;

=+ W (poids €) = 0}

=+ W, (liaison pivot) = O car pas de fromement et axe des haisons pivot fixe dans @, ;
-+ W = Wy

* Mterieurs ;

effort de © ;P mowvement relarl
war o de IF par capp=rt a

= r
=+ W{contact) = jlrtR v(le ) de = IIH[N52+TEz;-u-—mu§:dz
0 [}

Ey -k — LF 1y
= | (nfNe) (v=rmpe dr = I fmg(v-rw)de = fmeg| (fge-ro)dr
il i¥ i
P 2z hi
= fms.‘[fgi = e - U] = [Pgim = fmgror,
en reprenant expression de r, onoa :

1{ ray? 1 1
W t = F2gim=| — - —_— = = ImE = 2z o= 2
{contact) = f°g m:(,ﬁg) fmguufg 5 T M 2J-:-nr?mu .
Léquaton {5) du TEC s"écrit donc -

(%mcr‘m}1+cr¢]—m +cte) = W, - E'mr*t:ﬁ soit W, = mriod

Ainsi W, = 2W,; il n'y a que la moitié du travail fourni par le moteur qui « profite = 4 la plaquerte,
L'autre moitie est dissipée sous forme de chaleur par frottement au niveau des points de contact entre
les rouleaux et la plaquette.

Exercice 9

1) Pour obtenir Péquation differentielle du mouvement du vélo d'appartement (Z =5 U ¥, U F.) en
8, on va appliquer le TPC sur E.

Systéme : D=3 U, U,

Référentiel galiléen d'étade : H1,(0 Ei. E:. e.).
Bilan des efforts appliqués £ .

* extérieurs |
= poids de ¥ : 1?'5 = msg" en Gy 3

= INTCTICUrs ;

=+ couple moteur {(de Feur F,) : [N = ]_.,':;,

= frein (de o sur i) T_:r = —r_;e_:

CHEICIces
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= liaison pivot en G, (entre F et ;) sans frottement ;

=# liaison pivot en Gy (entre F et fy) sans frottement ;

=+ courroie (entre F, et F3) ne dissipe pas de puissance (énonceé) ;
= efforts intéricurs a chaque solide o, °F, et 3y,

Equation du TPC : LD = Pt Py (1)
» Energie cinétique : EAL) = EAF)+ E(F ) +EAF5)

done : () = 0 car ¥ n'est pas en mouvement dans &, ;
avec E_(F4) = 0 car la masse et le moment d'inertie sont négligeables ;

B (F5) = 625+ 3ms0 (s, = 31503+0 = myri6s,

F
[a]

Donc €.(E) = %m,r‘i’élg,
* Puissance des efforts appliqués & £

— extérieurs :
. = +
= poids P (Ps) = msg - v (Gs),, =0
I—--._lu
a
— INEErieurs ;

effory de  mouvement de 5, par
¥ea ¥y, mappormd ¥

[P S

¥ =+ - : .
= couple moteur : (') = T -0,¢e, = Te, B5¢, = T8, ;

=4 = S .

= frein : ‘FPlr_[T;}=I‘;-H,E},=—['f.E 'E .e = —T,8;;

= pivot en Gy : P alpivot G;) = 0, pas de frottement ;

=% pivot en Gy : P pvot Ge) = 0, pas de frottement ;

=$ COUrToie : W, [courroie) = 0, pas de puissance dissipée (voir énoncé) ;

= efforts intérieurs aux solides ¥, Fyet - #,, = 0,
Ainsi I'équation (1) du TPC s'écrit :

E[!m, riﬂiil = I"IB, -Ty Bs.

de 2
« Comme on cherche I"équarion du mouvement en 8,, on exprime le paramétre 8, en foncrion de 8, :
. E!
B = —.
Tk

" A 2 .
L'équation précédente s'écrit éi | ;m, :-i ® [&) :I =T8s-T;x

2
.1 '.Ii!d- D]. lm:r.} 2w _5,].
soit. 3 S0’ = (r_k 6y ou 5 -..:zajﬂ,-(r )5

Soit encore, en simplifiant par E; :
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2) a) b) En idenufiant les deux équations précédentes, on obtient -

I
— .
I, = = et Ip= &
* I, représente le moment d'inertie par rapport 4 'axe (G, ; E:,] équivalent au solide . en rotation.
* ['g représente le couple résistant de freinage, appliqué sur ¥ ramené au niveau du pédalier.

3) a) Pour que la simulation soit parfaite, il faut que les équations de mouvement en 8, (au niveau
du pédalier) soient identiques entre le vélo d’appartement et le vélo normal, ce qui donne :

]
MaFy
F = B kﬂ' II'I.'z ':2}

r
£=74N-m (3)

L'équation (2) donne :

Mg BO
iy i 2 000 kg.

Il faut choisir un rapport de réduction & entre le pédalier (,) et la roue arriére (;) envisageable (&
pas trop petit) et une masse mg envisageable pour permettre le transport du vélo d’appartement (i,
pas trop grande).

1 1 1 1 1 1 1
On prend des valeurs de k: 1, 3 3 8 10 12 14 16 et on calcule les valeurs de my
correspondantes ;
x |1 | Y] v [ ] L]
2 4 B 10 12 14 16

ms (kg) 2000 500 125 | 31,25 20 139 | 10,2 | 7,8

On retiendra & = 11—5 et i = 7,8 kg.

FK;)(: Le rapport k carrezpond au rapport des rayons entre le padabier et [a rawea arriére [var exercice de cinamatigue -
chapitre 1}

1 . . . -
k= o correspond par exemple & un rayon de 1 cm pour |a rove armére (c'est peu 1) et de 16 cm pour @ pédaliar

: . . 1
1o @st deéja beaucoup ') Il me semble pas rasonnable de descendra gn JESs0US Ok pour k

16
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b) Sion prend & = %: on obtient avec I'éguation (3) :

1
[p=T4xk = T4x ;=46 N-m.

Exercice 10

1) Pour obtenir I"égquation différentielle du mouvement du vélo de route (£ = 5, U W, U F, U EF,),
comme tous les paramétres de mouvement s"expriment en fonction d'un seul (par exemple 8,...) et qu'il
n'y a pas de glissement au niveau des contacts (H, J), nous allons utiliser le TPC (1 équation scalaire)
appliqué i .

Systéme étudié - X = &, U, UH, US,,

Référentiel galiléen : &, (O ; ;: ?_,.,.Ei]-

Bilan des efforts appligués 4 E

— extérieurs :

=% poids :

o +
surF P, =mg en G, ;

— +
sur Fy, : Py = mg en G;;

—* +
sur F Py = mg en Gy
=% action du sal :

—* —= -
sur ¥y : Ry = Nje,+T e, enH;

—* - =
sur ¥, : Ry = Nye +Te, en].
- intérieurs :

= -

= couple moteur (de Fysur ) I = Tey;
-+ chaine (entre i, et ;) : ne dissipe pas de puissance (énonce) ;
= lizison pivot en G, (entre ¥, et f ;) : sans frottement ;
=# liaison pivot en G, (entre F, et ;) : sans frottement ;
= lizison pivot en G, (entre F, et F,) : sans frottement ;
= efforts intéricurs a chaque solide &, ¥y, Fy et 7.

« Equation du TPC : dii[*@:(}:;] =P +P . (1)

+ Energie cinétique : € () = €5 )+ (F,)+E (Fh+ € 0F,)
. L] ] ] -3 ] .
ou: E(F,) = E(F)+ i"‘lg:iﬁﬂmn = EIE] + Em:-:i
EAF,) = B F,)
E (F4) =0 (masse et moment d'inetie négligeables)

o # 1,,+32 1...
‘Ec{ff{]‘ | E:':H:,l.}"'iM‘t-' :Gl::lu'li‘, = D+EMII

i, esz en mranslation dans 3@

donc E(E) = {]ﬁ+m.ﬁ1]+%]ﬂa’:1-

Chapitre 4 : Energétigue des systémes o1 du solide



*+ Puissance des efforts appliqués a £ :

— extérieurs :
. = S = ) + 3 + b o
= poids : P (P )+ P _(Py)+P (P = mg -v(G)+mg v{G.)+Mg- viGy)

P (poids) = (2m+M)F - %e, = (2m + M)gx cm[‘i‘qj = _(2m+ M)g# siny

-.Z;.: Quand v =0 et x >0, #_,(poids) << 0, ce qui est normal car quand I vélo monte, le poids est rasistant

= action du sol :

sur & : @miii]n = 0 (car pas de glissement)

_:|.
sur f, : P __(R.) = 0 (car pas de glissement)
* intérieurs
—* =+ . 5 - - - -
= couple moteur : #_ (') = T -8y¢, = Te - B3¢ = ['dy;
B a— '

action de mouvement de 5,
iy wur &y par rapport & 5

=# chaine : P (chaine) = 0, pas de puissance dissipée ;
= pivot en G, : &, (pivor G,) = 0, pas de frottement ;

= pivor en G, : &, (pivot G,) = 0, pas de frottement ;

= pivor en Gy : @ (pivor Gy) = 0, pas de frottement ;

=» efforts intérieurs aux solides 5, ¥, F et ®, = 0,
Ainsi I'équation (1) du TPC s"eonit :

%[{19‘: +mx?)+ %l“-!.‘- ‘] = - (2m+M)gx siny+ ['8;.
= Comme on cherche I"équation du mouvement en 84, on va exprimer les différents paramétres en
fonction de 8, :
.8
-.' ﬂl = Bz = f

*‘-‘l.' =1"'ﬁ| =£é3-

L'équation précédente s'écrit donc (d aide de ces relations) :

= - 2 e . _
ELIH[%) +m(£ﬂ3] +%M(?—[B,]] = —(2m+ M}giﬂlsinfﬂ—gh

drif I ome® IMAY2] e T
st dz[(ﬁ"“?“’ 33z :] = [r (2m +M‘J.§’lsm1f]ﬂ,,
I+mr3+]EMr1_ ) |
ou 2——2 4,8, = (I‘—{Em+M}ging]ﬂ]1
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Soit en simplifiant par lI.EI'-i {Q!, = b est une solution ininteressante) :

f 1?'

i i | /
N “ ; / ,f
21 + 2 + M2 i

0y = T-(2m+ Mgr L ou I8y =TTy
III. III III
g mos?

2} En identifiant les deux équations précédentes, on obtient :

_ 21 2mr? Mi?
=TT T
_ 2x0,05 N 2x ] x0,35° . 700,352

YW W

‘leg e sd'ol 1, = 80,28 kg - m?,

g

| I, représente physiquement le moment d'inertie par rapport & 'axe (G, ; E: b, equivalent a I'ensem-
ble des solides de £ &n mouvernent, solt !

2mr

=% deux roues en translation : =7

. 21
=% deux roues en rotation @ = ;

K]
i . Mr?
= le cadre 4+ cycliste en translation : =
3) En identifinnt les deux équanons de la question 1), on obuent auss ;
I'g = (2m+ M:Igrmf?-
AN.: Ty = (2% 1 +70)x 9,81 x 0,35 x 5'“[”“”1“1“ %)) p=T3,8N-m.
3

[y représente physiquement le couple résistant ramené au nivean du pédalier, équivalent 3 I'ensemble
des efforts résistants, c'est-a-dire i les différents poids :

v des 2 rowes -+ Znig ;

* du cadre + cycliste — Mg.




CHAPITRE

Quelques problemes

Introduction

Quartre sujers posés lors de concours sont proposes dans ce chapitre
* probleme 1, concours ENTPE (PC) ;

= probléeme 2, concours commun Polytechnique (MP) ;

= probleme 3, concours Mines Ponts (PSI) ;

= probleme 4, concours Mines Ponts (MP-PC).

Ces sujers sont le plus souvent complets et abordent tous les aspects du cours de
mécanique du programme de deuxidme année.

'.c.' pour une utilisation limitée du chapitre ;

'.b.' ‘.‘g.‘ pour une bonne maitrise des notions du chapitre.

Chapitres Probléme 1 Probléme 2l Probleme3 Probleme 4
1. Cinématique ",t;j '-':} ': '(; ':(:,_' ',F:;f ',¢.' t:;
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G
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Probléeme 1 : Modelhisation d une voiture

Ce probléme propose une modélisation d'une
voiture gQui gravit un plan incliné faisant
I’angle @ avec 'honzontale.
Le repére (O ; x, v, 2), défini sur la figure, estle
repére de projection. Le repére est fixe par rap-
port au référentiel d"étude.

roue |

Le véhicule est modélisé comme suit : une roue
AVANL, une roue arriére, une tige.

* La roue avant motrice dite roue 1 dans la
suite, posséde les caractéristiques suivantes : elle
est assimilée a un disque circulaire de rayon a,
de masse m de centre d’inertie G| confondu avec

F ]
. ma
00 centre géométrique ; onnote | = = le

moment d'inertic de la roue par rapport a ['axe
G,E;. On repére la position de G, par son abs-
cisse x, sur {Ox) et la rotation par I'angle 8, .
Omn note I, le point de contact avec le sol.

* La roue arriére, porteuse non motrice, dite
roue 2 dans la suite, est de méme, de rayon a, de
masse m, de centre d'inertie G, et de moment
d'inertie ] par rapport & G, u, . On repére de méme
cette roue par l'abscisse x;, de G, sur (Ox) et
par I'angle de rotation 8,.

On note L, le point de contact avec le sol.

* L'ensemble S {carcasse de la woiture et
maoteur} est modélisé par une tige, de longueur
2¢, rehiant | a G,. Le centre d'inertie G_de S
est le milieu de GG, = 2£.

La masse de 5 est M, son moment d’inertic par
rapport & G, est noté ] . L'abscisse de G_ et
notée x_.

Le coefficient de frottement entre une roue et le
sol, identique pour les deux roues et dans tous
les cas, est noté £, Le champ de pesanteur est g
de module g = 9,81 m - 572,

202
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Les actions de I'ensemble S sur la roue avant en
G, sont réductibles 4 une résultante :

fr]‘|= thi"'Fl:’?:

_}
et a un couple moteur T =l'§_:, avec [ = 0.

L'action de I'ensemble § sur la roue arriére en
(5, est réductible 4 une résultante :

E; = FE:'.'“_:' * FI.: “_:'
D meme I"action du sol sur la roue avant est
_}
réductible 4 une résultante R, et sur la roue
_}
arriére 4 une résultante R,.
Chi suppase ghie et deix roses rowdent sans glisser,
1) Quels sont les vecteurs rotations des roues 1
et 27 Ecrire les relations de non glissement.
Quelles relations existent entre les dérivées par
rapport au temps de x, v et x_ ¥
2) Ecrire les relations vectorielles, imposées par
les principes fondamentaux de la dvnamigue,
pour la roue 1. Projeter ces relations dans le
repére de projection. Elles forment I'ensemble
d"équations (1).
3} Ecrire les relations vectorielles, imposées par
les principes fondamentaux de la dvnamique,
pour la roue 2. Projeter ces relatons dans le
repére de projection. Elles forment I'ensemble
d’équation (2).
4) Ecrire les relations vectonelles, imposées par
les principes fondamentaux de la dvnamique,
pour I"ensemble 5. Projeter ces relations dans le
repére de projection. Elles forment I'ensemble
d’équation (3).
5) Donner les expressions de F,, et F;, en fone-

tion de I', M, g, a, @ et £. Commenter les résul-
tars obrenus.

6) Donner wune relation liant
v = x_ duvéhicule, F, ,Ceta.
7y Donner une relation liant "accélération ¥ du
vehicule, F,, et o,

8) Calculer I'accélération en fonction de T, m, M,
Es a et o Que devient cette relaton s1 M == m?

I"sccélération

Dans la suire on fera Vapproximarion M == m.



9) Dérerminer la valeur I, de I', qui assure
I'équilibre du véhicule sur la pente.

10) Quelle inégalité doit vérifier f pour que cet
équilibre soit possible ¢

11) On suppose la relation précédente vérifiée,

q
Calculer R, au cours du mouvement, par ses
composantes.
12) Déterminer la valeur de I, soit ', qui
assure 'avancée du véhicule avec un roulement
sans glissement. Pour I' < .., |a roue avant
peut-elle décoller ?
13) La roue 2 peut-glle glisser ?
14) A I'aide du théoréme de I'énergie cinétique,
dans I'approximation M == m, et en justifiant,
déterminer directemnent I"accélération y du véhi-
cule lorsque les roues roulent sans glisser.
Dans la suite du probléme on supposera towjours giie
M == mi, que les roues roulent sans glisser et que
o=,
15) La viscosité cinématgue de I'air est :

v= 15 100" m?.5°0,

En utilisant une évaluation du nombre de Rey-
nolds et en fixant I'ordre de grandeur de certains
paramétres, estimer un ordre de grandeur de la

vitesse du véhicule pour laquelle I'écoulement
de I'air est turbulent.

16) On admet que les actions de frottement de

I'air sur le véhicule sont équivalentes a une
_,

résultante unique F qui s'applique a la car-

casse en G,.

Un modéle analvtique possible de cette force est :
= 4 dxy" —
F = —l[m] il

Proposer une valeur de » que "on conservera
dans la suite.

17) Exprimer, dans le cadre de ces nouvelles
hypothéses, 'ensemble d'éguartions (3).
18) Déterminer "accélération ¥ du véhicule en
fonction de sa vitesse o, I, n, M, A et a.
19) Déterminer la vitesse limite v, du véhicule.
20) Le coefficient A est donné par la relation :

-il = ﬂ:ﬁ GIEP:
ol p est la masse volurmique de 'air dont on don-
nera une valeur approchée ; £ est la surface pro-
jetée du wéhicule, dans le plan (vOz) (maitre
couple) ; C, est un coefficient ac¢rodynamique.
Déterminer le coefficient C, du véhicule.
Dommées
v,=160km-h ;T =150N m; M=900 kg ;
E=1,3m%eta=0,3 m.
21) En urtilisant le résultat de la queston 18,
exprimer, en général, le temps écoulé en fonc-
tion de la vitesse ameinte et des caractéristiques
fournies.
22) Donner, pour le véhicule considéré, la durée
T nécessaire pour passer de 04 100 km - h™'.
23) On a rouvé expérimentalement C, = 0,3 et
T= 15,45,
Quel elément essentiel, non pris en compte dans
le modéle peut expliquer les écarts &ventuels ?

Indications

18)' 1. nocibes® dé Rivncide' R,=%’ A&l un

écoulement turbulent guand K, = 107 (eaviron).

16} Le frotement de I'air est proportionnel au carré

de la vitesse.
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Solution du probléme 1

1) Soit if la roue avant motrice 1 ;

soit If, la roue arriére 2 ;

soit 3 le référentiel (O ; uy, u,. w,).

Le vecteur rotation de la roue 1, ¥, (sous entendu par rapport au sol, donc 3t est :
¥ s =
Ry m = 08y,

D¢ méme, le vecteur rotation de la roue 2, F, est
_}

H
ﬂirz-"m - H;u',-
Il vy a non glissement en I, entre la roue avant () et le sol () donc :
*
v(l, & ¥ ), =0
* Comme 3t est fixe, nous ne prendrons pas de référentiel intermédiaire.
« Pour exprimer v(l, € #,);,, nous allons + passer » par un point naturellement élément de &, dont
le mowvement est plus simple ; ic: Gy
_..
d — 3

avec giﬂl}fﬁ= [mﬁ]f* = [dEI{Iiu_: +¢E}j|lni=.'l..'] II'_: et GIII. = —uﬂ:;:.

+ 0 C . = . e e
Aussi v(l; € F )y = IIE"’&I“_;"\'[“I“_},} = Xy, —aByu, = (% -aby)u, = 0,

.+ Cotta expression ast homogine & une vitesse exprimée enm . 5!
« La vitesse de glissement est bien £lément du ptan tangent (o, u ).

Soit en projection sur E:: x, = né..

',t;.' s S5ix =0 alors & = 0: ok

De méme pour F,: x; = ab;.
Xy, X5 et x_ sont les abscisses des poines G, G, et G, qui sont tous, naturellement éléments du solide
5 (carcasse de voiture et moteur) qui est en translation dans 3 :

3 ¥
Qg/a = 0,

+ + -
done ©(G, )y = 0(Ga)y = v{5)5.
:¢: Quand un solide est en translation, lous ses points ont la méme vitesse

d -2 d 2 2 d .
or 601+ (§38), = [$00+ 78], = it o], = 55

ﬁ: i, st constant dans i

a=cta
U, est constant dans &,
= < = = . =¥
De méme v(Gy)iy = x4, et V(G lg = X 4.
Done x; = x; = x_.

2) On va écrire les équations de la dymamique (TCM + TMC) pour la roue 1 (F,).
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| (rayon a ¢t masse m)

Actions extérieures appliquées &

Systéme étudié : ).

Référentiel galiléen : 3.

Actions mécaniques extérieures appliquées au systéme
—

»poids : P, = mg (vertical vers le bas) appliqué en G, ;

* |es actions de § sur ¥, :
.. . - = — S,

- force (haison pivot) : F| = F, u, +F,, u, appliquée en G, ;

= —
- couple moteur : 7 = l“u_,|r (r=0);

. = —» —w i
*l"action du sol sur ¥, : R, = R, u, + R, _u, appliquée en I,.

Equation de la dynamique
— deux équations du TCM ;
- une équation du moment cinétique (TMC{A)).

Le TCM s'écrit : . e s
ma(G )y =P +F 4R,
+ d;{GﬂraT d.. = - 3
aver al{G )y = |:___-E|E__!;m = I:E{xl 1.:1]]1' = X .

L’équation du TCM s'écrit alors :

*“-"‘:1';.}: = "*;**le;:*F];E:‘fRJ;E:"'RJ;E:-
* En projection sur u_:, on obtient :
.PH.'.I.'I]E:E: = '-mE-FFIrE.:'*Fl;E:-"RIJE:-" Rh';:"'l-;:'

mi, = mg-u +F +0+R,, +0 = mgxlxm[%+uJ+F"+ R,,

mx, = =-mgsina+F, +R, .

',tjf Comme m est an kg, x, et genm. 2 cette équation est bien homagéne & une force exprimés en N

: . o 4
* En projection sur #,, on obtent :

R, - - - — b
X, U, -, = I:'HE+F|FH;+FI;H;+R“HF+ RI;“I:I'H:

0=mg u,+0+F +0+R,, = mgxlxcos(n-a)+F, +R,,

0 =-mgeosa+F +R, .
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l':'.quminu du théoréme du moment cinétiqgue TMC(A) avec A, = (G, 1-?_.,.]

- A priori, on peut appliguer cette équation du moment cinétigue an n'importe quel point. Ici Ménoncé nous donne le
moment dinertie de ¥, autour de (G,. U, ) aussi va-1-on écrire 'équation du théoréme du moment cinétique en G,

projetée sur i, c'est-d-dire du TMCLA,),

_}
2 TP —
ﬁ[M] BB B+t B (F) 4, - M (F) 7, s (R
TR

H dr
avec :
dLe ()
— S di— = - & ; - :
My [Tl].'; d_t["r' 14;,'(,‘::",},-31:] et #,- Lo, (¥, )im= 19 {=L¢"—‘r|-hh{ylj.f.a_ Ls (1))
dLg (7))
—h AR _ E e T
donc uj,-[ I ].fat dl[]BL} =J8,;
-+ = » .
» Mg (Py) = 0 car P, estappliquée en G, ;
- — * —
« Mg (Fj) = 0 car F| est appliquée en G, ;
) = T
* i{},iﬁlﬂ:': G, 1, ""‘E}L = _ET:“ER11“_}I+R11“_}:} "‘"RUE:"‘E::
= —aR, xIx1x1x ::_: = —-::Rh:,?;,
Aussi I'équation du moment cinétigque s"écrit ;
18, = 0+u,-Tuy+ u, (-aRy,u)
J8, =T-aR,,.
L'ensemble d*équations (1) est donc :
mx, = —mgsina+F  +R,, (1.1)
0 =-mgeoosa+F,,+R,, (1.2)
J8, = F-aR,, (1.3)

3) On procéde par analogie avec ce que I’on vient de faire pour la roue avant 1 () : les actions méca-

= e
niques sont similaires. La seule différence, c’est 'absence de couple moteur I' = T'w,.
Aussi 'ensemble d*éguations {2) est done :

mx, = -mgsine+F, +R,, (2.1) |
0 = -mgcosm+ F,,+R,; (2.2)
J8; = —aR,, {1-3}i

'_¢ On remplace Nindice 1 par 'indice 2 et on supprime le couple moteur T,

4) On cherche désormais i écrire les équations de la dynamique pour la carcasse S.
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= Par analogic avec la question 3) : . )
E;.LG‘{S‘JH =Jé = 0.

",tj.: S ast en ranslation par rapport 4 i 55.5,- , =8 I'.I'Ir = 0

« Mg (P)) = 0

« Mg (-Fy) = GGy A (-F)) = it n(-F i~ Fy i)
= —€F, (-u) = (EF),)u,.

e dig (-T) = T,

« Mg (-Fa) = GGy a(-Fy) = ~Cu, n (~Fy, i, - F, i)

= fl:I'ZII';.n'l:"""E:' = EFEa{-;:-} = -th';_:"

L’égquation du théoréme du moment cinétique devient :
—b
— dLG {S}I.l'-ﬂ
Hy” '_:it_]rg =0 =0+(-T+{F,,)-{F,,

ﬁ = -r‘|' fFll- fF:‘u
Le systéme d'éguation (3) est donc :

—_—

Mx, = -Mygsina-F,, -F,, (3.1) |
0= Mgeosa+F, +F,, (3.2) |
0=-T+fF,,-{F,, 3.3

5) Les inconnues F,_ et F,, apparaissent « seules » dans les équations (3.2} et {(3.3) ; on utilise donc
ces deux éguations et en travaillant par combinaison linéaire :
Ex3.D+(3.3N) <=0 ={Mgcosa+{F, +{F,;, -T+{F; -{F,,
soit 20 F,, = - {Mgcosa, soit aussi :
_ I Mgcosa
Fi. = 37 2
Ux(3.2)-(3.3) =20 = tMgecosa+ {F, ,+fF,, +-{F,, +{F,,
soit 26F,, = -I'= {M gcoso, soit aussi
F. = I' Mgcosa
T4 2

ﬂ'\ an'intarviant pas

"‘t;. Ces expressions sont homogenes a das forces an N

Commentaires :

+5iMN=0, F,,=F,;, = —=—— <.

*8iT>0, |F,| <|F,l-

6) On remarque que F,, et R, apparaissent « seules » dans les équations (1.1) et (1.3) ; on utilise

donc ces deux éguations en éliminant R, et en utilisant 8, = il

. -
. A tout instant, ona B, = - IRSG en ;) 81 x;, = x, ;

-
-

| suffit alors de dérivar par rapport au lemps
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L'equation (1.3) donne :

i—’

. 2
R,, = E"’%Hl = Ewﬂxg soit R, = Em%'{.

L'équation (1.1} devient :
. I' m
- F =
MY =~ m g SN+ 1:‘*# ET

;m?=-m3ﬂnc¢+ F1;+E (4

'.¢: Comme rrest en kg, 7 et gsant en m-5 2, [ est en Nm et 8 en m, cetie expression est homagene & une force en
N=kg.m.5?

7Ty On procéde de la méme maniére que dans la question 6) mais cette fois, on utilise les deux égua-
tions (2.1) et (2.3) ; on obruient :

;mT=-mgsinu+F:,- (5)

'.¢: Pour obtenir ce résultat, il suffit de prendre la relation (4) oblenue dans la question 6), de remplacer F,, par F,, et

d"annuler I"; an effet la seule différence entre la roue avant (¥} et |a roue arriére [1,), c'est le couple motewr T
qui n'est présent que sur la roue motrice {95,

8) En utilisant les relations (3.1), (4) et (5), on voit que F,_ et F,, sont seules a apparaitre ; on utilise
donc ces trois relations en faisant disparaitre F,, et F,, .
La relation (3.1) devient :

m =Mpgsing_[23 e —L]-[2 i
My = -Mgsino Lzm'f'd-mgimﬂ: a] [2m1+mgsmﬂ.:|

soit (M+3m)y = -(M+ 2m}gsinn.+£ et donc :

E— (M+2m)gsina

Y= M+3im

" Commeesteni - m - kg - m® 5% genm, M et men kg et genm - s %, celte expression est homogéne & une accb-

lération an m - 5%,

Si on suppose M == m, "expression devient ;

[—M;uluu

a _
T M = aM
9y Pour assurer |'¢quation de la voiture sur la pente, il faut que ;

- geing .

_mm

ah
[pin = Mgasino.

10) Pour que cet équilibre soit possible, il faut que 'on puisse « passer » le couple moteur [, c'est-d-

dire que la condition de non glissement soit satisfaite, soit :

¥ = 0 soit gsine = 0

” '_I&'H ﬂf“ﬁ” ol :l}“ es1 la réaction tangentielle et 1'_5 231 la réaction normale.

Ici, pour la roue avant (,), on doit vérifier | R, u,|| < f|| Ry, u, ||, soit:
Ryl

. f} |Rll|

avec R, _# 0 (c'est-a-dire que la roue ne décolle pas).

E o ﬁ



11) On cherche & déterminer 'expression de R, et de R, ; i aide de 'équanon (1.3) :
ma—l: }C.E =F-aR, ,s0it R, = 5—?

Sachant que ¥ = a:'l - Fsing on obtient :

&

e I ml  mgsing

LT ETaMT T 2
i . mo__ . N omigsino
SOIL puisque M < 1 R"=E+ 5 .
Par ailleurs, comme T =T, = Mgasino et que m <= M, on peut simplifier R, :
r
Ri.!r:;'
Pour déterminer R, ,, on urtilise I'équation (1.2) et le résultat de F), obtenu dans la question 5} :
_ I _Mgcosa it Ry, = (m+ ) -L
0= mgcn5u+[ﬂ 3 :|+R,¢ soit Ry, = |m+ g £ COBM = 5=
Or, comme m << M, on peut écnire ;
M r
R“W?lﬂﬂﬁﬂ—ﬁ'

12) Le couple moteur doit permettre le roulemnent sans glissement ¢ est-d-dire :

r.
R -
PRLUE al
|R|$ |MECD5'1_£
2 2f
Comme [ =0 et R, >0, on obtient :
L
a . M ry. U
P 8T o (e )5
2 EEERT A
1.7 M ' .
Done F[u+2f]=:_.l’ 5 £ COs(t, 5000 AUSS] :
_.FM
W LS Lk
r{_rm:=1—.
1,1
a 2
|R|.J.

S5i R, = 0% (la roue avant décolle), la relation f = = #oa f1'esl plus envisageable ; auvssi

Ry,
si M= T, la roue avant ne peut pas décoller.

13) Pour déterminer R,, et R, on peut reprendre la méme démarche (pour la roue armére) gue
celle développée dans la question 11) ; on obtient :

M I _ R, -
Ry, =0 et Ry = gcosa+ o soit -ﬁl—:‘=ﬂaj.

Donc la roue 2 ne peut glisser.

14) On veut I"équation du mouvement de I'ensemble ; on va donc appliquer le théoréme de la pais-
sance ciméngque (TPC) sar le systéme complet,

Systéme étudié : f |, U, U8 = I
Référentiel galiléen : 5t

2
.

10
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Actions mécaniques
* extérieures ; I
—poids de ¥, de ¥, de S respectivement P, P, et P, (appliquées respectivement en G, G, et G_).
—h
—action du sol sur F, en I, : R, appliquée en I,.
~ action du sol sur 5, en [, E;._ appliquée en L.
* intérieures : .,
- liaison pivot, force F; en G ;
=p

— action entre et §:
- couple moteur T,

_}
— action entre Fyet 5 : force F, en G,.

Le TPC sécrit :
d# _(Z) i

dr - -mll.t"'g'im

avec € (E) = E (S ), +E(Fy),, +E(5) .

s S, = %mﬂ{ﬁ,}f_iar%lmléf - %mif +%Jﬁf.

Quand il v a roulement sans glissement E. = x:’

: 1.2 1 _ma® fx 1_3m
Aussi € () = Smux, +§:{Tx(;l] = = X=X,
. 1 3m .2
* D¢ méme, %E[H'z]m = EHT L

1,2 2 1 | | 2
',G: S est en ranslation dans F donc 5.'!5 m = U = 0.
13_""’,':3_,_13_"’",':3
22 T2
Or .i'll X3 = x, et m< M; donc:

Donc #(5),, = 3 M3+

o ]
B (T}, = 3 Mx;

Pk | i

",¢,‘ Négliger m devant M revient & négliger I'énergie cindtique de 7, et ¥, devant cella de 5.

Puissances des actions mécaniques extéricures

» poids de F, : Eiﬂ'm{ﬂ} = mE-g{GI]M = mE - .i'l_: = —mg %, sind;

cpoids de #y: @ (P} = ~mg %, sing (par analogie} ;

. poids de 5 : @_(P.) = -Mg i sina  (par analogie) ;

*s0l sur Fyen l; : EPm{E:J = E: - ;{], € Fyliy = 0, car il ¥ a roulement sans glissement donc
D€ F )yg = 03

» sol sur F,en 1, : H"m(ﬂj = (0 (par analogie) ;

'I}: Pour la puissance des actions extérieures, la vitesse est calculde dans le référentiel S
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Puissances des actions intérieures ;

. = { — —- = : x
« action entre et S: P (T} = Tu_‘.-ﬁih..s =T, Bwu, =T = I"T]l;

—

‘I:;, Pour la puissance des actions intérieures, ¢ est-a-dire la puissance totale des actions de la haison, on prand an
compte le mouvement relatf de F, — 5

#couple moteur) = A5 = X)) iil_ﬁ I
On aurait duss pu Eerie

P COl e et ) I il

ITal LreRiTiTea T @i it

UTH |
: ' din 3 g digpait F

',G: La lipison pivet entra 5, et 3 ast sans frottament, dont ne dessipe pas de puissanca

—b
« action entre Fyet 5 P (pivot) = P (Fy) = 0.
Ainsi la TPC s’écrit :

41 ) - Y
.;T;[EM”‘) = —(Zm+ M)gx sina+ T p

:¢. Eneffet x, = x, = &,

De plus m =< M, donc on obuent :

1 - . I
Mx2x. 3 = - Mgz, sina + —E-“--
Comme x, = 0 n'est pas la solution gqui nous intéresse et comme ¥ = x., on obtient :
My=-Mgsino+ E-
',¢: Un retrouve le resultat de la quastion Bl dans Mhypathese m <=2 M.
15) Le nombre de Reynolds R, = % indique un écoulement turbulent quand R, = 10? {environ),
avec :

* ¢ la vitesse caractéristigue (ici celle du véhicule) (m -5 ;

* L. la longueur caractéristique (m) ; ici on peut prendre L= 1 m ;

» v la viscosité cinématique du fluide dans lequel le mouvement s’effectue (m? - 571, ici de "air avec
v=1,5x 107 m? s,

o vL . vl
Ainsi = — = 10?3, soit ———— = 10? pu encore v = 0,015 m-g!
R, L] ! 1,5 103

v =0,054 km - h-1.
Ainsi on peut considérer gue I"écoulement est toujours turbulent pour une voiture.

16) F = -A(#)"u.

On sait que, pour le frottemnent de I'air en régime turbulent, la force est proportionnelle au carré de
la vitesse ; ici, cela revient a prendre :

H Lhapitre B & Cuslgues probdémeas
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17) Comme la force de frottement cst appliguée en G, seule I'équation de la dvnamique (3.1) (TCM
projeté sur u_i} est modifiée :
Mx. = -Mgsine-F,_-F, -Lxl.

'I:,: On rajoute le nouvesy terme F LU

Par ailleurs, on suppose o = 0; donc on obtient :
Mi, = -F, -F,, —hi.

18) On adapte le résultat de la question 8) en rajoutant le terme o — li—: v et dans le cas ou @ = 0, on
obtient ;

Mx, = !-1£:, soit My = E—ltﬂ.
a a

19) L'équation précédente est bien connue (mouvement d*un projectile dans 1"air avec une force de
frottement proportionnelle 4@ ¢ ). Elle conduit 4 une vitesse limive lorsque "accélération s’annule ;
dans ce cas, |"équation précédente devient ;

I 2 . Ir
0= E—"""'”r:- s0it oy = fﬁ-

20) La relation v, = E permet de calculer A si on connait T, a et v, :

A=
auv,

'¢, IMestexprimé en M -m=kg-m* - s% genmet v, enm .5’

L]
" kg - me ]
& ast donc exprime en ——- 3 .
1T ) L S

= kg-m

AN.: L = —199 -=0,253 kg - m!
0 ax[@]
' 3,6
Comme A =05 C Ip, onen déduit :
r
Ej.' = —]-
L p-va
'_t;: Comme I"estenN-m=kg-m*-s . Eenm* penkg-m v, enm-5", at a enm, C, ast sans dimension

kg - m2 - 53 )
mixkg-mixmi-sTxm

AN. Onprend p = 1,3 kg m~? pour la masse volumique de 'air et 'on a :

C = 2x 150 =03,

* 16042
1,3x1,3 ”(3,6] w 0,3

21) L'équation de la question 18) s"écrit ;
de T r
M-a; = ;—}Lﬂz, avec v, = ‘J%'
On obuent :
dv

£ o afeloe?
Mdr Aoy — o),
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Certe équanon différentelle §"écrt

2 .
—_— = =di, soit - = dr.
viopt M 1_(1. T M
La solution de certe équation différentielle 5"écmt :

ﬂrgrh(%) = l!:* t+cte .

Ag=0, v = 0 donc cte = 0, done, pour passer de O i v, il faut un temps © qui vérifie :

-} h(2).
AR ile
100

+v=100 km - b, soit ve=g2 =278 m sl

¥

223 AN,

_ 160

o, 3:|§|.n=44’4m 51

Q00 27,8 ]
e —_— = 59 5,
done < 0,353 % 44,4 r’n.rg:m[;i.h1 ,500t T=59s
23) Expénmentalement, onatrouvé C =03 et 7 = 15,4 &,
Le C, est obtenu avec une trés bonne precision (1) ; en revanche on constate une grosse erreur sur la
valeur de 1: en effer le modéle ne prend pas compte de boite de vitesse, qui fait tres fortement
« augmenter » la valeur de I' (donc diminuer 1.
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Probléme 2 : Mouvements d’un cerceau

On se propose d'éudier quelques mouvements
d'un cerceau de masse m modélisé par un cercle de
centre C et de rayon R. Ces m_}w?nmls auront

licu dans le plan vertical (O ; ¢, j) le long d'un
plan incliné de longueur suffisante, faisant "angle
o avec I'honzontale. Le contact en 1 du cerceau et
du plan incliné est toujours supposé réalise, et il
st caractérisé par un coefficient de frottement de
glissement f (terme positf et constant). On posera

*

—_—
Ol = x1.

I
i ]

B

Drans tout le probléme on rasonne dans le réfé-
¥ * %

rentiel #; . Onnote (O ; i, 5, &) le repére li¢ a

3ty supposé galiléen, On désignera par :

] * ,
s ¢ = vi le vecteur vitesse de C ;

4

_:|.
* W = wk le vecteur de rotation du cerceau ;

- *
* 7 = 1 le vecteur de ghissement du cercean

par rapport au plan incliné ;

« Fy = Ti+Nj la réaction du plan incliné sur
le cerceau ;

* ] = mR?* le moment d'inertic du cerceau par
rapport a |'axe Ci:-

A 'instant origine (= 0}, I se rouve en O et les

conditions inidales imposées au Cerceau sont
Ruwy = oy = 0.

Données numérigues

=m = 300g;

« g = 10 m - s ? (accélération de la pesanteur) ;
«f=02;

*wy=2m-5;

*» Rw, = 7m 571

 sing = 0,1,

Uniguement pour les applications numeérnques,
on confondra cosa et 1.

Partie 1. Préliminaires
_}

1) Vérifier que la vitesse de glissement WV (vitesse
du point I du cerceau) a un instant quelcongue

&
est égale d (v+ Rm)r.
2) Exprimer I'énergie cinétique %, du cerceau a
un instant quelcongue en foncoon de m, o et R
3) Grace au théoréme du centre de masse et du
théoréme du moment cinétique et sans hypo-
thése particuliére sur les mouvements du cer-
ceau, trouver trois relations scalaires liant v et

R (avec les notations classiques v = %‘E et

m = %’}au}: données.

4) Ecrire le théoréme de ’énergie cinétique : en
déduire une relation homogéne 3 une pulssance
liant v et Rw aux données.

5) L’éguation obtenue au L4) est-elle indépen-
dante de celle obtenues au 1.3)

6) Calculer w,, sachant que :

J=75-10* kg m.

Partie II. Premiére phase

1) Calculer Vit = 0).

En déduire précisément les caracténstigques du
mouvement ultérieur du cerceau,

Exprimer T.

2% Trouver les lois d'évolution de », Rw et V oen
foncton du emps.

On pourra poser a = ( feoso — sindt)g.

Calculer numériquement a.

3) En déduire que ¢ s'annule pour un instant
t = r; adéterminer.

Qe valent alors Rwoet VW 7 (On les désignera res-
pectivement par Raw, et V,.}

4) Exprimer la distance x; parcourue par C pen-
dant cette premiére phase.

5) Application numérique : calculer T, (T, désigne
*

la réaction du plan incliné selon ¢ pour cette
phase 1), t;, Reo,, V, et x,.

Partie I[11. Deuxiéme phase

1) Décrire le type de mouvement pour ¢ = 1.

1) Quelles sont les lois d'évolution de v, Rw et
V en fonction du temps au cours de cette

deuxiéme phase ?
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Actions mécanigues appliguées au cerceau

-EquntioﬂduthéaﬂmeduneutudemlmeCM}:

- -+ — - » *
ma[Cl-;ﬂL =P+Fg=mg+Ti+Nj

s 3G, - (§70@m), - [$)], -1

',¢: i estconstant dans 9 .

L'équation vectorielle s'écnt donc :
) 3 & ¥
moi =mg+Ti+Nj. (1)
&
En projection sur ¢, (1) s"écrit:
L3 3 - - [ER
mui-f =(mg+Ti+Nj)-1,
- 5 + + + [ 8 + n
soll mor s mEg- i+ Li-i+Nj @ solt mo = migeos(g, i)+ T+0 = mgms[i-u]+T
muv = T+mgsina  (équation 1).

"
En projection sur j, (1) s"écrir :
i + * * . 4 @ o LA
mvi-jJ=(mg+Ti+Nj)l-j,e0itD=mg-j+Ti j+MNj-jJ,
*
soit 0 = mgcnst}._;':|+l}+ﬂ, soit 0 = mgcosim—a)+ N
0= —mgeose+ N (dguaton 2].

. Equntmu du théoréme du moment cinétique TMC(A) avec A, = (C, :}.

',t;i' On nous donne le moment d’inertie par rapport @ axe (C, k) done on choisit d'écrire I'equation du moment cing-
tiqua en C projetée sut k. c'est-a-dire du TMC[A_L
— + —F —

e [a‘.'_l]___éﬁg},il) =k Mo(P) + k- Mci(Fy) (2)

.'jL
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Partie I1
1) Vir=0) = {1 =0)+Rafr = 0) = v + Riyy, donc :
Vit=0)=2+7 =9m-s1,
Donc a ¢ = 0, il vy a glissement au niveau du point de contact : le cerceau roule en glissant.

Les lois de Coulomb indiquent donc ”?I = f”ﬁ" et '? s’oppose au glissement.

1 IT7l = flmil, soie 1 = £,
Or N = mgcos;

',t;)(.: Voir (dquation 2} question |. 3}

et V>0 donc T<0 (|T| ==T).

- * [
,G_ T soppose au glissement

On obtent donc :
=T = fmgcosat soit T = —fmgcosm.
2y Pour trouver les lois d'évolution de v et Bm en foncton du temps, il nous faur utiliser les équations
du TCM et du TMC.
* Pour v, (éguation 1) de la question 1. 3) donne :
my = T + mgsina,
qui devient & "aide de 'expression de T
My = = fmgcosot + mgsino
v = g(sing - fcosa) = —a.
Avec les valeurs numeériques ;
a = (feosa-sina)g = (0,2x1-0,1)x10 = 1 m s 1
On peut donc intégrer |"équation précédente :
vt} = —ar+ cte.
Orar=10, vit=0) = v, = cte, ainsi :
vit) = —at+vy.
* Pour w, (égquation 3) de la question 1. 3) donne :
mRiy = T = —-fmgcosa, soit R = —fgoosa.

'_¢: En valeur numérique -7 goosa 02 =10 =1 Ym-g-f cle

Soit en intégrant :

Rwir) = - fgcos{a)r + cte.
Ora ¢t = 0, Ro(r) = Ro, = cte; donc :
donc Rw(t) = —fgcos(a)t+ Ry,

Pour abtenir V, il suffit d"utiliser la relation :
Vo= v+ R

donc V(r) = —ar+ v, - fgcos{air + Roy , soir :
Vit) = =(a+fgcosa)t + v, + Ro, .

3) Comme o(tf) = —at+v;,avec vy = 2 m-s! et a = 1 m-s%, on sait qu'il existe un instant ¢,
ol v s"annule :

T,
(i) =0 = —ai, +v,, 501t ¢, = =L

i 5 1
m-% T

220 tS
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gsino

On obtient donc ; o(t") = 3

"+ o,

Comme Rw{t")+o{t’) =0, ona:
Ro(e’) = u‘!%'i‘:’aﬂ,.

En utilisant I'(équation 3) de la question L. 3) : T = mRw, on obtient :
T=m-v) = -m'%u, soit T = —m@czﬂ.

I;i On vérifie que T] -« fN : an affat:

=M = rrqs";ﬁ 0.2 10 %

fINY = fN = fmgeose = 02 =02 =10x1 = 04N,

Donc il y a bien roulement sans glissament.

3) Cette phase se termine lorsque la vitesse du cerceau s'annule ; en effet v, <0 et v(t") = 0

‘] BN

sino

vin=0= g +v;
m-s"
£
ol ; £ = 2v;
s ' gsina
i i
e

. * Cete expression est bien homogéna & un temps en s.
*Comme v, < 0, 1 =0 {ouf ).
O a toujours roulement sans ghssement donce ¢
Vi) = v )+Rw(t) = 0 donc Ray = 0.
4) Comme on a changeé d° nnmm: des temps, il ne faut pas oublier qu'a r" = 0, on est déja en x, donc ;

I -.I'

*3
x, = H"‘LI e ydr = Iz"‘j- [‘Emuf +u1]li-t 3+|:gsm':r +1:'1r"iu

. . 2 2 Z
. sin o singe | —2¥; 4" -2v s 2v
soit x, = :1+E—4— i/t bwat] = kgL | 2] +wyx 2) = xy b —2— - —%.,

4 sina sina gsinm  gsino
3 mi-q?
L L Fl LY
Ainsi : x| = x;- =
| | ¢ gsina
(21§ fui "'q.
o oEd

e Wy . o
I;;". Comme fr?il!'ln =0, on a bien x; < x,: normal puisgue | cerceau remontait encore

5) Applications mumérigues

- 2w, 2m(-1)
"h = e 10x00 - C®
2
# ﬂi [-1]2
! = =1,5-1 psm.
e S T TN Bt

ﬁ Comme x," =0, &lafin de la 3° phase, le cerceau n'est toujours pas reveny & 5a position de dépar
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Or:
. Wm{i?;} = 0 car il y a roulement sans glissement donc T ne travaille pas.

. Wm{l?; = mg (x; — x50

différence dalzirude de
T engre es  imspames
I"ﬂ'ﬂ;'-.r;
Ainsi Ey (e ) -E,(0) = mgsina(x] - x;)
soit en reprenant 'expression de x, de la question IV, 4) :
2

) )=-E,00) = mgainu::-c(x_ﬂz ]

s1n 0

Eplt] ) -€4(0) = —mmu],
On retrouve le résultat précédent, donc le TEC est bien venifie.

‘,G_‘ Duf !
1) La variation d'énergie cinétique entre ¢ = 0 et r = 1, (1™ et 2° phase) s'écrit :

B (ta)—€ (t=0) = %m[mm;}?+t=:]—%m[{ﬂ.mﬂ}1+ﬂ§| = mui-%m[{ﬂmﬂ}=+ﬂi].
Ruoyga - fgeosav,

a+ fgeoso

2
| - 3mi(Rey)? + o}]

AN. € (5,)-Er=0) = l},ix[—ljz—:—,ﬂ,lt'?huﬂ?]
) -E{t=0) = -7,85].
Appliquons le TEC au cercean € entre les instants ¢ = 0 et r = f,:

) - —
Ey(ty) - €, (t=0) = W_(P)+W_(Fg)

soit €y(t;) -Eo(t=0) = m[

‘ﬁ-’,ﬂﬂ_’"}} = mgx(x, - 0)sine

—_—
différence d'alrirade de
Cenrer=0err=r

ﬂ
Wl P) = mgx,sina.
AN, WM{E) =03x10%x1,5=x0,1 = 0,45].

',G_' Entre f=0et =&, le cerceau descend o globalement » puisque le poids est motewr (Wi Fy=0)
— L —»
*WeulFr) = [ @ on(Fpddr,
=

Or ?m{ﬁ} = T{v+ Rw) (voir question 1. 4).
Et pendant les phases 1 et 2, ona
T = -fmgeoosa; ©v=-ar+v,; Rwo=-fgcosar+ Rm,.

Donc ?m{ﬁ:‘} = —fm geosdl(- at + vy - fgeoscit + Rmy,).

Donc Wmtﬂ} = j :fmrmu[{a+fgmﬂlr—{t.ln+RmD]_'|d:

? i3
= fmgcos ur.[[a + fpcosa)5 — (v, + Rmn}lr]
@
——t .t:
W . Fgl = fmgmu[{n +ffnuu}i - (o, + Rmﬁ}t:]

225
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AN, W _ (Fugl=02x03x10x1{1+02x10x I]x%—[2+ T)=3| = =§,10].
4 —
Le TEC donne donc @ &,(r;) =€, (1 =0) = W_(P)+ W _ (Fy) = 0,45-58,1
On retrouve le résultat précédent donc le TEC est bien vérifie.

t;}_ Ciut |
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Solution du probleme 3

1) On cherche i écrire I'équation vectorielle du théoréme du centre de masse (T'CM) appliquée a la
tartine 7.

"] ap . i - - o 5
.‘¢- L'équation vectorielle du thépréme du centre de messe donnera deux equations scalames (apras projaciion

dans (r. 81

NA

P'=mg

¥ @ 8

.

Systéme étudié : la tartine .
Référentiel galiléen : le référentiel 2R,
Actions mécaniques extérieures appliquées au systéme

_}
spoids: P = m}' = mg‘g appligué au centre de gravité de la tartine : le point G.
= -
* la réaction de latable : R = T;+HH appliquée en O,

',t}: r &t @ jouenticile rile de e, et e,'l_ habituellament définis dans cet ouvrage.

« Equation du théoréme du centre de masse :

- =+ = -+ * =y
ma(lGlg=P+R =mgz+Tr+N8 (1)
do (G
[ { }g]
* 3 . @
et 2(Gly = (HEEJG] - [iwr}] - E[Er] - 568
N
donc E;I[GII.-;L = %IEEE} = Ed [HB} E[EIEI + E(—Br}] = EEEII 56°F,
£‘\ il::lrr.l B 8, ... avec la définitionde @ ... etle sensde y ...
En effet, appelons 4t" le repére mobile dont deux vecteurs de base sont fatd et appliquons la formule de Varignon ;
[ dr Fdr : -
Iu:lr.~ Ld!].ﬂ:'iu' bl
bei |Id— = 0 car - estfixe dans R’
didra '
Far aillaurs Lt o = l-l-g.-" car ¥ oriente les angles positits dans le sens trigonométrique et & est onenté posi-

tivemient dans dm aiquillas d"ume montre (la sens inverse).
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. .1_1.;[1_1}} = E car cette action s'applique en O'!
L'équation du théoréme du moment cinérique devienn :
d%!]gy{-ﬂ 1 = —mgdcosd + 0 soit - m[g + E*]ﬁ = —mgbcosh,
{m- ¢ (M)

2 PR
ou encore {%+ﬁ‘}ﬂ = gbcosh (équation 3)

'I;.' = Comme 3t & sontenm, genm- s 2 et @ enrad-s 2 cette expression est homogéne & des m® 57

i ) ) . .
* Quand 0= B = 2 cosd =0 donc B = 0 le moment du posds entraine une accelération de rotation pasitive.

On utilise (équation 3) qu’on cherche  intégrer. Pour cela, on la multiplie par 8 .

"\ On pense & l'intégration de cette équatien car, dans le résultat de ['énoncé, il n"apparait plus @ Gy mais seule-
ment 8 = .

at :
[3+ﬁ=]ea = glicosb.
Soit en intégrant :
4 o2
a EB_= ;
(3+E)2 gosind + csre.
Ordar=0,0=0e 8 =0 done cte = 0.

z
Ainsi - [f+ﬁ=)a— = gBsin® soit B° = —fﬂ-a—sina.

3 2 d
e
]
ﬁ_
Soit ! = Eizu'.nﬂ, ctenfin w?=%_2¢ - sinf,
ﬂa+£ al+£
a e

1:|n1.1i:rn.:\vl:rrvl:,1:11ut]'].1'1ﬂ':|.11tT}="—ﬁ:t

1 'EJE— = 2 .
wt ais 3“lﬂl.ﬂulﬂ wy, sin @,
3) Pour cela, on applique le TEC car on cherche une relation déja intégrée.
» Meéme systeme, meéme reférentel galiléen, mémes actions mécaniques.
+ Instant inival : ¢ = 0.

+ Instant final : 1.
Le TEC sécrit :
s €TV =€ (T) = Wy
Avec :
‘E-,:I{E'}l = %J.;,_véz car I'axe (Qy) est fixe dans &,
- L[, 5)e?
- 2m(~3--+5 ]9 .

'.G: On peut retrouver 'expression de I'énergie cinétique & "side du 2° théoréme de Kmenig ;
: 1 5 1 2 1 o2
Ed)=E(T)+ E—||'r.".-'lr_'-|'l, = zdp B+ ﬁ.'m:-Hn ivoar question 1)

]

Eneffet ¢iB)s = 566
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. . Tma -z 1 .
Aingi T AT) = 53— +2m-:*:|:| soit E () =

&1 'i-r'-'
373 o

m|§

Padi] i

* € (T) =0, car B(r=0) = 0,
* Travail des actions mécaniques :

Wm(l-{} = 0 (car le point d'application O de E est fixe (dans #)).

W (P) = mg(0-(~5sin@)) = m g5sind

diffivence d'altsude enire I
2 mmtanes (i = Gew

"tj: Référence des aktitudes ; au niveay du point 0
Ainsi le TEC s'écrit :
1

2 :
Em{% + Eﬂ]a‘ —0 = mgbsin®d

qui est bien 1"équation trouvée en 2).

4) Lorsque la tartine {J) quirtte la table, elle reste soumise uniquement d son propre poids.
Pour trouver la loi d"évolution ultérieure de @, on applique le théoréme du moment cinétique en G.
* Systéme : tartine.

* Référentiel galiléen : 5.

* Actions mécaniques extérieures appliguées : P' poids en G.

Actions mécanigues appliguées A la tarting 7
aprés ba dacollage

Le théoréme du moment cinétique s”écrit donc :
d
FIEL“—"' 1[2]’} @) = ¥ -“GIIP}'I

avec :
15},[5-),1 - Iu.}-'[ H} - —TB’
. ..HG{P} = EI' car le poids s'appligue en G.
d

mﬁ_?_ﬂa}=umé=m

0rir=ﬂ,ﬂ=icté=mﬂ;dmc B = my et B(r) = wyt+ cte,

Commear=10, 8 = g, il vient :
x
8t = Wyt + 5

ﬁ Chagsitre 5 : Coelgues problivmes



'i E' L'enoncé nous dit gue la tartine guitte la table quand & = g ; &n fait, 51 on uhlise (Bquation 2) ; en remplagant 8
par 500 expression |équation 3, on ohtient ;
T Q_IE'_E_I:_I_EH = mgeost + M
2 45l
3 i
. (8. & _5
Soit N = mg = — 1 |cos@ = myg + cosfl = 131"5-" fmgcost
7 + i 7 + i I + T
Ainsi N[H' = g] = 0 donc [a réaction s"annule bien pour & = %

Far contre "étude a abé faite dans I'hypathasze ou il n'y avait pas de ghssement en [
p= 0

il
Or 5i N devient trés faible, cethe condition ne sara plus réalisée dong il y aura en réalitd ghssement de |a tarting

gvant la position 8 = JEI

5) Pour que la tartine ne retombe pas du cdté du beurre, il faur au moins qu’elle retombe sur la ran-
che, soit :

in

3] !.|.n: = =

i = 3

2

&) Pour obtenir le temps de chute, il faut appliquer le théoréme du centre de masse (: > 0) en pro-
jection sur z:

™ |
E
G
E=r]
Il
30 =
el g
,_T

.
h —— |
I!'_—J'rJ|r

R, o s
Fig. 3 - u Chute litre = de I tartine
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* Systéme étudié ; tartine &

* Référentiel galiléen : Ot . .
* Actions mécaniques extérieures : poids P = myg.
Le théoréme du centre de masse s"écrit

- = *»
malGle =P =mg = m_g;.
. —_— = =5 “h o o
Sionpose OG = xx +22, onaalors a({G)y = xx+22;
I"équation s"écrit donc :
v T +
mM{XX 4+zz)=mg=z.
En projection sur E, on obtent :
I . - 3 & ) . N .-
mixx+zz)-2 =mgz-2, S0il mz = mg, soit =z = g.
S04 en intégrant :

z(r) = gr+cie
Ora t=0, =z =0 donc cte=0 etenintégrant encore une fois :

zi:]=g£+c‘te,
2
Ord t=0, z=a donc e = a, ans:
£

Ei(L) = EE +a.

',Z:J: Il s"agnt d'une chute bra.

z
Par ailleurs, a4 ¢ = 1, =2(1) = h-a, donc h-a = g%+ a, et par conségquent :

{m}
; . fzh;zﬂ—[m]
L] A
{m -7}
',v: La posttipn initigle {t = 0; 7 = 8 et @ ; ¢'est-a-dire "exardming de la tartine en 0] introduite dans Fénoncé ne

paut dire anvisagée sans glissament au nveau du paint 0,
Ii [Ceci contredit 'hypothése de pivetement sans glissement introduite au début de I'énoncel

AN 1= Ix%hﬂ,iﬁu.

Ily a trés peu de chance de la rattraper !
T) Pour que la tartine puisse atterrir cdté pain, il faut que :

In : n._ 3x : IIEHI— 2a)
[ | —_— — p—
Bir=1)= 3 S0ML 'l'.'ll.ut+233' 2 SOIL @y X | ————— 3= T,

soit en introduisant I'expression de @y, de la question 2) :
g 6m JEU':— 2a) .
: £

El+3r|
qui s"écrit {puisque 1 <= 1) et en élevant au carré ;
gon 2(h-2a) _ _, : mia r? _
a1 AL o T Bl *
12[--2]
a
Ainsi NENpy = & = La
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AN, My = ————— = 0,063,

12[2 . 3]
5
Or, comme 1= 0,02 < 1, = 0,063, donc la tartine ne retombera pas du cité pain.

8) 51 on suppose a et b fixés,

|I§i'~hrs

* Wy Mars) = ——uwy(Terre), donc @y{Mars) < @, Terre};
'I'|g'rrrrr
« 7( Mars) = FT“" ti Terre), donc T(Mars) = 1( Terre);
Y EMars

en revanche n_ ;. reste inchangé.

Ainsi sur Mars, 1a wartine tournera moins vite, tombera plus longtemps mais ne retombera pas non
plus cité pain !

9} Imaginons un humanoide tombant par terre, en rotation autour
d'un axe fixe (passant par ses pieds) ;

Unulizons la conservation de I"énergie mécanique [ TEM) :

« Systéme : humanoide ¥

» Référentiel galiléen : la planéic.

« Actions mécaniques

- réaction du sol en O (liaison pivor sans frottement)
L] 3 —

poids: P = m_E = —HgT.
» Instant indtial : r= 0 (B=0);

LF I

= Instant fnal ; ¢ (EI: g}

E(#) = EAH)+E (K = cte caril n'y a pas d’effers dissipatifs

= %]c_ﬁj + Mgz, = Ce
= i}+mgg (t=0quand 8 = 0

= é]q 8 (sol)+0 (c'est-a-dire quand @ =

(RN
et

Donc on en déduit gque :
mgh = I8 (sol) !
L’énoncé suggére que 87 (s0l) = cte pour tous les humanoides (associée i la limite de résistance de
la boite crinienne), on en déduit que :
mgh = cte  donC Py Prere = Evtar P atars?
ot Apg.. = EToawe ), =28, 1,8 = 4,8 m.
EMars

[

i

[erre 3:? |

en prenant une taille humaine de 1,8 m. |
I

Par ailleurs, on a vu dans la question précédente que méme sur Mars, la tartine avait toutes les chan-
ces de retomber du cdie beurre !

10} La remarque de I'énoncé a déjad e évoquee lors des questions 4) et 6) ; en effet la rotation jusqu’a
4
b= -

2

* Au moment du décollement, le point G aura donc déji (du fait du glissement) une vitesse |
verticale —+ le temps de chute va done s'en trouver diminué (trés légérement).

» Par ailleurs, pendant la phase de glissement, de énergie va étre dissipée donc 8t =0) = @, va
également s'en trouver diminuée, |
= Ainsd la vitesse de rotation va diminuer ainsi que |2 temps de chute done la probabilité de voir |

atterrir la tartine « du bon cité » va encore diminuer,

n¢ pourra avoir bew sans ghssement,
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Probléme 4 : Entrainement d’une charge mécanique
par un moteur

Ce probléme a pour objectf I'étude de "entrai-
nement d'une charge mécanique par un Moteur
électrique. On appelle communément « charge
mécanique » toute machine opposant un couple
résistant au moteur devant 'entrainer.

Adaptation du moteur a sa charge mécanique

On s'intéresse ici aux mouvements ou 'ensem-
ble {moteur + charge! doit aller le plus vite
possible d'une position d*équilibre 4 une autre,
On peut considerer que, dans ces conditions, le
couple résistant est nul. Les axes de rotation du
moteur et de la charge sont confondus.

Soient ], et ], les moments d'inertie respectifs
par rapport a "axe commun de rotation de la
partie mobile du moteur et de la machine entrai-
née, Iy, le couple mécrique, supposé constant
et indépendant de la charge, développé par le
moteur et 8 1'angle commun de rotation des par-
tics mobiles, mesuré par rapport & un axe
polaire. On définit les vitesses de montée en
puissance par :

P = dﬂt (puissance mécanique fournie par
le moteur)
p. = dir (puissance mécanigque regue par
la charge).
1) Le moteur tourne seul. Montrer que :

_od Ty
Pm = Tug = T

2) On accouple directement le moteur 3 la charge,
I'ensemble toumant 4 la vitesse angulaire o,

Montrer gque :
-'I.:l-.z—ﬂ.- = FM et or= & = L.
did ~ Jn+]. Pm  (In+IP
3) Pour quelle valeur de ], le rendement r est-il
maximal ? Quelle est alors sa valeur ?
En udlisation industrielle, ], est fixé et I"on cher-
che a accélérer la charge le plus rapidement pos-
sible. L'introduction d’un réducteur mécanique
entre le moteur et sa charge permet d’atteindre
ce but, Ce réducteur est constitué de deux roues
dentées, de rayons respectifs R, et R;, de vitesses
angulaires respectives
8, . _de
dr 27 dr
et s'engrenant 'une dans I'autre.
La rowe 1 est sur "arbre du moteur, la roue 2 sur
celui de la machine (figure ci-dessous).

i, =

On poseé a = » a1,

—
R,
4) Déterminer la relation entre m,, @, ¢t a. En
négligeant le moment d'inertie des roues,
déduire des équations générales de la dynamique
du solide la relaton :

da, [

de?  JL+al,
5) Déterminer 'expression du rendement r, tel
qu'il est défini en 2), en présence du réducteur.
6) Le moment d'inertie de la charge ], est supe-
rieur au moment d’inertie |, du moteur.
Déterminer le domaine de valeurs de a vel que le
rendement et l'accélération angulaire de la
charge solent tous les deux améliorés par I'intro-
duction du réducteur.

Muoteur, réducieur et charge.

Indications
1) On conserve la valeur de p,, de la question 1) = moteur a vide.
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Solution du probléme 4

L 1) Soit #_, la puissance fournie par le moteur :

P = T (=P Ty,
donc p, = ®_ =TI,68
Il reste & déterminer O : quand le moteur tourne & vide, il est constitué d’un solide (¥ (inertie J_)
soumis 4 un couple 'y ; appliquons le théoréme du moment cinétique projeré sur I'axe de rotation
(0, e,): TMC(A = (0, 2.)).
Systéme étudié : la partie tournante du moteur : i,

Référentiel galiléen : terrestre Solide ¥,

Actions mécaniques extérieures Inertic |,

* un couple moteur [y, ; r 1

* une liaison pivot d'axe (O, E:_} sans frotiement ; - 0

L'équation du théoréme du moment cinétigue s'écrit : —+—‘—'—< o >
d . . £,
E[Lu.-i?d] = Iy + 0, soit diﬂmﬂ‘l =Ty 7l7

) Moteur i vide
Ju® = Ty
Ainsi : p,,-ru-ﬁ=ﬁ‘~
Jou

2) Si on accouple directement le moteur (J,,) 4 la charge (].), I'ensemble tournant 4 la méme vitesse,
on peut par analogie avec la question en déduire que :

. " Ihl
{.Tm+]f_':’ﬂ = 1-” n Lo lm""']‘-
Moaoteur Charge
O {J.)

' + i | )
| = m
pecouplement 7IF h e
Charge directement accouplée

:c‘. On étudie alors un solide en rotation autour d'un axe fixe dinertie J_ + J. (2 solides accouplés qui tournent 4 la
miime witesse).

. I
* Par ailleurs, on a toujours : p_ = P = ]—”
el
+» 51 on appelle 2 _ la puissance regue par la charge :
P = Fc'lél = @ _,([.) avec I',_: le couple appliqué par le moteur sur la charge.

51 on appligue I'équation du moment cinétigue uniquement & la charge, on en déduirt (par analogie
avec 1)) que :

r&l _ J:
S Sl s ek

J.B =T doncl, =]

hl
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I

Done 5",:=Ln—+LFMEI, d'ot :
: o I
P = ?’c = Jm*JchH = f.'l..+IJ’ M-
On en déduit que :
I.
pobe _Unt I M el
Pm s, T +1:)?
Ta

'E: Le résultat donne dans Ménoncé supposait gue 'on prenne pour g la pussance de montee § wde calculee dans

1), c@ qin n'était pas précisd |
3) On cherche la valeur de ], qui rend r maximal, c'est-a-dire :

dr _ _ Jm]t ,
m =0 avec r = f—lm+.T¢]'1

- TN vl - iy’
1 "'_l L-'-'

dr _ (Jat)P=].=Julex2(J+])
dl ., (T + 1

soit en divisant par (J, + J.)].:

Daonc

Uy +J.) = 2], = 0 s0it Ju = J. ce qui donne v = }‘

R
4) Pour obtenir la relation entre @,, @, et a = lTI:- il faut utiliser le roulement
2
*
point de contact I : 3{1 = ,‘.i",,.‘JI.I,=F2 = (.

=« Comme le mouvement relatif de I, par rapport & &,
est difficile 2 imaginer, on va introduire un repére
intermeédiaire : le sol ().

Ainsi v(le#)), = v(le ), -vile F3),.

« Pour déterminer ¢ (I #,),,, on va « passer» par
un point naturellement élément de I, et dont le mou-
vement dans 5t est simple : O, ; la F.F.C.5. s"écnit :
¥ e -
t-'I:IE Fl}f.\,l.l‘ = tl{Dl.}u'!:ﬂ +ﬁ.'f||'+ﬁ‘ F'\.G[I
= & i

I I $

avec
»
. ;{D,},a = [ car O est fixe dans H.
—* =
* by o= e,

—
» 0,1 = -R;z,.

] * - b
Done wvile ¥ ), = 0+me A(-Rje)

=
- Ry, noe

= _mlR]{_;:J = WLRJE:'

ot

1
w0

Chapitre 5 ; Cualgues problémes

= () soit I::Im+JE}?J‘_-—IEJ;K2(IE1+I¢}'= D"

sans glissement au
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* Par analogie, on calcule 3[1 € F3)y al'aidede la FF.CS:
= = .
B(le Fy)q = DM0;)5 + 8y a7 O,

avec
L) ;{ﬂz}_.g = ﬂ,,
—* -

:tj.. Attention au sens de wy (défini dans Ménonce] par rapportd ¢

_.. _}
* 0,0 = Rye,
+ * — — - = —3 =
donc vile )5 = 0+{-0,e,)aRye, = -Rytye, n e, = -Romy(-e,) = Rymge,.
+ Ainsi la vitesse de glissement s'écrit ;

3[IE #] },-H] = g{IE 3}1 }.._“ —3[IE 32:'.._,“ - (le] _REME}E: &S 'Er

R .
= —]r.ul = aty, , d'ou :

DEIII: lel_Rzmz = ﬂ W‘it Ulll R
2

W, = aw,;.
'_G.' Avec les sens définis par 'énoncé, 5w, = 0 alors w, > 0 (Ok]
Pour déterminer le résultat indiqué dans ["énoncé, on va utihiser deux fois le théoréme du moment
cinétique :
- une fois appliqué a la partie tournante du moteur + Roue 1 ;
- une fois appliqué 4 la charge + Roue 2.

« B = m

Systéme étudié : partic tournante du Moteur + Roue 1 {Moment d'inertie ; [,).
Réféerentiel galiléen : le sol.
Actions mécanigues extérieures

* le couple moteur FME: 5
_}

* la réaction de la roue 2surlaroue 1 : T = TE_: H
* liaison pivor sans frottement.
L'éguation du théoréme du moment cinétique par rapport & 'axe {l:l]a?:} S"ECril &

— — —i
i(l.gl;{?]}] = :;-:l-l._-,l (couple moteur) + e, - My, (réaction dela roue 2) + ";:"'“'3'1 (liaison pivot)
avec :

*Lg (%) = Ju- 81 ;

= —
¥ =“"--n, (couple Moteur) = Ty, ;

— —_ =
« Mg, (réaction delaroue2) = 0,1~ T = -R,e, aTe, = -R,Te, n e, = -R, Te, .




Ainsi |'"équation du théoréme du moment cinétique §'écrit :
J 61 = Fy-R,T+0 (équation 1)

= ® . . - I -
'¢. Comme la igison pivol 25t sans frotiement, o R L L T pivotl = 0.

On va maintenant écrire la 2° équation du théoréme du moment cinétique :

Inmie}j I, E
Cové charge

Systéme étudié : charge + Roue 2 (Moment dinertie : J.).
Référentiel galiléen : le sol.

Actions mécaniques extérieures

* la réaction de la roue 1 sur la roue 2 : —T - —Tej, -

* ligison pivot sans frottement.

L'équation du théoréme du moment cinétique s*écrit :

ar

Lo = ¢ Mg, (réaction roue 1) + ¢, - Mo, (liaison pivot)

avec |

*Lig 2(F2) = Jet- B2)

‘I.i].ii' Attention au signe

ﬁ
= Mg, (réacrion roue 1)

_]¢ lﬁz .

01 (-T) = Ryé\ A (-TE)
R;Te,ne, = -R;Te,.
Ainsi I"équation du théoréme du moment cinétique s'écrit

~].8: = -R,T+0 (équation 2)

',t:;: Comma la liaison pivot est sans frottement, ¢ - 4, ({liaison pivot) = 0

En utilisant {équation 1) et en reportant I'expression de T trouvée dans (équation 2), on obtient :

1.8, .
R,

Jmbi = Ty - Ry %

Par ailleurs, on a démontré ci-avant que :

éz = uéhdﬂm‘. ﬁz = aﬁ..

R,
L'équation précédente devient donc (avec a = R_
2

I8y = Ty —al (ay) soit (J_+a2] )8 = Ty.
I'm
Jm+a?),
5) La puissance mécamque regue par la charge s"écrit :
F.= [ %(-8) = -R,Tx(-8,) = R,Tx 8,.

SOIE O CNCOTe © B

e 24D — S _ . S S |
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= - T — - n
,v_ En eftet, I, =-R, T estle couple regu par la charge

Or R,T = J_8, (voir équation 2) et B, = ab, avec 6, =

Donc ®_ = J . xax xal;

I
T + 2],
J.a?
It a®],
Iral 2
(J+a] 2 ™
2

r
On a towjours p,, = ]—M (définie pour le moteur & vide).

Le rendement ¢ = P s"écnt donc (en présence d'un réducteur) :

Ve
U+ a'J)?

I:ﬂ'a I_ FM .
Jo+a?], M, +a?],

dmcpn:=?|:= rM-Ei] Eﬂ!i.tﬁ,:.=

ainsi p, =

6) En |'absence de réducteur, on a :

En présence d*un réducteur, on a :

A, T Tarall, Ty Tneal,

S P 1  af]. +
L'accélération est améliorée si —= > 1 c'est-d~dire si i :IE}
oy Jn +a],

ﬂ[’}—m-i-l]
I¢—} 1. On a par ailleurs (énonce)
= +a?

I

>

Erudions la fonction a — fia) = ‘-1--!5‘—*’--5[-;+ avec o = I—"“-c: 1.
o+ a

I.

' E'FIJ..PJ E ¥
',G: Pour le rendement ; i el foia
r (d+ add_)*

Lensl 51 8 -1.;1"3':— -1 et —2=1.

«fl0) =10
= hm fla) =0

a8 —f T

S
Jo + 2%,

1, sodr:

]—mf-l'l..

Je

{voir 4).

ExErcites



df _ (4 a?)o+l)—ala+1)=2a

*fila) = £ v aT)
o+ 1 o+ 1
= rat e 2 = G
Le tableau de vaniation de f{a) est donc:
a 0 Jo 420
f(a) + g -

Par ailleurs, on s'intéresse aux valeurs de a telles que ;

— 1 clestoiodipe SLEH1Y
fla) = 1 c'est-d-dire e 1,

soit ale+ 1) = a+a? soit @®=(a@+1)a+a = 0, ce qui constitue une équation du 2™ degré.
A= fa+l)P-4(1)a) = (e-1) = (1-ot).

+{am+ 1= 01 -a)?
2

les solutions sosr :

w4+l =(1-0) .

- - 5 63
ou 4 = o+ 1)+ (1 -o)? o l+il-o) _ i
= s = ) = 1.

',v: (1=t | s ] T—eara-<1donc 1 -a =10

La courbe représentative de fla) est done :

fla) t

Allure de a == flal

On cherche a tel que f(a) > 1, donc il faut prendre a tel que ae Jo; 1[, soit:

ae ]'}2, l[.

L . J
"¢: U'amélioration est maximale pour 8 = Jo = J_ﬂ
Ve
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CHAPITRE

Rappels
indispensables
de mécanique
de 1"° année

Introduction

Le cours de mecanique de deuxiéme année ne reprend pas 'ensemble des notdons
étudiées en premiére année ; certaines notions, non revues en deuxiéme année, doivent
pourtant étre maitrisées pour les concours,

Ce dernier chapitre rappelle donc ces éléments qu'il est indispensable de réviser.

Attention, il ne constitue en aucun cas un résumé exhaustf du cours de mécanique de
premiére annee traité dans les ouvrages PCSI et MPSI...
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A. Oscillations - Equilibre - Stabilité

A.1l. L’indispensable

A.1.1 - Oscillations libres
» Dscillateur harmonigque non amorti
Un oscillateur harmonique d un degré de liberté x est un systéme physique
vérifiant I"équation différentielle :
x+ mﬁx =0 wy, pulsation propre de I"oscillateur (rad - s7')

x &5t un paramérre décrivant la positon de Ioscillateur.

L'oscillation d'un oscillateur harmonique est purement sinusoidale. La
périnde des oscillations est :

T n T, péniode (s)
=
" w, wy, pulsation propre (rad - s™')

L'énergie potentielle d’un oscillateur harmonique est parabolique :

"-ﬁpl:x} = %kxj + Cte.

* Dscillateur harmonique amortl par frottement fuide
Son édquation difffrentielle est
wy, pulsation propre (rad - s7')
%+ 230, % + 0y x = 0 = coefficient d’amortissement
(sans unité)
iy, pulsation propre (rad - s71)
ou % ,..%_;: ragx = 0 Q facteur de qualité
Q (sans unité) (Q = - ).
2z
5i
Q= % (z =< 1), alors le régime est pseudo-périodique (présence d’oscilla-
tons amorties) de pseudo-période :
2% )
g 1= .. ’
I}ﬂJI 4{11
Q représente 'ordre de grandeur du nombre d'oscillations wisibles
(=})

T, =

Remarque : le regime pseudo-périodique est caractérise par le décrément
logarithmique, égal au logarithme népérien du rapport de deux amplitudes
successives de la réponse :

3 = n( )

x(t+T,)
Q< % [z > 1), alors le régime est apériodique (pas d’oscillation) ;
Q= % {z=1), alors le régime est critique (pas d’oscillation).

Le régime critique correspond 3 la stabilisation, 8 x = 0, la plus rapide des
rois régimes.

4ﬁ:".ﬂ: tie B Rapgals indigpansables de mdcanigua de 1™ annédse
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A.2. Principales méthodes

A.2.1 - Comment résoudre 1'équation différentielle
d’un oscillateur harmonigue (amorti ou non) ?

On s"intéresse & un systéme physique en régime libre dont on a obtenu I'égua-
tion différentielle sans second membre. A ¢ = 0, il est liché, écarté de za
position de repos avec une vitesse initiale,

On cherche I'évolution temporelle du systéme physique.

=+ Méthode 1

W — W —— L]
@ Merre I'équation différentielle sous forme canonigue (normalisée) :

'H]{l_ 3
r+—=x+w, =10
Q

en identifiant la pulsation propre o, et le facteur de qualité Q (x est
I'écart a la position d'équilibre).

Ce™ (T et r complexes)
Wy F
re—r+ = 0.
Q Wy

& La résoudre (solutions ry et £ ).

© Ecrire la solution de I'éguation différentielle en faisant apparaitre

| o
|
|
1
]
[
|
: @ Obterur "equation caractéristique en injectant une soluton du type
[
[ ]
i
|
|
|
: deux constantes A et B,

|

@ Déterminer A et B 4 1"aide des conditions initiales.

A.2.2 - Comment déterminer ’expression et le signe
d’une force de rappel ?

Une masse ponctuelle s est accrochée i un ressort de raideur & et de longueur
a vide £,.

On veut déterminer I'expression de la force exercée par ce ressort.

=+ Méthode 2

i Parameétrer la (les) position(s) du {des) points) du syvsréme.
@ Ecrire chaque force de rappel lastique sous la forme :

-
F=+k({-€,)e,,
avec & la raideur du ressort, £ la longueur du ressort et € la longueur
a vide du ressort.
Se placer dans un cas particulier, par exemple € > £, et regarder si la
=¥

force F est dirigée selon +£: ol —u: (pour le systéme émdié) ; en
déduire I"expression de chagque force.
Remarque : on obtient de la méme maniére le signe de la force de
rappel exercée par |"amortisseur :

— —

F =%Axe, .
On suppose que x est >0 (ou < 0) et on dérermine, pour le sys-
téme émudié, si la force de rappel (de frottement) est dirigée selon

I
I
|
I
|
I
I
I
I
I
I
I
]
I
]
|
]
]
I
]
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A.2.3 - Comment étudier les positions d’équilibre d’un
systéme conservatif 4 I'aide de la fonction énergie
potentielle ?

Soit un point matériel M de masse m soumis uniquement i des forces conser-
vatives (ou ne travaillant pas) dans le réferentiel galileen 5t . Le mouvement
est décrit @ I'aide d’un unique paramétre. On souhaite étudier les positions
d'equilibre du systéme,

= Methode 3
P e R e R R S RS R e s e s 5
I @ 51 l'expression de I"énergie potentielle n'est pas donnée, faire le bilan
' des forces appliquées au systéme émudié (point matériel M).

@ Déterminer les énergies potentielles de toutes les forces travaillant
lors du mouvement et en déduire I"expression de la fonction énergie
potentielle.

& Deéterminer les minima de la fonction énergie potenticlle (position
d’équilibre stable).

':¢v.' On peut aussi daterminer les positions d' @quilibre a laide du PFS

e - - - - -

A.2.4 - Comment écrire I’équation différentielle des
mouvements de faible amplitude autour d’'une
position d’équilibre (stable) ?

Soit M un point matérie]l de masse m soumis & des forces conservatives, en

mouvement & un degré de liberté dans un referentie] galileen ;. Ce mouve-

ment se fait autour d'une position d'eguilibre stable avec de faibles amplitu-

des. On cherche d dérerminer 1"équaton différentielle de ce mouvement a

partir de la fonction énergic potentielle.

N
I @ Effectuer un développement limité a I'ordre 2 de la fonction énergie |
: potentielle.

1 @ Ecrire le TEM (conservation de I"énergie mécanique).
: & Dériver "expression précédente par rapport au 1emps.
i

I

|

-¢: Giéndralement, on utilise cetie technique autour d'une position 4 éguilibre sta-
hle, mars an peut aussi uthser autour d'wne possbion d'aquilibra stabla.

A.2.5 - Comment déterminer la réponse d'un oscillateur
harmonique & une excitation sinusoidale ?
On considére un systéme physique régi par une équation differentielle :
. Fy

x+ﬂi' @iy = ;CBEI_LIJI+ w.

Q

On cherche la réponse forcée du systéme, ¢'est-a-dire la solution particuliére
de 'équaton différentelle du sysréme.




l On utilise la méthode complexe :

: © On cherche une solution sinuscidale, de méme pulsaton © que

I'excitation ;onpose: x = X_el* avec X _ = X e!? et F = F el
avec F, = Fyelv,

En remarquant, qu'avec I"écriture complexe, dériver par rapport au

temps revient 2 multiplier par jo, écrire I'équation complexe reliant

les amplitudes complexes ]j.m et F ..

i @ En déduire X puis X, = [X | et @ = Arg(X_).

: @ Ecrire la solution : x(f) = X_ cos{w@s+§).

b e e e e s e s s e s s e s e e -

A.2.6 - Comment réduire le probléme a deux corps ?

Soit deux masses liées par un ressort de raideur k et longueur a vide £; (ou en
interaction gravitationnelle).

O cherche a etudier le mouvement de chacune des deux masses.

- -
b oom o= on o me s o o e = oms m=om odll

'll Erude du mouvement du centre de masse G : appliquer le TCM dans
un référentiel galiléen ﬁl puis 4 I"aide des conditons initiales, déter-
miner le mouvement de G.

@ Deéfinir le mobile réduit 4 partir des relations obtenues en appliquant
le PFD (principe fondamental de la dynamique) i chague point maté-
riel dans le reférentiel &g

® Reésoudre I"équation différentielle vénfiée par le vecteur position r du
mobile réduit dans le référentiel barvcentrique " du systéme.

@ En déduire les mouvements des deux corps dans le référentiel bary-
Centrigquee.

Vibrations de molécules
Le probléme est consacré a I'étude des vibrations rectilignes, foreées par un rayonnement infrarouge,
de molécules de CO ; on s'intéresse en particulier & la valeur des fréquences de vibraton et i leurs
modifications causées par différents effets. On étudie les vibrations de la molécule isolée.
Dommées numiérigues
+ Constante d’Avogadro : N, = 6,02 - 10°" mol ™.,
« Masse molaire du carbone : 12 g mol™,
» Masse molaire de 'oxvgéne @ 16 g - mol ™.
Une molécule de CO dont le centre de masse est immobile, est modélisée par deux masses poncruel-
les, m; pour I'atome de carbone et m, pour "atome d’oxygéne. On ne considérera dans tout le pro-
bléme que les déplacements rectilignes des atomes le long de 'axe x"x de la molécule 4 1"équilibre et
on négligera la gravitation.
1) Lomsqu'ils sont dans un état lié, I'énergie potentielle d'interaction des deux atomes est bien représen-
tée par "équation empinigue, dite de Morse ;

V(r) = Vo[l -e P,
ou r est la distance des noyaux des deux atomes et Vi, B et ry sont des constantes positives avec
fr, ==1.
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a) Tracer un graphe de V({r). Que représentent physiquement les paramétres V et r, ? Quelle est i ¢
dimension de ¥ '
b) Montrer gu'il existe un domaine de distances ou I'énergie potentielle d'interaction peut étre
modélisée par celle d™un ressort de constante de raideur & que 'on précisera (hgure ci-dessous). On
conservera cette approximation dans toute la suite du probléme.

2) Soient x, et x, les écarts aux positions d'équilibre des ato- C E (a]

mes C et O respectivernent. ——OﬂTiTﬂTlﬂﬂTﬂﬂTﬂTﬂ'O—h

a) Ecrire la relation fondamentale de la dynamique pour » o ” x
] i

chague atome.
b) En déduire I'"équation différenticlle régissant le mouvement relatif 5 = x, — x,, puis la résoudre.

Exprimer la pulsation propre &, et la fréquence v, correspondante en fonction de & et de la masse
M| 1L

réduite pu définie par ) =

:I'Hl_ - mz-
) Exprimer que le centre de masse de la molécule est immobile. En déduire le rapport des amplitu-

des du mouvement de chaque atome et justifier le terme de vibration d’élongation utilisé pour décrire
cette vibration.

d) La fréquence v; mesurée pour des molécules de CO isolées est 6,425 - 10" Hz, et leur énergie de
dissociation est 1,77+ 10719 ],

Déterminer les valeurs des constantes & et [i.

e) Quelle serair la fréquence v* de vibration pour la molécule “CO ?

Sachant que la résolution spectrale en spectroscopie infrarouge est de 'ordre de 10! Hz, peut-on
separer les fréquences de vibration.

3) La molécule de CO est une molécule polaire possédant un moment dipolaire permanent
P_; = PGE:, ol E: est le vecteur unitaire de 1"axe x'x. Dans un modéle simple, on considére que
I'atome C porte une charge positive +8 qui lui est rigidement liée et I'atome O une charge - 5 égale-
ment rigidement liée, On éclaire la molécule au moven d’un rayonnement infrarouge dont le champ

électrique oscillant & la pulsation w est donné, dans la notation complexe, par :

= — —
-_ {1 ECh — pox
E = Hye = B, u, attr,

a) Justifier que le champ E:, est vu comme uniforme par la molécule de CO. On prendra cette
approximation dans la suite.

b) Ecrire les équations du mouvement de chaque atome.

¢} En déduire I'équation différentielle régissant le mouvement relatf 5 = x, — x, . Déterminer sa
solution en régime sinusoidal permanent sous la forme : 5 = gei®,

Exprimer a en fonction de &, @y, E,. det .

d) Du fair du déplacement des aromes, le moment dipolaire de la molécule devient ,E; + ﬁ el®s o

IE::i:“"“ est le moment dipolaire induit par le champ électrique.

Exprimer j-': en fonction de &, p, o, @ et E:.

€) On définit la polarisabilité de vibraton « (@) par : ,1_:1} = ,‘,{m]E,:,E:, .

Exprimer puis racer schématiquement « (m) en fonction de wm, A quelle pulsation 1'effer du champ
électrique sera-t-il le plus grand ?

Quelles remarques peut-on faire sur la valeur alors atteinte par la polansabilité ?

Indications

1) &) "*C est un isotope du carbone de masse atomigue molaire : 13 g - mol™!.

2) a) Longueur d'onde de I'infrarouge : A = 800 nm.

d) Dans cecas: p = ﬁl{—sE:] = Bx, -leii.

D'apres le concours Polytechnigue. |

SOl H
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Solution

1) L’énergic potentielle d'interaction des deux atomes est donnée dans I'énoncé
Vir) = Vy[1 - e Bir-r2,

a) Pour tracer la fonction r == ¥(r), établissons son tableau de varation :
Vir=0) = Vy[1-ePfr)?,

La condition fry == | montre qu'en fait Vir — 0%) = #==; Vir— +=} = V,

et %’ = Wox 2[1—e P (—ePr=myx (< P) = Vyx 2[1 e Pl x fx ¢=Flr=m

%l:;n entraine 1 —e P "' =0, donc 1 =e M ", puis 0= -P(r-ry), doncr=r,.

Dongc le tableau de variation de Vi) s"écrit :

r 0 o +o
|
dV - 0
dr | *
+om Vo| Vir=r) = 0
vir \ /
9

Dot la représentation graphique de Vir)

Vir) |
i
I'-.I

Y

kY
vl} """'"l:\;:'"' Rt e

x\ fd--____.,-'-"_-
T e
0 i

Comme fr, est sans dimension et que ry estenm, on a f en m™.
Pour r = ry, Vir) est minimum donc r= r, représente une position d’équilibre,

2
De plus : dd_"'; = Vpx 2[fePr-l] x fePr-") 4 Wy x 2[1 — e P 00] x (—B)2eBir-"),
r

:tj-. (o) = sy

2
%{r =ry) = 2V p? = 0; donc r = r, représente une position d’équilibre stable de la molécule.

',¢: C'estle principe de la méthode 3
V, représente l'énergie nécessaire pour faire passer la molécule de sa position d'équilibre
(Vir=r,) =0) i deux atomes dissociés (V(r —» +e) = V).
V, représente donc 1'"énergie de dissociation de la molécule.

b) 5i on se place au voisinage de la position d’équilibre r = r;, on peut faire un développement limité
i Pardre 2 de Vir) :

(r=rg)?
2

dv a2V
Viry=Virgl+ E(r: rﬂ}x{r—rn}-l-F{r: Fal *




—p2
(r zl"n]' . éxi?nﬂzir—fu}lz-

51 on modélise 1"énergie potentielle d'interaction par celle d"un ressort de raideur &, on a :

Vif=0+0x{r-ry)+2V,p2x

1
Vir) = ik{r—rﬂ]ﬂ.
Ainsi en identifiant terme i terme, on a, dans un voisinage de r,
k = 2V,B.
2) T,t;: La question 2) correspond au principe de la méthade &
a) Comme indiqué, appliquons le PFD a C.
Systéme : atome C (masse m,).
Référentiel galiléen : (A ; ) oii A est un point fixe quelconque de V'axe (x'x) et ¢, =
—
{avec ”Cﬂ‘i =r)
Forces extérieures appliguées au systéme ;
» poids, néglige ; .
* forces d'interaction Fa | = +&(r- rﬂ}.;;.

‘,¢: Wair la méthode 2

I.|_l"l"¢. Attention au signe de la force de rappel.

gljsl

Equation du PFD :
4:I1.E3|r =
ml[ﬁ]u = +k(r—rgle, . (1)
A I'équilibre :

d2AC :
H’II[F]{'ﬂ = ':I - {11

a
= k(r—ry)e, soit m,(ﬁqx,;’,}]ﬁi = k(r-rye..

2L
1) - (2) donne : m
(1) - (2) 1[ a0 ];;
En projetant sur E;: m X, = kr=ry).
De plus : r=r; = x5 = x;. Donc I'équartion différentielle s"écrit :
On effectue la méme démarche sur 'atome O :
d2A0
=
[-rl P

ﬂ"l., Attention aw signe de la force de rappel

Soit avec les informations & I'équilibre : m,x; = - k(x, - x, ).
b) Les deux équations différentielles s*écrivent :

e mil{xz-x.a @

Xq = 'miz{“l""'” (4) |




(4) — (3) donne :

. o k k y 1 1
Xa=&) = ‘;;(ﬁ‘-*ﬂ';i(-":‘#ﬂh SML & = -k[;l +;E}s.
Si on pose L_Tatms L+i on peut écrire :
H ny g my  m,’ .
5= —Es, s0it E-n-Ea- = 0.
La pulsation propre s'ecrit @, = ﬁ'ﬂlafréqumctpmpr:v = Do -1k
p' ° T I Imyp
c) G est défini par :
— s
AG = mlAD+m3AC! ®
iy + iy
ﬁl'équﬂibrc:
—_— .
AG. = m]hﬂ¢+mzh{]¢l 6
iy + My
00 +m,CC
,_} _:ﬂ‘l: L] +m3 il
(5) — (6) donne : GG = ——rn

T
Comme G est fixe (voir I'énoncé) GG = 0 donc:

—h =
X8 M XaE - - m
[Il' Ll e il it -—1'_—'.

fﬂl-i-lﬂl .l'l ﬂl:

De plus, on introduisant s = x,=x,,0n4a:
0 = myx;+mux,, soit 0 = mylx,—s5)+max;, d'on 0 = (my+mylx;—ms.

Fri
Donce : X, = —1
¥y + FHE,

Et 0= mx +myls+x) soit 0 = (m;+m,)x, +n,s. Done:

i,
—_————
o+,

X, =

Les mouvements de Cix,) et O(x;) se déduisent du mouvement de la particule réduite {de masse
My My

iy +

, distante de s du point G).

C et O vibrent donc 4 la fréquence vﬂ,mnppnﬁﬂundtphut{i—l - ﬂ]- Leurs mowvements sont homo-

thétgques et c'est "atome le plus léger qui a l"amplitude de vibraton la plus importante (? = —%}-
I 2
12103 16 - 10-3
dym, = ———— = 2. 10" kg et M, = ————— = 2,66 10-3% kg, donc:
)y 6,02 - 1023 k8 76,02 108 ke
il L
= = 1,14. 10-2% kg,
H m, + m, ! kg

Vg = %F\E: on peut déterminer numériquement & = h*’rvﬁu:

k= 4rivii = 1856 N -mL.
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Deplus k = 2vp?, donc P = fﬁ-— = 2,3 - 10" m-!,
1]

€) Si on prend la molécule PCO :

wi| = %m. = 2,2-10% kg, donc p' =

1 & 1 1856
Ona va=Lt koL, | 1886 _ go05 100H:
- zn‘j_p " N0-10%

Av = vy -v' = 6,425 101 -6,275- 10"* = 1,5- 10'? Hz.

Si la résolution est de 'ordre de 10! Hz, on pourra donc séparer les fréquences de vibration
des isotopes.

3) a) Le ravonnement qui éclaire la molécule est un rayonnement infrarouge dont la longueur
d'onde est ; A = 800 nm.

A représente la longueur caracténstique de la variation spatiale du champ électrigue.

iy
My 4 My

= 1,19 - 10-26 kg,

. 100 A 800 - 10-°

_*
donc on peut considérer que le champ électrique E,;, est vu comme uniforme par la molécule.
b) On reprend la méme procédure qu’en 2) a) en rajoutant les forces extérieures dues au champ élec-
_}
trique (c"est-a-dire + 8E ) ; on obtient

. SO
%, = R(x,-x)+8E, u, (7N

- —* —3
m:xz —#f:i-:ﬂl}-ﬁEﬂ-ﬁrI m}

c) Par analogie avee 2)b), 20— B3 donne ;
My

X —%; = i{.w - X ]+£E =“""+i{:c -x }+£E Ll

17 % = e R R et I R

2
-5 = £s+§Enein
oop

Donc: & Jl-'E: = —§E.=“‘.

En posant s = gei™, on obtent :

3
—wPaein 4 Egeinn o —-E—Eﬂ,e""“, doil a = ——.
u H LI
by '
ke p
O l.':]-,g = i, donc & = m

',G: Cestla procédure classique pour Fétude d"wn régime forcé ; voir la méthode 5

d) Ona: ;T_:_ = E;—E:E: = E:,—Eae"“"u_;, done ; = —Eﬂl-l_:..

5. = & =

-Eﬂ' '—'Eu,
Done : p = =B B v = H .
L w? —w; o -

Cours




i T — . .
e) S1p s'ecrit p = o £,E,, on peut identifier @, (w) N

avec I'expression retrouvée dans la question .-
précéedente : |
&2 S
M —~ i
L1} = " J
vEp mn_'f"—__ e i
kil T o
_ & :
A L/
dont la représentation schématique est donnée ’
ci-Contre. L

L'effer du champ électrigque est le plus grand

(ici infini) pour @ = @y. Cette valeur mnfinie

n’est évidemment pas physigue. Un phénoméne dissipatif n’a pas été pris en compte ; ceci aurait per-
mis d’obtenir une valeur de la polarisabilité finie pour toute valeur de ® avec un maximum pour une
valeur proche (cette fois) de .

B. Forces centrales, planetes, satellites

E.1. L’indispensable

B5.1.1 - Forces centrales conservatives
* Considérons un point matériel M de masse m soumis 4 une force centrale
E = F{ r]-;F constamment dirigée vers un point O, appelé centre de force, fixe
dans le référentie]l galiléen ﬁ'; cette force ne dépend que de la distance
r= "'E'J_}M" entre le centre de force O et le point M.

Cette force est conservative et dérive donc d'une énergie potentielle € (r) qui
ne depend gue de r, ainsi :

Fig. 2 - Le point M ast soumise i
2 de F forceMN)
: Fir) = - E‘E EP énergie potentielle (T)

r  distance (m)

+ Force newtonienne :

_}
e force (M)
G constante de gravitation universelle
Foo Gmmo (G = 6,67 10" N-m? kg'?)
¥ v 7 mg et m masses du centre de force O er du
point M (kg)
r distance OM (m)

(‘Epm = _G"I“'")

¥
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Fig. 3 - Trajectmre elliptigus
dune plangte.

* Force coulombienne .

E, force (M)
Eq permittivite du vide
ﬁ’::Lﬂ%—f;’r #,=885- 10012 F-m™)
ixe, r gpetg charges du centre de force O ¢t du

point M (0D
r distance OM (m)

1 dod
€ (r)= ——
( pur! ane, r}
. N ’ —%
« Conservation du moment cinétigque : Lo(M) = cre
= le mouvement st plan.

Ca _
o= rfB° = cte est la constante des aires

= % = g (loi des aires) : en présence d'une force centrale passant par le

v
point O, Paire balavée par le vecteur OM est proportonnelle au temps.

« Conservation de "énergle mécanique ;
'

1 - . 1
£, = im---+% = gig, avec K= <Gm,m ou K = Euq"q'
i

[3.1.2 - Lois de Kepler

* Chague planéte se déplace sur une cilipse dont le Soleil est I'un des fovers
fig. 33,
= Le vecteur rayon allant du Soleil a la planéte balaye des aires égales pendant
des temps égaux.
» Le carré des perniodes de révalotion est proportionnel sux cubes des lon-
gueurs des demi-grands axes des ellipses :
T? T période de révolution

a® e a demi-grand axe de 'ellipse

B.1.3 - Etude des trajectoires
{cas d’une force newtonienne)

* Dans le cas d"une trajectoire circulaire, savoir rétrouver rapidement ¢

G,
o= || . (4 "aide du PFID) ;
’ r
4 = Gmym - de G 1. Crm, m )
n ===, (apartirde &, = 5m1® - ——=1;
] ks ¥
T 4% partirde T = 287,
e Gy o

» Pour retrouver les formules d'une trajectomre elliptique, on remplace r par a,
o a est le demi-grand axe de U'ellipse :
Gm:l m T= 4

£, = cm—— gl = = -
= 2a al Gmy

* Afin de caractériser une trajectoire, on utilise le signe de 1'énergie mécani-
gue €, (voire la valeur de Pexcentricite ) (fz, ).



hyperbole €, =0
parabole ¥_ = 0

f ’ ol :
cIiLst:..Em =0 N” : | mﬂm ‘. Excentricité ¢ Trajectoire
;mﬂt ' e=0 cercle®
mEsy £, <0 |
2k - .. 1.2 . 0<e<1 . ellipse
— ! €,=0 e=1 parabole
“w . =0 e=>1 hyperbole

* Pour gue la majectoire solt un cercle, il faur gue la witesse

2a G
o - i
- = munpui.nim'il!u:_l )

el que, £0 oF pmn, b vecteur

_

vitesse © soit orthogonal an rayon UM = rE.

Fig. 4 - Différentes trajectaires selon &

2.2, Principales méthodes

B.2.1 - Comment déterminer les paramétres (vitesse,
énergie, période) d’une orbite circulaire ?

Soit un point matériel M de masse m en mouvement sur une orbite circulaire
sous Paction d une force centrale newtonienne exercée par un objer O de masse
miy. On donne le ravon r,. On souhaite déterminer la vitesse, I"énergie mécani-
que et la période de révolution du satellite constirué par ce point M.

-+ Meathode 7

L e B T B il |

© Exprimer la vitesse du point matériel M a I'aide du PFD. I

& En déduire "énergie mécanique du point matériel M{m). :
& Calculer la période de révolution. I

b o oo o= == == == - e e e O S e S e R R s e e e e s s A

B.2.2 - Comment déterminer la nature de la trajectoire ?

Soit un point matérie]l M de masse mr en mouvement sous "action d"une force
centrale conservative newtonienne exercée par un objet O de masse my;. On
donne la vitesse v, et la distance r, au centre de force O en un point de la ra-
jectoire. On souhaire déterminer la namre de la rajectoire du point M.

-+ Méthode 8

B e e e L L L L L I R R -
© Exprimer puis calculer I'énergie mécanique &, au point matériel M(m). :

i @ Conclure selon le signe de €. i

| N B R T T T ol

]
L
{=1]
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B.2.3 - Comment déterminer la position et la vitesse aux
points caractéristiques d’une trajectoire ?

Soit un point matériel M de masse m en mouvement sous I'action d’une force

centrale conservative newtonienne exercée par un objet O de masse m,. On
o — N i N

donne le vecteur position OM,; et le vecteur vitesse ¢; en un point M, de la

rrajectoire. On souhaite déterminer les positions et vitesses aux points
CATACIeristgues ;

+ i 'apocentre et au péricentre (P) pour une ellipse ;
* au point d"approche minimal (P) pour les parabole et hyperbole.

-+ Méthode 9

| el e L —------‘_'—--—1
I @ Ecrire la conservation du moment cinétique (ou de la constante des |
aires C) a l'aide des conditions initiales (en M),
. —b
{pour les points caractéristiques considérés, r = 0 donc OM L v ).
@ Ecrire la conservation de 'énergie mécanique £ 4 'aide des condi-
tons initales (en M,).
& Hésoudre le systéme de deux équations 4 deux inconnues (Fi o)
obtenu,

T L L L L L
b om om o o e o o o

Les mouvements cométaires

Il ¥ a de cela environ 65 millions d'années, les dinosaures et de nombreuses autres espéces vivantes,
terresires e aquatiques, animales et végetales, ont ¢t victimes d une extincoon massive et brutale
(evenement KUT, a la limite des périodes créracée (K) et tertiaire (T).

Parmi les diverses hypothéses proposées, celle qui recueille 4 'heure actuelle le plus de suffrages dans
la communauté scientifique est celle de I'impact d*une cométe d la surface de la Terre. Ce probléme
examine quelques-uns des aspects de la description mécanique d'un tel impact.

Un ensemble d"astéroides de faible dimension se trouve vraisemblablement réparti, dans le systéme
solaire, & grande distance du Soleil {au-deld de 'orbite de Pluton),

La masse totale de ces astéroides (nuage de Oort) représente environ le tiers de la masse totale des
neufl planétes et de leurs satellites.

Lorsqu’un de ces astéroides est suffisamment dévié de sa trajectoire quasi-circulaire par I'effer gra-
vitationnel d'autres astéroides et planétes pour s’approcher 4 trés courte distance du Soleil, il prend
le nom de cométe.

MNous érudions ici les caracténistiques du mouvement d'une cométe hypothétique, qui pourrait, a cer-
tains égards, ressembler i celle qui fur peut-étre responsable de I"événement KT,

Cette cométe C, de masse m = 2,5- 10'% kg, est considérée comme sphériqgue, de rayon
r. = 10* m; sa trajectoire autour du Soleil est une ellipse trés allongée.

La cométe C est aussi caractérisée par une distance maximale au Soleil : 4, = 5 10%, ol
a = 1,5- 101V m est le rayon de la trajectoire terrestre (supposée circulaire) autour du Soleil (a est
appelé unité astronomigue).

Elle est enfin caractérisee par une période de mouvement notée T. On note T, la période du mou-
vement terrestre autour du Solell.

1) Déterminer numériquement la vitesse o, de la Terre sur son orbite circulaire autour du Soleil.

2) On note G la constante de la gravitation universelle et Mg la masse du Soleil. Exprimer le produit |
GM; en fonction de v, et a. :

Loara




3) La distance minimale de C au Soleil est notée d_ . .
Exprimer, en fonction de d___, d_.., @ et v, les vitesses maximales v, et minimale v, de C sur |
son orbite,

On pourra utiliser des relations de conservation.

4) Quelle relaton doivent verifier 4, et @ pour gu'un impact de C sur la surface de la Terre puisse ére
envisage ?

En déduire une évaluation numérique de la plus petite valeur possible pour v, .

5) On choisira dans la suite d ;. = a.

Quelles sont les valeurs extrémes possibles de la vitesse relative de la Terre et de C (vitesse d'impact)
au moment du choc de C sur la Terre ¢

Daprés le concours Mines Ponts.

Solution

",C&_' La gueston 1) et 2] reprennent le principe de la méthode 7

1) La Terre tourne autour du Solel sur une orhbite
_:h

circulaire ; elle est soumise 4 une force centrale F  (force

d'interacoon  gravitationnelle) qui démve d'une énergie

potentielle. Soit R(O ; 2., 2, ¢,) le référentiel galiléen de

Kepler.

L’énergie de mécanique de la Terre dans 3 s'écrit :

i 1 2 GM My

ol My est la masse de la Terre.

Ici a = cte (trajectoire circulaire) donc v, = cre.

]

Deplus T, = ZRa _ -:ernferth |:|.1:l=:I done
L1 vitesse
-n- |-} zﬂ
o TI]

_ 2rx1,5x= 101
"~ 365 x 24 % 3 600

2) Pour trouver la relaton demandée, il faut appliquer le PFD :
* 4 la Terre ; P
» dans le référentiel galiléen SO ; ¢, ¢, ¢.).

AN o, =20000m -5 '=299km-s!.

" —
Mya(Terre), = F.

2
-+ d _ e I . * R+ 3. E-&
Or ﬂ[T:nE}Il.:ﬂ = [d—t[ﬂ'er}l}!i = abey = vyey €1 ﬂ(TEﬂ"E'ﬁI,-a =—-ab e == a-!,..
=+ oMM
Deplus F = -%ﬁ (interaction gravitationnelle entre la Terre et le Soleil).

Z
v GM M
Done I'équation de PFD s'éerin : MT[— ;"']é: = _+§:,
"
2

- 0 . -4 l'I'.|'|:|
Soit en projection sur &2 —MTE =

GMM i 2
—-——— soit GMy = av.

B 5 : : ; . S
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3) L'énoncé indigue que la cométe a une trajectoire ellipugue (trés allongée) autour du Soleil :
comete

"',t:q: Wair la méthaode 9.

Pour répondre 4 la question, on nous suggére d'utiliser des relations de conservation qui sont :
* la conservation du moment cinétigque ;

* la conservation de 1"énerme ;

et qui donnent 2 équations qui nous permettent de déterminer les inconnues o, et v, .
Conservation du moment cinétique

5 =
£ L‘T{E)J’& =cte = d mv, . o= d omo .

'Q: En eftet, au niveau des points de distances mimimale et maximale, la vitesse est purement orthoradiale done
orthogonale au rayan

Ainsi : d v =do (1)
Conservation de 1"énergie
1 2 GMgm 1 GMgm ,
E_ = = = = = = - .
m = cte Emum . Emﬂm o s BOIT
1 2 GMg 12 GM;
2ot~ g = 3w g @)

i'l"., Quand o est maxirmum, v est mimimum et quand 9 est mindmum, « 251 maxmum

A l'aide des équations (1) et (2) précédentes et en faisant disparaitre v, on obtient :
[[dm ]1 GMg 1 GMEL

2y T a T2
(1] - 20 ). st s,
Ty = zGngj‘:“%idﬂ,

or GM; = ﬂI'.I: {question 2}) donc :

Fsas

U i Bt + Doe)

Upax = Yg JI

ﬁ. Comme vy estenm-5s", a, d,,, et d,, en m, cette expressian est homogéne
1 = m

m-s-'- =m-5~'
S Mo m

Enuirs




De la méme maniére, on obtient ;

d i
Vmin = "”\/hdu{dm.. )

. 4 f - ¥ loe TS
z:, i suffit powr cela de remplacer les indices min par max ai les indicas max par man

4) Pour qu'un impact de la cométe sur la Terre soit possible, il faut que @ d_,, < a.

Ceci impligque :
d +d < a4+d SO ] > 1 el ! }l.
min T enax T i + Imay @+ dipay dog, @
Or ¢ = t, [2a o donc :
o " Asin Gmin + Tax)

- > ' - ) - 2d ..
L — Ty Em: BOMT 0 tn m

De plus, d_,. == a; on peut donc écrire plus simplement :

2d
Tpax = ¥ d‘m’ soit umlﬁ'ﬁuﬂ.

AN, v, =-2%299 = 42,3 km -5

5) 5i d;, = a, la collision a lieu au périgée, quand v est maximale :

* i la cométe a une vitesse opposée a celle de la Terre alors :
Vimpas = Vo + /203

* 5i la cométe a une vitesse de méme sens que celle de la Terre :
Vimpact = 3%~ g,

Ainsi : (J2 1)y = Byppne = (424 1)my.

AN, 124km -s!'= Clmpact = 72,2 km 51,

C. Réféerentiels galileen et non galileen,
changement de référentiels

C.1. L’indispensable
C.1.1 - Cinématique

* Loi de composition des vitesses (fig. 3) :

= J:MJM = o(M),, +o(Me R,

— — —

by —
¥ !_,' .
Ty = Ty + U=
= absalae relative critrainment
o oRE

" * Loi de composition des accélérations :

-+ i =

& () (@) (M), = a(M), +a(Me @), +2Q,, . AT M),
ﬂ‘ - I'J:- + ';!g + af:'
absolus relaire emtrainement Comolis

“ Chapitre 6 : Aappels indispensables de mécanique de 1" année
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=+ Méthode 10

F - - - O - - - - - O - . O - . O O O . . O . L]

I @ Bien préciser les deux reférentiels # et 3, qui vont étre utilisés. |

Sassurer que Jit_ est galiléen. :

& Calculer I'accélération d’entrainement et 'accélération de Coriolis.
" —

© En déduire F_ et F,. Vérifier les unités. :

L Y L L L L L ol

ETIETITER Composition de deux rotations

Une circonférence (€) de centre O et de rayon a, située dans le plan vertical, tourne autour d'une
de ses angentes verticales Oz, d'un mouvement de rotation uniforme défini par le vecteur rotation
@ (voir schéma 1 et 2).

Un anneau M de masse m, assimilé 2 un point matériel, est mobile sans frottement sur cette circon-
férence. On désigne par 8 'angle que fait O°'M avec la verticale descendante passant par O°. @ est
compté positivement dans le sens indiqué sur les schémas ci-dessous.

Z |

ElL

L 3

My
:.r
Schéma 1 : cas d"une position quelcongue de la circonférence ().

4
="
& ¢
g! . ¥

M

Schéma 2 : cas od le plan de la circonférence (£) est confondu avec le plan (y0z).

A) Emdtdumnuvemmd:hlmrfﬁ}pnrplmhmm

1) Udlisation de la relation fondamentale de la dmamique
a) Ecrire la relation fondamentale de la dynamique dans le référentiel °(Ox"y'z") lié au cercle et

en rotation dans le repére galiléen #®{Oxyz). On notera I?:t et F_},c les forces d'inertie d’entraine-
ment et de Coriolis, et ﬁ la réaction de ("€) sur M.

b) Montrer que F_: est colinéaire iﬁa, et exprimer sa norme en fonction de 8, m, a et @ (norme du
vecteur rotation autour de Oz).

Montrer que f‘: est colinéaire 3 %}a,tt:mrh'nﬂ'iﬂ norme én foncton de m, 8, @ et v o0 o est la
norme de la vitesse de M dans le référentiel 3°.
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done : E;{M}-";l' = ainmaﬁs_;, = mﬂzﬁ{—q‘]-
1 . _’
Donc Lo(Mj, . = -ma‘Be,.
b) On démontre le TMC en dénivant le moment cinétique :
dioiMy, ) =|2oMamom, || =(20'M o (M), + O'Mam[ Lo (M
(Sio }u-]m.‘ 21 0'M A mu (M), F-[a{ ) e (M) + OMam(So My, )
-
-+

-+ ——+ -+
= 'E{Mjll.rf-. "-""—'(M];H. + 0 M.ﬁ.ma[M]ll.r .
Or le PFD dans 3’ s"écrit

= -+ = —% —3
ma(M), . =FP+R+F +Fg,
d — ——3 e .
done [EL“'I‘M}-’I]“- =0'MAP+R +F_+F;.

',¢: Le 2™ terme de I'dgalitk reprégente le momant des forces extérisures at forces d'inertie appliquées & M.

__.
€) On veut retrouver I'équation différentielle du mouvement, il faut pour cela faire disparaitre R ; or
< —_— =
comume il n'v pas de frorrement B n'a pas de composante sur E; done O'M ~ R [(son moment
en O0°) n'a pas de composante sur E.:.'- : on va donc projeter la relation vectorielle du TMC sur g

- d— T e e e ]
On a done ; ¢y [E-L":'“{M}."m]l.-a. = &, [OMA(P +R +F, +F)].

Or (%L_«.;tm}m]w = [dﬂrt—mzﬂﬁ})m. = -ma?@z.

; . ) rda
',¢: e, est fixe dans &' done |

g, _
\ dit Ma o

Par aillleurs :

—

s O'M AP = d::r..ﬁ (—m_g's._':] = —mﬁ'ﬂm{ﬂ—ﬂ']{—ﬁ} - +m§“5iuﬂ';:’;

«O'MAF, = .::r?,n moriall + s.i.rlEl}eT:e = mita?(l + sinﬁ]sin(g— EI]{—E,:]-
= —miral(l + sinﬂ]maﬂa}- ;

= ﬁ A E].: n’a pas de composante sur E: car le résultar du produit vectoriel est orthogonal a ﬁ
{ Eé',} et orthogonal & ﬁ { -{:.]..
Ainsi la projection sur %‘- du TMC s'écrit :

—mal8 = mgasin® — meal(l + sinB)cosd

d*e

01t a—
de?

= @’a(l + sinfB)cosf - gsin.

- . v ' . —* dU] = s P
3) a) On sait que le lien entre énergie potentielle et force est: F, = ~——¢,. o0 x" = HM.

1 i — df L
Or F, = moHM = moix'e,..

dU 'z
Donc _u:l_::"l = mody” soit 0, = —mm1%+ﬂ=1-
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2) Les trois forces mises en jeusont: P, R et F,.

-
P

On voit que dans les cas Eda’ﬂsa'n et 3'2—"5352:1 quelle que soit la direction de R il ne pourra v

avoir &quilibre,
Inversement les cas 0 =0 = g eIm=E= BE“ montrent qu'un équilibre relatif est possible,

Les positions d'équilibre se trouvent dans les intervalles Iﬂ 3 ‘ﬂ et [1: 3 !-Tu]

3) On peut retrouver ce résultat & I'aide de B.1) en effet les positions d"équilibre vérifient,
aw*(1 +sinf) = granB, soit a“{il +8inf) = tanf.

On peut donc tracer I'allure des deux fonctions :

- f,(8) = “T“frcn 5ind) ;

* f2{8) = and;
et vérifier les domaines o0 ces deux courbes se croisent.
Ainsi on voit que les points d'intersections des deux courbes c'est-a-dire les positions d'eéquilibre se
trouvent dans les intervalles :
053] e [++ 7

F )
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4) a) On veut que 8, = 30° soit une position d'équilibre donc :

I 3 22.3
aw?(1 +sind;) = gtanB, soit .:n’u.'r’-'(l +E] = g}t%r d'ot w = -.,'lf ; ‘
=
C {10 2.3
AN, D= r‘IEKTad,draﬂ.i 1
b} On cherche g‘-g sachant que f = wla(l + sin8) cos® — gsind.
df . .
E-éﬂi] = odal{1 + sind){—sind) + cosBoosB] — goosB.
Done :
d-lr -] T H r . ¥
ﬁ{ﬂ =8, =30%) = wal{l + =inb,){-sind,) + cos*8, | - poosf,.
Numeérnquement ; ;1—';[&_., = 30" = §4° x I.'.I,E._(] + %](—%}+ [“‘T]_J - Iﬂ% = - 8,66 m-52,
Aiesi gy = —k avec k= 0.

de

L’équation du mouvement linéarisée autour de 8, 8"écrit alors :

al = (-kWB-8,) =0, soit a® + kB = kB, soit B +§a = Eﬁu.

On peurt poser : {2* = f >0 dong

8+ 0% = 00,
Cetie équation différendelle admet une soluton sinusoidale.
Le point M écarté de sa position d"équilibre va donc osciller autour de celle-ci, donc :
la position @ = 8, est une position d’équilibre stable.
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axe instantané de rotation, 25
base, B
bras de levier, %8

C

centri

- de masse, 61
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mament, 65
- de Varignon, 13
— fondamentale de la cinémati-
que du solide (FFCS), 17

foyer d'une ellipse, 255
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glissement, 22, 39

- yitesse de, X2

- roulement sans, 23
glisseur, 97, 153

= momant, 98

inter-efforts, puissance, 154
intérieures (forces), 96
Keplar, 255

Koenig, thaorémes, B5
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ligison
= parfaite, 157
= pivat, 100, 157
—rotule, 101, 157
— sans frottement, 157
loi
- de composition des accéléra-
tions, 260
- de composition des vitesses,
19, 260
- des aires, 255
= " Amontons-Coulomb, 99
- de Kepler, 255

masse, B0
moment
— Cinétique en un point, 64
= cinétique par rapport & un axe,
66
= d'inertia, 69
= d'un glissaur, 93
= d'une force, 98
miouvameant
- de rotation, 13
-~ de rotation autour d'un axe de
direction fixe, 72, 106, 163
— de rotation autour d'un axe fixe,
18, 68, 105, 153, 162
—de translation, 19,73, 153
- quelcongue, X
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non glissement, 99
oscillateur harmonique
- amarti par frottement fluide,
244

— non amort, 244



oscillations
—forcées, 245
= libres, 244
périgée, 256
période de révolution, 255
PFD, 101, 28
pivot (liaison), 100
pivotement, 22
planétes, 254
poids, 97, 154, 158
= @nargie potentielle, 160
- puissance, 152
point
- ¢oincidant, 18, 22
- de contact {gaometrique),
21,99
~ élémant d'un solide (naturelle-
ment), 17, 21
positions d"équilibre, 247
principe fondamental de la dyna-
mique, 101, 261
principe des actions réciprogues
(3* loi de Mewton), 102, 103
probléme & deux corps, 248
produit
- scalaire, 9
—vectoriel, 9
puissance des actions mécani-
ques, 150
- de pesanteur (du poids), 154
- extérieures, 152
- gxtdrieures pour un contact
ponciuel , 156
— extérieures pour un glisseur,
153
= gutérigures pour un couple ,
153
—intérieures, 154
= intérieuras pourun contact
ponctuel, 155
pulsation propre, 244
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quantité de mouvement, B3
réaction

—d'axe, 99

- normala, 99

—tangentielle, 99,
référantiel, B

- barycentrique, 62, 248

- de Copernic, 261

~de Kepler, 261

- galiléan, 260

- géocentrique, 261

—terrestre, 262
régime

- apériodique, 244

- oritigue, 244

-~ pseudo-pénodique, 244
repére, 8
résonance, 245
résultante

= cinétique, B3

—des forces, 96
rotation

= gutour d'un axe fixe,

19, BB, 1085, 153, 162
= gutour d'un axe de direction
fixe, 72, 106, 163

rotele (lkaison), 100
roulement, 22

—gans glissement, 23, 99
RSG, 73
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satelltes, 254
Soleil, 255
solide, 17,59
— @n rotation autour d'un axe fixa,
19, 68,105, 153, 162
= g ratation autour d'en axe de
direction fixe, 72,106, 163
- en translation, 19, 73, 153
stahilité, 245
statique, 104
systéme
- mabériel, 59
- matériel fermé, 60
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TCM, 101, 102
TEC, 161, 261
TEM, 162

terme de marde, 261
théarémes de Koenig, 65
= premier thearéme, 65
— deuxigme théoréme, 67
théoréme
—du centre de masse (TCM), 102
— dela puissance cinétique (TPC),
160, 261
—de I'énergie cinétique (TEC),
161, 261
— de l'énergie mécanique (TEM),
162
—des actions réciprogues, 103
— du moment cinétique (TMC),
103
- de la résultante cinétique (TRC),
102
TMC
—barycentriqgue, 105
—&n un point, 104
—par rapport & un axe, 105
torseur
- cinématique, 18
- cinétique, 65
—des actions de contact entre
deux solides, 39
—des efforts, 96
— particulier ; couple, 97
— particulier ; glisseur, 97
TPC, 160, 261
trajectoire
- girculaire, 255
= glliptigue, 255
- hyperbolique, 256
- parabolique, 256
translation (solide en), 73, 153
travail
- d'un ensemble de forces, 158
- du poids, 158
TRC, 101

Vv

Varignon, 13
vecteur
— accalération, 15
— position, B
- rotation instantané, 13
—vitesse, 14
vitesse (champ de), 17
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